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dimensional and three-dimensional equations, the conjugate gradient methods due to a 
smaller number of iterations, have less computation time. Comparing the execution time of 
the different methods shows that for an 8-core processing, speedups of about 10 and 5 are 
achieved for the two- and three-dimensional equations, respectively. Furthermore, using a 
graphics processing unit leads to speedups between 5 and 10 in comparison to the 8-core 
processing. 
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سازی حلگرهای تکراری دستگاه  بررسی موازی 
 معادلات خطی حاصل از معادله پواسون 

  * 1داریان حسین محمودی 
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 چکیده 

سازی چند حلگر تکراری دستگاه معادلات  در مقاله حاضر یک بررسی بر موازی 
سازی معادله پواسون به روش تفاضل محدود انجام  خطی حاصل از گسسته

ای  های تکراری فوق تخفیف گاوس سایدل نقطهشود. به طور خاص روشمی
ده  های گرادیان مزدوج و گرادیان دومزدوج پایدار شو خطی و همچنین روش

می روشبررسی  برای  بهینه  گردد.  تخفیف  فوق  از ضریب  تخفیف  فوق  های 
ای با  سازی ابتدا برای یک پردازنده مرکزی چند هستهشود. موازی استفاده می
اِم پی و سپس برای یک  پلاسنویسی سیزبان برنامه پلاس و کتابخانه اُپن 

با زبان برنامه از گنویسی کودا صورت میپردازنده گرافیکی  یرد. نتایج حاصل 
های  دهد روشحل معادله دو بُعدی و همچنین معادله سه بُعدی نشان می

گرادیان مزدوج در بیشتر موارد به علت تعداد تکرار کمتر زمان اجرای کمتری  
  8دهد در یک پردازش  های مختلف نشان میدارند. بررسی زمان اجرای روش

برابر   5و    10ش سرعتی تا حدود  ای، افزایای نسبت به حالت تک هستههسته
گردد. علاوه بر آن،  به ترتیب در حل معادلات دو بُعدی و سه بُعدی حاصل می

حالت   به  نسبت  گرافیکی  پردازنده  از  افزایش  هسته  8استفاده  موجب  ای 
 شود. برابر می 10تا   5سرعت بین 

پردا  :هاکلیدواژه  مزدوج،  گرادیان  روش  تخفیف،  فوق  پواسون،  زش  معادله 
 موازی، کودا 

 
 03/1402/ 19تاریخ دریافت: 
 20/09/1402تاریخ پذیرش: 

 hmahmoodi@ut.ac.irنویسنده مسئول: *

 مقدمه   - 1
معادله پواسون در بسیاری از معادلات حاکم در مسائل مهندسی 
نظیر انتقال حرارت، مکانیک سیالات، الکترواستاتیک و ... ظاهر  

از  می حاصل  جبری  معادلات  دستگاه  عددی  حل  شود. 
با روش گسسته این معادله،  انجام میسازی  تکراری  شود.  های 

آنهروش  از  دارند که  وجود  مختلفی  تکراری  می های  به  ا  توان 
سایدل و فوق تخفیف -های با قدمتی نظیر ژاکوبی، گاوس روش 

روش و  نسخه متوالی  و  مزدوج  گرادیان  نظیر  جدید  های  های 
کرد   اشاره  آن  پردازنده1]-[3مختلف  ظهور  با  تعداد .  با  هایی 

کدُهای هسته تغییر  سمت  به  محققان  تدریج  به  زیاد،  های 
های جدید حرکت کردند.  محاسباتی جهت استفاده از این پردازنده

های گرافیکی برای حل توان به استفاده از پردازندهبرای نمونه می
های  و حل معادلات سیال به روش  [4]پخش  - معادله جابجایی

دار  های ضرورتاً غیرنوسانی وزن ، روش5]-[7تفاضل محدود ضمنی  
اشاره نمود. در خصوص حل    [11]و روش گالرکین ناپیوسته  8]-[10

توان به استفاده از های تکراری می عددی معادله پواسون با روش 
تخفیف  پردازنده فوق  روش  برای  روش   [13 ,12]های گرافیکی  و 

مچنین استفاده از روش تقسیم دامنه و ه  [15 ,14]گرادیان مزدوج  
 اشاره کرد.  16]-[18ای برای پردازش چند هسته

پواسون   معادله  عددی  حل  در  مختلفی که  تحقیقات  وجود  با 
مقایسه  گرفته،  روش صورت  عملکرد  بین  در ای  مختلف  های 

داند( انجام نشده است.  پردازش موازی )تا جایی که نویسنده می
الگوریتم  دیگر  سوی  جهت از  یکسانی  قابلیت  مختلف  های 

استفاده همزمان از چندین پردازنده را ندارند و در حل یک مسأله  
برداری از  از راهکارهای متفاوتی باید استفاده نمود تا حداکثر بهره 

مقاله  در  علت،  همین  به  گیرد.  صورت  محاسباتی  افزار  سخت 
  های تکراری متداول در حاضر یک بررسی و مقایسه میان روش

گسسته از  حاصل  خطی  معادلات  دستگاه  معادله  حل  سازی 
های  پواسون به روش تفاضل محدود به صورت موازی و چالش 

  شود.سازی آنها انجام می پیاده 

 سازی معادله پواسون گسسته   - 2
 معادله پواسون در فضای دو بُعدی به صورت زیر است: 

𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 = 𝑓(𝑥‚𝑦) (1)  

سازی این معادله را به روش تفاضل محدود در یک ناحیه گسسته
گیریم مربعی به ضلع واحد با شرایط مرزی دیریکله در نظر می

دهد. متغیرهای  مشخصات شبکه عددی را نشان می   1. شکل  [19]
 کنیم:گسسته را به صورت زیر تعریف می

𝑥𝑖 = (𝑖 − ۱)∆𝑥‚    𝑦𝑗 = (𝑗 − ۱)∆𝑦‚    

 𝑢𝑖‚𝑗 ≡ 𝑢(𝑥𝑖 ‚𝑦𝑗)‚    𝑓𝑖‚𝑗 ≡ 𝑓(𝑥𝑖 ‚𝑦𝑗) 

۱ ≤ 𝑖 ≤ 𝑁𝑥‚    ۱ ≤ 𝑗 ≤ 𝑁𝑦‚         

∆𝑥 =
۱

𝑁𝑥 − ۱
‚    ∆𝑦 =

۱

𝑁𝑦 − ۱
 

(2) 

اندازه شبکه به  𝑦∆و  𝑥∆تعداد نقاط شبکه و   𝑁𝑦و  𝑁𝑥که در آن  
ترتیب در راستاهای افقی و عمودی هستند. با استفاده از روش  

، معادله به صورت گسسته  [19]تفاضل محدود مرکزی مرتبه دوم  
 شود. زیر می 

ui+۱‚j − ۲ui‚j + ui−۱‚j

∆x۲
+

ui‚j+۱ − ۲ui‚j + ui‚j−۱

∆y۲

= fi‚j 

(3) 

𝛽و تعریف  x2∆که با ضرب طرفین در  = ∆𝑥/∆𝑦  به صورت زیر ،
 گردد. ساده می

ui+۱‚j + ui−۱‚j + β۲(ui‚j+۱ + ui‚j−۱)

− ۲(۱ + β۲)ui‚j = ∆x۲fi‚j 
(4 ) 

سازی معادله پواسون در فضای سه بُعدی به نحو مشابه  گسسته
روابطانجام می  و  (  6)  و(  5)  شود.  پواسون  معادله  ترتیب   به 

 دهد.گسسته آن را در فضای سه بُعدی نشان می 
𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 + 𝑢𝑧𝑧 = 𝑓(𝑥‚𝑦, 𝑧) (5)  
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 مشخصات شبکه عددی   ( 1شکل  

 
ui+۱‚j,k + ui−۱‚j,k + β۲(ui‚j+۱,k + ui‚j−۱,k)

+ γ۲(ui‚j,k+۱ + ui‚j,k−۱)

− ۲(۱ + β۲ + γ۲)ui‚j,k

= ∆x۲fi‚j,k 

(6) 

𝛾که در آن   = ∆𝑥/∆𝑧  .برد.است  

 های تکراری روش  - 3
روش  بخش  این  دو  در  معادله گسسته  حل  برای  تکراری  های 

معرفی می(  4)بُعدی   نحو را  به  بُعدی  برای حالت سه  و  کنیم 
های تکراری یک حدس اولیه برای هر مشابه خواهد بود. در روش 

دهند.  شود و سپس آن را بهبود مییک از مجهولات مشخص می
)البته با شرایطی( به جوا شوند. ب همگرا می با تکرار این روند 

های ترین روششدهسایدل شناخته -های ژاکوبی و گاوس روش 
معرفی  خطی  معادلات  دستگاه  حل  جهت  هستند که  تکراری 

. در روش ژاکوبی در هر تکرار مقدار جدید هر متغیر  [2 ,1]شوند  می
𝑛)مرحله   + )مرحله  1 قبلی  مقادیر  از  استفاده  با   )𝑛 سایر  )

 آید:  متغیرها به دست می

ui‚j
n+۱ =

ui+۱‚j
n + ui−۱‚j

n + β۲(ui‚j+۱
n + ui‚j−۱

n )

۲(۱ + β۲)
− si‚j 

si‚j =
∆x۲fi‚j

۲(۱ + β۲)
 

(7 ) 

 

ui‚j
n+۱ =

ui+۱‚j
n + ui−۱‚j

n+۱ + β۲(ui‚j+۱
n + ui‚j−۱

n+۱ )

۲(۱ + β۲)
− si‚j (8)  

مقدار جدید   رابطه حین محاسبه  این  نقطه   𝑢در  مقادیر   (𝑖‚𝑗)در 
مقادیر جدید  𝑢𝑖‚𝑗−1و  𝑢𝑖−1‚𝑗جدید   لذا  است.  آمده  به دست  قبلًا 

می استفاده  برای  آنها  اما  مقادیر   𝑢𝑖‚𝑗+1و   𝑢𝑖+1‚𝑗شود.  ناگزیر 
سایدل -گردد. سرعت همگرایی روش گاوس شان استفاده میقبلی

دو برابر روش ژاکوبی است. با این حال سرعت همگرایی هر دو  
ت. به همین علت از روش های ریز بسیار کند اسروش برای شبکه 

( متوالی  تخفیف   Relaxation-Successive Over  )[1, 2]فوق 
  شود.استفاده می

 ای  روش فوق تخفیف متوالی نقطه   - 1-3
توان سرعت همگرایی را افزایش می   [2 ,1]با اعمال فوق تخفیف  

این به  تخفیف  فوق  روش  مقدار   داد.  اختلاف  است که  صورت 
از   قدیمی حاصل  و  )رابطهجدید  تکرار  با یک  (8)یا  (7)رابطه   )

 شود: ضریب وزنی به مقدار قدیمی اضافه می
ui‚j

n+۱ = ui‚j
n + ω(ui‚j

∗ − ui‚j
n ) (9)  

آن  در  𝑢𝑖‚𝑗که 
𝑢𝑖‚𝑗برابر   ∗

𝑛+1 روابط از  یکی  به   (8)  یا  (7)   در  است. 
گویند. محدوده همگرایی  ضریب فوق تخفیف می 𝜔ضریب وزنی  

تخفیف   فوق  ضریب  0برای  < 𝜔 < بهینه  [2]است   2 مقدار   .𝜔 
بستگی به ابعاد شبکه عددی دارد. سرعت همگرایی روش فوق 

بهینه  -تخفیف گاوس  مقدار  با  روش   𝜔سایدل  از  بیشتر  بسیار 
بهینه   مقدار  با  ژاکوبی  تخفیف  روش  𝜔فوق  مزیت  اما  است. 

رابطه  زیرا  است.  برای پردازش موازی  آن  بودن   ژاکوبی مناسب 
محاسبه است. اما  برای هر نقطه مستقل از نقاط دیگر قابل    (7)

امکان پردازش   (8)  سایدل به صورت مرسوم رابطه-روش گاوس 
موازی ندارد. زیرا مقدار جدید هر نقطه به مقدار جدید دو نقطه  

سایدل به صورت -دیگر ارتباط دارد. به همین علت روش گاوس 
بندی نقاط به دو دسته  دیگری باید اعمال شود. یک روش، تقسیم

است   رنگ  دو  آنها    . [20]یا  برای  را که  نقاطی  این صورت که  به 
𝑖مقدار   + 𝑗   زوج است، رنگ قرمز و نقاطی را که برای آنها مقدار

𝑖 + 𝑗 گیریم. در این صورت مقدار  فرد است، رنگ سیاه در نظر می
جدید هر نقطه فقط وابسته به نقاط غیرهمرنگ و مستقل از نقاط  

ابتدا مقدهمرنگ خودش است. بنابراین می ار جدید نقاط توان 
به نحو مشابه  نمود و سپس  قرمز را به صورت موازی محاسبه 

 مقدار جدید نقاط سیاه را به دست آورد:

ui‚j
n+۱ =

ui+۱‚j
n + ui−۱‚j

n + β۲(ui‚j+۱
n + ui‚j−۱

n )

۲(۱ + β۲)

− si‚j      i + j =  زوج

ui‚j
n+۱ =

ui+۱‚j
n+۱ + ui−۱‚j

n+۱ + β۲(ui‚j+۱
n+۱ + ui‚j−۱

n+۱ )

۲(۱ + β۲)

− si‚j      i + j =  فرد

(10) 

تقسیم2شکل   را  چگونگی  سیاه  و  قرمز  رنگ  دو  به  نقاط  بندی 
می رابطه  نمایش  در  مقادیر  (  10)دهد.  )زوج(  قرمز  نقاط  برای 

نقاط سیاه )فرد( استفاده شده است اما برای نقاط سیاه   𝑛مرحله 
𝑛مقادیر مرحله   +  گردد. نقاط قرمز استفاده می 1

 
رنگ قرمز و  تقسیم   ( 2شکل   به دو  نقاط  سازی  سیاه جهت موازی بندی 

 سایدل -روش گاوس
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سایدل برای هر دو -برای روش فوق تخفیف گاوس  𝜔مقدار بهینه  
 :[21]آید به صورت زیر به دست می (10)و (8) رابطه

ω =
۲

۱ + √۱ − r۲
     r =

𝑐𝑜𝑠(θx) + β۲𝑐𝑜𝑠 (θy)

۱ + β۲
 (11)  

آن   در  𝜃𝑥که  = 𝜋∆𝑥   و𝜃𝑦 = 𝜋∆𝑦 در است  ذکر  شایان        است. 
𝑥∆برای شبکه مربعی  𝜔مقدار بهینه    20]-[22 = ∆𝑦 (𝛽 = ( ارائه  1

تر شده است و در اینجا ما با انجام تحلیل مشابه، حالت عمومی
کرده ارائه  و را  دارد  تقارن  جهت  دو  به  نسبت  رابطه  این  ایم. 

را   ωمقدار   و بالطبع rبا یکدیگر، مقدار  𝑁𝑦و  𝑁𝑥جابجایی مقادیر  
دهد. نکته شایان ذکر این است که با استفاده از مقدار  تغییر نمی

می  کمتر  مراتب  به  تکرارها  تعداد  حالت بهینه  این  در  شود. 
توان نشان داد تعداد تکرارها برای اینکه خطا یک دهم شود می

(N10 :به صورت زیر است ،) 

N۱۰ =
√۱ + β۲

۲√۲π∆x
𝑙𝑛(۱۰) (12)  

  اهینقاط به دو رنگ قرمز و س  یبندمیتقسبرای معادله سه بُعدی  
iبا توجه به زوج و فرد بودن مقدار   + j + k  شود. روابط  انجام می

ضریب فوق تخفیف بهینه نیز به نحو مشابه با تحلیل دو بُعدی  
 شوند:حاصل می [22 ,21]

ω =
۲

۱ + √۱ − r۲
      

r =
𝑐𝑜𝑠(θx) + β۲𝑐𝑜𝑠 (θy) + γ۲𝑐𝑜𝑠 (θ𝑧)

۱ + β۲ + γ۲
 

(13)  

 

N۱۰ =
√۱ + β۲ + γ۲

۲√۳π∆x
𝑙𝑛(۱۰) (14)  

شود، جهت تمایز با روش فوق تخفیف خطی که در ادامه آورده می
ای گفته  های ذکر شده این بخش روش فوق تخفیف نقطه روش 

  شود.می
 روش فوق تخفیف متوالی خطی    - 2-3

سایدل خطی، متغیرهای هر خط از شبکه )خط  -در روش گاوس 
. برای هر خط [19]شوند  سطری یا خط ستونی( همزمان به روز می

گردد. همگرایی این روش  یک دستگاه معادله سه قطری حل می
نقطهسریع  روش  از  بیشتری  تر  محاسبات  به  نیاز  اما  است،  ای 

روابط   روش گاوس (  16)و  (15)دارد.  ترتیب  خطی -به  سایدل 
 دهند.سطری و ستونی را نشان می 

−ui+۱‚j
n+۱ + ۲(۱ + β۲)ui‚j

n+۱ − ui−۱‚j
n+۱ = 

β۲(ui‚j+۱
n + ui‚j−۱

n+۱ ) − ∆x۲fi‚j 
(15) 

 
−β۲ui‚j+۱

n+۱ + ۲(۱ + β۲)ui‚j
n+۱ − β۲ui‚j−۱

n+۱

= ui+۱‚j
n + ui−۱‚j

n+۱ − ∆x۲fi‚j 
(16) 

انجام شده است، ضرایب فوق   [22 ,21]با تحلیلی مشابه آنچه در  
 𝜔مقدار بهینه  (18)و  (17)آید. روابط  تخفیف بهینه به دست می

 دهند: نمایش می(16)و (15)را به ترتیب برای روابط 

ω =
۲

۱ + √۱ − r۲
     r =

β۲𝑐𝑜𝑠 (θy)

۱ + β۲ − 𝑐𝑜𝑠 (θx)
 (17)  

 

ω =
۲

۱ + √۱ − r۲
     r =

𝑐𝑜𝑠 (θx)

۱ + β۲ − β۲𝑐𝑜𝑠 (θy)
 (18)  

 
با این حال استفاده از روش فوق تخفیف خطی به صورت روابط  

پردازش (  16)و  (15) برای  نیست.  مناسب  موازی  پردازش  برای 
توان مجدد سطرها )یا ستونها( را به دو رنگ قرمز و  موازی می 

زوج و برای نقاط سیاه  𝑖بندی نمود. برای نقاط قرمز سیاه تقسیم
𝑖  فرد است. در این صورت ابتدا سطرهای زوج و سپس سطرهای

سایدل خطی  -روش گاوس (  19)شوند. روابط  فرد همزمان حل می
 دهند: سیاه را نشان می -سطری قرمز

 
−ui+۱‚j

n+۱ + ۲(۱ + β۲)ui‚j
n+۱ − ui−۱‚j

n+۱  

= β۲(ui‚j+۱
n + ui‚j−۱

n ) − ∆x۲fi‚j    j =  زوج

−ui+۱‚j
n+۱ + ۲(۱ + β۲)ui‚j

n+۱ − ui−۱‚j
n+۱  

= β۲(ui‚j+۱
n+۱ + ui‚j−۱

n+۱ ) − ∆x۲fi‚j    j =  فرد

(19) 

 
روابط قرمز-روش گاوس   (20)  و  ستونی  را  -سایدل خطی  سیاه 

 دهند:می نشان 

−β۲ui‚j+۱
n+۱ + ۲(۱ + β۲)ui‚j

n+۱ − β۲ui‚j−۱
n+۱  

= ui+۱‚j
n + ui−۱‚j

n − ∆x۲fi‚j    i =  زوج

−β۲ui‚j+۱
n+۱ + ۲(۱ + β۲)ui‚j

n+۱ − β۲ui‚j−۱
n+۱  

= ui+۱‚j
n+۱ + ui−۱‚j

n+۱ − ∆x۲fi‚j    i =  فرد

(20) 

ها به دو رنگ قرمز بندی سطرها و ستون چگونگی تقسیم     3شکل
 دهد. و سیاه را نمایش می

است. در حالت سطری و  (  16)و  (15)مشابه روابط   𝜔مقدار بهینه 
ستونی تعداد تکرارها برای اینکه خطا یک دهم شود، به ترتیب 

 به صورت زیر است: 

N۱۰ =
۱

۲√۲π∆y
𝑙𝑛(۱۰) (21)  

 

N۱۰ =
۱

۲√۲π∆x
𝑙𝑛(۱۰) (22)  

 
 

 
ها )راست( و سطرها )چپ( به دو رنگ قرمز  بندی ستون تقسیم  ( 3شکل  

 سازی روش فوق تخفیف خطی و سیاه جهت موازی 
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به  ب وابسته  فقط  تکرارها  تعداد  دیگر در حالت سطری  عبارت  ه 
 ( سطرها  تعداد  𝑁𝑦تعداد  به  وابسته  فقط  ستونی  در حالت  و   )

 ( است.  𝑁𝑥ستونها ) 
میان نسخه سطری و ستونی روش فوق   از آنجا که تفاوت خاصی

تخفیف خطی وجود ندارد، در اینجا صرفاً نسخه ستونی را در نظر  
های فوق تخفیف استفاده شده را برای  روش   1جدولگیریم.  می

 دهد.معادله دو بُعدی در تحقیق حاضر نمایش می
 های فوق تخفیف استفاده شده روش  (1جدول 

 𝑵۱۰ ضریب بهینه  رابطه  نام روش 

 (12) (11) (8) ای فوق تخفیف نقطه

 (12) (11) (10) سیاه -ای قرمزفوق تخفیف نقطه

 (22) (18) ( 16) فوق تخفیف خطی ستونی 

-فوق تخفیف خطی ستونی قرمز

 سیاه
(20) (18) (22) 

 
کوچک   𝛽دهد در صورتی که نشان می(  22)و  (12)مقایسه رابطه  

نقطه  روش  تکرار  تعداد  تقریباً  باشد،  ستونی  خطی  روش  و  ای 
𝛽یکسان خواهد شد. همچنین برای حالت شبکه مربعی )  = 1  )

2√ای   تعداد تکرار روش نقطه  ≅ بار بیشتر از روش خطی  1/41
 است.

توان برای  برای معادله سه بُعدی، روش فوق تخفیف خطی را می 
را در نظر   𝑧که در اینجا راستای  هر یک از سه راستا استفاده نمود

با توجه به   اهیبه دو رنگ قرمز و سها  خط  ی بندم یتقسگیریم.  می
مقدار  بودن  فرد  و  iزوج  + j می فوق  انجام  ضریب  روابط  شود. 

 شوند:تخفیف بهینه نیز به نحو مشابه حاصل می 

ω =
۲

۱ + √۱ − r۲
     r =

𝑐𝑜𝑠(θx) + β۲𝑐𝑜𝑠 (θy)

۱ + β۲ + γ۲ − γ۲𝑐𝑜𝑠 (θ𝑧)
 (23)  

 

N۱۰ =
√۱ + β۲

۲√۳π∆x
𝑙𝑛(۱۰) (24 )  

رابطه   می  (24)و  (14)مقایسه  مکعب  نشان  شبکه  برای  دهد 
𝛽مربعی ) = 𝛾 = 1/5√ای ( تعداد تکرار روش نقطه1 ≅ بار  1/22

  بیشتر از روش خطی است.
   گرادیان مزدوج روش    - 3-3

روش گرادیان مزدوج یک روش تکراری است که برای حل دستگاه 
معادلات خطی با ماتریس ضرایب متقارن و معین مثبت به کار  

متقارن  (  4). با توجه به اینکه ماتریس حاصل از رابطه  [2]رود  می
توان از این روش استفاده کرد. شایان  و مثبت معین است، لذا می 

برای یک است که    این روش آن  مهم  ی های ژگیاز و  یکذکر است ی
با   و   𝑁دستگاه   گرد   ی خطا  نبودندر صورت  مجهول،   𝑁معادله 

در  کردن حداکثر   ،𝑁   تکرار دست مرحله  به  معادله  دقیق  پاسخ 
اما در عمل با تعداد تکرار کمتر، نُرم خطا به حد مطلوب   آید.می
تخفیف می فوق  روش  به  نسبت  روش  این  مزیت  یک  رسد. 

سایدل آن است که نیازی به تنظیم پارامتری نظیر ضریب  -گاوس 
برای همگرایی سریعتر ندارد. تخفیف  روش    فوق  این  الگوریتم 

𝐴𝑥برای حل دستگاه معادله خطی  = 𝑏 :به صورت زیر است 
𝑟0 = 𝑏 − 𝐴𝑥 

𝑝0 = 𝑟0 

Loop 

𝛼 =
⟨𝑟𝑛, 𝑟𝑛⟩

⟨𝐴𝑝𝑛, 𝑝𝑛⟩
 

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 + 𝛼𝑝𝑛 

𝑟𝑛+1 = 𝑟𝑛 − 𝛼𝐴𝑝𝑛 

if √⟨𝑟𝑛+1, 𝑟𝑛+1⟩ < 𝜀  

      break 

𝛽 =
⟨𝑟𝑛+1, 𝑟𝑛+1⟩

⟨𝑟𝑛, 𝑟𝑛⟩
 

𝑝𝑛+1 = 𝑟𝑛+1 + 𝛽𝑝𝑛 

End Loop 

(25) 

آن   در  مرحله   𝑥𝑛که  حدس  است.  𝑟𝑛و   𝑛بردار  مانده  بردار 
∙〉همچنین  ‚  بیانگر ضرب داخلی است.  〈∙

برای استفاده از روش گرادیان مزدوج نیازی به تشکیل ماتریس 
نیست و فقط کافی است که نتیجه حاصل ضرب آن در   𝐴ضرایب 

ماتریس   حقیقت  در  باشد.  مشخص  بردار  یک  𝐴یک  مانند  به 
شود که ورودی و خروجی آن یک عملگر خطی در نظر گرفته می

 𝑥دار مجهولات  بر(  4)بردار است. در تحقیق حاضر برای معادله  
 است و بنابراین خواهیم داشت:  𝑢𝑖‚𝑗شامل  

Aui‚j = ui+۱‚j + ui−۱‚j + β۲(ui‚j+۱ + ui‚j−۱)

− ۲(۱ + β۲)ui‚j 

bi‚j = ∆x۲fi‚j 

(26) 

رابطه  موازی  می(  26)سازی  انجام  سهولت  چالش  به  اما  شود. 
سازی رابطه ضرب داخلی است که در قسمت نتایج اصلی موازی 

   شود.توضیح داده می
 روش گرادیان دومزدوج پایدار شده    - 4-3

روش گرادیان  مشتقات  از  شده  پایدار  دومزدوج  روش گرادیان 
قابل  نیز  غیرمتقارن  ضرایب  ماتریس  برای  که  است  مزدوج 

است   برابر  [2]استفاده  از دو  بیش  آن  . هرچند حجم محاسبات 
دارد.   هموارتری  همگرایی  اما  است،  مزدوج  گرادیان  روش 

 به صورت زیر است:الگوریتم این روش 
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𝑟0 = 𝑏 − 𝐴𝑥 

Choose 𝑟̂0 such that ⟨𝑟̂0, 𝑟0⟩ ≠ 0 

𝑝0 = 𝑟0 

𝜌0 = ⟨𝑟̂0, 𝑟0⟩ 

Loop 

𝛼 =
𝜌𝑛

⟨𝑟̂0, 𝐴𝑝𝑛⟩
 

𝑠 = 𝑟𝑛 − 𝛼𝐴𝑝𝑛 

𝜔 =
⟨𝐴𝑠, 𝑠⟩

⟨𝐴𝑠, 𝐴𝑠⟩
 

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 + 𝛼𝑝𝑛 + 𝜔𝑠 

𝑟𝑛+1 = 𝑠 − 𝜔𝐴𝑠 

if √⟨𝑟𝑛+1, 𝑟𝑛+1⟩ < 𝜀  

      break 

𝜌𝑛+1 = ⟨𝑟̂0, 𝑟𝑛+1⟩ 

𝛽 =
𝛼

𝜔

𝜌𝑛+1

𝜌𝑛
 

𝑝𝑛+1 = 𝑟𝑛+1 + 𝛽(𝑝𝑛 − 𝜔𝐴𝑝𝑛) 

End Loop 

(27 ) 

 نتایج عددی   -4
مشخصات سخت افزار استفاده شده جهت ارائه نتایج را    2جدول  

هسته    8و   ییهسته کارا   8  ی دارا   یمرکز  نده. پردازدهدنشان می 
دو نخ هستند. به دارای    کیهر    ییکارا   ی هااست. هسته  یوربهره
صورت    نیهم به  است.  ذکردر جدول    8+16علت  زبان  از    شده 

سیسینوبرنامه )پلاس ی  پی ++Cپلاس  اِم  اُپن  کتابخانه  و   )
(OpenMP  ) مرکز  ی برا برنامه   یپردازنده  زبان  کودا  سینوو  ی 
(CUDA برای )استفاده شده است  یکیپردازنده گراف. 
زیر در نظر گرفته شده   به صورت  اولیه  و حدس  جمله چشمه 

 ت:اس

f(x‚y) = x(۱ − x)y(۱ − y) (28)  

 
ui‚j
۰ = ۳f(xi‚yj) (29)  

در   12−10شرط توقف یا معیار همگرایی، کاهش خطا به کمتر از 
می  گرفته  مقدار  نظر  دو  اختلاف  بیشینه  با  خطا  تعریف  شود. 

 شود. متوالی برای تمام نقاط شبکه، تعریف می
En = 𝑚𝑎𝑥

i‚j
|ui‚j

n+۱ − ui‚j
n | (30)  

صورت گرفته   ی چند شبکه مختلف تعداد تکرارها  ی برا   3جدول  
  ب یمختلف با ضر  فیهای فوق تخفروش  ی را برا   ییجهت همگرا 

نما  نهیبه روش .  دهدیم  شیمتناظر  تکرار  گرادیان تعداد  های 
شود که تعداد مزدوج نیز در جدول آورده شده است. مشاهده می

ای با یکدیگر تقریباً یکسان تکرارهای دو روش فوق تخفیف نقطه
هستند. همین امر برای دو روش فوق تخفیف خطی نیز مشاهده  

های فوق  اینجا روش گردد. همان طور که پیش تر ذکر شد، در می

شده است. در   تخفیف خطی فقط به صورت ستونی در نظر گرفته 
ستون  تعداد  حالت  ) این  معادلات  𝑁𝑥ها  دستگاه  تعداد  برابر   )

( برابر تعداد مجهولات هر دستگاه  𝑁𝑦قطری و تعداد سطرها )سه
بنابراین   و  به  𝛽است  دستگاه  هر  مجهولات  تعداد  نسبت  برابر 

شود که تعداد باشد. در جدول مشاهده میها میتعداد دستگاه 
به تعداد تکرارهای روش  های فوق تخفیف خطی صرفاً وابسته 

هرچه  است.  معادلات  تکرارهای  بزرگ  𝛽دستگاه  تعداد  باشد،  تر 
نقطهروش  روشهای  به  نسبت  افزایش ای  ستونی  خطی  های 

طور کوچک باشد، همان   𝛽یابد. از سوی دیگر، در صورتی که می
ذکر شد، تعداد تکرار روش  (  22)و  (12)تر با مقایسه رابطه  که پیش 

ای و روش خطی ستونی تقریباً یکسان خواهد شد که این  نقطه
 گردد.نیز مشاهده می 3جدول مورد در 

تکرار  های گرادیان مزدوج نشان می بررسی روش  دهد که تعداد 
از روش نقطهآنها کمتر  تخفیف  فوق  با  های  است.  به  ای  توجه 

فوق  روش  تکرارهای  تعداد  میانگین  طور  به  جدول،  مقادیر 
برابر روش گرادیان مزدوج است. همچنین    6/1ای  تخفیف نقطه

برابر روش گرادیان    4/1تعداد تکرارهای روش گرادیان دومزدوج  
 مزدوج پایدار شده است.

ای سیاه نقطه-های فوق تخفیف قرمززمان اجرای روش  4جدول  
ب را  با تعداد هستهو خطی  و  پردازنده مرکزی  به ا  های مختلف 

دهد. در نیمه بالای جدول تعداد ستونها  صورت موازی نشان می
 ( 𝑁𝑥ثابت  = سطرهای  513 تعداد  برای  و  شده  گرفته  نظر  در   )

مختلف زمان اجرا گزارش گردیده است. در این حالت برای اجرای  
هسته میتک  مشاهده  تخای  فوق  روش  برای  که  فیف کنیم 

) نقطه سطرها  تعداد  افزایش  با  تعداد 𝑁𝑦ای  افزایش  علت  به   )
یابد. شایان ذکر است  تکرارها زمان اجرا نیز به سرعت افزایش می

با افزایش تعداد سطرها، علاوه بر افزایش حجم محاسبات در هر  
برابر شدن  2یابد طوری که با تکرار، تعداد تکرارها نیز افزایش می

ای روش یابد. بربرابر افزایش می 4تا  3تعداد سطرها، زمان اجرا 
ماند و البته فقط به  فوق تخفیف خطی تعداد تکرارها ثابت می

علت افزایش تعداد سطرها، افزایش زمان اجرا با سرعت کمتری  
𝑁𝑦دهد. تا پیش از  ای رخ مینسبت به روش نقطه = زمان  2049

نقطه روش  هستهاجرای  تک  )در حالت  تعداد ای  اینکه  با  ای( 
ز روش خطی است. اما با افزایش تکرارهای بیشتری دارد، کمتر ا

شود که کاهش زمان اجرای بیشتری  ها مشاهده میتعداد هسته
 گردد. ای حاصل می برای روش خطی در مقایسه با روش نقطه

𝑁𝑦در نیمه پایین جدول تعداد سطرها ثابت )  = ( و تعداد 513
نقطه ستون  روش  مقایسه  است.  شده  داده  تغییر  این  ها  در  ای 

حالت  با  می   حالت  نشان  ثابت  سطرهای  جابجایی تعداد  دهد 
تعداد سطرها با تعداد ستونها اثری بر زمان اجرا ندارد که البته به  

رابطه )تقارن  تکرارها  تعداد  بودن  یکسان  انتظار  11  علت  قابل   )
به  تعداد سطرها  افزایش  با  روش خطی  اجرای  زمان  اما  است. 

 د تکرارها است. یابد که ناشی از افزایش تعداسرعت افزایش می
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 هامشخصات پردازنده  (2جدول  

هاهسته بسامد  حافظه بسامد    مدل 

۳۶۰۰ MHz ۳2 GB ۵100 MHz 16+8 Core i۹ 12۹00K  پردازنده مرکزی 

۹۵۰۰ MHz 8 GB 1۹20 MHz 61۴۴ GeForce RTX ۳0۷0 Ti  پردازنده گرافیکی 

 
 های گرادیان مزدوج تخفیف با ضریب بهینه و روش های فوق تعداد تکرار برای روش  (3جدول  

𝑵𝒙 × 𝑵𝒚 𝜷 𝝎 
 فیفوق تخف

 ی انقطه 

 فیفوق تخف

 اهیس-قرمز یانقطه 
𝝎 

 فیفوق تخف

 خطی

 خطی فیفوق تخف

 اهیس-قرمز

گرایان 

 مزدوج 

گرادیان  

دومزدوج  

 پایدار شده 

۱۷×۱۷ 1 1/6۷۳۵1 ۷6 6۵ 1/۵۷2۳2 ۵۳ ۵1 ۳1 2۴ 

۱۷×۳۳ 2 1/۷۷۹6۵ 118 106 1/۵۷21۳ ۵۳ ۵1 ۷1 ۴۹ 

۱۷×۶۵ ۴ 1/8۷۳۹۷ 21۳ 1۹۳ 1/۵۷208 ۵۳ ۵1 1۳۷ 100 

۱۷×۱۲۹ 8 1/۹۳۳۴۷ ۴0۵ ۳82 1/۵۷20۷ ۵۳ ۵1 2۷1 1۹۳ 

۳۳×۱۷ 0/۵ 1/۷۷۹6۵ 118 10۵ 1/۷۵۷۴1 10۳ ۹۹ ۷1 ۵0 

۳۳×۳۳ 1 1/821۴۷ 1۴8 12۹ 1/۷۵۷2۹ 10۳ ۹۹ ۷0 ۵1 

۳۳×۶۵ 2 1/88۳16 2۳0 208 1/۷۵۷2۵ 10۳ ۹۹ 1۴۷ 106 

۳۳×۱۲۹ ۴ 1/۹۳۴8۷ ۴1۴ ۳8۵ 1/۷۵۷2۵ 10۳ ۹۹ 2۷6 1۹۵ 

۶۵×۱۷ 0/2۵ 1/8۷۳۹۷ 21۳ 1۹0 1/8۷0۴2 1۹۹ 1۹1 1۳۷ 101 

۶۵×۳۳ 0/۵ 1/88۳16 2۳0 201 1/8۷0۳۵ 1۹۹ 1۹1 1۴۷ 106 

۶۵×۶۵ 1 1/۹06۴۵ 28۹ 2۵۷ 1/8۷0۳۳ 1۹۹ 1۹1 1۴۴ 10۵ 

۶۵×۱۲۹ 2 1/۹۳۹۷۹ ۴۴8 ۴0۷ 1/8۷0۳۳ 1۹۹ 1۹1 2۹0 21۴ 

۱۲۹×۱۷ 0/12۵ 1/۹۳۳۴۷ ۴0۵ ۳68 1/۹۳2۹8 ۳88 ۳۷1 2۷1 1۹۴ 

۱۲۹×۳۳ 0/2۵ 1/۹۳۴8۷ ۴1۴ ۳6۷ 1/۹۳2۹۴ ۳8۷ ۳۷1 2۷6 1۹8 

۱۲۹×۶۵ 0/۵ 1/۹۳۹۷۹ ۴۴8 ۳۹۳ 1/۹۳2۹۳ ۳8۷ ۳۷1 2۹0 21۳ 

۱۲۹×۱۲۹ 1 1/۹۵20۹ ۵62 ۵1۳ 1/۹۳2۹۳ ۳8۷ ۳۷1 2۹1 1۹8 

 

هستهبرای   تعداد  افزایش  از  حاصل  بهره  میزان  بهتر  اینکه  ها 
در به حالت تک    4شکل    مشخص گردد  نسبت  افزایش سرعت 

برای شبکه هسته 513ای  × ابتدا  513 است.  داده شده  نمایش 
می فوق  مشاهده  روش  برای  بیشتری  سرعت  افزایش  شود که 

نقطه تخفیف  فوق  روش  به  نسبت  خطی  حاصل تخفیف  ای 
شود که  ای مشاهده میهسته  8ور خاص در حالت  شود. به طمی

و برای   2ای حدود  افزایش سرعت برای روش فوق تخفیف نقطه
است. از سوی دیگر مشاهده   4روش فوق تخفیف خطی حدود  

هسته )برای پردازنده استفاده شده در تحقیق    8شود پس از  می
 شود. حاضر( افزایش سرعتی حاصل نمی 

های گرادیان مزدوج را با پردازنده وش زمان اجرا برای ر   5جدول  
های مختلف به صورت موازی نمایش  مرکزی و با تعداد هسته

 40تا    20دهد. با اینکه تعداد تکرار روش گرادیان مزدوج حدود  می
زمان  است،  پایدار شده  دومزدوج  از روش گرادیان  بیشتر  درصد 

هسته تک  حالت  بررسی  )با  آن  عملیات اجرای  علت  به  ای( 
 درصد کمتر است.  80تا  40اسباتی کمتر، حدود  مح

تک هسته  5شکل   حالت  به  نسبت  برای  افزایش سرعت  را  ای 
513شبکه   × شود که افزایش  دهد. مشاهده مینمایش می 513

بر  برابر هستند.  تا حدودی  مزدوج  روش گرادیان  دو  سرعت هر 
روش  )خلاف  تخفیف  فوق  می4شکل  های  مشاهده  با (  شود 

 یابد. ها افزایش سرعت ادامه می افزایش تعداد هسته
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 های فوق تخفیف مختلف با ضریب بهینه زمان اجرا )بر حسب ثانیه( برای روش  (4جدول  

ی فعال پردازنده مرکز یهاتعداد هسته      

𝑵𝒙 × 𝑵𝒚 𝛽 𝜔 2۴ 20 16 12 8 ۴ 2 1 تکرار 

  𝑁𝑥 = ۵1۳ 

اه یس-قرمز ی انقطه ف یتخففوق     

۵۱۳×۱۲۹ 0/2۵ 1/۹8۳۳ 1۴۹۵ 0/۴8 0/۳6 0/۳2 0/28 0/۳0 0/2۵ 0/26 0/2۴ 

۵۱۳×۲۵۷ 0/۵ 1/۹8۴6 1616 1/0۳ 0/۷۳ 0/60 0/۵6 0/۵6 0/6۹ 0/68 0/۵۷ 

۵۱۳×۵۱۳ 1 1/۹8۷8 202۳ 2/۵6 1/80 1/۴۹ 1/۳1 1/۴1 1/۵۴ 1/6۴ 1/۵۷ 

۵۱۳×۱۰۲۵ 2 1/۹۹22۷ ۳1۳8 8/1۴ ۵/6۴ ۴/60 ۴/1۵ ۴/26 ۴/88 ۵/2۹ ۴/16 

۵۱۳×۲۰۴۹ ۴ 1/۹۹۵8 ۵6۳2 2۹/۹6 21/62 1۷/0۷ 1۵/1۵ 16/18 18/۴0 1۹/۵۵ 16/۷1 

اه یس- قرمز  خطی ف یفوق تخف    

۵۱۳×۱۲۹ 0/2۵ 1/۹82۷۹ 1۴۵2 1/۳۵ 0/8۴ 0/۵۹ 0/۴۴ 0/۳۹ 0/۳۹ 0/۳۳ 0/۳۴ 

۵۱۳×۲۵۷ 0/۵ 1/۹82۷۹ 1۴۵2 2/۷0 1/6۳ 1/0۷ 0/۷8 0/۷۳ 0/۷۴ 0/۷0 0/66 

۵۱۳×۵۱۳ 1 1/۹82۷۹ 1۴۵2 ۵/۳۹ ۳/1۳ 2/06 1/۴6 1/۴۴ 1/۵1 1/۳۵ 1/۳0 

۵۱۳×۱۰۲۵ 2 1/۹82۷۹ 1۴۵2 10/۵۳ 6/0۴ ۳/۹8 2/8۴ 2/80 2/8۹ 2/۹۵ 2/۳6 

۵۱۳×۲۰۴۹ ۴ 1/۹82۷۹ 1۴۵2 22/0۷ 12/۵6 8/22 ۵/۹2 ۵/62 ۵/۷8 ۵/۹۴ ۴/۹۵ 

  𝑁𝑦 = ۵1۳ 

اه یس-قرمز ی انقطه ف یفوق تخف    

 ۱۲۹×۵۱۳  ۴ 1/۹8۳۳ 1۴۹۵ 0/۴8 0/۳۴ 0/۳۴ 0/28 0/28 0/26 0/2۵ 0/2۷ 

 ۲۵۷×۵۱۳  2 1/۹8۴6 1616 1/0۳ 0/۷۳ 0/61 0/60 0/61 0/62 0/6۳ 0/۵۳ 

 ۵۱۳×۵۱۳  1 1/۹8۷8 202۳ 2/۵۷ 1/۷8 1/۴8 1/۳۷ 1/۴۳ 1/۵6 1/۵۷ 1/۳۳ 

۱۰۲۵×۵۱۳  0/۵ 1/۹۹22۷ ۳1۳8 ۹/۴1 6/۹۴ ۵/28 ۴/66 ۴/۷۵ ۵/01 ۵/12 ۴/۴۳ 

۲۰۴۹×۵۱۳  0/2۵ 1/۹۹۵8 ۵6۳2 ۳0/1۳ 20/۹6 1۷/08 1۵/61 16/06 18/۵۷ 1۹/۴۳ 16/08 

اه یس- قرمز  یخط ف یفوق تخف    

 ۱۲۹×۵۱۳  ۴ 1/۹۳2۹۳ ۳8۵ 0/۳6 0/22 0/16 0/11 0/10 0/0۹ 0/10 0/08 

 ۲۵۷×۵۱۳  2 1/۹6۵88 ۷۴۷ 1/۳۷ 0/۷۹ 0/۵۳ 0/۴0 0/۳۷ 0/۴0 0/۳۳ 0/۳۴ 

 ۵۱۳×۵۱۳  1 1/۹82۷۹ 1۴۵2 ۵/۳8 ۳/1۳ 2/0۷ 1/۴6 1/۴۷ 1/۴2 1/۳6 1/1۷ 

۱۰۲۵×۵۱۳  0/۵ 1/۹۹1۳6 2820 21/00 12/16 ۷/۹۷ ۵/۷۵ ۵/۵8 ۵/۴8 ۵/6۳ ۴/۹۳ 

۲۰۴۹×۵۱۳  0/2۵ 1/۹۹۵6۷ ۵۴۷1 8۳/82 ۴۷/۹۵ ۳1/۳۴ 22/۵0 21/۴1 22/1۵ 22/۳6 18/60 

 

حالت   برای  خاص  طور  سرعت  هسته  8به  افزایش  نسبت  ای، 
 است. 8ای حدود هسته 20و برای حالت  6حدود 

های مختلف با استفاده از پردازنده زمان اجرای روش  6جدول در 
ای سازی روش فوق تخفیف نقطهگرافیکی آورده شده است. پیاده

شود. اما برای روش  روی پردازنده گرافیکی به سهولت انجام می
نی تخفیف خطی،  معادلات سه فوق  دستگاه  به  از به حل  قطری 

کواسپارس  کتابخانه  از  کار  این  برای  است.  ستون  هر  ازای 
(cuSPARSEاستفاده می )توان همانند پردازنده مرکزی شود. می

های پردازنده گرافیکی توزیع نمود و  ها را بین هستهحل دستگاه 
 سپس با استفاده از الگوریتم توماس هر دستگاه را حل کرد. 

 
های فوق تخفیف برای شبکه  نسبت افزایش سرعت برای روش   ( 4شکل  

513 × 513 
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 های گرادیان مزدوج زمان اجرا برای روش  (5جدول  

های فعال پردازنده مرکزی تعداد هسته     

𝑵𝒙 × 𝑵𝒚 𝛽 2۴ 20 16 12 8 ۴ 2 1 تکرار 

  𝑁𝑥 = ۵1۳ 

 گرادیان مزدوج   

۵۱۳×۱۲۹ 0/2۵ 8۵۷ 0/2۵ 0/1۳ 0/0۷ 0/0۵ 0/0۴ 0/0۴ 0/0۳ 0/0۳ 

۵۱۳×۲۵۷ 0/۵ 8۹۵ 0/۵۳ 0/2۷ 0/1۵ 0/08 0/0۹ 0/0۷ 0/06 0/0۵ 

۵۱۳×۵۱۳ 1 ۹۳6 1/06 0/۵۷ 0/۳1 0/1۷ 0/18 0/1۴ 0/12 0/11 

۵۱۳×۱۰۲۵ 2 1۷88 ۴/22 2/18 1/18 0/6۵ 0/8۳ 0/۷۵ 0/6۵ 0/۵۵ 

۵۱۳×۲۰۴۹ ۴ ۳۴۵0 1۹/08 ۹/82 ۵/2۴ 2/81 ۳/۵۵ 2/۹8 2/۴۴ 2/12 

 گرادیان دومزدوج پایدار شده   

۵۱۳×۱۲۹ 0/2۵ 686 0/۳8 0/22 0/12 0/0۷ 0/0۷ 0/06 0/0۵ 0/0۴ 

۵۱۳×۲۵۷ 0/۵ ۷۴1 0/88 0/۵۳ 0/2۵ 0/1۵ 0/1۴ 0/12 0/11 0/0۹ 

۵۱۳×۵۱۳ 1 6۵8 1/۴۴ 0/۷۳ 0/۴1 0/2۵ 0/28 0/26 0/18 0/18 

۵۱۳×۱۰۲۵ 2 1۳8۹ 6/۴۵ ۳/68 2/۳8 1/01 1/۴6 1/21 0/8۹ 0/8۳ 

۵۱۳×۲۰۴۹ ۴ ۳18۴ ۳۳/۷۵ 1۷/80 11/82 6/۹۷ 8/0۴ 6/۳1 6/۹0 ۷/۹۳ 

  𝑁𝑦 = ۵1۳ 

 گرادیان مزدوج   

۱۲۹×۵۱۳ ۴ ۹0۷ 0/26 0/1۴ 0/08 0/06 0/0۵ 0/0۴ 0/0۳ 0/0۳ 

۲۵۷×۵۱۳ 2 ۹۵1 0/۵۴ 0/۳1 0/1۵ 0/0۹ 0/0۹ 0/0۷ 0/06 0/06 

۵۱۳×۵۱۳ 1 ۹۳6 1/0۷ 0/۵8 0/۳1 0/16 0/1۷ 0/1۵ 0/12 0/11 

۱۰۲۵×۵۱۳ 0/۵ 1۷۳2 ۳/۹۴ 2/08 1/06 0/۵۹ 0/82 0/۷2 0/62 0/۵۳ 

۲۰۴۹×۵۱۳ 0/2۵ ۳1۵2 1۵/6۷ 8/0۴ ۴/28 2/۳۹ ۳/0۳ 2/66 2/20 1/۹0 

 گرادیان دومزدوج پایدار شده   

۱۲۹×۵۱۳ ۴ ۷۷۹ 0/۴۳ 0/20 0/12 0/0۷ 0/0۷ 0/06 0/0۵ 0/0۴ 

۲۵۷×۵۱۳ 2 ۷1۴ 0/۷۹ 0/۴0 0/2۴ 0/1۳ 0/1۳ 0/12 0/10 0/10 

۵۱۳×۵۱۳ 1 6۵8 1/۴۴ 0/۷۷ 0/۴۴ 0/2۵ 0/2۷ 0/28 0/1۷ 0/18 

۱۰۲۵×۵۱۳ 0/۵ 1۴۵۴ 6/8۴ ۴/12 1/۹2 1/06 1/28 1/11 0/81 0/۷8 

۲۰۴۹×۵۱۳ 0/2۵ 2۷۷1 ۳0/02 20/1۴ 10/8۴ ۵/۷8 ۷/۵0 ۵/۳۳ ۴/۷۵ ۴/۷6 

 

 
های گرادیان مزدوج برای شبکه  نسبت افزایش سرعت برای روش   ( 5شکل  

513 × 513 

تعداد هسته به  توجه  با  اما  بهتر  .  پردازنده گرافیکی،  زیاد  های 
( موازی  چرخشی  کاهش  الگوریتم  از   Parallel Cyclicاست 

Reductionدستگاه تمام  کار،  این  برای  شود.  استفاده  های  ( 
قطری بزرگ جایگذاری و سپس حل قطری در یک دستگاه سهسه
در  می ارائه شده  نتایج  روش    6جدول    شود.  از این  استفاده  با 

 است. 
های گرادیان مزدوج روی  سازی روشهای پیادهترین بخش مهم

و ماتریسی  ضرب  عملیات  بخش  گرافیکی،  سپس    پردازنده 
سازی عملیات ضرب ماتریسی  عملیات ضرب داخلی است. پیاده 

 شود. به سهولت انجام می (26)
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 های مختلف با پردازنده گرافیکی زمان اجرا برای روش  (6جدول  

  
-قرمز اینقطه فیفوق تخف

اهیس  

ی خط فیفوق تخف  

اه یس-قرمز   
مزدوج  انیگراد  

مزدوج دو انیگراد  

پایدار شده   

𝑵𝒙 × 𝑵𝒚 𝛽 زمان  تکرار زمان  تکرار زمان  تکرار زمان  تکرار 

  𝑁𝑥 = ۵1۳ 

۵۱۳×۱۲۹ 0/2۵ 1۴۹۵  0/2۹ 1۴۵2 0/61۵ 8۵۷ 0/082 686 0/16۳ 

۵۱۳×۲۵۷ 0/۵ 1616 0/2۹۵ 1۴۵2 0/6۴۳ 8۹۵ 0/106 ۷۴1 0/18۷ 

۵۱۳×۵۱۳ 1 202۳ 0/8۴2 1۴۵2 0/8۴۷ ۹۳6 0/1۵۹ 6۵8 0/2۳۹ 

۵۱۳×۱۰۲۵ 2 ۳1۳8 1/۵۷2 1۴۵2 1/1۳۴ 1۷88 0/۴62 1۳8۹ 0/86۴ 

۵۱۳×۲۰۴۹ ۴ ۵6۳2 ۳/۴۷1 1۴۵2 1/۷0۴ ۳۴۵0 1/۵0۵ ۳18۴ 2/66۳ 

  𝑁𝑦 = ۵1۳ 

 ۱۲۹×۵۱۳  ۴ 1۴۹۵  0/2۹ ۳8۵ 0/16۴ ۹0۷ 0/0۹1 ۷۷۹ 0/16۷ 

 ۲۵۷×۵۱۳  2 1616 0/۳2۴ ۷۴۷ 0/۳۴2 ۹۵1 0/11۳ ۷1۴ 0/1۹۹ 

 ۵۱۳×۵۱۳  1 202۳  0/8۳ 1۴۵2 0/8۳۹ ۹۳6 0/162 6۵8 0/2۳1 

۱۰۲۵×۵۱۳  0/۵ ۳1۳8 1/۴۹2 2820  2/1۵ 1۷۳2 0/۴۴1 1۴۵۴ 0/۹08 

۲۰۴۹×۵۱۳  0/2۵ ۵6۳2 ۳/۵۳2 ۵۴۷1 6/6۴1 ۳1۵2 1/۳۷6 2۷۷1  2/۳1 

 
پیاده میبرای  داخلی،  ضرب  عملیات  کتابخانه سازی  از  توان 

استفاده کرد. اما از آنجا که در هر بار استفاده از  ( Thrustتراست )
و   نیاز تخصیص  مورد  حافظه  این کتابخانه،  داخلی  ضرب  تابع 

می می حذف  ایجاد  زیادی  بسیار  اجرایی  سربار  به  گردد،  شود. 
پیاده داخلی جداگانه  تابع ضرب  است، همین علت  سازی شده 

مورد نیاز   طوری که فقط یک بار در ابتدای اجرای برنامه حافظه
شود. به این ترتیب یابد و در انتهای برنامه آزاد میتخصیص می

روش  اجرای  کاهش  زمان  سوم  یک  به  مزدوج  گرادیان  های 
 یابد. می

با   مقایسه  جدول    4جدول  در  می  5و  برای  مشاهده  شود 
های درشت نه تنها زمان اجرا کاهش نیافته، بلکه افزایش  شبکه 

برابر   3تا    2های ریز افزایش سرعت  شبکهنیز یافته است. اما برای  
محاسباتی  عملیات  بودن  کم  امر  این  علت  است.  شده  حاصل 

های درشت زمان انجام محاسبات در مقایسه  است که برای شبکه 
با زمان سربار حاصل از اجرای تابع روی پردازنده گرافیکی، کمتر  

 است.

شبکه  برای  که  آنجا  برای   6جدول  های  از  سرعت   افزایش 
برای شبکه  شبکه  علت  به همین  است،  ریز مشاهده شده  های 

4097بسیار ریز   × ای بین زمان اجرای مقایسه  6شکل  در   4097
هسته و زمان اجرای پردازنده گرافیکی برای   8پردازنده مرکزی با  

برای  روش  مختلف  مشاهده   100های  است.  شده  انجام  تکرار 
روش می برای  حاصل  شود  سرعت  افزایش  مزدوج  های گرادیان 

 برابر است. همچنین افزایش سرعت حاصل برای  4حدود 

 
تکرار برای شبکه    100های مختلف برای  مقایسه زمان اجرای روش   ( 6شکل  

4097 × 4097 

 
  5و    12ای و خطی به ترتیب حدود  های فوق تخفیف نقطهروش 

ای نسبت برابر است. به عبارت دیگر برای روش فوق تخفیف نقطه 
 شود. ها افزایش سرعت بیشتری حاصل میبه سایر روش 

زمان اجرای روش تکراری مختلف را برای معادله سه     7جدول  
دهد. در اینجا تعداد نقاط شبکه در هر سه راستا  بُعدی نمایش می

ایم. نتایج برای هر دو پردازنده مرکزی و  را یکسان در نظر گرفته
پردازنده گرافیکی گزارش شده است. مقایسه روش فوق تخفیف  

روش فوق خطی در تعداد  دهد با اینکه  ای و خطی نشان می نقطه
ای زمان اجرای گردد، در حالت تک هستهتکرار کمتری همگرا می 

 ای است.برابر بیشتر از روش فوق تخفیف نقطه 5/1آن حدود 
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 های تکرار مختلف برای معادله سه بُعدی زمان اجرا برای روش  (7جدول  

ی فعال پردازنده مرکز  یهاتعداد هسته      

𝑵۳ 𝜔 2۴ 20 16 12 8 ۴ 2 1 تکرار GPU 

اه یس-قرمز ای نقطه ف یفوق تخف   

۶۵۳ 1/۹06۴۵ 262 0/۵۹ 0/۳8 0/28 0/22 0/2۵ 0/2۹ 0/2۵ 0/21 0/1۳ 

۱۲۹۳ 1/۹۵20۹ ۵08 ۹/۴۷ ۵/8۷ ۴/۳6 ۳/61 ۴/28 ۴/۳۴ ۴/2۹ ۴/۳۳ 0/6۴ 

۲۵۷۳ 1/۹۷۵۷۵ ۹8۴ 1۴8/2 ۹2/۵۳ 6۹/08 66/81 ۷2/0۵ ۷۴/0۹ ۷8/08 ۷۹/۴۹ 6/86 

اه یس- قرمز  یخط ف یفوق تخف   

۶۵۳ 1/8866۷ 216 0/8۷ 0/6۳ 0/۴۴ 0/۳1 0/۳2 0/2۷ 0/۳0 0/۳0 0/16 

۱۲۹۳ 1/۹۴16۵ ۴18 1۴/21 8/۵۳ ۵/۷۵ ۴/06 ۴/12 ۳/۹2 ۳/8۷ ۳/۷۵ 1/01 

۲۵۷۳ 1/۹۷0۳۹ 811 226/۴ 1۳1/۳ 8۴/۹۷ 60/0۵ 61/۳2 ۵۹/۷1 ۵۷/۳8 ۵۵/6۷ 12/۴۳ 

مزدوج  انی گراد   

۶۵۳ - 166 0/۳6 0/20 0/12 0/0۷ 0/06 0/0۵ 0/0۴ 0/0۴ 0/0۳ 

۱۲۹۳ - ۳۳0 6/26 ۳/۳۳ 2/01 1/۳0 1/۴۳ 1/2۳ 1/10 1/1۵ 0/۳0 

۲۵۷۳ - 66۳ 101/۹ ۵6/2۹ ۳6/00 2۵/2۵ 28/81 2۵/۷۹ 2۳/۷۹ 2۴/18 ۴/۳8 

پایدار شده  مزدوجدو انی گراد   

۶۵۳ - ۹۹ 0/۴2 0/2۳ 0/1۴ 0/08 0/0۷ 0/06 0/0۵ 0/0۵ 0/0۴ 

۱۲۹۳ - 210 ۷/۹۹ ۴/۵۴ 2/۴۷ 1/۵۹ 1/8۳ 1/۵۷ 1/۴۳ 1/۵2 0/۳6 

۲۵۷۳ - ۴۵۷ 1۴0/۴ ۷1/28 ۴۳/88 ۳1/۵2 ۳۵/۷1 ۳0/6۵ ۳1/20 ۳۳/۵0 ۵/۷2 

 

ها زمان اجرای آن با نسبت بیشتری  اما با افزایش تعداد هسته 
ای تر از روش فوق تخفیف نقطهنتیجه سریعیابد و در  کاهش می 

می پردازنده گرافیکی  اجرا  برای  روش  دو  همین  مقایسه  گردد. 
ای حدود نصف زمان  دهد که زمان اجرای روش نقطهنشان می 

 اجرای روش خطی است.
تک هسته  7شکل   حالت  به  نسبت  برای  افزایش سرعت  را  ای 
می 2573شبکه   میدنمایش  مشاهده  که  هد.  از  شود    8پس 

شود. برای روش فوق تخفیف  هسته، افزایش سرعتی حاصل نمی
بُعدی  نقطه دو  معادله  نتایج  همانند  افزایش (  4)شکل  ای، 

از   بیش  تخفیف   2سرعت حاصل کمی  فوق  روش  برای  و  برابر 
 برابر است.   4خطی حدود 

 
2573های مختلف برای شبکه نسبت افزایش سرعت برای روش   ( 7شکل  

 

روش  بهترین برای  در  سرعت  افزایش  نیز  مزدوج  گرادیان  های 
به   نتایج   5/4حالت  با  مقایسه  در  البته  است که  رسیده  برابر 

 متر است.ک ( 5)شکل  معادله دو بُعدی 
با  مقایسه  8شکل    در مرکزی  پردازنده  اجرای  زمان  بین   8ای 

های مختلف زمان اجرای پردازنده گرافیکی برای روشهسته و  
های  شود برای روشتکرار انجام شده است. مشاهده می  100برای  

حدود   حاصل  سرعت  افزایش  مزدوج  است.    6گرادیان  برابر 
روش برای  حاصل  سرعت  افزایش  تخفیف همچنین  فوق  های 

 برابر است.  5و  10ای و خطی به ترتیب حدود نقطه

 
تکرار برای شبکه    100های مختلف برای  مقایسه زمان اجرای روش   ( 8شکل  
2573
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 گیری نتیجه  - 5
بر موازی بررسی  حاضر یک  تکراری در تحقیق  حلگر  چند  سازی 

سازی معادله پواسون  دستگاه معادلات خطی حاصل از گسسته
عدی به روش تفاضل محدود انجام شد. به طور  دو بُعدی و سه بُ 

ای و  های تکراری فوق تخفیف گاوس سایدل نقطهروش خاص  
های گرادیان مزدوج و گرادیان دومزدوج  خطی و همچنین روش

سازی با پردازنده  پایدار شده بررسی گردید. نتایج نشان داد، موازی 
افزایش  ای برای روش فوق تخفیف نقطه مرکزی چند هسته ای 

ها سایر روش   کند، در حالی که برای سرعت محسوسی ایجاد نمی 
برابر حاصل شد. این افزایش سرعت برای    4افزایش سرعت حدود  

نیز رسید.    10دو روش گرادیان مزدوج برای معادله دو بُعدی به  
سازی با پردازنده گرافیکی نشان داد که برای معادله نتایج موازی 

های درشت افزایش سرعت محسوسی حاصل  دو بُعدی و شبکه
اما برای شبنمی ریز افزایش سرعت  که شود.  برابر    5الی    4های 

ای مشاهده گردید.  هسته  8نسبت به پردازنده مرکزی در حالت  
های  برای معادله سه بُعدی نیز افزایش سرعت متناظر در شبکه 

حدود   ریز  و  با   6متوسط  سرعت  افزایش  بیشترین  بود.  برابر 
دو   ای برای هرپردازنده گرافیکی نیز برای روش فوق تخفیف نقطه

  12الی    10معادله دو بُعدی و سه بُعدی مشاهده گردید که حدود  
 برابر بود. 

های گرادیان مزدوج در بیشتر موارد  توان گفت روش در مجموع می 
به علت تعداد تکرار کمتر زمان کمتری برای همگرایی نیاز دارند 
و در نتیجه کمترین زمان اجرا را دارند. از سوی دیگر روش فوق  

در شبکه تخفیف خط بهینه  با ضریب  هایی که تعداد دستگاه  ی 
ها( از تعداد مجهولات هر دستگاه قطری )تعداد خط معادلات سه 

تر باشد، در کمترین تکرار همگرا  )خط( مقدار قابل توجهی کوچک 
ترین زمان اجرا را گردد و به همین علت در این موارد سریع می

هینه، هر چند برای ای با ضریب بدارد. روش فوق تخفیف نقطه
عملیات   علت  به  اما  دارد،  نیاز  بیشتری  تکرار  تعداد  همگرایی 
سایر   به  نسبت  بیشتری  چندان  اجرای  زمان  کم،  محاسباتی 

ها ندارد. این مطلب خصوصاً در استفاده از پردازنده گرافیکی  روش 
تواند موجب سازی راحت آن میگردد که در کنار پیادهمشاهده می
 اب اول در توسعه کدُهای محاسباتی باشد.گردد که انتخ
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همچن نشر  ا ی  یبررس  یبرا   نیو  به  نشده    یگرید  هیچاپ  فرستاده 
 است. 

ها با سازمان   یتعارض منافع  چگونهیمقاله حاضر ه  تعارض منافع: 
 ندارد.  گریو اشخاص د 

از حمایت مالی دانشگاه تهران از این تحقیق در قالب    : قدیر و تشکر ت 
 گردد. قدردانی می  03/1/28745طرح پژوهشی شماره 
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