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In this paper, nonlinear oscillations of a charged spherical oscillator under a magnetic field 
are examined. The oscillator is under the influence of gravity and magnetic fields, and air 
resistance is considered a damping effect. Using the Hamiltonian principle, the two-
dimensional equations of motion are extracted, and by considering a constant velocity in 
one dimension, they are transformed into a one-dimensional nonlinear equation. To obtain 
an analytical solution, the differential transform method (DTM) is employed. Due to the 
oscillatory nature of the problem, the solution obtained by the DTM is improved using the 
Padé approximation technique. The proposed method is then applied to the oscillator for 
various system parameters and initial conditions. The obtained results are compared with 
the numerical fourth-order Runge-Kutta method, and good agreement is observed. The 
proposed method is simple in implementation and provides a high level of accuracy. Hence, 
the method is suggested for the vibration analysis of nonlinear oscillators including 
damping effect. 
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نوسانات   بررسی  در  بهبودیافته  دیفرانسیل  تبدیل  روش  بکارگیری 
 غیرخطی آونگ کروی مغناطیسی بادرنظرگرفتن اثر میرائی  

 

 

 مشخصات مقاله   چکیده 

شود. نوسانگر تحت تاثیر  در این مقاله نوسانات غیرخطی نوسانگر آونگ کروی باردار قرارگرفته در یک میدان مغناطیسی بررسی می
میدان جاذبه و میدان مغناطیسی دارای حرکت نوسانی است و مقاومت هوا بعنوان یک کاهنده نوسانات درنظر گرفته شده است. 
یک   به  تبدیل  بعد،  در یک  ثابت  درنظرگفتن سرعت  با  و  استخراج شده  بعدی حرکت  دو  همیلتون، معادلات  از اصل  استفاده  با 

ی غیرخطی استخراج شده، از روش تبدیل ارائه یک حل تحلیلی مناسب برای معادلهشوند. برای  ی غیرخطی یک بعدی میمعادله
یابد. روش  دست آمده با استفاده از روش تقریب پاد بهبود میعلت ماهیت نوسانی مسئله، حل بهشود. بهدیفرانسیل استفاده می

آمده با نتایج حل عددی  دستهای بهشده و حل   کارگرفتهپیشنهادی برای شرایط اولیه متفاوت و پارامترهای مختلف سیستم به
آمده تطابق بسیار خوبی با نتایج حل عددی دارند.  دستهای بهدهند حل شوند. نتایج نشان میمقایسه می  4ی  رانج کوتای مرتبه

این رو، این روش برای اشد. از  ب کارگیری روش ارائه شده بسیار آسان بوده و مقایسه نتایج بیانگر دقت بسیار مناسب آن میبه 
   شود.ها با درنظرگرفتن اثر میرائی پیشنهاد میبررسی ارتعاشات و نوسانات غیرخطی سایر سیستم
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   مقدمه  -1

سازه  در  ارتعاشات  سیستمبررسی  و  از ها  یکی  مکانیکی  های 
در حوزه  و کاربردی  مهم  بهموضوعات  است که  مهندسی  دلیل  ی 

اهمیت آن مورد توجه بسیاری از محققین قرار گرفته است. برای  
تر های سادهتحلیل مناسب معمولا ساختارهای پیچیده را با مدل

نمیسازی  معادل مدلکنند.  از  یکی  آونگ  سادهوسانگر  ای های 
مهندسی  در  کاربردی  مسائل  از  بسیاری  تحلیل  برای  که  است 

تحلیل ارتعاشات در بسیاری از مسائل واقعی  .  [1,2]شودمیاستفاده  
و مدل آونگ یک مدل بسیار مناسب برای   ماهیت غیرخطی دارند

روش ارزیابی  و  تحلیل تحلیل  برای  شده  ارائه  جدید  ای ههای 
نوسانگرها   یافتن است غیرخطی  معمولا  غیرخطی  ارتعاشات  در   .

یک حل دقیق بسیار مشکل و در بسیاری از موارد غیرممکن است.  
های متعددی توسط محققین برای مسائل مختلف  از این رو، روش 

از جمله  است که  شده  آنارائه  مهمترین  روش میها  ی  به  توان 
هموتو  تغی[3]پیآشفتگی  تکراری  روش  تعادلی  [4]راتی،  روش   ،

همیلتونین  ،[5]هارمونیک بیشینه[6]روش  روش  و   [7]کمینه- ، 
ها دارای  اشاره کرد که هر کدام از این روش  [8]روش تعادل انرژی

 ا و معایب مخصوص به خود هستند.  مزای
روش علاوه روشبر  فوق،  تحلیلیهای  حل  -های  برای  عددی 

مسا  بر  حاکم  دیفرانسیل  و یمعادلات  مکانیک  حوزه  مختلف  ل 
می  استفاده  نیز  روشفیزیک  این  از  یکی  تبدیل  شوند.  روش  ها، 

برای تحلیل    [9]است. این روش برای اولین بار توسط ژو دیفرانسیل 
بعدی پیشنهاد شد. در  مدارهای الکتریکی در حالت یک  و بررسی

روش سر  ،این  بسط  د  ی برا   لوریت  یاز  معادلات    ل یفرانسیجواب 
  لور یت  ید. در روش سرشویاستفاده م  ی اچندجمله   کی  صورتبه
ضرا   ی برا  بایسر  بیمحاسبه  بالاتر مختلف    مشتقات  دی،  مراتب 

در   را  معنقطه  کیتابع  ابه  ن یی  آورد که    در   محاسبات  نیدست 
  ند آیفر  کی  لیفرانسید  لیاست. روش تبد  نهی پرهز  اریمراتب بالا بس

 لیفرانسیی دمعادله   لوریت  یآوردن جواب سر  دست به  ی برا   یتکرار
محاسبه   صورت مستقیمبه  روش مشتقات  نیدر ا  .مفروض است 

برا ینم بلکه  از    ی شوند  مشتقات    ی تکرار  ندآیفر  کیمحاسبه 
م به  شودیاستفاده  محاسبات    نیا  ،لیدل  ن یهم.  را روش حجم 

ن  دادهکاهش    اریبس بدون  و    یساز، گسستهیسازیخط  به   ازیو 
جواب  یآشفتگ  جادیا به  مساله،  بالا   یدر  دقت  با  قبول    قابل 
 .[10]رسدیم

با استفاده از روش تبدیل دیفرانسیل ارتعاشات   [11]شینگ و کوانگ
را   بستر غیرهمگن  یک  روی  بر  تیر یکنواخت  یک  اجباری  و  آزاد 

نورآذر کردند.  میرزابیگی  بررسی  روش   [12]و  این  از  استفاده  با 
های تقریبی تحلیلی را برای نوسانگر دافینگ با درنظر گرفتن  حل

به میرائی  همکاثر  و  ابراهیمی  آوردند.  ارتعاشات    [13]اراندست 
نانوتیرهای با تغییررات تدریجی را با استفاده از نظریه غیرمحلی و  

با    [14]روش تبدیل دیفرانسیل بررسی کردند. شکراللهی و کاویان پور

با  همراه  غیرخطی  ارتعاشات  دیفرانسیل  تبدیل  روش  از  استاده 
از نتایج  ها با استفاده  میرائی یک تیر یکسرگیردار را بررسی کردند. آن

دست آمده مدلی را برای شناسائی تیر یکسرگیردار که دارای رفتار  به
براساس مدل تیر   [15]هامزا و همکاران غیرخطی است ارائه کردند.

لایه ر و شرایط مرزی دلخواه، ارتعاشات نانولوله های کربنی تکیل او
در بستر الاستیک را با استفاده از روش تبدیل دیفرانسیل تحلیل  

با  کرد  الاستیک  با مرزهای  تیر درحال چرخش  آزاد  ارتعاشات  ند. 
نظریه  از  نیروی    ی استفاده  اثر  درنظرگرفتن  و  تیموشنکو  تیر 

وانگ و  توسط هانگ  تبدیل    [16]کریولیس  از روش  استفاده  با  و 
همکاران و  ژو  شد.  انجام  وضعیت   [17]دیفرانسیل  بررسی  به 

پره  استفاده  دینامیکی  با  توربین  رواهای  دیفرانسیل ز  تبدیل  ش 
 با نتایج عددی و تجربی مقایسه کردند.  را پرداختند و نتایج خود 

مقاله این  نوسان   در  بررسی  برای  دیفرانسیل  تبدیل    های از روش 
 مغناطیسیهای جاذبه و  میدان که تحت  آونگ کروی  غیرخطی یک  

می استفاده  بهاست  حل  بهبود  جهت  روشی شود.  آمده،  دست 
در قالب چند مثال نتایج آن با نتایج عددی مقایسه  پیشنهاد شده و  

 شود. می

 بیان مسئله     - 2
به  1شکل   را  مغناطیسی  کروی  آونگ  نوسانگر  یک  یک  عنوان 

و بار الکتریکی   mدهد. آونگ کروی دارای جرم  میمکانیکی نشان  
q  تقریبا بدون وزن با طول    ی بوده که به یک میلهl    متصل شده و

ثابت در نقطه تاثیر همزمان جاذبه   O  ی  با  آونگ  است.  لولا شده 
د. کنمیحرکت و نوسان   Bو همچنین میدان مغناطیس  gگرانش 

 :است صورت زیر  بردار مکان آونگ به

(1) 𝑟 = 𝑙 sin 𝜃 cos 𝜙 𝑖 + 𝑙 sin 𝜃 sin 𝜙 𝑗 − 𝑙 cos 𝜃 𝑘.⃗⃗⃗ ⃗ 

مشتق  رابطه با  از  آونگ گیری  سرعت  زمان،  به  نسبت  مکان  ی 
 آید: دست میصورت زیر بهبه

(2) 

𝑣⃗ = 𝑙(𝜃̇ cos 𝜃 cos 𝜙 − 𝜙̇ sin 𝜃 sin 𝜙)𝑖 
      +𝑙(𝜃̇ cos 𝜃 sin 𝜙 + 𝜙̇ sin 𝜃 cos 𝜙)𝑗 + 𝑙 𝜃 ̇ sin 𝜃 𝑘⃗⃗. 

 : است صورت زیر  با داشتن سرعت آونگ، انرژی جنبشی آن به

(3) 𝐾 =
1

2
𝑚𝑣2 =

1

2
𝑚𝑙2(𝜃̇2 +𝜙̇2 sin2 𝜃). 

 صورت زیر است: کار نیروی وزن به

(4) 𝑊𝑚𝑔 = (−𝑚𝑔𝑘⃗⃗). (𝑟) = 𝑚𝑔𝑙 cos 𝜃. 

دلیل حرکت در میدان  هبر نیروی وزن، نیروی وارد بر آونگ بعلاوه
می انجام  کار  نیز  باردار  مغناطیسی  آونگ  بر  وارد  نیروی  دهد. 

 صورت زیر است: به
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(5) 

𝐹⃗𝐵 = 𝑞𝑣⃗ × 𝐵⃗⃗ = 𝑞(𝑣𝑥𝑖 + 𝑣𝑦𝑗 + 𝑣𝑘 𝑘⃗⃗) × (−𝐵𝑘⃗⃗) 
       = −𝑞𝐵(𝑣𝑦𝑖 − 𝑣𝑥𝑗). 

می را  مغناطیسی  نیروی  بهبنابراین کار  بهتوان  زیر  دست صورت 
 آورد: 

(6) 𝑊𝐵 = 𝐹⃗𝐵. 𝑟 = −𝑞𝐵(𝑣𝑦𝑟𝑥 − 𝑣𝑥𝑟𝑦) = −𝑞𝐵𝑙2 𝜙̇ sin2 𝜃. 

 θکه نیروی مقاومت هوا فقط در جهت زاویه دوران  با فرض این
صورت  نیروی مقاوم هوا به   ،و با توجه به سرعت کم آونگ  ودهموثر ب

= kv airF  شود. بنابراین اندازه تغییرات کار این نیرو  درنظر گرفته می
 صورت زیر خواهد بود: به

(7) 𝛿𝑊𝑎𝑖𝑟 = −𝑘𝑣𝑙𝛿𝜃 = −𝑘𝑙2𝜃̇𝛿𝜃. 

 صورتاستفاده از اصل همیلتون بهبا 

(8 ) 𝛿 ∫ (𝐾 + 𝑊𝑚𝑔 + 𝑊𝐵 + 𝑊𝑎𝑖𝑟)
𝑡

0

𝑑𝑡 = 0, 

 آیند: دست میصورت زیر به معادلات حرکت به

𝜃̈ ( الف  9) +
𝑘

𝑚
𝜃̇ +

𝑔

𝑙
sin 𝜃 − (𝜙̇2 − 2

𝑞𝐵

𝑚
𝜙̇) sin 𝜃 cos 𝜃 = 0, 

𝑑 (ب  9)

𝑑𝑡
(𝑚𝑙2𝜙̇ sin2 𝜃 − 𝑞𝐵𝑙2 sin2 𝜃) = 0. 

)رابطه می   9ی  نشان  داخل  ب(  عبارت  مقداری  دهد  پرانتز دارای 
 ثابت است. بنابراین: 

(10) 𝜙̇ =
𝐶

𝑚𝑙2 sin2 𝜃
+

𝑞𝐵

𝑚
, 

مقدار ثابتی است که با توجه به شرایط اولیه مقدار آن    Cکه در آن  
ای در  دهد که سرعت زاویهی فوق نشان میآید. رابطهدست میبه

زاویه   دوران  درنظرگرفتن   𝜙جهت  با  است.  𝜙̇ثابت  = Ψ  و            
Ω = 𝑞𝐵 𝑚⁄شود: صورت زیر حاصل میالف( به 8ی )، رابطه 

(11 ) 𝜃̈ +
𝑘

𝑚
𝜃̇ +

𝑔

𝑙
sin 𝜃 − (Ψ2 − 2ΩΨ) sin 𝜃 cos 𝜃 = 0. 

معادله  بعد  بدون  شکل  است  ذکر  به  )لازم  تحلیل 11ی  برای   )
زمان مناسب  بعد  بدون  متغیر  تغییر  گرفتن  درنظر  با  است.  تر 

𝑡̂صورت  به =  √𝑔 𝑙⁄ 𝑡  :روابط زیر را داریم 

(12) 

𝑑𝜙

𝑑𝑡
=

𝑑𝜙

𝑑𝑡̂
×

𝑑𝑡̂

𝑑𝑡
= √𝑔 𝑙⁄ Ψ̂ = Ψ,       

𝑑2𝜃

𝑑𝑡2 = 𝑔 𝑙⁄  
𝑑2𝜃

𝑑𝑡̂2
,      

Ω = Ω̂√𝑔 𝑙⁄ ,     𝜇 =
𝑘

𝑚
√𝑙 𝑔⁄ . 

ی  معادله (، شکل بدون بعد  11ی ) با جایگزینی روابط فوق در رابطه
 آید: میدست صورت زیر بهحرکت به

(13) 𝑑2𝜃

𝑑𝑡̂2
+ 𝜇

𝑑𝜃

𝑑𝑡̂
sin 𝜃 − (Ψ̂2 − 2Ω̂Ψ̂) sin 𝜃 cos 𝜃 = 0. 

« را برداشته و مشتق نسبت  ^در ادامه برای راحتی بیشتر علامت »
شود. بنابراین « روی متغیر نشان داده می 0با علامت » 𝑡̂به زمان 

 شود: می صورت زیر سادهی حرکت بهمعادله 

(14) 𝜃̈ + 𝜇𝜃̇ + sin 𝜃 − (Ψ2 − 2ΩΨ) sin 𝜃 cos 𝜃 = 0 

جمله  دو  گرفتن  درنظر  مثلثاتی با  توابع  برای  تیلور  بسط  اول  ی 
sinصورت به 𝜃 ≅ 𝜃 − 𝜃3 cosو   ⁄6 𝜃 ≅ 1 − 𝜃2 در   ⁄2 جایگزینی  و 

 شود: میصورت ذیل بازنویسی ی حرکت بهی فوق، معادلهرابطه

(15) 𝜃̈ + 𝜇𝜃̇ + 𝛼1 𝜃 + 𝛼2 𝜃3 + 𝛼3 𝜃5 = 0 

  3αو    1α  ،2 αضریب میرائی بدون بعد است، و ضرایب    µکه در آن  
 :هستندوابط ذیل مطابق ر

(16) 

𝛼1 = 1 + Ψ(2Ω − Ψ),     𝛼2 = −
1

3
(2Ψ(2Ω − Ψ) +

1

2
),  

 𝛼3 =
Ψ

12
(2Ω − Ψ) 

معادله  حل  روش  ادامه  )در  غیرخطی  اولیه 15ی  شرایط  برای   )
𝜃(0) = 𝐴  و𝜃̇(0) = 𝐵   شود. میارائه 

 روش تبدیل دیفرانسیل    - 3
تابدرصورتی  بازه  𝜃(𝑡)ع  که  می  G  ی در  باشد،  آن تحلیلی  را توان 

نوشت.   Gی دلخواه از دامنه  های توانی حول هر نقطهبرحسب سری 
 :  [9]شودصورت زیر تعریف میبه 𝜃(𝑡)تبدیل دیفرانسیل تابع 

(17) Φ(𝑘) =
1

𝑘!
[
𝑑𝑘𝜃(𝑡)

𝑑𝑡𝑘 ]
𝑡=0

, 

رابطه در  فوق  که  و  هب Φ(𝑘)و  𝜃(𝑡)ی  اصلی  توابع  بیانگر  ترتیب 
صورت زیر تعریف به Φ(𝑘) تبدیل یافته هستند. تبدیل وارون تابع

 شود: می

(18) 𝜃(𝑡) = ∑ Φ(𝑘)𝑡𝑘

∞

𝑘=1

. 

 آید: دست میی زیر به( رابطه18( و )17ی )با ترکیب دو رابطه 

(19) 𝜃(𝑡) = ∑
1

𝑘!
[
𝑑𝑘𝜃(𝑡)

𝑑𝑡𝑘 ]
𝑡=0

𝑡𝑘

∞

𝑘=1

. 
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(، سری برای تعداد 19ی )باید توجه شود که هنگام استفاده از رابطه
صورت  به θ (t)عبارتی دیگر، تابع آید. بهدست میمتناهی جمله به

 شود:زده میزیر تقریب 

(20) 𝜃(𝑡) ≈ ∑
1

𝑘!
[
𝑑𝑘𝜃(𝑡)

𝑑𝑡𝑘
]

𝑡=0

𝑡𝑘

𝑁

𝑘=1

, 

 بیانگر تعداد جملات درنظر گرفته شده برای سری است.   Nکه در آن  
 ارائه شده است.   1رخی قواعد مربوط به تبدیل دیفرانسیل در جدول  ب
 

   1]7[قواعد مربوط به روش تبدیل دیفرانسیل  ( 1جدول  

 تابع تبدیل یافته  تابع اصلی 

𝑒𝑡 
1

𝑘!
 

𝛼𝑢(𝑡) ± 𝛽𝑣(𝑡) 𝛼𝑈(𝑘) ± 𝛽𝑉(𝑘) 
𝑑𝑚𝑢(𝑡)

𝑑𝑡𝑚
 

(𝑘 + 𝑚)!

𝑘!
𝑈(𝑘 + 𝑚) 

𝑢(𝑡)𝑣(𝑡)𝑤(𝑡) ∑ ∑ 𝑈(𝑘1)𝑉(𝑘2 − 𝑘1)𝑊(𝑘 − 𝑘2)

𝑘2

𝑘1=0

𝑘

𝑘2=0

 

𝑔1(𝑡)𝑔2(𝑡) … 𝑔𝑛(𝑡) 
∑ ∑ …

𝑘𝑛−1

𝑘𝑛−2=0

∑ ∑ 𝐺1(𝑘1)𝐺2(𝑘2 − 𝑘1)

𝑘2

𝑘1=0

𝑘3

𝑘2=0

𝑘

𝑘𝑛−1=0

 

               … 𝐺𝑛−1(𝑘𝑛−1 − 𝑘𝑛−2)𝐺𝑛(𝑘 − 𝑘𝑛−1) 

 

کاربرد روش تبدیل دیفرانسیل در نوسانات غیرخطی آونگ    -4
 مغناطیسی   

در این قسمت روش تبدیل دیفرانسیل را برای نواسانات غیرخطی  
  شود. ابتدا با توجه به قواعد کارگرفته میای مغناطیسی بهآونگ کره 

( تبدیل به  15ی )ارائه شد، رابطه  1تبدیل دیفرانسیل که در جدول  
 شود: ی زیر میرابطه

(21( 

(𝑘 + 2)(𝑘 + 1)Φ(𝑘 + 2) + 𝜇(𝑘 + 1)Φ(𝑘 + 1) + 𝛼1 Φ(𝑘) 

      + 𝛼2 ∑ ∑ Φ(𝑘1)Φ(𝑘2 − 𝑘1)Φ(𝑘 − 𝑘2)

𝑘2

𝑘1=0

𝑘

𝑘2=0

 

      + 𝛼3 ∑ ∑ ∑ ∑ Φ(𝑘1)Φ(𝑘2 − 𝑘1)Φ(𝑘3 − 𝑘2)

𝑘2

𝑘1=0

𝑘3

𝑘2=0

𝑘4

𝑘3=0

𝑘

𝑘4=0

 

           Φ(𝑘4 − 𝑘3)Φ(𝑘 − 𝑘4) = 0. 

اولیه   شرایط  دیفرانسیل  تبدیل  𝜃(0)همچنین  = 𝐴   و𝜃̇(0) = 𝐵 
 : است صورت زیر به

(22( Φ(0) = 𝐴,   Φ(1) = 𝐵. 

، روابط ذیل حاصل  k( و مقادیر مختلف  21ی )با استفاده از رابطه 
 شوند:می

(23( 𝑘 = 0:   2Φ(2) + 𝜇Φ(1) + 𝛼1Φ(0) + 𝛼2Φ(0)3 + 𝛼3Φ(0)5 

                = 0. 

(24( 

𝑘 = 1:   6Φ(3) + 2𝜇Φ(2) + 𝛼1𝛷(1) + 3𝛼2Φ(0)2𝛷(1) 

                +5𝛼3Φ(0)4Φ(1) = 0. 

(25( 

𝑘 = 2:   12Φ(4) + 3𝜇Φ(3) + 𝛼1Φ(2) 

                +𝛼2(3Φ(0)2Φ(2) + 3Φ(1)2Φ(0)) 

                +𝛼3(5Φ(0)4Φ(2) + 10Φ(0)3Φ(1)2) = 0. 

)رابطه در روابط )22ی  الی )23(  این  25(  به  و  ( جایگزین شده 
متوالی محاسبه    صورتو ... به  Φ(2)  ،Φ(3)  ،Φ(4)ترتیب مقادیر  

(، تقریبی از تابع 18ی )شوند. با جایگزینی این مقادیر در رابطهمی
θ(t)  آید. در ادامه روش فوق در قالب چند مثال برای  دست میبه

همچ و  اولیه  رابطه شرایط  متفاوت  ضرائب  )نین  ارزیابی  15ی   )
 شود. می
 ارائه چند مثال    - 1-4

اولیه   .1مثال   سرعت  برای  نوسانگر  حرکت  اول  مثال  صفر، در  ی 
شود. در مثال  ضرایب غیرخطی بزرگ و میرائی کوچک بررسی می

1α= 0.1,  µ= 0,  B= 0.2,  A  ,1 =صورت اول ضرائب و شرایط اولیه به

= 10  3α= 5,  2α  درنظر گرفته شده است. با استفاده از ضرائب فوق
بخش   در  شده  ارائه  روش  تابع  3و   ،θ(t)   هفت درنظرگرفتن  با 

    آید:دست میصورت زیر به ی اول بهجمله 

(26( 𝜃(𝑡) = 0.2 − 0.1216𝑡2 + 0.0041𝑡3 + 0.0169𝑡4 − 0.00068𝑡5 
              −0.0028𝑡6 + 0.000156𝑡7. 

( را با نتایج حل  26ی )دست آمده در رابطهنتایج حل به  2شکل  
کند. همانطورکه مشاهده  مقایسه می 4ی عددی رانج کوتای مرتبه

ی نسبتا کوچکی با حل  ( فقط برای بازه26ی )شود نتایج رابطهمی
آمده از روش دست توان حل بهعددی سازگار است. با این وجود می

ی کار، ابتدا از طرفین رابطهاد. برای اینتبدیل دیفرانسیل را بهبود د
 شود: ی زیر می( تبدیل لاپلاس گرفته که منجر به رابطه26)

(27( 

𝐿[θ(𝑡)] =
0.2

𝑠
−

0.2432

𝑠3 +
0.0246

𝑠4 +
0.4056

𝑠5 −
0.081472

𝑠6  

                    

                  −
2.016

𝑠7 +
0.78866

𝑠8 . 

شود. سپس، تقریب پاد  جایگزین می t/1با  sی فوق ابتدا در رابطه 
ی زیر رابطه s/1با   tگرفته شده و پس از جایگزینی [4/4]از مرتبه 

 شود: حاصل می 

(28( 
[
4

4
] = 

          
2𝑠3 + 0.6838𝑠2 + 24.8850𝑠 + 2.6481

10𝑠4 + 3.1419𝑠3 + 136.5852𝑠2 + 16.168𝑠 + 145.3871
. 

( و درنظر گرفتن بخش 28ی )تبدیل لاپلاس رابطهبا گرفتن وارون  
 آید: دست میی زیر بهحقیقی آن، رابطه

(29( 𝜃(𝑡) = (0.0009 cos(3.529𝑡) + 0.0001 sin(3.529𝑡))𝑒−0.1171𝑡 

              +(0.1991 cos(1.079𝑡) + 0.0097 sin(1.079𝑡))𝑒−0.0539𝑡. 

شان داده شده    2( در نمودار شکل  29ی )دست آمده در رابطهحل به
شود حل تبدیل دیفرانسیل بهبودیافته است. همانطورکه دیده می

))رابطه )رابطه29ی  دیفرانسیل  تبدیل  حل  برخلاف   ))( ((  26ی 
 تری با نتایج حل عددی سازگاری دارد.  ی گستردهبرای بازه

نوسانات غیرخطی آونگ مغناطیسی با درنظر  در این مثال  .  2مثال  
می  بررسی  بالا  میرائی  اثر  اولیه  گرفتن  شرایط  و  ضرائب  شود. 

درنظر گرفته     3α= 5,  2α= 1,  1α= 0.8,  µ= 0,  B= 0.1, A  10 =صورتبه
    شده است. با استفاده از ضرائب فوق و روش ارائه شده در بخش
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 )الف( 

 
 )ب( 

تبدیل   دست آمده با استفاده از روش های به مقایسه حل )الف(    ( 2  شکل 
( با حل  MDTM( و روش تبدیل دیفرانسیل بهبودیافته )DTMدیفرانسیل ) 

(، )ب( مقایسه نتایج تبدیل دیفرانسیل  RK4)  4ی عددی رانج کوتای مرتبه 
 . 1مکان آونگ مثال -بهبودیافته و حل عددی در نمودار سرعت  

 
دست صورت زیر بهی اول بهرگرفتن هفت جملهبا درنظ  θ(t)، تابع  3

  آید:می

 
(30( 

θ(𝑡) = 0.1 − 0.0526𝑡2 + 0.014𝑡3 + 0.0023𝑡4 − 0.0012𝑡5 
               −0.000078𝑡6 + 0.000097𝑡7. 

.  یابدبهبود می(  30ی )دست آمده در رابطهمانند مثال قبل، حل به
تبدیل لاپلاس گرفته که (  30ی )برای این کار، ابتدا از طرفین رابطه

 شود:ی زیر میمنجر به رابطه

(31( 𝐿[θ(𝑡)] =
0.1

𝑠
−

0.1052

𝑠3 +
0.084

𝑠4 +
0.0552

𝑠5 −
0.144

𝑠6 −
0.05623

𝑠7  

                        +
0.48994

𝑠8
. 

شود. سپس، تقریب پاد  جایگزین می t/1با  sی فوق ابتدا در رابطه 
ی زیر رابطه s/1با   tگرفته شده و پس از جایگزینی [4/4]از مرتبه 

 شود: حاصل می 

(32( [
4

4
] =

0.1𝑠3 + 0.23353𝑠2 + 1.10257𝑠 + 0.78836

𝑠4 + 2.3353𝑠3 + 12.0777𝑠2 + 9.5𝑠 + 10.1921
. 

( و درنظر گرفتن بخش  32ی )با گرفتن وارون تبدیل لاپلاس رابطه
 شود: ی زیر حاصل می آن، رابطه حقیقی

(33( 𝜃(𝑡) = (0.00012 cos(3.037𝑡) + 0.0001 sin(3.037𝑡))𝑒−0.7642𝑡 

          +(0.09988 cos(0.936𝑡) + 0.0428 sin(0.936𝑡))𝑒−0.4034𝑡. 

( را با 24( و )30دست آمده در روابط )های بهحل   3نمودار شکل  
مقایسه می دیده میحل عددی  تبدیل  کند. همانطورکه  شود حل 

 (( برخلاف حل تبدیل 33ی )دیفرانسیل بهبودیافته )رابطه
 

 
 )الف( 

 
 )ب( 

تبدیل   دست آمده با استفاده از روش های به )الف( مقایسه حل   ( 3  شکل 
( با حل  MDTM( و روش تبدیل دیفرانسیل بهبودیافته )DTMدیفرانسیل ) 

(، )ب( مقایسه نتایج تبدیل دیفرانسیل  RK4)  4ی عددی رانج کوتای مرتبه 
 . 2مکان آونگ مثال  -بهبودیافته و حل عددی در نمودار سرعت  

 
)رابطه )دیفرانسیل  گسترده30ی  بازه  برای  حل ((  نتایج  با  تری 

 ازگاری دارد.  عددی س
در این مثال نوسانات غیرخطی آونگ مغناطیسی با درنظر  .  3مثال  

 شود. در این حالت آونگ ی غیرصفر بررسی میگرفتن شرایط اولیه 
 ,A =-0.15صورت دارای سرعت اولیه است. ضرائب و شرایط اولیه به

= 5  3α= 3,  2α= 1,  1α= 0.5,  µ0.2, -=  B   درنظر گرفته شده است. با
با    θ(t)، تابع  3استفاده از ضرائب فوق و روش ارائه شده در بخش  

 آید: دست میصورت زیر بهی اول بهدرنظرگرفتن هفت جمله 

(34( θ(𝑡) = −0.15 − 0.2𝑡 + 0.1303𝑡2 + 0.0188𝑡3 − 0.0105𝑡4 
               −0.0024𝑡5 − 0.00085𝑡6 + 0.00090𝑡7. 

روش   شدهمشابه  قبل،    در  ارائه  مثال  بهدو  در حل  آمده  دست 
 :شودصورت بهبودیافته زیر تبدیل می بهی فوق رابطه

(35) 𝜃(𝑡) = −(0.151 cos(1.028𝑡) + 0.23 sin(1.028𝑡))𝑒−0.2533𝑡 

              +(0.001 cos(3.453𝑡) − 0.0005 sin(3.453𝑡))𝑒−0.2196𝑡. 

( با نتایج عددی 35( و )34دست آمده در روابط )نتایج حل های به
شکل   نمودار  نمودار  می  4در  دیده  مقایسه  همانطورکه  شوند. 

(( تطابق 37ی )شود حل تبدیل دیفرانسیل بهبودیافته )رابطهمی
 خوبی با نتایج حل عددی دارد. 

 جمعبندی     - 5
ی در این مقاله معادلات حرکت یک آونگ کروی متصل به میله

مغناطیسی  میدان  و  گرانش  میدان  تاثیر  تحت  که  وزن  بدون 
 خارجی قرار دارد استخراج شد. اثر نیروی مقاوم هوا به عنوان یک 
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 )الف( 

 
 )ب( 

تبدیل    دست آمده با استفاده از روش های به )الف( مقایسه حل   ( 4  شکل 
( با حل  MDTM( و روش تبدیل دیفرانسیل بهبودیافته )DTMدیفرانسیل ) 

(، )ب( مقایسه نتایج تبدیل دیفرانسیل  RK4)  4ی عددی رانج کوتای مرتبه 
 . 3مکان آونگ مثال  -بهبودیافته و حل عددی در نمودار سرعت  

 
میراکننده انرژی  عامل  نوشتن  با  شد.  گرفته  درنظر  ارتعاشات  ی 

میدان  کار  و  آونگ  با  جنبشی  آونگ  معادلات  خارجی،  های 
بهبه همیلتون  اصل  سرعت  کارگیری  فرض  با  سپس  آمد.  دست 

ثابت، معادلات حرکت به یک معادله تبدیل و شکل بدون بعد آن 
به برای  شد.  تحلیلیاستخراج  جواب  آوردن  نوسان  -دست  عددی 

ی چند مثال، آونگ، روش تبدیل دیفرانسیل استفاده شد. با ارائه 
دست آمده پیشنهاد شد. عددی به-روشی جهت بهبود حل تحلیلی 

نتایج نشان داد حل بهمقایسه پیشنهادی ی  از روش  آمده  دست 
ی زمانی  خوبی با نتایج عددی در بازهتبدیل دیفرانسل بهبودیافته به

تواند برای تری سازگاری دارد. بنابراین روش پیشهادی میگسترده
نوسان  قرار  سایر  استفاده  مورد  میرائی  با  همراه  غیرخطی  گرهای 

 گیرد. 
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