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Today, the implementation of new materials in aero-structures such as propellers is crucial 
in the aeronautical industry. Also, ultralight metamaterials with capabilities to reduce the 
weight of the structure have received much interest. Therefore, it is essential to investigate 
the stability of aero-structures under non-conservative forces such as the follower force, 
which is generally considered as the fluid-structure interaction effect. In this paper, the 
stability of the rotating Timoshenko beam subjected to distributed follower force with 
clamped-free boundary condition is investigated. The beam consists of a sandwich structure 
and the core is made of ultralight metamaterials. The governing equations of the beam are 
derived using Hamilton's principle. For numerical analysis, the differential quadrature 
method (DQM) is used and the results are compared with those obtained from previous 
studies. Four core structures including square, hexagonal, triangular, and mixed are studied 
and their effects on the critical force of the beam are studied. The results showed that among 
the studied metamaterial structures, hexagonal structure has a better performance than 
other structures. Also, based on the numerical results, the use of metamaterials as the core of 
the sandwich beam increases the critical force per unit weight. In addition, the increase in 
shear effects in short beams and the effect of beam rotation reduces the effects of the core 
structure in increasing the critical force compared to the non-rotating beam; therefore, at 
high rotational speeds and long beams, the critical force of the sandwich beam and the 
uniform beam are quite the same. 
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 گسترده   رو ی پ   ی رو ی مواد فوق سبک تحت ن فرا دوار ساخته شده از    ر ی ت   ی دار ی ا پ 
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 رانی، ا شیراز، شیرازدانشگاه  ک،یمکان یمهندس دانشکده 
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 اطلاعات مقاله 

مواد  فرااز سوی دیگر،    .رودشمار میها، امری حیاتی در صنعت هوافضا بههای هوایی مانند ملخکارگیری مواد نوین در سازه امروزه به
  ی روهای تحت ن   یی هوا  ی ها سازه   ی داریپا  ی بررس   ن، یبنابرا   .اندسبک با قابلیت کاهش وزن سازه، توجه زیادی را به خود جلب کردهفوق
  نی در ا است. ی ضرور  شودیو سازه شناخته م  الیاثر اندرکنش س سازی شده  مدل سادهعنوان که معمولًا به  رویپ  یرو ی مانند ن ستاریناپا

تیر دارای  .  مورد بررسی قرار گرفته است  یکنواخت و شرط مرزی یکسرگیردار  گسترده  رو یپ   یرو یتحت ن   موشنکویدوار ت   ر ی ت   ی داریمقاله، پا
برای  .  اندمعادلات حاکم بر تیر با استفاده از اصل همیلتون استخراج شدهو    تسبک اس مواد فوقفرا ای از  ساختار ساندویچی با هسته

چهار نوع ساختار هسته    .انداستفاده شده و نتایج با مطالعات پیشین مقایسه شده (DQM) تحلیل عددی از روش تربیع دیفرانسیل
نتایج نشان    .ها بر نیروی بحرانی تیر تحلیل شده استضلعی، مثلثی و ترکیبی مورد بررسی قرار گرفته و تأثیر آنمربعی، شششامل  

همچنین، بر اساس    .ضلعی عملکرد بهتری نسبت به سایر ساختارها دارد شده، ساختار ششمواد بررسیفرا داد که در میان ساختارهای  
افزایش    شود. علاوه بر آن، میوزن واحد    ی به ازا   ی بحران   ی رو ی ن  ش یباعث افزا   یچیساندو  ر یمواد در هسته ت فرا کاربرد  نتایج بدست آمده،  

دهد؛  اثرات برشی در تیرهای کوتاه و نیز اثر دوران تیر، تأثیر ساختار هسته را در افزایش نیروی بحرانی نسبت به تیر غیر دوار کاهش می
 .شودهای دورانی بالا و طول تیر زیاد، نیروی بحرانی تیر ساندویچی و تیر یکنواخت تقریباً یکسان میسرعت در نتیجه، در هر دو حالت
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 مقدمه  -1
تیر ملخ  مکانیکی  المان  عنوان  به  بوده که  پره  چند  یا  دو  شامل  ها 
تئورشوندسازی می مدل  - لریاوتیر    یپر کاربرد شامل تئور  ریت  ی. دو 
  ی در بررس  یدو تئور  نیکاربرد اهستند.   موشنکویتتیر    یو تئور  یبرنول

خواهد بود؛    یمشابه  جیپره بالگرد منجر به نتا   ریبلند نظ  یرها یرفتار ت
  ر یکوتاه، نظ  یرها یاست. در مورد ت  زیناچ  ی شکل برش  رییاثرات تغ  را یز

تئور  ن یا  ملخ،   پره  و  نبوده  نظر  قابل صرف   یبرنول-لریاوتیر    ی اثرات 
نم  ی قیدق  جینتا  دردهدی بدست  تئوراستفاده    جه،ینت  .  تیر    یاز 
 . تر استپره ملخ مناسب  لیدر تحل موشنکو یت

نو  مواد  از  در سازه   نیاستفاده  هوشمند  عنوان    ییهوا   یها و    ک ی به 
گرفته نظر  در  بالقوه   یکیمکان  فرامواد.  شودی م  ضرورت  طور  به 

کاربرد   ان،یم  نیا  که در  کنندیم  جادیا  یرا در هوانورد  یادیز  یها تیقابل
. از طرفی،  کننده است  دواریام  یهوانورد   یها فوق سبک در سازه   فرامواد
دق  یها ی فناور  توسعه سالها   قیساخت    ی نترها یپر  نظیر  ریاخ  یدر 

 .  فراهم کرده است را  فرامواد نیامکان ساخت ا  ،یبعدسه
ملخ   ن، یمانند پره تورب  یعمل  یاز کاربردها   یاریدوار که در بس  یرها یت

متعدد    نیمورد استفاده هستند، توسط محقق  بالگرد   روتورو    ما ی هواپ
در اینجا به برخی از مهمترین این تحقیقات    اند.مورد مطالعه قرار گرفته

سازی تیر  مرتبط با تئوری تیر تیموشنکو اشاره شده است. اولین مدل 
  1970در اواسط دهه  [1]ویوتیو جورجد مطالعه استافور  دوار تیموشنکو

را با استفاده از روش حل    بالگردپره روتور    یعیطب  است. آنها فرکانس
توسط هاجز و    مطالعات  نیاز اول  گرید  یکیزدند.    نیتخم  یتوان  یسر

  ناسا ارائه شده است.  یقاتیبرنامه تحق کیاز   یبه عنوان بخش [2]داول
 یبا مقطع دارا   یخط  ریغ  یدوار شامل عبارتها   ریمعادلات حاکم بر ت  آنها 

  ن یرا ارائه کردند. استخراج معادلات حاکم در ا   کنواختیریغی  تابخوردگ
هام  ق یتحق اصل  .  در نظر گرفته شد  یکرنش  یانرژ  و  لتونیبر اساس 

تغ اثرات  برش  رییمطالعه  ت  یشکل  ارتعاشات  دهه    ریبر  در    1990دوار 
پژوهشگران جلب کرد.    یشتریب  توجه  اجزا   [3]اما یوکویرا  روش    ی از 

و  استفاده کرد    موشنکویت دوار  ریت  یعیفرکانس طب نییتع  یمحدود برا 
  نیز   [4]کرد. کو  سهیمقا   یبرنول-لریاوتیر   تئوری  جیرا با نتا   لحاص  جینتا 
فرکانس   یمخروط  دوار  ریت  کی و  گرفت  نظر  در  با    یعیطب  یها را  را 

از    [5]یبانرج  ن،ی. علاوه بر اکرد  نییتع  یفرض  یاستفاده از روش مودها 
  استفاده   ی تیر دوارعیمحاسبه فرکانس طب  یبرا   یکینامید ی  روش سخت

ارتعاشات آزاد کوپل در یک ملخ  به تحلیل  نیز    [6]موسوی و الهامی  .کرد
اثر تغییر  پرداختند و    برنولی-اویلرمتغیر با استفاده از تئوری تیر    مگا 

کردند. مطالعه  را  ارتعاشی  مودهای  بر  گام  دوار    زاویه  تیر  مساله 
های اخیر نیز مورد توجه قرار گرفته است. به عنوان  تیموشنکو در سال 

همکاران و  لی  به  [7]نمونه،  تئور،  پره    یتجرب  و   یمطالعه  ارتعاشات 
با در   موشنکویتتیر    یو تئور  یخط ریغ  یسازروتور با استفاده از مدل 

گرفتن دوران  راتییتغ  نظر  و  سرعت  شنگ  همچنین،  پرداختند.  ی 
  پره روتور بالگرد ساخته شده از مواد   کیروالاستیا  لیتحل،  [8]همکاران
دق  یتیکامپوز هندسه  معادلات  از  استفاده  با  مبنا   قیرا    ی تئور  یبر 

بررس  موشنکویت و    دادند.   قرار   یمورد  بوجادا  دیگر،  تحقیقی  در 
، به تحلیل دینامیکی و مودال یک تیر دوار با ساخته شده [9]همکاران

از ساختار لانه زنبوری با استفاده از روش المان محدود پرداختند و با 
 استفاده از نتایج تجربی به اعتبارسنجی آن پرداختند. 

سازه  در  پیرو  نیروی  وسیع  با کاربرد  توجه  هوافضا، با  با  مرتبط  های 
از گذشته مورد توجه محققان  مطالعه پایداری تیر تحت   نیروی پیرو 

در نظر گرفتن   با  انجام شده  بیشتر مطالعات  و هست. هرچند،  بوده 
  ی اثرات برشای که  نیروی پیرو متمرکز انجام شده است. اولین، مطالعه 

پا  ن  ریت  یداریدر  گرفت  یرویپ  یرویتحت  نظر  در  را    توسط   متمرکز 
به   ی ارائه شد که در آن با استفاده از روش انرژ  1967در    [10]رناصنعمت 

مقا   یبحران  یروین  محاسبه و  نتا   یاسهیپرداخت  - لریاو  تئوری  ج یبا 
در زمینه نیروی پیرو گسترده، اولین مطالعه مربوط به    ارائه کرد.  یرنولب

است که در آن   1980 در [12]وو سوندارارامایا و رائ [11]آیری و همکاران
پایداری تیر با هندسه غیر یکنواخت را با در نظر گرفتن اثرات برشی و  

  [13]ن و کواینرسی دورانی مورد مطالعه قرار دادند. در تحقیقی دیگر، چ  
سترده و بستر الاستیک را مورد بررسی  پایداری تیر تحت نیروی پیرو گ

رائو و  راجو  دادند. همچنین،  به   [14]قرار  از روش گالرکین  استفاده  با 
علیدوست    بررسی پایداری تیر تحت نیروهای مختلف پیرو پرداختند.

رضایی  کامپوزیتی    [15]پژندو  تیر  دینامیکی  پایداری  تحلیل  به  نیز 
چندلایه تحت نیروی پیرو به روش تحلیلی پرداختند و نتایج حاصل را 

مقایسه کردند. محدود  اجزاء  روش  نتایج  اثرات    با  بررسی  منظور  به 
مرزی،   همکارانفاضل شرایط  و  تحت    [16]زاده  تیر  ناپایداری  مساله 

هفت بارگذاری مختلف نیروی پیرو شامل توزیع گسترده را با استفاده 
  [17]علاوه بر این، کیم و لیاز روش تربیع دیفرانسیل مطالعه کردند.  

مساله پایداری تیر کامپوزیتی با چیدمان نامتقارن تحت نیروی پیروی  
و    اخیرا، مسجدی  تیک را مورد بررسی قرار دادند. گسترده بر بستر الاس

بهره   [18]همکاران از معادلات کاملا ذاتی، یک روش دقیق و  با  گیری 
بعدی تحت نیروهای پایستار و پیرو با  کارامد برای تحلیل تیرهای سه 

 ارائه کردند.   کی زوژئومتری روش ا

دارا   شودیاطلاق م  یاز مواد مصنوع  یگروه  به  فرامواد   ی خواص   یکه 
از آنکه    شتر یمواد ب  نیخواص ا  .شود ی نم  افتی یعیبوده که در مواد طب

پا  ماده  خواص  باشد  هیتابع  ر  ،سازنده  هندسه    آن   یزساختارها یتابع 
 یها در المان   فرامواداز    طی یک دهه گذشته  نیاز محقق  یاریبس.  است
  ت ی کامپوز  کی  [19]لی و وانگ. به عنوان نمونه،  اندبهره برده   یکیمکان

  ی کردند که رفتارها   یطراح  یبعدسه  ماده پرینتفرا با هسته    یچیساندو
  ی عدد  تحلیل  نیها همچندهد. آن   یاز خود نشان م  یمختلف  یخمش
برا   تجربیو   دادندرا  انجام  خود  شده  پیشنهاد  ساختار  همچنین،    . ی 

همکاران و  هسته [20]ژانگ  با  ساندویچی  تیر  یک  آزاد  ارتعاشات   ،
رسیدند که  لانه نتیجه  این  به  آنها  دادند.  قرار  بررسی  مورد  را  زنبوری 

ای به هندسه هسته وابسته فرکانس ارتعاشات تیر به طور قابل ملاحظه
، ارتعاشات تیر ساندویچی  [21]لُو و همکاراندر تحقیقی دیگر،    است. 

گرفتند که افزایش    تحت شرایط مرزی مختلف را بررسی کرده و نتیجه
ای بهترین راه برای افزایش فرکانس ضخامت هسته با ساختار شبکه

 طبیعی تیر است. 
از    یاریبسبا توجه به کاربرد بالقوه این مواد در ساختارهای مکانیکی،  

های مرتبط با سازه   یها در المان   فرامواداز  های اخیر  در سال   نیمحقق
دوار  سازی یک تیر  ، به مدل [22]و همکاران  بسَتا   .انداستفاده کرده   دوار

ای از فنر  یکسر گیردار متشکل از فرامواد در قالب مجموعه تکرارشونده 
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و میراگر به منظور کاهش ارتعاشات آن پرداختند و نشان دادند این  
مجموعه در سرعت دورانی خاص دارای یک ناپایداری دینامیکی خواهد  

ساندویچی  .  ود ب هسته  با  تیر دوار  و  فرا تحلیل  تشکریان  توسط  ماده 
اویلر  [23]همکاران تیر  تئوری  از  استفاده  قرار  برنولی  -با  بررسی  مورد 

آر تش و متلک  گرفته است. اثر    [24]همچنین،  در تحقیقی به بررسی 
اثر   و  پرداختند  آکوستیکی  فرامواد  دینامیکی  رفتار  بر  محوری  دوران 

از  سرعت دورانی شفت و سفت  ناشی  بر    پیچش شدگی  نوار شکاف  را 
دادند.  قرار  بررسی  مورد  دوار  شفت  یک  و    گوُ  را،یاخ  فرکانسی 

بالگرد به عنوان    یمدلساز  به  [25]همکاران با    یچیساندو   ریت  کیپره 
دادند  فراموادهسته   نشان  و  شبکه   استفاده   پرداختند  ساختار   یااز 

  طول   در  چش یپ  هیزاو  عیتوز  ش ی هسته توپر منجر به افزا   یهسته به جا 
م تحق  نیهمچن  .شودیپره  همکاران  گرید   یقیدر  و  ه  ب  [26]آموزگار 
پرداختند و نشان    یزنبوربا هسته لانه  ی چیساندو  دهیخم  ر یت  لیتحل

  ی اصفحه و برون  یاصفحه درون ی کینامیدادند ساختار هسته بر رفتار د
است  ریت صمدی همچنین  . اثرگذار  همکاران،  و  به  [27]اقدم  تحلیل  ، 

از   شده  تشکیل  متاکامپوزیت  تیر  یک  محلی  پایداری  تشدیدگرهای 
تحت نیروی پیرو پرداختند. آنها نشان دادند که تشدیدگرهای محلی  

 گذارد. تاثیری بر نیروی ناپایداری نداشته و تنها بر فرکانس فلاتر اثر می 

منظور مدل  به  مقاله،  این  تیر دوار  در  هواپیما، مساله  ملخ  پره  سازی 
ته و پایداری آن  تیموشنکو با ساختار ساندویچی مورد توجه قرار گرف

پیروی گسترده مماسی   نیروی  یکنواخت  تحت  توزیع  بررسی شده  با 
از   شده  ساخته  تیر  هسته  لانه   فرامواد است.  ساختار  با  سبک  فوق 

تحقیق   برده شده است.  بهره  تیر تیموشنکو  تئوری  از  و  بوده  زنبوری 
هسته و چگالی نسبی آن بر پایداری    فرامواد حاضر به بررسی اثر ساختار  

 پردازد. تیر غیر دوار و دوار تحت نیروی پیرو می

 خواص سطح مقطعی  -2
، از چگالی نسبی به صورت  فراموادبه منظور محاسبه خواص الاستیک  

شود  ای به چگالی ماده سازنده استفاده می نسبت چگالی ساختار شبکه 
باشد. در  که تابعی از شکل ساختار، اندازه المان و ضخامت دیواره می 

و   وانگ  توسط  شده  ارائه  زنبوری  لانه  ساختار  چهار  از  اینجا، 
استفاده شده است. تصاویر این ساختار به همراه مقادیر    [28]داولک مَ 

بر حسب   پایه  ماده  مدول کششی  به  برشی  و  مدول کششی  نسبت 
 چگالی 𝜌𝑟در این جدول،  قابل مشاهده است.    1چگالی نسبی در جدول  

,𝐸𝑠نسبی،  𝜌𝑠   به ترتیب چگالی و مدول کششی ماده پایه بوده و𝐺∗,

𝐸∗, 𝜌∗ ای  کششی و مدول برشی ساختار شبکه  به ترتیب چگالی، مدول
به نسبی  چگالی  چگالی ساختار شبکه  هستند.  چگالی صورت  به  ای 

 ماده پایه سازنده آن تعریف شده، به طوریکه:

(1) 𝜌𝑟 =
𝜌∗

𝜌𝑠
 

در نظر گرفته شده    1 ساختار سطح مقطع تیر ساندویچی به صورت شکل
هندساست.   روابط  از  استفاده  مقطع  ،مناسب  یبا  سطح    ی خواص 
خواص    جه،یقابل محاسبه است. در نت  یچیساختار ساندواین  معادل  

(،  𝐺𝐴)   یبرش  ی(، سفت𝐸𝐼)  یخمش  یمعادل سطح مقطع شامل سفت
( به صورت  𝜌𝐼در واحد طول )   ینرسیممان دوم ا( و  𝜌𝐴جرم واحد طول ) 

 . [29]قابل محاسبه است ریز

(2) 𝐸𝐼 =
𝐸𝑠𝑏𝑡𝑓

3

6
+

𝐸∗𝑏𝑡𝑐
3

12
+

𝐸𝑠𝑏𝑡𝑓(𝑡𝑐 + 𝑡𝑓)
2

2
 

 
 ]28[بر حسب ساختار هسته  مورد استفاده   فرامواد  ک ی خواص الاست  ( 1جدول  

Table 1 Elastic properties of the implemented metamaterials based on core 

structure [28] 
𝑮∗/𝑬𝒔 𝑬∗/𝑬𝒔   

𝟎. 𝟎𝟔𝟐𝟓𝝆𝒓
𝟑 0.5𝜌𝑟 

 

Square 

𝟎. 𝟑𝟕𝟓𝝆𝒓
𝟑 1.5𝜌𝑟 

 

Hexagonal 

𝟎. 𝟏𝟐𝟓𝝆𝒓 0.333𝜌𝑟 

 

Triangular 

𝟎. 𝟏𝟎𝟒𝝆𝒓 𝟎. 𝟑𝟔𝟗𝝆𝒓 

 

Mixed 

 

 
و ساختار    گسترده مماسی  تحت نیروی پیرو  دوار   ر یهندسه ت  ( 1شكل  
 سطح مقطع  ی چیساندو

Fig. 1 Geometry of the rotating beam subjected to distributed 

tangential follower force and cross section sandwich structure 

 

(3) 𝐺𝐴 =
𝑏(𝑡𝑐 + 𝑡𝑓)

2

(2𝑡𝑓) 𝐺𝑠⁄ + 𝑡𝑐 𝐺∗⁄
 

(4 ) 𝜌𝐴 = 𝜌∗𝑏𝑡𝑐 + 2𝜌𝑠𝑏𝑡𝑓 

(5) 𝜌𝐼 =
𝜌𝑠𝑏𝑡𝑓

3

6
+

𝜌∗𝑏𝑡𝑐
3

12
+

𝜌𝑠𝑏𝑡𝑓(𝑡𝑐 + 𝑡𝑓)
2

2
 

و هسته   یرونیمرتبط با جداره ب  ب یبه ترت 𝑐  و 𝑓س یرنویز  فوق،در روابط  
بودهداخل 𝑡𝑐  پارامترهایو    ی  , 𝑡𝑓 , 𝑏 ترت مقطع،    بی به  سطح  عرض 

نشان داده شده    1که در شکل    باشدیضخامت جداره و ضخامت هسته م
سازنده ساختار هسته  . است پایه  از ماده  دیواره  به    همچنین، جنس 

 شود. در نظر گرفته می   صورت توپر

 معادلات حاکم  -3
  ی چ یو سطح مقطع ساندو 𝐿به طول    یمخروط  ر یت  کی،  1مطابق شکل  

متصل  𝑟0به شعاع   یتوپ کیبه  𝜓نصب   هیدر نظر گرفته شده که با زاو 
در حال دوران است. سطح مقطع   𝑧  حول محور 𝜔  شده و با سرعت ثابت

است    ریدر طول ت  ریبه ارتفاع ثابت و عرض متغ  لیبه شکل مستط  ریت
نشان داده   𝑏𝑡𝑖𝑝و   𝑏𝑟𝑜𝑜𝑡 با   بیو نوک به ترت  شهیر  رد  ریعرض ت  کهیبطور

است. د  به  شده  معادلات  استخراج  شرا   لیفرانسیمنظور    ی مرز  طی و 
 . شودی بهره برده م افتهیم یتعم لتونیدوار از اصل هام  ریحاکم بر ت
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(6) ∫ (𝛿𝑇 − 𝛿𝑈 + 𝛿𝑊𝑛𝑐)𝑑𝑡
𝑡2

𝑡1

= 0 

فوق،   رابطه  پتانسیل   𝛿𝑈و   𝛿𝑇در  و  جنبشی  انرژی  وردش  ترتیب  به 
و   بوده  الاستیک  شکل  تغییر  از  از   𝛿𝑊𝑛𝑐ناشی  ناشی  مجازی  کار 

است.   ناپایستار  تئورنیروهای  اساس    ی انرژ  موشنکو،ی ت  ریت  یبر 
 است:  انیقابل ب ریدوار به صورت ز ریت لیو پتانس  یجنبش

(7 ) 𝑇 =
1

2
∫ 𝜌𝐴(𝑥) (

𝜕𝑤

𝜕𝑡
)

2

𝑑𝑥
𝐿

0

+
1

2
∫ 𝜌𝐼(𝑥) (

𝜕𝜙

𝜕𝑡
)

2

𝑑𝑥
𝐿

0

 

(8) 

𝑈

=
1

2
∫ 𝐸𝐼(𝑥) (

𝜕𝜙

𝜕𝑥
)

2

𝑑𝑥
𝐿

0

+
1

2
∫ 𝐾𝑠𝐺𝐴(𝑥) (

𝜕𝑤

𝜕𝑥
− 𝜙)

2

𝑑𝑥
𝐿

0

+
1

2
∫ 𝐹𝑥(𝑥) (

𝜕𝑤

𝜕𝑥
)

2

𝑑𝑥
𝐿

0

−
1

2
∫ 𝜌𝐴(𝑥)𝜔2𝑤2 sin2(𝜓) 𝑑𝑥

𝐿

0

 

,𝜙فوق،    معادلاتدر   𝑤   به ترتیب جابجایی عرضی و دوران سطح مقطع
نیروی   𝐹𝑥ضریب اصلاحی تنش برشی است. همچنین،   𝐾𝑠تیر بوده و  

 . باشدناشی از دوران تیر است که به صورت زیر قابل بیان می 

(9) 𝐹𝑥(𝑥) = ∫ 𝜌𝐴(𝑥)𝜔2(𝑟0 + 𝑥)𝑑𝑥
𝐿

𝑥

 

وابسته به  نیروی پیرو، نوعی نیروی ناپایستار است که جهت اعمال آن  
نیروها معمولا به عنوان  نوع  این  اعمال آن است.    تغییر شکل محل 

اثر اندرکنش سیال و سازه در مسائل پایداری نظیر    سازی شدهمدل ساده 
گیرد.  نیروی جت سیال، رانش موتور هواپیما و ... مورد استفاده قرار می 
لاسیک  مساله پایداری تیر تحت نیروی پیرو به عنوان یکی از مسائل ک 

قرار می  بررسی  مورد  سازه  نیروی  گیرد.  پایداری  از  کار مجازی حاصل 
توان به صورت  را می   1 مطابق شکل 𝑞پیروی گسترده با توزیع یکنواخت  

 .[17]زیر نوشت

(10) 𝛿𝑊 = 𝑞 ∫ [(𝐿 − 𝑥)
𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝜕𝛿𝑤

𝜕𝑥
−

𝜕𝑤

𝜕𝑥
𝛿𝑤]

𝐿

0

𝑑𝑥 

( در رابطه اصل  10( و کار مجازی )8)  ( و7با جایگذاری روابط انرژی )
( انتگرال 6هامیلتون  از  استفاده  و  معادلات (  جزء،  به  جزء  گیری 

 دیفرانسیل حاکم و شرایط مرزی عمومی بدست خواهد آمد. 

(11) 

−𝜌𝐴(𝑥)
𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
+

𝜕

𝜕𝑥
(𝐾𝑠𝐺𝐴(𝑥) (

𝜕𝑤

𝜕𝑥
− 𝜙))

+
𝜕𝐹𝑥

𝜕𝑥

𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 𝐹𝑥

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2

+ 𝜌𝐴(𝑥)𝜔2 sin2(𝜓)𝑤

− 𝑞(𝐿 − 𝑥)
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
= 0 

−𝜌𝐼(𝑥)
𝜕2𝜙

𝜕𝑡2
+

𝜕

𝜕𝑥
(𝐸𝐼(𝑥)

𝜕𝜙

𝜕𝑥
)

+ 𝐾𝑠𝐺𝐴(𝑥) (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
− 𝜙) = 0 

(12) 

[𝐾𝑠𝐺𝐴(𝑥) (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
− 𝜙) 𝛿𝑤 + 𝐹𝑥

𝜕𝑤

𝜕𝑥
𝛿𝑤

+ 𝑞(𝐿 − 𝑥)
𝜕𝑤

𝜕𝑥
𝛿𝑤]

0

𝐿

= 0 

[𝐸𝐼(𝑥)
𝜕𝜙

𝜕𝑥
𝛿𝜙]

0

𝐿

= 0 

ساده   به بی منظور  پارامتر  از  اینجا  در  معادلات،  𝜉بعد  سازی  =

𝑏𝑡𝑖𝑝 𝑏𝑟𝑜𝑜𝑡⁄ در صورتی که    .شودبه عنوان نسبت مخروطی استفاده می

𝜉 = 𝜉باشد، تیر یکنواخت بدست آمده و   1 = مربوط به تیر مثلثی   0
، فرم سازیو ساده  بعد مناسبهمچنین، با فرض پارامترهای بی است. 

قابل    برای تیر یکسر گیردار  دلات حاکم و شرایط مرزیبدون بعد معا 
 یابی است. دست 

(13) 

−(1 + (𝜉 − 1)𝜒)𝑊̈ + 𝛼(𝜉 − 1)(𝑊′ − 𝜙)
+ 𝛼(1 + (𝜉 − 1)𝜒)(𝑊′′

− 𝜙′)

− Ω2[𝑅0 + (1 + 𝑅0(𝜉 − 1))𝜒

+ (𝜉 − 1)𝜒2]𝑊′

+
Ω2

6
[(1 + 2𝜉) + 𝑅0(3 + 3𝜉)

− 6𝑅0𝜒
− 3(1 + 𝑅0(𝜉 − 1))𝜒2

− 2(𝜉 − 1)𝜒3]𝑊′′

+ (1
+ (𝜉 − 1)𝜒)Ω2 sin2(𝜓)𝑊
− 𝑞̅(1 − 𝜒)Λ 𝑊′′ = 0 

−𝛽(1 + (𝜉 − 1)𝜒)𝜙̈ + (𝜉 − 1)𝜙′

+ (1 + (𝜉 − 1)𝜒)𝜙′′

+ 𝛼(1 + (𝜉 − 1)𝜒)(𝑊′ − 𝜙)

= 0 

(14) 
{
𝑊 = 0
𝜙 = 0

     𝑎𝑡   𝜒 = 0 

{
𝑊′ − 𝜙 = 0

𝜙′ = 0
    𝑎𝑡    𝜒 = 1 

 که در آن: 

(15) 

𝜒 =
𝑥

𝐿
                                       𝑊 =

𝑤

𝐿
           

𝜏 =
𝑡

𝐿2
√

𝐸𝐼𝑟𝑜𝑜𝑡

𝜌𝐴𝑟𝑜𝑜𝑡
                     𝑅0 =

𝑟0

𝐿
 

𝛼 =
𝐾𝑠𝐺𝐴𝑟𝑜𝑜𝑡𝐿2

𝐸𝐼𝑟𝑜𝑜𝑡
                   𝛽 =

𝜌𝐼𝑟𝑜𝑜𝑡

𝜌𝐴𝑟𝑜𝑜𝑡𝐿2
            

Ω2 =
𝜌𝐴𝑟𝑜𝑜𝑡𝜔2𝐿4

𝐸𝐼𝑟𝑜𝑜𝑡
 

Λ =
𝜌𝐴𝑟𝑜𝑜𝑡 (1 +

𝜁 − 1
2

) 𝑔𝐿3

𝐸𝐼𝑟𝑜𝑜𝑡
      

𝑞̅ =
𝑞

𝜌𝐴𝑟𝑜𝑜𝑡 (1 +
𝜁 − 1

2
) 𝑔𝐿2

 

 سازی گسسته  -4
سازی معادلات گسستهدر اینجا با استفاده از روش تربیع دیفرانسیل به  

می  پرداخته  روش  دیفرانسیل  یک  دیفرانسیل  تربیع  روش  شود. 
سازی معادلات دیفرانسیلی و انتگرالی است که مشتقات جزئی گسسته

نقاط گره  مقادیر  مجموع  بر حسب  وزن را  می ای  تخمین    . [30]زنددار 
 شود. مشتق مرتبه اول در این روش به صورت زیر بیان می 

(16) 𝑓𝑥(𝑥𝑖) =
𝑑𝑓

𝑑𝑥
|

 
𝑥𝑖

= ∑ 𝐴𝑖𝑗
(1)

 𝑓(𝑥𝑗)

𝑁

𝑗=1

          

𝑖که در آن،   = 1,2, … , 𝑁  ،مشتق مرتبه . همچنینm  ام در این روش به
 شود. صورت زیر بیان می 

(17 ) 𝑑𝑚

𝑑𝑥𝑚
𝑓(𝑥𝑖) = ∑ 𝐴𝑖𝑗

(𝑚)
 𝑓(𝑥𝑗)

𝑁

𝑗=1

 

در آن نقاط  𝑓 مقادیر تابع 𝑓(𝑥𝑖) ای،مقادیر نقاط گره  𝑥𝑖  در روابط فوق،
وگره  می  𝑁  ای  نقاط  همچنینتعداد  𝐴𝑖𝑗  باشد. 

𝐴𝑖𝑗و   (1)
(𝑚)  ترتیب به 

دیفرانسیل  مولفه  تربیع  روش  وزنی  ضرایب  ماتریس  با های  مرتبط 
و   اول  روش ام  mمشتقات  این  است.  محاسبه  جهت  مختلفی  های 



 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ محمد تشکریان و همکاران  824
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از روش عمومی شو در اینجا  به  ،  [30]ضرایب پیشنهاد شده است که 
دلیل سادگی در محاسبه و عمومیت آن استفاده خواهیم کرد. در نتیجه  

 شود. برای مشتق اول، ضرایب وزنی به صورت زیر نوشته می 

(18 ) 
𝐴𝑖𝑗

(1)
=

M(𝑥𝑖)

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)M(𝑥𝑗)
                𝑓𝑜𝑟   𝑖 ≠ 𝑗 

𝐴𝑖𝑖
(1)

= − ∑ 𝐴𝑖𝑘
(1)

𝑁

𝑘=1,𝑘≠𝑖

 

 : شودیم  فی تعر  ری به صورت ز 𝑀که در آن تابع  

(19) 
M(𝑥𝑖) = ∏ (𝑥𝑖 − 𝑥𝑘)

𝑁

𝑘=1,𝑘≠𝑖

    

M(𝑥𝑗) = ∏ (𝑥𝑗 − 𝑥𝑘)

𝑁

𝑘=1,𝑘≠𝑗

 

ضرایب وزنی مشتقات بالاتر نیز با ضرب ماتریسی به طور بازگشتی 
 است. قابل محاسبه 

(20 ) 𝑨(𝑟) = 𝑨(𝑟−1)𝑨(1) = 𝑨(1)𝑨(𝑟−1) 
مسئله    جیدر نتا  رگذاریتاث  ی هات یاز کم  یکی  ی اانتخاب نقاط گره 

اینجا  است. گره   در  توزیع  نقاط  با  غیریکنواخت،  صورت  به  ای 
 شود. در نتیجه:بیشف در نظر گرفته میچ  

(21 ) 𝑥𝑖 =
𝐿

2
[1 − cos (

𝑖 − 1

𝑁 − 1
𝜋)]     𝑖 = 1,2, … , 𝑁 

در نظر گرفتن شرایط مرزی  و  دیفرانسیل  تربیع  از روش  استفاده 
( معادلات  مجموعه13مناسب،  به  تبدیل  را  معادلات  (  از  ای 

 نماید که به فرم ماتریسی قابل بیان است.دیفرانسیل معمولی می 
(22 ) [𝐀]{𝒒̈} + [𝐁]{𝒒} = 𝟎 

بردار مختصات   {𝒒}های مربعی بوده و  ماتریس  [𝐁]  و [𝐀] که در آن
صورت   تعمیم به  هارمونیک  پاسخ  فرض  با  است.  {𝒒}یافته  =

{𝒒̂} exp(𝜆𝑡)  مقادیر ویژه مختلط سیستم قابل محاسبه است که با
توان خصوصیات پایداری سیستم را تعیین نمود. استفاده از آن می 

حقیقی   قسمت  صورتی که  باشد،   𝜆در  سیستم  منفی  ارتعاشات 
پایدار   سیستم  و  بوده  بودن  همگرا  مثبت  صورت  در  ، 𝜆است. 

 ارتعاشات واگرا خواهد بود و سیستم ناپایدار است.

 نتایج عددی  -5
 اعتبارسنجی و همگرایی   - 1-5

  تحلیل همگرایی و  در ابتدا بهبه منظور اطمینان از نتایج بدست آمده،  
مقایسه  اعتبار بوسیله  حاصل  نتایج  تحقیقات سنجی  نتایج  با  آن 

نتایج نیروی بحرانی به ازای مقادیر    2شکل  پیشین پرداخته شده است.  
دهد مطابق نتایج حاضر، تعداد  ای را نشان می مختلف تعداد نقاط گره 

ای به منظور تضمین همگرایی روش تربیع دیفرانسیل در  نقطه گره   15
مساله   آن،  این  بر  علاوه  است.  به  نتایج    2 جدولمناسب  مربوط 
تیر دوار مخروطی با سطح مقطع ساندویچی ارائه شده  آزاد  ارتعاشات  

همکاران و  نوازی  نشان    [31]توسط  را  حاضر  تحقیق  نتایج  همراه  به 
فرکانس طبیعی تیر مخروطی در سه مود مختلف و سه نسبت    دهد.می

ست آمده از تحلیل حاضر در این جدول مقایسه شده که  مخروطی بد
مقایسه نتایج مربوط    3همچنین، جدول  دهد.  تطابق خوبی را نشان می 

نشان می  را  پیرو گسترده  نیروی  تیر تحت  پایداری  دهد. مشاهده  به 
در  می تحقیقات گذشته  نتایج  با  خوبی  تطابق  حاضر  نتایج  شود که 

 شرایط مشابه دارد. 
 

 گالی نسبی اثر چ   - 2-5
به منظور تحلیل عددی تیر دوار تحت نیروی پیرو، خواص ماده پایه و  

در نظر گرفته شده    4مشخصات هندسی سطح مقطع مطابق با جدول  
فرض    15ای برای همه نتایج برابر با  است. همچنین، تعداد نقاط گره 

بر بار ی هسته با ساختار مختلف  نسب  یچگال   اثر  3شده است. شکل  
 دهد. را نشان می  50ی پیرو با نسبت رعنایی بحران

 
)   ( 2شكل   تربیع دیفرانسیل  𝐿/𝑟تحلیل همگرایی روش  = 100, 𝐸/𝐺 =

2/5) 
Fig. 2 Convergence study of differential quadrature method (E/G=2.5, 

L/r=100) 

 

بعد تیر دوار مخروطی با سطح مقطع  مقایسه فرکانس طبیعی بی  ( 2جدول  
 های مخروطی مختلف به ازای نسبت  ساندویچی 

Table 2 Comparison of dimensionless natural frequency of rotating 

tapered beam with sandwich cross section for different taper ratios 
Mode3 Mode2 Mode1  𝝃 

61.6972 22.0340 3.5160 Present 
1 

60.9972 21.9284 3.5136 ]31[ al. et. Navazi 

62.7763 23.1186 4.0970 Present 
0.6 

62.0626 23.0073 4.0938 ]31[Navazi et. al.  

65.7470 25.6558 5.3976 Present 
0.2 

64.9845 25.5275 5.3924 ]31[Navazi et. al.  

 

بعد تیر تیموشنکو تحت نیروی پیرو گسترده  بار بحرانی بی مقایسه    ( 3جدول  
(𝐿 𝑟⁄ = 50) 

Table 3 Comparison of Dimensionless critical load of Timoshenko beam 
subjected to distributed follower force (L/r=50) 

]11[ Irie et. al. ]71[ Kim and Lee Present 

38.36 40.06 38.07 

 

  خواص مکانیکی و سطح مقطعی مورد استفاده در تیر ساندویچی   ( 4جدول  
 ماده فرا با هسته  مورد مطالعه

Table 4 Mechanical and cross-sectional properties of sandwich beam 

under consideration with metamaterial core 
Unit Value Parameters 

3kg/m 2680 Density (𝝆𝒔) 

GPa 80 Elastic modulus (𝑬𝒔) 

- 0.3 Poison’s ratio (𝝂𝒔) 

m 0.02 Root width (𝒃𝒓𝒐𝒐𝒕) 

m 0.005 Film thickness (𝒕𝒇) 

m 0.02 Core thickness (𝒕𝒄) 

- 0.85 Shear correction factor (𝑲𝒔) 
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( رعنایی  ژیراسیون  𝐿/𝑟نسبت  تیر به شعاع  نسبت طول  به صورت   ،)
 سطح مقطع بوده و مبین کوتاه یا بلند بودن تیر است. در اینجا، تیر  

 

 
 ی تیر غیر دوارکوتاه بار بحران اثر چگالی نسبی بر    ( 3شكل  

Fig. 3 Effect of relative density on the critical load of short non-rotating 

beam 

گرفته  به ترتیب به عنوان تیر کوتاه و بلند در نظر    100و    50نسبت رعنایی  
به منظور درک بهتر نتایج، مقادیر مربوط به تیر با هسته توپر  شود.می

است. باتوجه به معادله چین نشان داده شده  نیز در این شکل با خط 
ای انجام شده که مقادیر بالاتر  بعدسازی نیروی پیرو به گونه(، بی 15)

مطابق   است.  واحد  وزن  ازای  به  بیشتر  ناپایداری  نیروی  مبین  نیرو 
شبکه3شکل   ساختار  چهار  رفتار  حالت ،  در  مطالعه  مورد  های ای 

ازا  به  بحرانی  بار  طرفی،  از  است.  شبیه  بارگذاری  مقادیر  مختلف  ی 
بطوریکه در ساختار    مختلف چگالی نسبی تغییر قابل توجهی داشته،

از   بحرانی کمتر  نیروی  نسبی،  چگالی  مقادیر  تمامی  ازای  به  مربعی 
توپر است.  قابل ملاحظه مدول  این می   حالت  اختلاف  تواند به دلیل 

در بین چهار    برشی در ساختار مربعی نسبت به دیگر ساختارها باشد.
ضلعی دارای عملکرد بهتری بوده و  مورد مطالعه، ساختار شش ساختار  

  21حداکثر تا   نسبت به حالت توپر    41/0به ازای چگالی نسبی بیشتر از  
می  با   درصد قرار  ناپایداری  آستانه  در  بیشتری  دو  نیروی  رفتار  گیرد. 

 ساختار مثلثی  
  0/ 5  و ترکیبی نیز مشابه یکدیگر بوده و تنها در چگالی نسبی کمتر از

کند. جهت بررسی اثرات  بهتر از حالت توپر عمل می   درصد  15حداکثر تا   
نشان   4در شکل  100برشی نتایج مشابه برای تیر بلند با نسبت رعنایی 

اثرات برشی  داده شده است. مشاهده می  شود که در تیرهای بلند که 
ضلعی ساختار هسته تقویت شده، بطوریکه ساختار شش ناچیز بوده، اثر

 ی نسبی عملکردی بهتر از حالت توپر دارد. به ازای تمام مقادیر چگال 
 اثر سرعت دورانی   - 3-5

به ازای نسبت رعنایی مختلف  تیر  پایداری  نا اثر سرعت دورانی بر نیروی  
قبل، در این    بخش   نشان داده شده است. با توجه به نتایج  5در شکل  

که دارای بهترین   6/0با چگالی نسبی    ضلعیشکل تنها ساختار شش 
است.  و با حالت توپر مقایسه شده  مورد بررسی قرار گرفته    عملکرد بوده 

می انتظار  که  سفت همانطور  اثر  باعث  رود،  دوران  از  ناشی  شوندگی 

شود. از طرفی، با افزایش نسبت رعنایی، اثر  افزایش نیروی بحرانی می 
 ساختار هسته در تیر ساندویچی کاهش 

 

 
 غیر دوار بلند   ریدر ت یبار بحراناثر چگالی نسبی بر   ( 4شكل  

Fig. 4 Effect of relative density on the critical load of long non-rotating 

beam 

و ضلعی  شش هر دو ساختار    جی نتا یابد؛ بطوریکه در تیرهای بلند،  می
 . توپر بر هم منطبق است ریت

در نهایت، اثر نسبت مخروطی بر بار بحرانی تیر غیر دوار و اثر سرعت  
نشان داده شده    7و    6های  دورانی و نسبت مخروطی به ترتیب در شکل

می  مشاهده  بحرانی  است.  بار  مخروطی،  نسبت  کاهش  با  که  شود 
می  قسمت افزایش  حذف  موضوع،  این  دلیل  غیر  یابد.  در  های  موثر 

اهش وزن تیر بوده که در نتیجه آن نیروی  تحمل نیروی محوری و ک 
می افزایش  واحد  وزن  ازای  به  افرایش  ناپایداری  با  همچنین،  یابد. 

سرعت دورانی، اختلاف نیروی بحرانی ناشی از نسبت مخروطی کاهش  
نیروی  می افزایش  در  مخروطی  نسبت  اثر  تیر  دوران  نتیجه،  در  یابد. 

 کند.بحرانی را تا حدی خنثی می 

 
 اثر سرعت دورانی بر بار بحرانی تیر تحت نیروی پیرو گسترده   ( 5شكل  

Fig. 5 Effect of rotating speed on the critical load of beam subjected to 

distributed follower force 

 



 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ محمد تشکریان و همکاران  826
 

 

 1404، آذر  12، شماره  25دوره    مهندسی مکانیک مدرس  ماهنامه علمی 
 

 
اثر نسبت مخروطی و چگالی نسبی بر بار بحرانی تیر غیر دوار    ( 6شكل 

 ضلعی با هسته شش 
Fig. 6 Effect of taper ratio and relative density on the critical load of 

non-rotating beam with hexagonal core 

 

 
اثر سرعت دورانی و نسبت مخروطی بر بار بحرانی تیر با هسته    ( 7شكل  
 6/0ضلعی با چگالی نسبی  شش 

Fig. 7 Effect of rotating speed and taper ratio on the critical load of 

beam with hexagonal core and relative density 0.6 

 گیری نتیجه  -6
در این مقاله به بررسی پایداری تیر دوار تیموشنکو تحت نیروی پیرو  
گسترده پرداخته شده است. تیر با ساختار ساندویچی بوده و هسته آن  

فوق سبک در نظر گرفته شده است. معادلات حاکم بر رفتار    فرامواداز  
دینامیکی تیر با استفاده از اصل هامیلتون استخراج شده و به منظور  

نتایج    تحلیل است.  شده  برده  بهره  دیفرانسیل  تربیع  روش  از  عددی 
تحقیق حاضر نشان داد، در تیرهای کوتاه با نسبت رعنایی پایین، از بین  

ضلعی عملکردی  ماده مورد بررسی، تنها ساختار شش فرا چهار ساختار  
؛ در حالی که در تیرهای بلند، بیشتر  ردتیر با هسته توپر دا  نسبت بهبهتر  

اند.  تر نسبت به حالت توپر داشته مورد بررسی عملکردی مطلوب ساختار  
همچنین، نتایج حاصل نشان داد، در تیر تحت اثر سرعت دورانی، اثر  

یابد. علاوه بر آن،  ساختار هسته با افزایش نسبت رعنایی کاهش می
کاهش نسبت مخروطی در تیر غیر دوار باعث افرایش نیروی بحرانی  

  شود. هش اثر ساختار هسته در تیر ساندویچی می شده و دوران باعث کا 
از  ناپایستار تیرهای ساخته شده  تحقیق حاضر به درک بهتر پایداری 
بررسی   منظور تعمیم  به  آن  نتایج  و  نموده  فرامواد فوق سبک کمک 

سازه  این  ناپایستار  نظیر  پایداری  مواد  این  از  شده  ساخته  های 
یر جدارنازک جهت دستیابی سازی غیرخطی و استفاده از تئوری تمدل 

 . به درک بهتر در تحقیقات آتی قابل استفاده است
 

  سندگان یمقاله حاصل پژوهش نو  نیا  یعلم  اتیمحتو  تاییدیه اخلاقی 
 است و در هیچ نشریه ایرانی و غیر ایرانی منتشر نشده است. 

 برای اظهار وجود ندارد.  یتعارض منافع تعارض منافع: 
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