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Due to the importance of investigating the vibrational behavior of carbon nanotubes, extensive research has been 

conducted in this field. In the present study, the natural frequencies of free vibrations of Single-Walled-Nanotube 

embedded in an elastic Winkler-Pasternak foundation are analyzed using a thin shell model and nonlocal elasticity 

theory. The governing equations of motion are derived based on Love’s shell theory and Hamilton’s principle. Since 

classical elasticity theory does not account for small-scale effects in the analysis of nanoscale structures—which can 

lead to inaccuracies in prediction—the Eringen's nonlocal elasticity theory is employed for more accurate modeling. 

The governing equations are discretized using the extended differential quadrature method and converted into an 

eigenvalue problem. Natural frequencies for various longitudinal and circumferential vibration modes are then 

computed. The predicted frequencies are compared with available data in the literature to validate the model. 

Furthermore, in the numerical results section, the effects of various parameters such as the length-to-radius ratio, 

radius-to-thickness ratio, properties of the elastic foundation, and the nonlocal parameter on the natural frequency of 

the carbon nanotube under different boundary conditions are analyzed and reported . 
 

Article History 

Received: July 12, 2025 

Revised: December 20, 2025 

Accepted: December 20, 2025 

ePublished: February 14, 2026 

 Keywords: Single-Walled Nanotube (SWNT), Thin Shell Model, Eringen's Nonlocal Elasticity 

Theory, Generalized Differential Quadrature (GDQ) Method, Elastic Foundation 

How to cite this article 

Babakhani M, Ahmadi I, Frequency Analysis of Single-Walled-Nanotube embedded in a Winkler-Pasternak Foundation using Generalized 

Differential Quadrature Method. Modares Mechanical Engineering; 2026;26(03):219-231. 

*Corresponding author’s email: i_ahmadi@znu.ac.ir 
*Corresponding ORCID ID: 0000-0003-3327-1504 

Copyright© 2025, TMU Press. This open-access article is published under the terms of the Creative Commons Attribution-NonCommercial 4.0 
International License which permits Share (copy and redistribute the material in any medium or format) and Adapt (remix, transform, and build 
upon the material) under the Attribution-NonCommercial terms. 

  

https://mme.modares.ac.ir/article_28012.html
https://mme.modares.ac.ir/index.php?slc_lang=fa&sid=15
mailto:i_ahmadi@znu.ac.ir
https://orcid.org/0000-0003-3327-1504


 

 

 

 1404;26( 03:)219-231؛ مهندسی مکانیک مدرس. 2476-6909شاپا: 

 مهندسی مکانیک مدرس 

DOI: 10.48311/mme.2025.96886.0 
 mme.modares.ac.irصفحه اصلی مجله:  

 

پاسترناک با استفاده از  -نکلر ی احاطه شده در بستر و تک جداره    ی ها نانولوله   ی فرکانس   ل ی تحل 
 افته ی توسعه    ی ل ی فرانس ی و روش مربعات د   غیرمحلی   ی تئور 

   * احمدیعیسی ، مهدی باباخانی

 ، ایرانزنجان، زنجانگروه مهندسی مکانیک، دانشگاه 

 چکیده

 

 اطلاعات مقاله 

-وینکلر   الاستیک   بستر  در  محاط  جدارهتک  های نانولوله  آزاد  ارتعاشات  طبیعی  های فرکانس   پژوهش،  این  در
با  معادلات .  است   گرفته  قرار  تحلیل  مورد   غیرمحلی  الاستیسیته  تئوری  و  نازک  پوسته  مدل  از  استفاده  پاسترناک 

 کلاسیک  تئوری  اینکه  به  توجه  با.  اندشده  استخراج  لاو  پوسته  تئوری  پایه  بر  حاکم بر رفتار مکانیکی نانولوله،  حرکت 
نانوسازه   تحلیل  در   کوچک  مقیاس   اثرات  لحاظ کردن  به  قادر  الاستیسیته آن برای   نیست   هارفتار  از  لذا استفاده  و 

ن مکانیکی  رفتار   ارینگن   غیرمحلی   الاستیسیته  تئوری  از  شود،می  نتایج  بینیپیش   در  خطا  به  انولوله منجرتحلیل 
 مربعات   روش   از  استفاده  با  حاکم بر نانولوله  سپس معادلات.  است   شده  اندازه کوچک استفاده  سازی اثرمدل  جهت 

  برای   طبیعی  های فرکانس   سپس.  اندشده  تبدیل   ویژه  مقدار  مسئله  به  و  سازیگسسته  یافتهتوسعه  دیفرانسیلی
  اعتبار   و  مقایسه  منابع  در  موجود  های داده   با  آمدهدست به  نتایج.  اندشده  محاسبه  محیطی  و  طولی  مختلف  مودهای 

  به شعاع  نسبت  شعاع، به  طول نسبت  مانند پارامترهایی  اثر عددی، نتایج بخش  در همچنین. است  شده  بررسی مدل
  مختلف   مرزی  شرایط  در  کربنی  نانولوله  طبیعی  فرکانس  بر  غیرمحلی  ضریب  و   الاستیک  بستر  خواص  ضخامت،

 .است  شده گزارش  و تحلیل
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   مقدمه   -1
ای از  رشتهای پیشرفته و میان فناوری نانو یا نانوتکنولوژی، شاخه 

ای از علوم و  های گستردهدانش کاربردی و فناوری است که حوزه
افزایی گیرد. این فناوری نوین، با ترکیب و هم مهندسی را در بر می 

پزشکی،  رشته  همچون  کاربردی، زیست هایی  فیزیک  شناسی، 
مهندسی  و  برق  مهندسی  مکانیک،  مهندسی  مواد،  مهندسی 

دستگاه مواد،  توسعه  برای  بستری  سامانهشیمی،  و  با ها  هایی 
می فراهم  برتر  سالعملکرد  در  پیشرفت کند.  اخیر،  های های 

ساز گسترش تحقیقات و  چشمگیر در دانش و مهندسی نانو، زمینه
متنوع سیستم  کاربردهای  که  در  است  شده  مختلف  مواد  های 

قابلتوانسته تأثیر  حوزهاند  بر  و توجهی  پزشکی  صنعتی،  های 
باشند داشته  اطلاعات  توانایی .  [1]   فناوری  معنای  به  نانوفناوری 

بسیار  مقیاس  در  ساختارها  و  مواد  طراحی  و  کنترل  دستکاری، 
اتمی و مولکول سطح  از  ابعاد  کوچک،  تا  است.   100تا    1ی  نانومتر 

اتم خواص  و  آرایش  تغییر  امکان  کوچک،  مقیاس  و این  ها 
میمولکول  فراهم  را  مها  عملکرد  بتوان  تا  طور  آورد  به  را  واد 

بخش بهبود  و  چشمگیری  مواد  خلق  فناوری،  این  اصلی  هدف  د. 
فرد و بازدهی بالاتر است که  های منحصربههایی با ویژگیسیستم

ص انرژی، محیط  در  الکترونیک، داروسازی،  جمله  از  نایع مختلف 
ماهیت   به  توجه  با  دارند.  فراوانی  مهندسی کاربردهای  و  زیست 

ای و نوآورانه نانوتکنولوژی، این حوزه همچنان به عنوان رشتهبین
محرک  از  پیشرفت یکی  اصلی  قرن  های  در  فناوری  و  علمی  های 

 .شودبیست و یکم شناخته می
نوعی آلوتروپ کربن هستند که برای نخستین   کربنی  های ه نانولول

در سال   های نانولوله.  کشف شد  [2] توسط سامیو ایجیما    1991بار 
تک تشکیل  کربنی  گرافیتی  ورق  نازک  لایه  یک  از  تنها  جداره 

منحصربهشده ساختار  این  و  که  اند  است  شده  باعث  فرد 
های کربنی خواص فیزیکی، مکانیکی، الکتریکی و حرارتی  نانولوله 

این خواص می  جمله  از  خود نشان دهند.  از  توان به چشمگیری 
و   حرارتی  هدایت  توجه،  قابل  سفتی  بالا،  بسیار  استحکام 

ایده به کاندیدای  را  آنها  اشاره کرد که  برجسته  برای  الکتریکی  آل 
حوزه  در  متنوع  ناکاربردهای  ابزارهای  های  نوالکترومکانیک، 

سلولزیست  فناوری پزشکی،  سایر  و  سوختی  پیشرفته های  های 
است  نانولوله   .[3]   تبدیل کرده  ارتعاشی  رفتار  های کربنی مطالعه 

ویژگی این  دقیق  درک  و  دارد  نانو  فناوری  در  فراوانی  ها، اهمیت 
دستگ ساخت  و  طراحی  برای  کلیدی  نانومکانیکی  اهگامی  های 
ساعت  بار،  آشکارسازهای  نوسانگرها،  و مانند  نانومقیاس  های 

می محسوب  ارتعاشی حسگرها  تحلیل  دلیل،  همین  به  شود. 
پژوهش نانولوله  در  و مهم  پرطرفدار  موضوعات  از  یکی  به  های ها 

مطالعات  از  بسیاری  دهه گذشته،  دو  در  است.  تبدیل شده  اخیر 
پای بر  و عددی  انجام  تحلیلی  پیوسته کلاسیک  مکانیک محیط  ه 

آنها از نظریه گرفته اویلر اند که در  برنولی، -های مختلفی مانند تیر 

نظریه  و  تیموشینکو  مدل تیر  برای  پوسته  و  صفحه  سازی های 
نانوسازه  شامل رفتار  مطالعات  این  است.  شده  گرفته  بهره  ها 
 .باشندجداره و چندجداره میهای تکبررسی نانولوله 

این زمینه، میاز جمله پژوهش  توان به مطالعه یون های مهم در 
های تشدید و اشاره کرد که فرکانس  2002در سال    [4]   و همکارانش

های کربنی چندجداره در بستر الاستیک  مودهای ارتعاشی نانولوله
کردند. تحلیل  چندگانه  الاستیک  تیر  تئوری  از  استفاده  با   را 

های کربنی چندجداره همچنین، مدل تیر تیموشینکو برای نانولوله 
، 2007ارائه شد. در سال    2006در سال    [5]   توسط ونگ و همکاران

پردهان   و  ترمومکانیکی   [6] مورمو  ارتعاشات  بررسی  به 
تکنانولوله  الاستهای کربنی  محیط  در  بهرهجداره  با  از  یک  گیری 

روش   هاتیر  مدل از  و  پرداختند  غیرمحلی  الاستیسیته  تئوری  و 
استفاده کردند. همچنین  معادلات  برای حل  دیفرانسیلی  مربعات 

مسوت   سال،  همان  اجباری   [7] در  ارتعاشات  تحلیل  به 
تکنانولوله  کربنی  با های  متحرک،  هارمونیک  بار  تحت  جداره 

اویلر  -برنولی غیرمحلی و شرایط مرزی ساده-استفاده از مدل تیر 
های رفتار ارتعاشی نانولوله   [8] و همکاران    انصاری  .ساده پرداخت 

از مدل پوسته الاستیک غیرمحلی گیری  جداره را با بهرهکربنی تک
رایلی و روش  سال  -فلوگی  در  دادند.  قرار  بررسی  مورد  ، 2012ریتز 
های کربنی دوجداره  ارتعاشات آزاد نانولوله  [9] انصاری و همکاران  

را با استفاده از مدل پوسته الاستیک غیرمحلی دانل تحلیل کردند. 
مندل   و  سال    [ 10] پردهان  و  201۳در  خمش  ارتعاشی،  رفتار   ،

بندی المان محدود  جداره را بر پایه فرمول های تککمانش نانولوله 
انصاری و    2015در سال  و تئوری تیر تیموشینکو مطالعه نمودند.  

اجبار  [11] همکاران   کربن  یارتعاشات    بر   الیس  ی حاو  ینانولوله 
تئور   کیالاستبستر  روی   اساس  شده  کوپل  تنش  یبر  را   اصلاح 

دادند. قرار  بررسی  و کشاورزپور    مورد  آزاربنی  نژاد  با    [12] رمضان 
های کربنی اسخ فرکانسی نانولوله پمدل تیر اویلر برنولی   استفاده از

را  بستر ویسکوالاستیک تحت بار حرارتی    بر روی تک لایه انحنادار  
دادند قرار  و همکاران    .مورد تحلیل  تئوری   [1۳] شهریاری  پایه  بر 

های کربنی خمیده با شرایط  موضعی رفتار نانولولهغیرالاستیسیته  
جانبی،   الاستیک و توزیع سینوسی بار  قرار را مورد  بستر  مطالعه 

های  پاسخ دینامیکی نانولوله   [14] پالاسیوس و راجاموهان    .دادند
تک تئوریکربنی  با  را  کردند. جداره  تحلیل  پوسته  مختلف  های 

به تجزیه و تحلیل    2017نیز در سال    [15] کمالی مقدم و همکاران  
ی کربن  ی هاو شکست نانولوله   ی محيط بر رفتار مکانيک  ی تأثير دما
، اثر پارامتر  2020در سال  [16] همچنین، سهار و همکاران . پرداختند

نانولوله آزاد  ارتعاشات  بر  اساس غیرمحلی  بر  را  دوجداره  های 
، آنادرزوا  202۳تئوری پوسته دانل مورد بررسی قرار دادند. در سال  

همکاران   نانولوله  [17] و  تکارتعاشات  کربنی  با های  را  جداره 
ارنفست تحلیل کردند. -ی تیر تیموشینکو استفاده از تئوری غیرمحل

و همکاران   همان سال، چن  ارتعاشات عرضی   [18] در  تحلیل  به 
های کربنی دوجداره در بستر الاستیک تحت تاثیر گرادیان  نانولوله 
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تئوری غیرمحلی و مدل دما و میدان  های الکتریکی با استفاده از 
ردی پرداختند. تحلیل   [19] احمدی و همکاران    ،2024در سال    تیر 

روش   با  را  الاستیک  بستر  در  نانوتیرهای چندگانه  آزاد  ارتعاشات 
المان   تیرها  بدون  برشی  اول  مرتبه  مدل  با  نمودند. و    ارائه 

همکاران   و  احمدی  اثر    [20] همچنین  در  دینامیکی  گذرای  رفتار 
و  المان  بدون  روش  از  استفاده  با  را  نانوتیر  به  نانوذره  برخورد 
سال   در  دادند.  قرار  مطالعه  مورد  غیرمحلی  الاستیسیته  تئوری 

و همکاران    ،2024 پوسته   [21] استروتزی  مدل  یک  از  استفاده  با 
نانو  ارتعاشات  مورد  لوله ناهمسانگرد  را  جداره  تک  کربنی  های 

آن  دادند.  قرار  سندرزبررسی  پوسته  مدل  از  پژوهش  این  در  -ها 
کویتر و همچنین برای حل معادلات حاکم از روش متغیر مختلط  
نظریه   از  استخراج معادلات حاکم  برای  استفاده کردند. همچنین 

ن ارینگن و نظریه گرادیان کرنش میندلین استفاده کردند. همچنی
با استفاده از تئوری    [22] در همین سال سابرات کومار و همکاران  

حراتی   ارتعاشات  بررسی  به  ناویر،  حل  روش  و  برنولی  اویلر  تیر 
پرداختند.  نانولوله  کربنی  سال    [2۳] گل  آیشههای  با   2025در 

های استفاده از روش مقادیر اولیه به بررسی رفتار ارتعاشی نانولوله 
کربنی تک جداره احاطه شده در بستر الاستیک پرداخت. همچنین 

با استفاده از تئوری تیر به تحلیل و    [25و    24] اشوای و همکاران  
های کربنی تک جداره احاطه شده بررسی ارتعاشات عرضی نانولوله 

   در بستر الاستیک تحت بار حرارتی دمای پایین پرداختند.
مطالعه   می  منابعدر  برای دیده  تیر  تئوری  از  منابع  اکثر  شود که 

نانولولهلمد رفتار  کردهسازی  استفاده  چنها  هر  تئوری  اند  که  د 
ه  ها استفاده شده است که بسازی نانولولهها هم برای مدلپوسته 

روش حل    استفاده از طور عمده برای شرایط مرزی دوسر ساده و با
است.   پژوهشنویر  دقیق حاضر  در  تحلیل  منظور  به  رفتار  ،  تر 

نانولوله  پوسته دینامیکی  تئوری  از  کربنی،  برای های  نازک  های 
اثرات  ها  لهنانولو سازی  مدل لحاظ کردن  برای  است.  استفاده شده 

تئوری   است،  توجه  قابل  نانو  مقیاس  در  که  کوچک  اندازه 
الاستیسیته غیرموضعی ارینگن به کار گرفته شده است. معادلات  

گیری از مدل پوسته جداره با بهره های تکحرکت مربوط به نانولوله 
استخر غیرموضعی  الاستیسیته  تئوری  چارچوب  و  لاو  اج  نازک 

اند. با توجه به دقت و کارایی بالای روش مربعات دیفرانسیلی  شده
حاکم  توسعه معادلات  روش  یافته،  دیفرانسیلی به  مربعات 
بر  سازی شده و به معادلات دیفرانسیل عادی  یافته گسستهتوسعه

زمان طبیعی  فرکانسسپس  .  است   شدهتبدیل    حسب  های 
اینانولوله  با  مختلف  مرزی  شرایط  در  روش  ها  شده استخراج  ن 

های است. اعتبار روش پیشنهادی با مقایسه نتایج حاصل با داده
به است؛  شده  تایید  علمی  منابع  در  بالا موجود  دقت  که  طوری 

قابل دستیابی است. همچنین، بسیار پایین های حتی با تعداد گره
فرکانس  روی  بر  پارامترهای مختلف  نانولوله تأثیر  ها های طبیعی 

 .جامع تحلیل شده است  صورتبه
 

 فرمولبندی   -2 
پوسته  کی کربنیک  از    ی امدل  در  تک  ینانولوله    1  شکل جداره 

است.   شده  داده  استوانه نشان  مدلسازی برای    rxای  مختصات 
است   شده  گرفته  نظر  در  طوری  پوسته  طولی   xکه  به  مختصه 

و    استوانه،   محیطی  نشان   r=R+zمختصه  را  شعاعی  مختصه 
مختصه ضخامت است که از وسط ضخامت پوسته به    zدهد و  می

سطح میانی جداره پوسته   z=0شود و  گیری می سمت بیرون اندازه 
می نشان  و  را  این    Rدهد  هدف  است.  پوسته  متوسط  شعاع 

های طبیعی نانولوله با استفاده از  پژوهش بدست آوردن فرکانس
مکانیک   تئوری  بصورت رهیافت  آن  مدلسازی  با  پیوسته  محیط 

تئوری پوسته ها میپوسته  این پژوهش از  های نازک باشد. لذا در 
استفاده   نانولوله  مکانیکی  رفتار  سینماتیک  مدلسازی  برای 

شکل    رییتغ  انینانولوله، در ب  یک یرفتار مکان  یدر مدلسازشود.  می
م راستا  ییجابجا  دانینانولوله،  در  و    یطیمح  ،یطول  ی نانولوله 

نانولوله،شعاع ترت  ی  است مشخص   𝑤̅و  𝑢̅ ،𝑣̅با    بیبه  برای .  شده 
صفحه    ییجابجا  سبپوسته برح  ییجابجا  ی هامولفه پوسته نازک  

 .[24]  شودی م انیب ری بصورت ز (z=0ی )انیم

(1) 
𝑢̅(𝑥, 𝜃, 𝑧, 𝑡) = 𝑢(𝑥, 𝜃, 𝑡) − 𝑧

𝜕𝑤

𝜕𝑥
 

𝑣̅(𝑥, 𝜃, 𝑧, 𝑡) = 𝑣(𝑥, 𝜃, 𝑡) − 𝑧(
𝜕𝑤

𝑅𝜕𝜃
+

𝑣

𝑅
) 

𝑤̅(𝑥, 𝜃, 𝑧, 𝑡) = 𝑤(𝑥, 𝜃, 𝑡) 
)  که رابطه  توابع1در   ،)  u(x,,t)  ،v(x,,t)    وw(x,,t)   ی هامولفه 

م  ییجابجا طولی،    (z=0)  پوسته  یانیصفحه  راستای  در  بترتیب 
   است.محیطی و شعاعی 

 
 لوله تک جداره ای از یک نانومدل پوسته   ( 1شکل  

Fig.1 A shell model of a single-walled nanotube  

 

مولفه کرنش  این میدان جابجایی   و برشی  از  راستاعمودی   ی در 
شامل شعاع مصرف  𝛾𝜃𝑧و  𝜀𝑧 ،𝛾𝑥𝑧ی  برای  ی نظر  فرض  این  کند که 

میپوسته  منطقی  نازک  نانولوله های  برای  و  فرض باشد  قابل  ها 
پوستهاست.   برای  شده  گرفته  نظر  در  مدل  نسبت  لذا  با  های 
R/h>30    برای و  است  خوبی  دقت  مدل   ترکوچک   R/hدارای  دقت 

می  که کاهش  است  شده  فرض  مدل  در  همچنین  یابد. 
وجابجایی است  کوچک  پوسته  که    های  حالتی  برای  لذا 
 یابد.  دقت مدل کاهش میهای بزرگ اتفاق بیافتد جابجایی
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گونه که گفته شده تئوری کلاسیک الاستیسیته  از طرف دیگر همان 
اندازه  اثر  گیرد و برای در نظر گرفتن  اثر اندازه کوچک را در نظر نمی

اکوچک،   تئور   نیدر  از    یبرا   یرمحلیغ  تهیسیالاست  ی مقاله 
  یتئور نیب یرفتار ماده استفاده شده است. تفاوت اصل یسازمدل
تئور  یمحل  کیکلاس تعر  یرمحلیغ  تهیسیالاست  یو  تنش    فی در 

نظر نقطه    نی ب  ،یمحل  کیکلاس  هی است. در  هر  تنش و کرنش در 
نقطه    ک یکه تنش    یمعن  نیبرقرار است. بد  ک یبه    کیتناظر    کی

  که یمنحصر بفرد از کرنش در همان نقطه است، در حال  یفقط تابع
تئور از    ینقطه خاص تابع  کیتنش در    ،یرمحلیغ  کیالاست  یدر 

است.   مورد نظر  آن نقطه در جسم  یگیکرنش در تمام نقاط همسا
ساختار اصلی   یرمحلیغ  تهیسیالاست  یتئور  یرابطه  فرم  در 
انتگرال فرم دیفرانسیلی آن    یبصورت  صورت  است ولی معمولا از 

 .[25]  شودی م انیب ری ز
(2) (1 − 𝜇∇2)𝜎𝑖𝑗 = 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝜀𝑘𝑙 

معادله فوق،   غیر    a0e=((2که در  پارامتر مقیاس کوچک یا پارامتر 
تئوری الاستیسیته غیرمحلی می برای  محلی در  باشد. این پارامتر 

  0e  .شودهر ماده خاص با استفاده از آزمایشات مناسب تعیین می 
 شود.  طول داخلی نامیده می aثابت ماده است و 

مولفه  از  اینکه  به  توجه  با  در حال  برشی کرنش  و  عمودی  های 
با استفاده از میدان  رو    نیاز اراستایی شعاعی صرفنظر شده است  

( در    ی هامولفه   توانیم(  1جابجایی  از    کیکرنش  دلخواه  نقطه 
 .[26]  استخراج کرد ( ۳پوسته را بصورت رابطه )

(3) 

𝜀𝑥𝑥 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝑧

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
 

𝜀𝜃𝜃 =
1

𝑅
(
𝜕𝑣

𝜕𝜃
+ 𝑤) − 𝑧

1

𝑅2
(−

𝜕2𝑤

𝜕𝜃2
+

𝜕𝑣

𝜕𝜃
) 

𝛾𝑥𝜃 = (
1

𝑅

𝜕𝑢

𝜕𝜃
+

𝜕𝑣

𝜕𝑥
) − 𝑧

1

𝑅
(−

2𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜃
+

𝜕𝑣

𝜕𝑥
) 

استفاده   با  رابطه    ازحال  الاستیسیته،  محلی  غیر  بین  تئوری 
ای در تئوری غیر محلی بصورت  های درون صفحه ها و کرنش تنش 
 خواهد بود. زیر 

(4) 

{

𝜎𝑥

𝜎𝜃

𝜎𝑥𝜃

} − (𝜇∇2) {

𝜎𝑥

𝜎𝜃

𝜎𝑥𝜃

}

=

[
 
 
 
 
 

𝐸

1 − 𝜈2

𝜈𝐸

1 − 𝜈2
0

𝜈𝐸

1 − 𝜈2

𝐸

1 − 𝜈2
0

0 0
𝐸

2(1 + 𝜈)]
 
 
 
 
 

{

𝜀𝑥

𝜀𝜃

𝛾𝑥𝜃

} 

  xو    و    xپواسون،    بی ضر    انگ،یمدول    Eکه در معادله فوق  
عمود  بیبترت محور  یطول  ی تنش  برش  یو  تنش  درون  و  ی 

تئورباشندیم  ای صفحه    و گشتاور   روین  ی هاپوسته، منتجه  ی. در 
  ر ی ( بصورت ز4شده در معادله )   فی تنش تعر  ی هااساس مولفه  بر

 .شوندیم فی تعر

(5) 
(𝑁𝑥𝑥, 𝑁𝜃𝜃, 𝑁𝑥𝜃) = ∫ (𝜎𝑥 , 𝜎𝜃 , 𝜎𝑥𝜃) 𝑑𝑧

ℎ
2

−
ℎ
2

 

(𝑀𝑥𝑥,𝑀𝜃𝜃, 𝑀𝑥𝜃) = ∫ (𝜎𝑥, 𝜎𝜃 , 𝜎𝑥𝜃)𝑧 𝑑𝑧

ℎ
2

−
ℎ
2

 

از   استفاده  منتجه (5)  رابطهبا  گشتاور  روین  ی ها،  حسب   و  بر 
 . شودمی انیب ر ی بصورت ز ییجابجا ی هامولفه 

(6) 

𝑁𝑥𝑥 − 𝜇∇2𝑁𝑥𝑥 = 𝐾 (
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝜈(

1

𝑅

𝜕𝑣

𝜕𝜃
+

𝑤

𝑅
)) 

𝑁𝜃𝜃 − 𝜇∇2𝑁𝜃𝜃 = 𝐾 (𝜈
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ (

1

𝑅

𝜕𝑣

𝜕𝜃
+

𝑤

𝑅
)) 

𝑁𝑥𝜃 − 𝜇∇2𝑁𝑥𝜃 = 𝐾 (
1 − 𝜈

2
(
1

𝑅

𝜕𝑢

𝜕𝜃
+

𝜕𝑣

𝜕𝑥
)) 

𝑀𝑥𝑥 − 𝜇∇2𝑀𝑥𝑥 = 𝐷 (−
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+ 𝜈(

1

𝑅2
(−

𝜕2𝑤

𝜕𝜃2
+

𝜕𝑣

𝜕𝜃
))) 

𝑀𝜃𝜃 − 𝜇∇2𝑀𝜃𝜃 = 𝐷 (−𝜈
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+ (

1

𝑅2
(−

𝜕2𝑤

𝜕𝜃2
+

𝜕𝑣

𝜕𝜃
))) 

𝑀𝑥𝜃 − 𝜇∇2𝑀𝑥𝜃 = 𝐷 (
1 − 𝜈

2
(
1

𝑅
(
2𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝜃
+

𝜕𝑣

𝜕𝑥
)) 

در   𝐾فوق   رابطهکه  =
𝐸ℎ

1−𝜈2
محور  یسفت  Dو    ی،موثر  =

𝐸ℎ3

12(1−𝜈2)
  

پوسته   خمشی  موثر  اصل باشدیمسفتی  از  استفاده  با  حال   .
  نانولوله نشان داد که معادلات حاکم بر حرکت    توانی م  لتونیهم

در   شده  الاست  کیاحاطه  براساس   نکلریو  کیبستر  پاسترناک  و 
 . ست قابل استخراج ا ر ی پوسته لاو بصورت ز یتئور

(7 ) 

𝜕𝑁𝑥𝑥

𝜕𝑥
+

1

𝑅

𝜕𝑁𝑥𝜃

𝜕𝜃
= 𝐼0𝑢̈ 

𝜕𝑁𝑥𝜃

𝜕𝑥
+

1

𝑅

𝜕𝑁𝜃𝜃

𝜕𝜃
+

1

𝑅

𝜕𝑀𝑥𝜃

𝜕𝑥
+

1

𝑅2

𝜕𝑀𝜃𝜃

𝜕𝜃
= 𝐼0𝑣̈ 

𝜕2𝑀𝑥𝑥

𝜕2𝑥
+

2

𝑅

𝜕2𝑀𝑥𝜃

𝜕𝑥𝜕𝜃
+

1

𝑅2

𝜕2𝑀𝜃𝜃

𝜕2𝜃
−

𝑁𝜃𝜃

𝑅
− 

(1 − 𝜇∇2)(𝐾𝑤𝑤 − 𝐾𝑝∇
2𝑤) = 𝐼0𝑤̈ 

و  بیضر  بیبترت  pKو    wKکه   پاسترناک    نکلریبستر  بستر  و 
  x=Lو    x=0  درنانولوله    ی هالبه  یمرز  طیشرا   نی. همچنباشندیم

 خواهد بود.  ر ی بصورت ز

(8 ) 

𝑁𝑥𝑥 = 0,                           𝑜𝑟   𝛿𝑢 = 0 

(𝑁𝑥𝜃 +
1

𝑅
𝑀𝑥𝜃) = 0,       𝑜𝑟   𝛿𝑣 = 0 

𝑀𝑥𝑥 = 0,                          𝑜𝑟     𝛿𝑤,𝑥 = 0             𝑎𝑡 𝑥 = 0 , 𝑥 = 𝐿 

(𝑀𝑥𝑥 ,𝑥 +
2

𝑅
𝑀𝑥𝜃 ,𝜃) = 0, 𝑜𝑟  𝛿𝑤 = 0 

ب محیطی  راستای  در  استوانه  اینکه  به  توجه  در با  لذا  است  سته 
توان میدان جابجایی پوسته را در راستای  بحث ارتعاشات آزاد می

بصورت   داد.    مثلثاتیمحیطی  م  نیا  ی برا بسط   دان یمنظور 
( بصورت مثلثاتی در راستای محیطی استوانه )  نانولوله  ییجابجا

 . شودینظر گرفته م در  ری بصورت ز شود وبسط داده می

(9 ) 
𝑢(𝑥, 𝜃, 𝑡) = 𝑈(𝑥, 𝑡) sin 𝑛𝜃 

𝑣(𝑥, 𝜃, 𝑡) = 𝑉(𝑥, 𝑡) cos𝑛𝜃 

𝑤(𝑥, 𝜃, 𝑡) = 𝑊(𝑥, 𝑡) sin 𝑛𝜃 

و توابع    باشدیمنانولوله    یطیشماره مود مح   nکه در معادله فوق  
U(x,t)    وV(x,t)    وW(x,t)  با حل مساله  توابع مجهول می باشند که 

می  حال  استخراج  )شوند.  رابطه  از  استفاده  )6با   ،)7( و   )9  ،)
برا  تعادل  توابع    نانولوله  ی معادلات  بصورت   جابجاییبرحسب 

 است.  انی( قابل ب10رابطه )

(10) 
[
𝐿11 𝐿12 𝐿13

𝐿21 𝐿22 𝐿23

𝐿31 𝐿32 𝐿33

]{

𝑈(𝑥, 𝑡)
𝑉(𝑥, 𝑡)
𝑊(𝑥, 𝑡)

} 

+ 𝜌ℎ (1 + 𝜇
𝑛2

𝑅2
− 𝜇𝜕𝑥

2){

𝑈̈(𝑥, 𝑡)

𝑉̈(𝑥, 𝑡)

𝑊̈(𝑥, 𝑡)

} = {
0
0
0
} 
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(11 ) 

𝐿11 = 𝐾(
𝜎2

𝜎𝑥2
+ (−𝑛2)(

1 − 𝜈

2𝑅2
)) 

𝐿12 = (−𝑛)𝐾(
1 + 𝜈

2𝑅
)

𝜕

𝜕𝑥
     ,   𝐿13 = (

𝜈𝐾

𝑅
)

𝜕

𝜕𝑥
 

𝐿21 = (𝑛)𝐾(
1 + 𝜈

2𝑅
)

𝜕

𝜕𝑥
  

𝐿22 = (𝐾
1 − 𝜈

2
+

2

𝑅2
𝐷(

1 − 𝜈

2
))

𝜕2

𝜕𝑥2
+ (

𝐾

𝑅2
+

2𝐷

𝑅4
)(−𝑛2) 

𝐿23 = −
𝐷

𝑅2
(𝑛)

𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝐾

𝑅
(𝑛) − (

𝐷

𝑅4
)(−𝑛3) 

𝐿31 = −
𝜈𝐾

𝑅

𝜕

𝜕𝑥
    , 𝐿32 =

𝐷

𝑅2
(−𝑛)

𝜕2

𝜕𝑥2
−

𝐾

𝑅
(−𝑛) + (

𝐷

𝑅4
)(𝑛3) 

𝐿32 =
𝐷

𝑅2
(−𝑛)

𝜕2

𝜕𝑥2
−

𝐾

𝑅
(−𝑛) + (

𝐷

𝑅4
) (𝑛3) = 𝐿23 

 𝐿33 = −𝐷
𝜕4

𝜕𝑥4
−

2𝐷

𝑅2
(−𝑛2)

𝜕2

𝜕𝑥2
−

𝐷

𝑅4
(𝑛4) −

𝐾

𝑅2
+

𝐾𝑤 (1 + 𝜇
𝑛2

𝑅2
) + 𝐾𝑝 (

𝑛2

𝑅2
+ 𝜇

𝑛4

𝑅4
) − (𝜇𝐾𝑤 + 𝐾𝑝(1 +

𝜇
2𝑛2

𝑅2
))

𝜕2

𝜕𝑥2
+ 𝜇𝐾𝑝

𝜕4

𝜕𝑥4
  

معادلات دیفرانسیل پاره 10)  معادله ای بر ( یک دسته سه تایی از 
مکان و  زمان  فرکانس   x  حسب  استخراج  برای  که  های است 

 طبیعی نانولوله باید حل شود.
 
   افته ی توسعه    ل ی فرانس ی مربعات د حل معادلات حاکم به روش    -۳

ا دیفرانسیل پژوهش،    نیدر  مربعات  روش  بالا  دقت  علت  به 
پایین  تعداد  با  حتی  دیفرانسیلی  معادلات  حل  در  یافته  توسعه 

استخراج فرکانس   ی برا ها،  گره   ی هاحل معادلات حاکم به منظور 
استفاده  افتهیتوسعه  لیفرانسینانولوله، از روش مربعات د یعیطب

در معادلات مشخص است،    (11)همانطور که از روابط    شده است. 
تا مرتبه دوم   x  ریمتغنسبت به    V(x,t)و    U(x,t)  توابع  مشتقحاکم  

مشتق م  W(x,t)  تابع  و  چهارم  مرتبه  مرتبه مشتق    یول  باشدی تا 
است.    W(x,t)  تابع  سوم نشده  معادلات ظاهر  راحتی حل در    برای 

مجهول    {X}1×10  یستون  سی ماتر  کی توابع  شامل  و   فوقکه 
)  مشتقات معادله  در  آنها  است  10موجود  ز(    ف ی تعر  ریبصورت 

 . شودیم
(12) {𝑋(𝑥, 𝑡)}10×1 = {{𝑈̃}

𝑇
, {𝑉̃}𝑇, {𝑊̃}

𝑇
}
𝑇

 
  ف یتعر  ر ی صورت زب  {𝑊̃}و   {𝑉̃}،  {𝑈̃}های ( ماتریس 12)که در رابطه 

 .شوندیم

(13) 
{𝑈̃(𝑥, 𝑡)}

𝑇
= {𝑈(𝑥, 𝑡), 𝑈(1)(𝑥, 𝑡), 𝑈(2)(𝑥, 𝑡)} 

{𝑉̃(𝑥, 𝑡)}𝑇 = {𝑉(𝑥, 𝑡), 𝑉(1)(𝑥, 𝑡), 𝑉(2)(𝑥, 𝑡)} 

{𝑊̃(𝑥, 𝑡)}
𝑇

= {𝑊(𝑥, 𝑡),𝑊(1)(𝑥, 𝑡),𝑊(2)(𝑥, 𝑡),𝑊(4)(𝑥, 𝑡)} 
روابط فوق   در  پرانتز  س یبالانوعدد  که  به معنk)  مانند  داخل    ی ( 

و بعنوان    باشدی م  xآن عبارت نسبت به متغیر  ام  kمشتق مرتبه  
,𝑈(2)(𝑥 لمثا 𝑡) = 𝑈,𝑥𝑥(𝑥, 𝑡)  .( و  10با استفاده از معادله )حال است

 :شوده می نوشت ر ی زبصورت حاکم  لیفرانسیمعادلات د(، 12)

(14) [R]{𝑋(𝑥, 𝑡)} − 𝜌ℎ(1 + 𝜇
𝑛2

𝑅2
− 𝜇𝜕𝑥

2) {
𝑈̈
𝑉̈
𝑊̈

} = {
0
0
0
} 

معادله   در  ماتریس  (14)که   ،3×10[R]    ماتریس باشد  می   ۳×10یک 
 .های آن در ذیل آمده است مولفه  که

(15) 

𝑅1,1 = (−𝑛2)𝐾(
1 − 𝜈

2𝑅2
)   , 𝑅1,3 = 𝐾 

𝑅1,5 = (−𝑛)𝐾(
1 + 𝜈

2𝑅
),       𝑅1,8 = (

𝜈𝐾

𝑅
) 

𝑅2,2 = 𝐾(
1 + 𝜈

2𝑅
)(𝑛)   , 𝑅2,4 = (

𝐾

𝑅2
+

𝐷

𝑅4
)(−𝑛2) 

𝑅2,6 = 𝐾(
1 − 𝜈

2
) +

2

𝑅2
𝐷(

1 − 𝜈

2
) , 

𝑅2,7 =
𝐾

𝑅2
(𝑛) −

𝐷

𝑅4
(−𝑛3),         𝑅2,9 = −(

𝐷

𝑅2
)(𝑛) 

𝑅3,2 = −
𝜈𝐾

𝑅
   , 𝑅3,4 = −

𝐾

𝑅2
(−𝑛) +

𝐷

𝑅4
(𝑛3) 

𝑅3,6 =
𝐷

𝑅2
(−𝑛)   , 𝑅3,7 = −

𝐷

𝑅4
(𝑛4) −

𝐾

𝑅2
+ 𝐾𝑤 

𝑅3,9 = −
2𝐷

𝑅2
(−𝑛2) − 𝜇𝐾𝑤 − 𝐾𝑝  , 𝑅3,10 = −𝐷 + 𝜇𝐾𝑝 

 
می مشاهده  که  معادلات  همانگونه  حاکم  معادلات  شود 

طول   مختصه  حسب  بر  لذا  xدیفرانسیلی    یبرا   هستند. 
استوانه طول گره در امتداد  Nمعادلات حاکم، تعداد  یسازگسسته
نظر (  x)محور   نقطه  iگره    کهی بطور  شودیگرفته م  در  قرار    ixام در 

مقاد مجهولاگره   ری دارد.  توابع  برای  بترتiگره  در    ی  با    بیام 
)t,ix(U)=t(iU،  )t,ix(V)=t(iV    و)t,ix(W)=t(iW  حال  .  شودینشان داده م

، مشتق مرتبه افتهیتوسعه    لیفرانسیبا استفاده از روش مربعات د
k    ابع  ومثلا ت  پیوسته،  ک تابعیاز)t,x(U  ،)t,x(V    و)t,x(W    در نقطهix  

 نوشت. ری ز یسی ماترو در فرم  بصورت گسسته توانیرا م

(16) 

𝑈(𝑘)(𝑥𝑖 , 𝑡) = ∑𝐶𝑖𝑗
(𝑘)

. 𝑈𝑗(𝑡) = {𝐶}
𝑖
(𝑘){𝑈(𝑡)}

𝑁

𝑗=1

 

𝑉(𝑘)(𝑥𝑖 , 𝑡) = ∑𝐶𝑖𝑗
(𝑘)

. 𝑉𝑗(𝑡) = {𝐶}𝑖
(𝑘){𝑉(𝑡)}

𝑁

𝑗=1

 

𝑊(𝑘)(𝑥𝑖, 𝑡) = ∑𝐶𝑖𝑗
(𝑘)

.𝑊𝑗(𝑡) = {𝐶}
𝑖
(𝑘){𝑊(𝑡)}

𝑁

𝑗=1

 

( رابطه  در  ماتر16که  }  {V(t)}،  {U(t)}  ی هاس ی (،  {  W(t)و 
مربوطه    ی اگره   ری شامل مقادهستند که    N×1  یستون  ی هاس ی ماتر

}  طورب  ،باشندیم گره {  U(t)مثال  مقادیر  زای  شامل    ر یبصورت 
 .باشدمی

(k)  و ماتریس
i{C}  مربوط به مشتق مرتبه    بیضرا   سی ماترk  ام در

د مربعات  تکن  افتهی توسعه    لیفرانسیروش  با  که   ی هاکیاست 
در    هئارا  است این  شده  استخراج  قابل  در  روش  آن  جزییات   که 
  .که بصورت خلاصه در ذیل آمده است  آمده است  [2۳] 

مرمولفه  ضرایب  ماتریس  بهای  زیر    mمشتق    هبوط  بصورت  ام 
 آید. بدست می

(18) 

𝑐𝑖𝑗
(𝑚)

= 𝑚 (𝑐𝑖𝑗
(1)

𝑐𝑖𝑖
(𝑚−1)

−
𝑐𝑖𝑗

(𝑚−1)

𝑥𝑖 − 𝑥𝑗

) , 𝑖 ≠ 𝑗  

 

𝑐𝑖𝑗
(𝑚)

= − ∑ 𝑐𝑖𝑗
(𝑚)

𝑁

𝑗=1,𝑗≠𝑖

, 𝑖 = 𝑗  

(1)ن  که در آ

ijc  شودبصورت زیر تعریف می. 

(19) 𝑐𝑖𝑗
(1)

=
𝑀(1)(𝑥𝑖)

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗).𝑀
(1)(𝑥𝑗)

, 𝑖 ≠ 𝑗  

(17) {𝑈(𝑡)} = {𝑈1(𝑡), 𝑈2(𝑡), 𝑈3(𝑡), … , 𝑈𝑁(𝑡)}𝑇 
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𝑐𝑖𝑗
(1)

= − ∑ 𝑐𝑖𝑗
1

𝑁

𝑗=1,𝑗≠𝑖

, 𝑖 = 𝑗  

 شود بصورت زیر تعریف می ix((1)M(در معادله فوق   و

(20) 
𝑀(1)(𝒙𝒌) = ∏ (𝑥𝑘 − 𝑥𝑗)

𝑁

𝑗=1,𝑗≠𝑘

  

فرمول  ادامه  در  راحتی  برای  گره   بندی،اکنون  مقادیر  در  تمام  ای 
 شود. می جمع  ری { بصورت زd(t)} یستون سی ماتر

د  و مربعات  روش  از  استفاده  رابطه   افتهیتوسعه    لیفرانسیبا  و 
م(16) )X}  سی ماتر  توانی،  رابطه  در  را که  تعر12{  در   فی (  شد 

 نوشت. (22رابطه )بصورت  ixنقطه 

(22 ) {𝑋(𝑥𝑖 , 𝑡)} = [𝐺𝑖]{𝑑(𝑡)} 
بصورت زیر قابل نوشتن خواهد (  14)ترم دوم معادله    نیو همچن

 .بود

(23 ) 𝜌ℎ(1 + 𝜇
𝑛2

𝑅2
− 𝜇𝜕𝑥

2) {
𝑈̈
𝑉̈
𝑊̈

} = [𝑚𝑖]{𝑑̈(𝑡)} 

[ براساس روش im[ و ] iG]   های سی ماتر  (2۳( و )22در روابط )  که
م  GDQ  یسازگسسته مثالندیآ یبدست  بطور  [ im]   ماتریس   . 

 . شودینوشته م ر ی بصورت ز

(24 ) [𝑚𝑖]3×3𝑁 = 𝜌ℎ [

𝑚11 {0} {0}

{0} 𝑚22 {0}

{0} {0} 𝑚33

] 

 .های ماتریس جرم بصورت زیر تعریف شده است که در آن مولفه 

(25) 𝑚11 = 𝑚22 = 𝑚33 = (1 + 𝜇
𝑛2

𝑅2
){𝐼}𝑖 − 𝜇{𝐶}

𝑖
(2) 

فوق   رابطه  {𝟎}در  = {0,0,0,… با    یسطر   سی ماتر  کی {0,   Nصفر 
است که ستون   {𝟎} انندم  یسطر  سی ماتر  ک ی  i{I}و    است   ستون

i  م  هاستون  هیو بق  کیام آن برابر . حال با استفاده از باشدی صفر 
نقطه  2۳( و )22(، )14معادله )   ر ی بصورت ز  ix( معادله حاکم در 

 .شودیگسسته م

(26 ) [𝑚𝑖]{𝑑̈} + [𝑘𝑖]{𝑑} = {0} 
فوق رابطه  در  تعریف    ]ik[  که  زیر  بصورت  که  است  ماتریسی 

 شود. می
(27 ) [𝑘𝑖]3×3𝑁 = [𝑅]3×10[𝐺𝑖]10×3𝑁 

( معادله  اعمال  برا 27با  در   (گره  N)  ی ها ی گرهتمام  ی (    موجود 
دستگاه با  دامنه،  دیفرانسیل  مجهول    3Nو  معادله    3N  معادلات 

 . د یآیبدست م ر ی ز بصورت

(28 ) [𝑀]{𝑑̈} + [𝐾]{𝑑} = {0} 
طب فرکانس  و  یعیو  مقدار  مساله  با  استخراج   ری ز  ژهینانولوله 

 . شودمی

(29 ) det([𝐾] − 𝜔2[𝑀]) = 0 
است که معادله فوق برای مود محیطی   که ام است  n شایان ذکر 

( معادله  است  9در  آمده  فرکانس (  فوق،  معادله  حل  با  های  و 
طبیعی نانولوله مربوط به مودهای مختلف طولی در مود محیطی 

nمی بدست  که  ام  طولی  آید  است.    m  بامود  شده  داده  نشان 
روش   در  دهمچنین  این    افتهیتوسعه    لیفرانسیمربعات  در  که 

است، شده  استفاده  گره  پژوهش  مکان    اساس   بر  هاموقعیت 
 و  دقت   تا  اندشده   انتخاب  چبیشف  ای چندجمله  های ریشه 

برای گره   توزیع  .یابد  افزایش  تقریب  پایداری ها بصورت  چبیشف 
 زیر است. 

(۳0) 𝑥𝑖 =
𝐿

2
[1 − cos(

𝑖 − 1

𝑁 − 1
𝜋] , 𝑖 = 1,2,… . , 𝑁 

 نتایج عددی   -4
عددی،   نتایج  استخراج  بهنانولولهبرای   32/2متوسط    شعاع  ای 

مطابق    نانومتر مکانیکی  خواص  شده   1جدول  با  گرفته  نظر  در 
 است. 
 نانولوله   ی کیزیمشخصات ف 1  جدول 

Table 1 Physical characteristics of the nanotube 
E (TPa)  )3(kg/m  R 

(nm) 
1.06 0.3 1340 2.32 

 
قسمت   این  عددی در  نتایج  همگرایی  مربعات روش    ابتدا 

با افزایش تعداد  ه شده  بندی ارائو فرمول  افتهیتوسعه    لیفرانسید
گرفته است. در  گره  قرار  فرکانس طبیعی   2  جدولها مورد بررسی 
مودهای مختلف محیطی  بی در  نانولوله  با    ( m)  و طولی(  n)بعد 

گره  متفاوت  از  تعداد  تا    5ها  فرکانس   21گره  است.  آمده  گره 
بی )طبیعی  رابطه  مطابق  مشاهده ۳1بعد  است.  شده  تعریف   )

ها نتایج عددی برای همه مودها شود که با افزایش تعداد گره می
ه  گره نتایج ارائ  17  تعداد  ت و برای با سرعت بالایی همگرا شده اس

گره نشان    17همگرایی نتایج فقط با    شده کاملا همگرا شده است.
بسیار  دهنده   همگرایی  مساله سرعت  حل  برای  روش  این  بالای 

منجر    افتهیتوسعه    لیفرانسیمربعات داست. لذا استفاده از روش  
محاسبات   حجم  توجه  قابل  کاهش  تعداد به  کاهش  علت  به 

مساله    های گره  حل  برای  این  میلازم  مزایای  از  که    روش شود 
 باشد.می

ها در روش  بررسی همگرایی فرکانس طبیعی با افزایش تعداد گره   2جدول  
د )   افتهیتوسعه    لی فرانسیمربعات  مختلف  مودهای   ,R=2.32nmبرای 

L/R=10, R/h=20, =0 ) 
Table 2 Investigation of convergence of natural frequency with 

increasing number of nodes in generalized differential quadrature method 

for different modes (R=2.32nm, L/R=10, R/h=20, =0) 
 m=1,n=1 m=1,n=2 m=1,n=3 m=2,n=1 m=2,n=2 m=2,n=3 

Number of 

Nodes 
1,1 1,2  1,3  2,1  2,2  2,3  

5=1+4×1 0.0419 0.5755 0.5931 0.0289 0.0436 1.0805 

9=1+4×2 0.0620 0.2061 0.3988 0.0469 0.986 0.1623 

13=1+4×3 0.0620 0.1955 0.3433 0.0469 0.0916 0.1690 

17=1+4×4 0.0620 0.1955 0.3431 0.0469 0.0916 0.1688 

21=1+4×5 0.0620 0.1955 0.3431 0.0469 0.0916 0.1688 

 
نتایج پژوهش حاضر برای   ،نتایج حاضر  یاعتبار سنج  ی برا سپس  

مقایسه   [29] مرجع  ه شده در  ئنتایج ارا   با  ساده-شرایط مرزی ساده
جدول   در  است.  مرجع    ۳شده  با  طب  [29] مشابه    ی عیفرکانس 

است.  فی تعر  (۳1)  رابطه  صورتبه  بعدیب است   شده  ذکر  شایان 

(21) {𝑑(𝑡)}3𝑁×1 = {{𝑈(𝑡)}𝑇, {𝑉(𝑡)}𝑇, {𝑊(𝑡)}𝑇}𝑇 
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ساده -یک حل سه بعدی برای شرایط مرزی ساده  [ 29] که مرجع  
مدل می در  تفاوت  علت  به  شده  مشاهده  اندک  اختلاف  باشد. 

 استفاده شده است. 
(۳1) 𝜴 = 𝝎𝑹√𝝆/𝑬 

طب  سهیمقا  ۳  جدول  در  تک   ینانوله کربن  یبرا   بعدی ب  یعی فرکانس  جداره 
 ( h/R=0.0034, L/R=2)  دوسر ساده  یمرز طیشرا 

Table 3 Comparison of dimensionless natural frequencies for single-

walled carbon nanotubes under simple-simple boundary conditions 

(h/R=0.0034, L/R=2) 
2nm =0.3 2nm =0   

Present Ref [29] Present Ref [29] n m 
0.54964 0.53951 0.60041 0.59721 1 

 

1 0.29404 0.28102 0.34297 0.34025 2 
0.15881 0.14667 0.20333 0.20145 3 
0.70097 0.65422 0.88579 0.88357 1 

 

2 0.51348 0.47474 0.68372 0.68072 2 
0.35218 0.32079 0.50446 0.50059 3 

 
در   یعیطب  های فرکانس   رداریگ-ردار یگ   یمرز  طیشرا   ی برا   نیهمچن

 یعیمرجع فرکانس طب  نیشد. در ا  سهیمقا  [ ۳0] با مرجع    4جدول  
 شده است: فی تعر ری صورت زبه بعدیب
(۳2) 𝜴 = 𝝎𝑹√(𝟏 − 𝝂𝟐)𝝆/𝑬 

بی   4  جدول  طبیعی  فرکانس  تک مقایسه  کربنی  نانوله  برای  جداره  بعد 
 ( h/R=0.01, L/R=20, m=1) گیردار، -درشرایط مرزی گیردار

Table 4 Comparison of dimensionless natural frequencies for single-

walled carbon nanotubes under clamped-clamped boundary conditions 

(h/R=0.01, L/R=20, m=1) 
GDQ Ref [30] n 

0.034961 0.034395 1 
0.016224 0.14256 2 
0.023283 0.022713 3 
0.042347 0.042216 4 
0.068068 0.068051 5 

 

بالا   جداول  موج   nدر  و    شماره  طولی   mمحیطی  موج  شماره 
مشخص است، نتایج بدست آمده   ۳  جدولباشند. همانطور که  می

مرزی ساده نتایج مرجع  -برای شرایط  با  قبولی  قابل  تطابق  ساده 
می  [27]  مشخص  جدول  به  توجه  با  افزایش  دارد.  با    µشود که 

فرکانس کاهش می  افزایش عدد مد طولی  مقدار  با  مقدار    mیابد، 
 ۳تا    1از    nبعد افزایش و با افزایش عدد مود محیطی  فرکانس بی
در  بعد کاهش میفرکانس بی افزایش    4جدول  یابد. همچنین  با 

می 2به    1از    nمقدار   طبیعی کاهش  فرکانس  با ،  سپس  و  یابد 
می   nافزایش   پیدا  صعودی  برای  روند  آمده  بدست  نتایج  کند. 

 [ ۳0] گیردار تطابق قابل قبولی با نتایج مرجع  -شرایط مرزی گیردار 
دارد. اختلاف موجود به علت اختلاف در تئوری استفاده شده بین  

تئوری  این  با  حاضر  میپژوهش  فرکانس ها  ادامه  در  های  باشد. 
ش برای  کربنی  نانولوله  بررسی طبیعی  مورد  مختلف  مرزی  رایط 

می قرار  قرار  بیشتر  بررسی  مورد  مختلف  پارامترهای  اثر  و  گیرد 
( تعریف ۳1بعد مانند رابطه )گیرد. در ادامه فرکانس طبیعی بیمی

باشد. شده  ذکر  به صورت صریح  اینکه  مگر  است  ذکر   شده  قابل 
  4تا    0.09ها بین  برای نانولوله   است که مقدار ضریب غیر محلی  

نان(  2nm) نانومترمربع   برای  مقالات  در  های کربنی ولوله است که 
 . شوددر نظر گرفته می (2nm)  نانومترمربع 1حدود 

 ساده -شرایط مرزی ساده   4-1
طب  راتیی تغ  2شکل   رد )  بعدیب   یعیفرکانس  رابطه  مانند  (  ۳1که 

است    ( L/R)  مختلف طول به شعاع  ی هانسبت   ی برا   تعریف شده 
و  نانولوله ثابت(  شعاع  پارامتر    ری مقاد  حسببر    )در  مختلف 

  است.   آمدهساده  -ساده  یمرز  طیشرا   ی برا   کوچک    اس یمق
با   برابر  نانولوله  ضخامت  به  شعاع  شده    =20R/hنسبت  انتخاب 

می به شعاع  است. مشاهده  نسبت طول  افزایش  با  ،  L/Rشود که 
یابد. با توجه به اینکه بعد نانولوله کاهش میفرکانس طبیعی بی

افزایش  با  نانولوله  طبیعی  فرکانس  این  بنابر  است  ثابت  شعاع 
 نسبت طول به شعاع کاهش یافته است.

 الف( 

  
 ب( 

طب  ی بررس  ( 2  شکل  مقادیر    L/Rنسبت    برحسب   بعدی ب  ی عی فرکانس  و 
   ساده-ساده ی مرز  طیدر شرا  مختلف ضریب غیرمحلی

 ( R/h=20, n=2, m=2) ، ب(( R/h=20, n=1, m=1)  الف(

Fig.2 Investigation of dimensionless natural frequency versus L/R ratio 

and different values of nonlocal coefficient for simple-simple boundary 

conditions a) (R/h=20, n=1, m=1) b) (R/h=20, n=2, m=2) 

 
طب   راتیی تغ  ۳شکل  در     یهانسبت   ی برا   بعدیب  یعیفرکانس 

مختلف    ریمقاد  حسب( نانولوله بر  R/hمختلف شعاع به ضخامت )
مق در    اس ی پارامتر  که  همانگونه  است.  شده  آورده  کوچک 

ن  ی هاشکل  افزا   زیمذکور  با  است،  مشاهده  نسبت   نیا  شیقابل 
ضخامت    یعنی کاهش  طببا    دا یپ  کاهش  بعدیب  یعیفرکانس 
 .کندیم
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 الف( 

 ب(  

و ضریب غیر    R/h  نسبت  برحسب  بعدی ب  یعی فرکانس طب  یبررس  ( ۳  شکل 
  ب(   ( L/R=15, n=2, m=2) الف(  ساده  -ساده  ی مرز   طیمختلف در شرا محلی  

(L/R=15, n=3, m=3 ) 
Fig.3 Investigation of dimensionless natural frequency versus R/h ratio 
and different values of nonlocal parameter in simple-simple boundary 

conditions a) (L/R=15, n=2, m=2) b) (L/R=15, n=3, m=3) 

 

 تاثیر بستر الاستیک   4-1-2
ر  الاستیک  بستر  بیضرا   یساز  بعدیب  ی برا  زو از  استفاده    ر ی ابط 

 شده است. 
(۳۳) 𝐾𝑤 =

𝑘𝑤𝐿5

1000𝐸𝐼
      ,   𝐾𝑝 =

𝑘𝑝𝐿3

𝐸𝐼
,     𝐼 = 𝜋𝑅3ℎ,  

الاست  ریتاث  4شکل  در   پاسترناک    نکلریو  کیبستر  فرکانس و  بر 
نشان  بعد یب  یعیطب غیرمحلی  پارامتر  مختلف  مقادیر  داده   برای 

است.   میشده  انتظار  که  در  همانگونه  مشاهده شکل رود،  ها 
افزا   شودیم با  الاست  بیضر  شیکه  پاسترناک نکلریو  کیبستر    ، و 

طب که  کندیم  دایپ  شیافزا   زی ن  بعدیب  یعیفرکانس  همانطور   .
فرکانس طب    شیمشخص است با افزا   هشکا  بعد یب  یعیمقدار 

 .  ابدییم

 
 الف( 

 
 ب( 

طب  یبررس  ( 4  شکل   نکلری و  بیضرا الف(    برحسب  بعدی ب  یعی فرکانس 

شرا   بعدی بپاسترناک  ضرایب  ب(  و    بعد بی   ساده -ساده   ی مرز  طیدر 
(L/R=10, R/h=50, n=1, m=1)   

Fig.4 Investigation of dimensionless natural frequency versus a) 

dimensionless Winkler and b) dimensionless Pasternak coefficients in 

simple-simple boundary conditions (L/R=10, R/h=50, n=1, m=1) 

 

 ساده -گیردار و گیردار -شرایط مرزی گیردار   4-2
مختلف    ی هانسبت   ی برا نانولوله    بعدیب  یعیفرکانس طب  راتییتغ

کوچک در    اس یمختلف پارامتر مق  ر یمقاد  وطول به شعاع نانولوله  
-گیردار   یمرز  طیشرا   ی برا بترتیب    ب  5شکل    و  الف   5  شکل 

شود که با  ساده نشان داده شده است. مشاهده می-گیردار و گیردار 
فرکانس   شعاع  به  طول  نسبت  می افزایش  و  طبیعی کاهش  یابد 

نانولو  طبیعی  گیردارفرکانس  گیردار-له  از  کوچکتر  گیردار  -ساده 
مرزی  شرط  حالت  سه  برای  طبیعی  فرکانس  همچنین  است. 

در  -ساده، گیردار -ساده ساده  و گیردار  همدیگر   6شکل  گیردار  با 
 مقایسه شده است. 
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 گیردار -گیردار ی مرز طیشرا الف(  

a) clamped-clamped boundary condition 

 
 

 
 ساده -گیردار ی مرز طیشرا ب(  

b) clamped-simple boundary condition 

 

طب   یبررس   ( 5  شکل  پارامتر    L/Rنسبت    برحسب   بعدی ب  ی عیفرکانس  و 
 ( R/h=100, n=1, m=1)  غیرمحلی

Fig.5 Investigation of dimensionless natural frequency versus L/R ratios 

in (R/h=100, n=1, m=1) 

 

 
در شرایط   L/Rنسبت   برحسببعد  بررسی فرکانس طبیعی بی  ( 6  شکل 

 (  ,2nm=0.1R/h=100, n=1, m=1مرزی مختلف )

Fig.6 Investigation of dimensionless natural frequency versus L/R ratios 

under different boundary conditions (R/h=100, n=1, m=1, =0.1nm2) 

 
-ساده یمرز طی، همانند شرا ب  5شکل  و   الف   5  شکلبا توجه به 

سا در  و گیردار -گیردار   یمرز  طیشرا   ری ساده،  با   زینساده  -گیردار 

طب  شیافزا  فرکانس  نانولوله  شعاع  به  طول    بعد یب  یعینسبت 
شود که مشاهده می  6  شکلبا توجه به  همچنین  .  ابدیی کاهش م

گیردار مرزی  شرایط  بی-در  طبیعی  فرکانس  دارای گیردار  بعد 
ساده  مرزی  شرایط  در  همچنین  و  مقدار  دارای -بیشترین  ساده 

می مقدار  در  کمترین  همچنین  های فرکانس   5  جدولباشد. 
بی برطبیعی  شرایط   حسببعد  نانولوله،  شعاع  به  طول  نسبت 

 ف آمده است. مرزی و پارامتر مقیاس کوچک مختل 

در شرایط مرزی و    L/R   برحسببعد نانولوله  فرکانس طبیعی بی (  5جدول  
 (R/h=20, R=2.32nm, n=1, m=1) پارامتر مقیاس کوچک مختلف 

Table 5 Dimensionless natural frequency of nanotube versus L/R for 

different boundary conditions and small scale parameters (R/h=20, 

R=2.32nm, n=1, m=1) 
 2nm=1   2nm=0.50    
CS CC SS CS CC SS BC 

0.0726 0.0918 0.0565 0.0760 0.0960 0.0591 L/R=10 
0.0421 0.0506 0.0269 0.0440 0.0528 0.0280 L/R=15 
0.0308 0.0321 0.0155 0.0321 0.0335 0.0162 L/R=20 

 

 . آمده است  7شکل  در  ی عیبر فرکانس طب وینکلربستر  ریتاث

 
 گیردار -گیردار ی مرز طیشرا   الف(

a) clamped-clamped boundary condition  

 ساده -گیردار ی مرز طیشرا   ب(

b) clamped-simple boundary condition 
طب  ی بررس  ( 7  شکل    بعدی ب   نکلریو  بیضرا   برحسب   بعدی ب  ی عی فرکانس 

(L/R=17, R/h=20, n=1, m=1  ) 

Fig.7 Investigation of dimensionless natural frequency versus 

dimensionless Winkler coefficients (L/R=17, R/h=20, n=1, m=1) 
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-ساده، همانند شرایط مرزی ب  7  شکلو   الف   7  شکلبا توجه به 
با افزایش -ساده، در شرایط مرزی گیردار و گیردار ساده نیز  گیردار 

فرکانس طبیعی بی الاستیک وینکلر  افزایش  ضریب بستر  بعد نیز 
الاستیک وینکلر    8  شکل  یابد. همچنین درمی تاثیر ضریب بستر 

 در سه شرایط مرزی مختلف آورده شده است. 

 
بعد در  ضریب وینکلر بی   ببرحسبعد بررسی فرکانس طبیعی بی   ( 8شکل  

 (  ,2nm=0.5L/R=17, R/h=20, n=1, m=1)  شرایط مرزی مختلف

Fig.8 Investigation of dimensionless natural frequency versus 

dimensionless Winkler coefficient under different boundary conditions 

(L/R=17, R/h=20, n=1, m=1, =0.5nm2) 

 
 

 
Simple-Simple 

 
Clamped-Clamped 

 
Simple-Clamped 

)  ( 9شکل   مختلف  مرزی  شرایط  برای  نانولوله  مودهای   ,m=n=1شکل 

L/R=10 ) 

Fig.9 Modes shape of nanotube for different boundary condition (m=n=1, 

L/R=10) 

 
-شود که در شرایط مرزی گیرداربا توجه به شکل بالا مشاهده می

فرکانس طبیعی بی و همچنین گیردار  دارای بیشترین مقدار  بعد 
ساده مرزی  شرایط  می -در  مقدار  کمترین  دارای  با ساده  باشد. 

فرکانس طبیعی  مقدار  نقش شرط مرزی در  افزایش ضریب بستر 

ارتعاشی   مودهای  است. شکل  یافته  حالت کاهش  برای  نانولوله 
1=n    1و=m    ساده،  -برای سه شرط مرزی مختلف ساده  9شکل  در

و گیردار-گیردار حالت -گیردار  برای  است.  شده  داده  نشان  ساده 
حالت گیردار -ساده و  به  -ساده  نسبت  ارتعاشی  مود  شکل  گیردار 

مرزی گیردار شرط  برای  ولی  است  متقارن  لوله  این  -وسط  ساده 
نمی تعداد گره  ود. مشاهده میشتقارن مشاهده  با  شود که حتی 

 بینی شده است. پایین شکل مود بخوبی پیش 
 بندی گیری و جمع نتیجه   -5

نانولوله  یعیطب  ی هافرکانس  آزاد  جداره تک  یکربن  ی هاارتعاشات 
تئور  کیالاست  طیواقع در مح نازک و    ی هاپوسته   یبا استفاده از 

فرکانس  ی سازمدل  نگنی ار  یرمحلیغ  یتئور و    ی عیطب  ی هاشده 
د مربعات  روش  از  استفاده  با    افته یتوسعه    یلیفرانسینانولوله 

برا  است.  شده  و   حت ص  دییتا  ی استخراج  شده  استخراج  روابط 
گرفته شده، مقا  روش حل در مقالات موجود  نتایج  با    ی اسهینظر 

نتا خوب  تطابق  و  دقت  که  گرفته  نشان    جیانجام  را  حاضر  کار 
تاثدهدیم جمله    ی پارامترها  ری.  بستراز  و   نکلر یو  ضریب 

پارامترها شعاع    رینظ   یهندس  ی پاسترناک،  به  طول  و  نسبت 
ضخامت،  به  شعاع  غ  نسبت  لبه رمحلیپارامتر  شرایط  و  بر   ای ی 

است.  یبررس نانولوله    یعیطب  ی اهفرکانس  شده    شده  مشاهده 
به همراه   افتهیتوسعه    یلیسفرانیمربعات داست که روش عددی  

می لاو  نازک  پوسته  استخراج تئوری  برای  موفقیت  با  تواند 
این  فرکانس  عمده  مزایای  از  شود.  استفاده  نانولوله  طبیعی  های 

تعداد  در  که  است  عددی  نتایج  همگرایی  بالای  سرعت  روش 
در این مساله( همگرایی حاصل شده است   گره   17های پایین )گره 

ک  به  منجر  روش  که  برای  محاسباتی  هزینه  مربعات  اهش 
بررسهمچنین    شود.می  افتهیتوسعه    یلیفرانسید  جینتا  یبا 

 : قابل استنباط است  ری موارد ز ی عدد
ثابت،    - شعاع  افزا در  نانولوله،    شیبا  شعاع  به  طول  نسبت 

طب پ  بعدیب  یعیفرکانس  افزا   کندی م  دایکاهش  با  نسبت   شیو 
 .کندی م دایکاهش پ یعیشعاع به ضخامت نانولوله، فرکانس طب

افزا   - و  یسفت  بی ضر  شیبا  فرکانس   نکلریبستر  پاسترناک،  و 
افزا   کندیم  دایپ  شیافزا   یعیطب با  غ  شیو    ، یرمحلی پارامتر 

 .کندی م دایکاهش پ یعیفرکانس طب
و مدل  - استفاده شده است  تئوری لاو  از  این مقاله  استفاده   در 

 ارتعاشات  تحت  و  ملایم  انحنای   با  نازک  های نانولوله   برای   شده
  بارگذاری   یا  زیاد  انحنای   با  شرایطی  در  اما  دارد،  بالایی  دقت   خطی

  مرتبه   یا  غیرخطی  های مدل  به  توسعه  نیازمند  قوی   دینامیکی
 . است  بالاتر

 

پژوهش   نیا  یعلم  اتیمحتو  : اخلاقی   هی د یی تأ  حاصل  مقاله 
منتشر نشده   یرانیرا یاست و در هیچ نشریه ایرانی و غ  سندگانینو

 است.
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منافع: نتا  تعارض  برخی  از  مقاله  این  از  جیدر   نامه پایان   حاصل 
هیچ تعارض منافع دیگری برای   استفاده شده است.  اول  سندهینو

 اظهار وجود ندارد. 
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