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This paper introduces a robust adaptive controller for cooperative robotic arms with elastic joints. The 

main innovation of this research lies in the use of Bernstein-type rational functions as approximators 

for the lumped uncertainty. Unlike previous methods that require numerous and computationally heavy 

regressor matrices, the proposed approach employs only a single weighting matrix—for instance, of 

dimensions [small size, e.g., low-order]—which significantly reduces the computational burden. 

Simulation results demonstrate that this structure leads to substantial improvements in performance 

indices; specifically, the ISE (Integral Square Error) index in the proposed method   )7.468 × 10−3( 

shows more than 100-fold improvement compared to conventional fuzzy systems  (9.771 × 10−3) ،

Furthermore, adaptation laws for the coefficients of these functions are derived for the first time 

through Lyapunov stability analysis in a form not previously presented in the mathematical or 

engineering literature. The uniform ultimate boundedness (UUB) of all signals is guaranteed, and the 

effectiveness of the algorithm in the presence of parametric variations and noise is verified through 

simulations on two elastic-joint robots. 

 

Article History 

Received: October 31, 2025 

Revised: January 11, 2026 

Accepted: January 28, 2026 

ePublished: June 17, 2026 

 Keywords: Bernstein-type rational functions; Collaborative robots; Elastic joints; Function 

approximation technique 

How to cite this article 

Bayat K, Ezadbakhsh A.R, Jamali nazari A, Maziznan A.H, An Extension to "Robust cooperative multiple flexible-joint arms control using 

the q-Bernstein-Schurer operators as the uncertainty approximator: A singular perturbation approach. Modares Mechanical Engineering; 

2026;26(08):649-663. 

https://mme.modares.ac.ir/article_28135.html
https://mme.modares.ac.ir/index.php?slc_lang=fa&sid=15
https://orcid.org/0000-0002-9427-121X


 

 

  alijnazari@iau.ac.irدار مکاتبات: *پست الکترونیکی نویسنده عهده 
 121X-9427-0002-0000  دار مکاتبات:*شناسه ارکید نویسنده عهده 

Copyright© 2026, TMU Press. This open-access article is published under the terms of the Creative Commons Attribution-NonCommercial 4.0 
International License which permits Share (copy and redistribute the material in any medium or format) and Adapt (remix, transform, and build 
upon the material) under the Attribution-NonCommercial terms. 

 

 1405;26( 08:)649-663؛ مهندسی مکانیک مدرس. 2476-6909شاپا: 

 مهندسی مکانیک مدرس 

DOI: 10.48311/mme.2026.117226.82872 
 mme.modares.ac.irصفحه اصلی مجله: 

 

عملگرهای  یک افزونه به "کنترل مقاوم همکاری چند بازوی انعطاف  از  با استفاده  -qپذیر 

Bernstein-Schurer  گر عدم قطعیت: رویکرد اختلال تکین" به عنوان تخمین 

 1امیرهوشنگ مزینان  ، 3علی جمالی نظری  ، 2علیرضا ایزدبخش ، 1کریم بیات
          ، تهران، ایرانآزاداسلامی دانشگاه ، جنوب  تهران   واحد ، برق کنترل گروه مهندسی  1
                          ، ایرانسمنان، دانشگاه آزاد اسلامی  ،، واحد گرمسار برق گروه مهندسی  2
                   ، ایرانسمنان ,آزاداسلامی واحد شاهرود ، دانشگاه   ، پزشکیگروه مهندسی  3

 چکیده 

 

 اطلاعات مقاله 

یک کنترل  مقاله  با  این  همکار  رباتیک  بازوهای  برای  را  مقاوم  تطبیقی  میکننده  معرفی  الاستیک  کند.  مفاصل 
بهره  توابع گویای نوع برنشتایننوآوری اصلی این پژوهش در  به عنوان   (Bernstein-type rational functions) گیری از 

های رگرسور متعدد و حجیم  های پیشین که نیازمند ماتریس گر عدم قطعیت تجمعی است. بر خلاف روش تخمین
𝑛𝛽𝛥 دهی به عنوان مثال با ابعاد  ا استفاده از یک ماتریس وزن بودند، روش پیشنهادی تنها ب × 𝑛    بار محاسباتی را ،

های دهد که این ساختار منجر به بهبود قابل توجه در شاخصسازی نشان میدهد. نتایج شبیهبه شدت کاهش می
خطای   شاخص  که  طوری  به  است،  شده  پیشنهادی  ISEعملکردی  روش  7.468) در  × با در   (10−3 مقایسه 

رایجسیستم فازی  9.771) های  × از  (10−3 بیش  برای  ۱۰۰،  تطبیق  قوانین  این،  بر  علاوه  است.  یافته  بهبود  برابر 
لیاپانوف استخراج شده پایداری  طریق تحلیل  از  بار  برای نخستین  توابع  این  متون  ضرایب  در  این  از  اند که پیش 

 (UUB) ها به صورت یکنواخت نهایتاً محدودپایداری تمامی سیگنال ریاضی و مهندسی بدین صورت ارائه نشده بود. 
شبیه طریق  از  نویز،  و  پارامتری  تغییرات  حضور  در  الگوریتم  عملکرد  و صحت  شده  ربات تضمین  دو  روی  سازی 

 .الاستیک تایید گردیده است 
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 مقدمه .1
های رباتیک، دستیابی به کنترل دقیق و مقاوم بر روی  در سیستم

انعطاف مفصل  دارای  بازوی  وجود  چندین  دلیل  به  پذیر، 
یک قطعیت عدم سیستم،  دینامیک  در  پیچیدگی  و  ذاتی  های 

می  محسوب  بزرگ  چالش،  چالش  این  با  مقابله  برای  شود. 
بهر به  بر  ه پژوهشگران  تکیه  با  نوآورانه  رویکردهای  از  گیری 

استراتژی و  ریاضی  پیشرفته  پرداخته ابزارهای   اند  های کنترلی 
 [1-3 [ مرجع  در  مدلسازی  4[.  برای  مؤثر  و  جدید  نظریه  یک   ]

ربات     تطبیقی با  متناسب  شده که  دارای  معرفی  همکار  های 
انعطاف  شبکه مفاصل  سنتز  پایه  بر  نظریه  این  است.  های  پذیر 

ارائه چارچوبی   پسیو   الکتریکی و مکانیکی بنا شده و هدف آن 
تطابق طراحی  برای  نظری  و  مفاصل  ساختاریافته  در  پذیری 

[ نوع جدیدی از فنر پیچشی 5پذیر است. مرجع ] چرخشی انعطاف 
کردن نیازهای عملگرهای را پیشنهاد داده که برای برآورده   تخت 

ربات ] الاستیک  مرجع  در  است.  شده  طراحی  همکار  [ 6های 
دینامیک روش  پایه  بر  پویایی  کنترلی  سخت های  کوپل  -های 

 .اندهپذیر مطرح شدهای انعطافویژه ربات   پذیرانعطاف 
 [ حلقه7مرجع  شامل  ترکیبی   طرح کنترل  یک  از  های کنترلی [ 

مفاصل   با  همکار  ربات  چند  کنترل  برای  خارجی  و  داخلی 
کنترلانعطاف  است.  برده  بهره  راهبرد  پذیر  یک  از  داخلی  کننده 

کنترل ردیابی جهانی  مبتنی بر مفاهیم دینامیک معکوس مرتبه 
اصو و  استخراج بالا  بودنل  غیرفعال  قضیه  از  استفاده     شده 

حالیمی در  دلخواه که کنترلکند،  امپدانس  خارجی،  حلقه  کننده 
 .نمایدشونده را ایجاد میو جسم منتقل  بین دو مجری نهایی

دوم مرتبه  اغتشاش  مشاهده گشتاور  در توسعه  الگوریتم  یافته 
 [ د8مرجع  مدل  بر  نیز  انعطاف [  مفصل  همکار  ینامیکی  پذیر 

 .مبتنی است 
روش  از  تکنیک  یکی  از  استفاده  حوزه،  این  در  پیشگام  های 

کنار  گر عدمبه عنوان تخمین (  FATتقریب تابع یا ) قطعیت، در 
برای دستیابی به کنترل مقاوم چند ربات  چارچوب اختلال تکین

انعطاف  مفاصل  با  ] همکار  است  تکنیک9پذیر   .] FAT   ابزاری
مدل برای  عدمپیشرفته  و کاهش  در  قطعیت سازی  موجود  های 

فراهم میدینامیک بازوهای رباتیکی با مفصل انعطاف کند. پذیر 
مؤلفه  تقریب  برای  منعطف  چارچوبی  تکنیک  نامعین  این  های 

افزایش تطبیقارائه می  و موجب  و مقاومت ساماندهد  ه پذیری 
 . ]12-10شود ] کنترلی می
یکپارچه قادرند  FAT سازیبا  مهندسان  کنترلی،  معماری  در 

و  قطعیت عدم خارجی  اغتشاشات  بار،  تغییر  از  ناشی  هایی 
را بهدینامیک  انجام  های غیرخطی  خوبی مدیریت کنند، که برای 

همچنین است.  حیاتی  رباتیک  مطمئن  و  دقیق  ،  عملکردهای 
تقویت  را  کنترلی  استراتژی  تکین،  اختلال  رویکرد  از  استفاده 

دینامیکمی به  سامانه  تجزیه  امکان  چرا که  و کند،  سریع  های 
دهد قوانین [. این تجزیه اجازه می16-13آورد ] کند را فراهم می
بازه زمانی طراحی شوند و در کنترلی جداگانه  ای متناسب با هر 

] ن یابد  بهبود  سامانه  کلی  عملکرد  و  پایداری  با  19-17تیجه،   .]
قادر به کنترلی  سامانه  تکین،  اختلال  تکنیک  دقیق  کارگیری 

تغییر   و  صلب  جسم  حرکت  بین  پیچیده  تعامل  بود  خواهد 
پیکربندی های انعطافشکل  در  خوبی  ههای چند بازویی را بپذیر 

و   روان  مانورهایی  اغتشاشات،  حضور  در  حتی  و  مدیریت کند 
 [ مراجع  دهد.  ارائه  نمونه30-20هماهنگ  ساختارهای  [  از  هایی 

 .کننددر ادبیات اخیر را ارائه می FAT مبتنی بر
تکنیک تقریب تابع  مطالعه حاضر به بررسی اثربخشی استفاده از  

و   مقاوم  تطبیقی  برای کنترل  تکین،  اختلال  چارچوب  قالب  در 
انعطاف دارای مفاصل  ربات  محاسباتی  همکارانه چند  بار  با  پذیر 

می نسخهپایین  کار  این  توسعهپردازد.  پژوهش  یافتهای  از  تر 
] ارائه  مرجع  ک مفصل  بازوی رباتی m [ است.فرض کنید9شده در 

باانعطاف  کدام  هر  داریم،  آزادی  n پذیر  فرض   .(n-DOF) درجه 
از   گریز  ماتریس  اینرسی،  ماتریس  تخمین  برای  کنید 

عبارات  از  باید  بردارهای گرانشی،  و     و   𝛽𝐻, 𝛽𝑁مرکز/کوریولیس 
𝛽𝐺   عملگرهای q  برای تخمین تابع استفاده کنیم. در   برنشتاین

کنترلماتریس نتیجه،   در  وزنی  برهای  مبتنی  تطبیقی   کننده 
FAT  ابعاد دارای  𝑚𝑛2𝛽𝐻 ذکرشده  × 𝑚𝑛, 𝑚𝑛2𝛽𝑁 × 𝑚𝑛 ,    

𝑚𝑛𝛽𝐺 × 𝑚𝑛,  هستند. اگر m و n   افزایش یابند، واضح است که
حال،   این  با  یافت.  خواهند  افزایش  نیز  بالا  در  ذکرشده  ابعاد 

 ماتریس وزنی با ابعاد شده در این مقاله تنها به یکروش معرفی 
𝑛𝛽𝛥 × 𝑛 دارد، که پایهنشان    𝛽𝛥نیاز  توابع  ای مورد دهنده تعداد  

عدم  تقریب  برای  تجمیع استفاده  می قطعیت  نشان  را  دهد.  شده 
کننده این موضوع مزیت اصلی روش پیشنهادی نسبت به کنترل 

] ارائه  پایداری با استفاده از    شود. ارزیابی[ محسوب می9شده در 
می  انجام  لیاپانوف  سیگنال قضیه  کرانداری  تا  بررسی شود  ها 

یک  کنترل  برای  پیشنهادی  کنترلی  استراتژی  نهایت،  در  شود. 
مفصل  بازوی  دو  شامل  همکار  انعطاف سامانه  یک دار  که  پذیر 

را حمل می  پیاده جسم صلب  مزایای طرح  سازی میکنند،  شود. 
 :زیر است پیشنهادی به شرح 

توابع   کاربرد  اولین  این  دارند،  اطلاع  نویسندگان  که  جایی  تا 
در   است.  تطبیقی  قالب  در  تابع  تقریب  برای  برنشتاین  گویای 

پیشین هیچ مطالعات  تطبیق حالی که  برای  دستورالعملی  گونه 
نداده میارائه  باعث  ویژگی  این  پیشنهادی  شود کنترلاند.  کننده 

   .های تطبیقی سنتی غلبه کندروش های رایج دراز محدودیت 
های فازی  های عصبی و سیستماین روش مشکلاتی که از شبکه

تری نسبت به موارد فوق با شوند ندارد و ساختار سادهناشی می
   .پارامترهای تنظیم کم دارد 

های رگرسور مورد کند و تعداد و ابعاد ماتریس فرآیند را ساده می
   .دهدمی نیاز را کاهش 

فازی اجتناب کرده و -های نورواز بار محاسباتی مربوط به تکنیک 
 توانایی تقریب تابع بدون وابستگی به حالات سامانه را دارد.

است: بخش   مقاله به شرح زیر  به مبانی توابع گویای    2ساختار 
مدل   3قطعیت اختصاص دارد. بخش  برنشتاین برای تقریب عدم 
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(6) 

ربات بازوهای  انعطاف دینامیکی  مفصل  دارای  ارائه  یک  را  پذیر 
کنترلی پیشنهادی همراه با تحلیل  4دهد. در بخش  می ، ساختار 

کنترل سیستم  گذرای  عملکرد  بررسی  و  پایداری  شده  جامع 
 6ها است و بخش  شامل نتایج و بحث   5شود. بخش  تشریح می 

نتیجه میگیریبه  اصلی  ادامه، های  پردازد.در 
مقادیر ویژه یک ماتریس مثبت معین و  ترین  ترین/کوچک بزرگ 

 . شوند.نمایش داده می    ,(·)𝝀̅(·)/𝝀   و   (·)کراندار ، به ترتیب با  
‖𝑧‖ = √𝑧𝑇𝑧 بردار نشان     نرم  𝑧 دهنده  ∈ ℜ𝑛    و‖ℑ(𝑧)‖ =

√𝜆̅(ℑ(𝑧)𝑇ℑ(𝑧))   دهنده نرم ماتریس  نشانℑ  است. 
 تخمین توابع با توابع گویا نوع برنشتاین -2

یک تابع پیوسته با مقادیر حقیقی باشد که برای  𝑓(𝑡) فرض کنید
نوع   توابع گویای  است.  نامنفی تعریف شده  اعداد حقیقی  تمام 

 :شوندصورت زیر معرفی میبه 𝑓(𝑡) برنشتاین مرتبط با 

R℘(f; t) = (1 + a℘t)−℘ ∑ [
℘
k

] f (
k

b℘

) (a℘t)k

℘

k=0

, ℘

= 1,2,. .. 

(1) 

اند و طور مناسب انتخاب شده به ℘𝑏و ℘𝑎 که در آن اعداد حقیقی
 وابسته نیستند. علاوه بر این،   t به

[
℘
k

] =
℘!

k! (℘ − k)!
 (2) 

دوجمله نشان  ضرایب  )دهنده  است.  binomial coefficientsای   )
کنید   فرض  ℘𝑎حال  =

𝑏℘

℘
برای    ،℘ = 1,2,. و  ..  ،𝜔2𝐴(𝛿) 

تابع  نشان  پیوستگی  مدول  بازه  𝑓(𝑡)دهنده  باشد.     [0,2𝐴]در 
𝑓(𝑡)[، فرض کنید                  31از ]  1قضیه طبق  = 𝜊(𝑒𝛼𝑡)(𝑡 →

حقیقی(∞ عدد  یک  برای   ، 𝛼 بازه هر  برای  سپس،   . 𝑡 ∈ [0, 𝐴] 
(𝐴 >     :نابرابری زیر برقرار است      (0

|R℘(f; t) − f(t)| ≤ c0 {ω2A(
1

√℘3 ) +
1

√℘23
} (3) 

باشد، که  ℘ بزرگ  اندازه کافی  به  فقط   𝑐0اگر  است که  ثابت  یک 
نابرابری آخرنشان می  A و 𝛼 به  دارد.  ;𝑅℘(𝑓دهدکه بستگی  𝑡) →

𝑓(𝑡) وقتی𝑡 ≥ نهایت همگرا شود. علاوه  به بی℘، به شرطی که  0
بازه  هر  در  همگرایی  این  این،  𝑡 بر  ∈ [0, 𝐴].    یکنواخت محدود 

( رابطه  می1است.  را  به(  بهتوان  خطی راحتی  صورت 
بهپارامترپذیربازنوی کرد،  بردار  گونهسی  یک  ضرب  حاصل  که  ای 

نامعلوم   پارامترهای  شامل  بردار  و یک  پایه  توابع  شامل  رگرسور 
 اما ثابت باشد.

   :یعنی

R℘(f; t) = ςf
Tφf (4) 

   جایی که

ςf = [f(0) ℘. f (
1

b℘

) . . . f (
℘

b℘

)]T ∈ ℜ℘+1 (5) 

𝜑𝑓 =

[(1 + 𝑎℘𝑡)
−℘

𝑎℘𝑡(1 + 𝑎℘𝑡)
−℘

… (𝑎℘𝑡)
℘

(1 + 𝑎℘𝑡)
−℘

]
𝑇

∈

ℜ℘+1 

 

 های تطبیقی  رایج است. کنندهنمایش در طراحی کنترلاین نوع 
 
با مفاصل  سازی دینامیکی برای ربات مدل .  3 های بازوی همکار 

 الاستیک  
از    متشکل  تیم  است که یک  پژوهش، فرض شده  این   m در 

درجه   n بازوی رباتیک مفصل الاستیک داریم که هر کدام دارای 
هدف  DOFآزادی) هستند.  پیش  (   از  مسیر  ردیابی  کنترلی، 
)تعیین جسم  جرم  مرکز  توسط  فضای کاری  در  در OMCشده   )

 ها در سیستم رباتیکی است.حضور عدم قطعیت 
 نمای کلی سیستم و فرضیات پایه  3-1

از متشکل  سیستمی  با m فرض کنید  الاستیک  مفصل   n بازو 
درجه آزادی که باید جسمی را در فضای کاری خود کنترل کنند. 
تعریف   گام  اولین  سیستم،  دینامیکی  معادلات  استخراج  برای 

نشان   ۱گونه که در شکل  های مختصات مجزاست، همان دستگاه 
 داده شده است.

 

 
 ک یمختصات ربات ستمیس :1شکل  

Fig 1. The robotic coordinate system 

 
( متصل  OMCبه مرکز جرم جسم )     O𝑜X𝑜Y𝑜Z𝑜طبق این شکل، 

طور متناوب، چارچوب  چارچوب پایه است. به  OXYZشده است.  
بازو  به صورت  i مختصات  می  O𝑒𝑖X𝑒𝑖Y𝑒𝑖Z𝑒𝑖ام  داده  و  نشان  شود 
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نظر   در  زیر  فرضیات  همچنین،  است.  ثابت  آن  نقطه گرفتن  در 
 ]33-32[ شوندگرفته می

ها فضای کاری و تعداد درجات آزادی تمام ربات   1فرضیه        -
هیچ دیگر،  عبارت  به  است؛  رباتیکسان  از  افزونگی   یک  ها 

 ندارند.
اتصال صلب، هیچ حرکت نسبی بین  2فرضیه        - دلیل  به    :

 های ربات  وجود ندارد دست جسم و تمام مچ
عین در نظر  :  ماتریس ژاکوبی   با رتبه کامل و م3فرضیه        - 

عدم   هیچ  ربات  هر  سینماتیک  در  است. همچنین،  شده  گرفته 
با   جسم  حرکت  هنگام  بنابراین،  ندارد.  وجود  قطعیتی 

 های سینماتیکی مواجه نخواهیم بود.تکینگی 
صورت صلب در نظر گرفته شده است، به : جسم به4فرضیه        -

اعمالطوری  نیروهای  مچکه  توسط  تغییردست شده  باعث   ها 
 شود.شکل آن نمی 

 ها مدل دینامیکی بازو    3-2
می لاگرانژ،  روش  از  استفاده  حرکت با  دینامیکی  معادلات  توان 

صورت زیر استخراج  برای هر بازوی ربات با مفاصل الاستیک را به
 :[  35-34کرد مراجع ] 

Gi(θl,i) + Ci(θl,i, θ̇l,i)θ̇l,i + Di(θl,i)θ̈l,i + ki(θl,i − θm,i) + τd,i =

−Jei
T (θl,i)Fei,     i = 1,2,. . .,m

 
  

 

Jaiθ̈m,i + ki(θm,i − θl,i) = τi,    i = 1,2,. . .,m  

اینجا  بردارهای به θ𝑚,𝑖و    θ𝑙,𝑖در  𝑛 ترتیب  × دهنده  نشان   1
لینک هستند.  موقعیت  مفاصل  موقعیت  و   Di(θ𝑙,𝑖) ها 

ماتریس نشان  𝑛 دهنده  × 𝑛     بردار است.  𝑛اینرسی  × 1     
G𝑖(θ𝑙,𝑖)  بردار   نشان گرانشی،  عبارات  𝑛دهنده  × 1      

C𝑖(θ𝑙,𝑖 , θ̇𝑙,𝑖)θ̇𝑙,𝑖  از  نشان گریز  نیروهای  اثرات  دهنده 
و  است. دهندنشان  τ𝑑,𝑖مرکز/کوریولیس  خارجی  اغتشاشات  ه 
ژاکوبین  𝑛 ماتریس  × 𝑛  باJei(θl,i) می و تعریف  بردار   F𝑒𝑖شود 

𝑛 × ام   است. گشتاورهای iدست  شده توسط مچنیروی اعمال 1
محرک  توسط  با  اعمالی  τ𝑖)ها  ∈ ℜ𝑛)   می  k𝑖و J𝑎𝑖شود.مشخص 

نشان به ثابت ترتیب  اندازه دهنده  با  مثبت  قطری  𝑛 های  × 𝑛   به
 ترتیب برای لختی محرک و سختی مفصل هستند.

برای  بالا  معادلات  یکپارچه  الاستیک  m شکل  مفاصل  با  ربات 
 :شودصورت زیر بیان می به

G(θl) + C(θl, θ̇l)θ̇l + D(θl)θ̈l + k(θl − θm) + τd(t)

= −Je
T(θl)Fe 

(9 ) 

Jaθ̈m + k(θm − θl) = τ (10 ) 

 
          τ = [τ1

T τ2
T … τm

T ]T ∈ ℜmn, θl =

[θl,1
T θl,2

T … θl,m
T ]

T
∈ ℜmn, θm = [θm,1

T θm,2
T … θm,m

T ]T ∈

ℜmn, τd = [τd,1
T τd,2

T … τd,m
T ]

T
∈ ℜmn, Fe =

[Fe1
T … Fem

T ]T ∈ ℜmn, G(θl) = [G1
T(θl,1) … Gm

T (θl,m)]T ∈

ℜmn, Je(θl) = blockdiag[Je1(θl,1), . . . , Jem(θl,m)] ∈ ℜmn×mn, 

Ci(θl,i, θ̇l,i) = blockdiag[C1(θl,1, θ̇l,1), . . . , Cm(θl,m, θ̇l,m)] ∈

ℜmn×mn, k = blockdiag[k1, . . . , km] ∈ ℜmn×mn, Ja =

blockdiag[Ja1, . . . , Jam] ∈ ℜmn×mn, and D(θl) =

blockdiag[D1(θl,1), . . . , Dm(θl,m)] ∈ ℜmn×mn 

ارائه  دهنده ماتریس با ساختار  نشان  "blockdiag"شده،  که عبارت 
 .قطری بلوکی است 

 مدل دینامیکی جسم   3-3
 [ اساس  معادله 36,  33بر  توسط   جسم  حرکت  دینامیک   ،]

 :شودزیرتوصیف می

Do(ho)ḧo + Co(ho, ḣo)ḣo + Go(ho) = Fo (11 ) 

آن   در  𝑛بردار ℎ𝑜که  × موقعیت/جهت نشان  1 گیری دهنده 
چارچوب  O𝑜X𝑜Y𝑜Z𝑜چارچوب  به   D𝑜(h𝑜) است.  OXYZ نسبت 
𝑛 ماتریس  × 𝑛  معین مثبت  و  متقارن  که  است  جسم  اینرسی 

بردار  توسط  مرکز/کوریولیس  از  گریز  نیروهای  𝑛 است.  × 1    
C𝑜(h𝑜, ḣ𝑜)ḣ𝑜  می 𝑛 بردار G𝑜(h𝑜)شوند.  توصیف  × نیروهای  1

می  نشان  را  وگرانشی  F𝑜دهد  ∈ ℜ𝑛 به اعمالی  را   OMC نیروی 
 :دهد. فرض کنیدنشان می 

Jo(ho) = [
Jo1(ho)

⋮
Jom(ho)

] ∈ ℜmn×n (12 ) 

ماتریس  آن  در  𝑛 که  × 𝑛  ژاکوبی J𝑜𝑖(h𝑜) چارچوب
ساختار   O𝑜X𝑜Y𝑜Z𝑜مختصات  به  نگاشت i رباتO𝑒𝑖X𝑒𝑖Y𝑒𝑖Z𝑒𝑖را  ام 

 :آیددست میصورت زیر به به F𝑜 کند، سپسمی

Fo = Jo
T(ho)Fe (13 ) 

شود  فرض  اعمال   F𝑜اگر  فرض  نیروی کل  معلوم  جسم  به  شده 
 ، ) F𝑒شود  معادله  که   ، اجرایی  انتهای  برآورده 13نیروی  را   )

کند، دو مؤلفه متعامد شامل مؤلفه مربوط به حرکت جسم و  می
می تقسیم  داخلی  )نیروی  معادله  و 14شود  جسم  حرکت   :)

F𝐼) نیروی داخلی ∈ ℜ𝑚𝑛): 

Fe = (Jo
T(ho))†Fo + FI (14 ) 

J𝑜)ماتریس 
𝑇(h𝑜))†   شبه نشان ماتریس  J𝑜معکوس دهنده 

𝑇(h𝑜)  با
𝑚𝑛 ابعاد  × 𝑛  ژاکوبین تهی  فضای  در  این، که  بر  علاوه  است. 

 :کندترنسپوز معرفی شده، معادله زیر را برآورده می

Jo
T(ho)FI = 0 (15 ) 

معادلات   )11)ترکیب  و  نیرو    (  13(  نگاشت  و  جسم  دینامیکی 
شود که شامل ای کلی برای نیروی اندافکتورها می منجر به رابطه

 ای وابسته به دینامیک جسم است مؤلفه داخلی و مؤلفه 

(7 ) 

(8 ) 
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Fe = FI + (Jo
T(ho))†(Do(ho)ḧo + Co(ho, ḣo)ḣo + Go(ho)) (16 ) 

 های همکار سازی دینامیکی یکپارچه: جسم و ربات مدل    3-4
(، تعداد کل متغیرهای 11( و )10(، )9با در نظر گرفتن معادلات )

حاصل  با  برابر  میان،    (2m+1)در      nضرب  سیستم  این  از  ؛ 
(m+1)n   و   1مستقل هستند. . دلیل این امر بر اساس مفروضات

این است که مسیر مفصل هر ربات به طور یکتا از مسیر جسم   2
می بهتعیین  سیستم  کل  رفتار  بنابراین،  متغیر  شود..  صورت 

شود. در این راستا، فرض کنید مرتبط با جسم بیان می h𝑜مستقل 
h𝑒𝑖 ∈ ℜ𝑛   یری انتهای اجراییگ دهنده بردار موقعیت/جهت نشان 

i  ام باشد. بردار θ̇𝑙,𝑖  سرعت فضای مفصل برای توصیف رابطه بین
سرعت مفصلی و سرعت اندافکتور، از ماتریس ژاکوبین هر ربات  

 استفاده شده است

ḣei = Jei(θl,i)θ̇l,i,     i = 1,2,. . .,m (17 )  

همچنین، رابطه میان سرعت جسم و سرعت اندافکتور با استفاده 
رابطه بین از    ، است  بیان شده  ژاکوبین جسم   ḣ𝑒𝑖 و ḣ𝑜ماتریس 
 :صورت زیر است به

ḣei = Joi(ho)ḣo,     i = 1,2,. . .,m (18 )  

ترکیب    بین  (18)و    (17)با  ارتباط  رابطه،  دو  این  ترکیب  با   ،
 :شودها و سرعت جسم استخراج می سرعت مفاصل ربات 

Jei(θl,i)θ̇l,i = Joi(ho)ḣo,     i = 1,2,. . .,m (19 )  

فرضیه   می3طبق  استنباط کرد که،  پذیر  معکوس    J𝑒𝑖(θ𝑙,𝑖)توان 
بازوهای   همه  اینکه  گرفتن  نظر  در  با  و  اساس،  این  بر  است. 

توان نتیجه  کنند، میطور همزمان جسم را مدیریت میرباتیک به
 :گرفت که

θ̇l = Je
−1(θl)Jo(ho)ḣo (20 ) 

گیری از این رابطه، شتاب مفاصل را نیز برحسب  همچنین، مشتق 
 :دهدمتغیرهای جسم نشان می

θ̈l =
d

dt
(Je

−1(θl)Jo(ho))ḣo + Je
−1(θl)Jo(ho)ḧo (21 ) 

گذاری روابط قبلی ، با جای  (21)و  (20(، ) 16)بر اساس معادلات   
اولیه   دینامیکی  بازنویسیربات   (9) مدل  مدل  برای  شدهها،  ای 

داخلی،  نیروهای  تأثیر  است که شامل  شده  ارائه  دینامیک کلی 
 :شودبازنویسی میصورت زیر ها است بهدینامیک جسم و ربات 

G(θl) + C(θl, θ̇l)Je
−1(θl)Jo(ho)ḣo + D(θl)

d

dt
(Je

−1(θl)Jo(ho))ḣo + τd(t)

+D(θl)Je
−1(θl)Jo(ho)ḧo + k(θl − θm) + Je

T(θl)FI + Je
T(θl)(Jo

T ×

(Do(ho)ḧo + Co(ho, ḣo)ḣo + Go(ho)) = 0

 
(22 )

2) 

معادله) طرفین  ضرب  در 22با    )J𝑜
𝑇(h𝑜)J𝑒

−𝑇(θ𝑙)  ترکیب
های ژاکوبین جسم و معکوس ترانهاده ژاکوبین ربات، و  ماتریس 

حذف  داخلی  نیروی  مؤلفه  اینکه  گرفتن  نظر  در 
J𝑜شود می

𝑇(h𝑜)F𝐼 = سیستم  0 برای  یکپارچه  دینامیکی  مدل   ،
 شود ها و جسم استخراج می شامل ربات 

Mc(ho)ḧo + Cc(ho, ḣo)ḣo + Gc(ho)

= Jo
T(ho)Je

−T(θl)k(θm − θl) 
(23 )  

 

 :که در آن

Mc(ho) = Jo
T(ho)Je

−T(θl)D(θl)Je
−1(θl)Jo(ho) + Do(ho) ∈ ℜn×n

Cc(ho, ḣo) = Jo
T(ho)Je

−T(θl)C(θl, θ̇l)Je
−1(θl)Jo(ho) + Co(ho, ḣo)

                   +Jo
T(ho)Je

−T(θl)D(θl)
d

dt
(Je

−1(θl)Jo(ho)) ∈ ℜn×n

Gc(ho) = Jo
T(ho)Je

−T(θl)(G(θl) + τd(t)) + Go(ho) ∈ ℜn

 
(24 )

) 

)بنابراین،   ) 10معادلات  و  به23(  کلی  (  دینامیک  جمعی  طور 
 .کنندهای همکار چندگانه مفصل الاستیک را توصیف میبازو

          فرض کنید همه مقادیر سختی مفصل برابر باشند، یعنی
 k = 𝑘I𝑚𝑛   که𝑘   و اسکالر  ثابت  یک  آن  ماتریس   I𝑚𝑛در  یک 

میرایی مفصل بسیار  است. با توجه به اینکه   mn در mn همانی
سختی   برای  بزرگی  نسبتاً  مقادیر  که  است  منطقی  است،  کم 
مفصل در مقایسه با سایر پارامترهای سیستم در نظر گرفته شود  

ایده37]  فرض  انتخاب آل[.  با  فوق  به    kشده   𝑂(1/𝜀2) متعلق 
ست. اگر  دهنده یک پارامتر کوچک انشان 𝜀شود، که  استخراج می 

  ( 25) به معادله    (23) و    (10)همه مفاصل صلب باشند، معادلات  
 :شوندساده می

Hc(ho)ḧo + Nc(ho, ḣo)ḣo + Gc(ho) = Jo
T(ho)Je

−T(θl)τ (25 )  

 :که در آن

Hc(ho) = Mc(ho) + Jo
T(ho)Je

−T(θl)JaJe
−1(θl)Jo(ho) ∈ ℜn×n (26 )  

Nc(ho, ḣo) = Cc(ho, ḣo)

+ Jo
T(ho)Je

−T(θl)Ja

d

dt
(Je

−1(θl)Jo(ho))

∈ ℜn×n 

(27 )  
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θ𝑚و  = θ𝑙 ( نمونه خاصی از  25شده توسط معادله ) مدل توصیف
ربات وقتی  مدل  است  الاستیک  مفاصل  با  چندگانه  های همکار 

𝑘 که → ∞   
 
 تعریف مسئله  -4
 شدهمدل تکین مختل 4-1

 :شودصورت زیر فرض می قانون کنترل به

τ = κv(θ̇l − θ̇m) + τr (28 )  

را   1در   mn کننده تطبیقی مقاوم با ابعادکنترلدر آن بردار   τ𝑟که   
می شد. نشان  خواهد  داده  توضیح  بعداً  که  κ𝑣(θ̇𝑙 دهد  − θ̇𝑚)  

قانون کنترل سریع است که نشان  0دهنده  < κ𝑣 ∈ ℜ𝑚𝑛×𝑚𝑛  یک
ترتیب  به  عناصری  با  ثابت  قطری  نشان  𝑂(1/𝜀) ماتریس  را 

)می معادله  جایگذاری  )28دهد.  معادله  در  منجر10(  این    (  به 
 :شودمی

Jaθ̈m + k(θm − θl) = κv(θ̇l − θ̇m) + τr (29 )  

z متغیر   = k(θ𝑚 − θ𝑙) ∈ ℜ𝑚𝑛 را تعریف میکنیم. با انتخابκ𝑣 
 :توان بیان کرد ، می k و فرض مقدار قابل توجهی برای 

k =
κ1

ε2
,    κv =

κ2

ε
 (30 )  

هستند که به ترتیب   mn در mn های ماتریس  κ1و    κ2که در آن  
𝑂(1) شده تکین مرتب  شکل  در  کامل  دینامیک  سیستم  اند. 

میمختل  تعریف شده  جایگذاری  با  معادلات   zتواند  و  23)در   )
معادلات    (29) در  آن  نتیجه  بازنویسی کرد، که  و  31)و سپس   )
 :قابل مشاهده است. (32)

Mc(ho)ḧo + Cc(ho, ḣo)ḣo + Gc(ho) = Jo
T(ho)Je

−T(θl)z (31 )  

ε2Jaz̈ + εκ2ż + κ1z = κ1(τr − Ja

d

dt
(Je

−1(θl)Jo(ho))ḣo

−JaJe
−1(θl)Jo(ho)ḧo)

 (32 )  

متغیرهای  فوق،  معادله  دو  بهمی ḣ𝑜و  h𝑜در  عنوان توانند 
که حالی  در  شوند،  گرفته  نظر  در  آهسته    żو  z متغیرهای 

می نشان  را  سریع  نظریه متغیرهای  نتایج  از  استفاده  با  دهند. 
[ توسط  که  تکین  معادلات  17اختلال  شده،  مشخص  و    (31)[ 

می   (32) سیستم  را  کرد:  تقسیم  مستقل  سیستم  دو  به  توان 
شبه با  حالت  نمایش هستند.  قابل  مرزی  لایه  و سیستم  پایدار 

𝜀 =  :شود( به شکل زیر ساده می 32، )  0

z̅ = τ̅r − Ja

d

dt
(Je

−1(θl)Jo(h̅o))ḣ̅o − JaJe
−1(θl)Jo(h̅o)ḧ̅o (33 )  

در متغیرها  𝜀 که  = آن    0 بالای  خط  یک  داده با  نشان  ها 
معادله )33شوند. جایگذاری معادله )می ( و استفاده از  31( در 

 :شود(، منجر به این می27( و )26معادلات )

Hc(h̅o)ḧ̅o + Nc(h̅o, ḣ̅o)ḣ̅o + Gc(h̅o) = Jo
T(h̅o)Je

−T(θl)τ̅r (34 )  

عنوان سیستم حالت ، که به(34)مهم است که ذکر شود معادله  
نامیده میشبه واقع همان مدل صلب )پایدار  ( است 25شود، در 
بیانبه h̅𝑜اما  برایصورت  است   𝑡 شده  ≥ متغیرهای  0  ،h𝑜(𝑡) 
 :کنند، طبق نظریه تیخونوفمعادلات زیر را دنبال می  z(𝑡) و 

ho(t) = h̅o(t) + O(ε) (35 )  

z(t) = η(τ) + z̅(t) + O(ε) (36 )  

𝜏که   = 𝑡/𝜀    آن مقیاس زمانی سریع را نشان می  𝑂(𝜀)دهد،  در 
مرتبه  می   𝜀عبارات  نشان  را  بالاتر  و یا  ηدهد،  ∈ ℜ𝑚𝑛   معادله

 :کندلایه مرزی زیر را برآورده می

Ja

d2η

dτ2
+ κ2

dη

dτ
+ κ1η = 0 (37 )  

xبا استفاده از تعریف     = [η𝑇 η̇𝑇]𝑇 ∈ ℜ2𝑚𝑛   و با در نظر گرفتن
( الاستیک  سیستم  دو  هر  قبلی،  ذکرشده  )31نتایج  و   )32 )

 :صورت زیر نشان داده شوندبه  𝑂(𝜀)توانند تا مرتبه می

Hc(ho)ḧo + Nc(ho, ḣo)ḣo + Gc(ho)

= u + Jo
T(ho)Je

−T(θl)η(t/ε) 
(38 )  

ẋ(t) = Γx(t) (39 )  

 :که در آن

u = Jo
T(ho)Je

−T(θl)τr ∈ ℜn (40 )  

 و 

Γ = [
0mn Imn

−Ja
−1k −Ja

−1κv
] ∈ ℜ2mn×2mn (41 )  

0𝑚𝑛  مناسب  نشان انتخاب  است.  ماتریس صفر، هورویتز  دهنده 
می κ𝑣بهره کنترل )باعث  مرزی  لایه  به39شود سیستم  صورت ( 

 ، اندازه کافی کوچک  به  مقادیر  با  بنابراین،  شود.  پایدار  مجانبی 
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(  28های همکار چندگانه مفصل الاستیک به معادله )پاسخ ربات 
صلب کنترل به سیستم  توسط شبیه  صرفاً  از   τ𝑟شده  پس  است، 

     .  η(𝑡/𝜀)یک گذار میرا شده اولیه از متغیرهای سریع  
 کننده پیشنهادی کنترل   4-2

چندگانه با (، نمایش ریاضی ربات38طبق معادله ) های همکار 
ماتریس  شامل  الاستیک  پیچیدهمفاصل  که های  است  ای 

های آن را محدود کشد و قابلیت سیستم کنترلی را به چالش می
کنترلمی طراحی  ساده،  بیان  به  چنین  کنندهکند.  برای  ها 

های ذاتی  ها و عدم قطعیت یی به دلیل غیرخطی بودنهاسیستم
ها و بردارها پیچیده است. این چالش با افزایش  در این ماتریس 

و درجات آزادی آن شود. تر میها برجستهتعداد بازوهای همکار 
برای دنبال کردن یک مسیر   OMC بنابراین، هدف کنترل مدیریت 

تعیین پیش  کنتاز  است.  کار   فضای  در  با  رلشده  باید  کننده 
ها در دینامیک بازوهای همکار  اختلالات خارجی و عدم قطعیت 

این، محدود کردن   چندگانه مفصل الاستیک مقابله کند. علاوه بر 
نیروی اعمالی بر جسم برای جلوگیری از تغییر شکل آن حیاتی 

سازی و کاهش کننده تطبیقی مقاوم برای ساده است. یک کنترل
مرت محاسباتی  استراتژی بار  با  بربط  مبتنی  کنترلی   FAT های 

های همکار چندگانه با مفاصل الاستیک معرفی سنتی برای ربات
چالش این  تا  است  معادله شده  فرض کنید  برطرف کند.  را  ها 

 :صورت زیر بازنویسی شود( به38)

ḧo = u + Jo
T(ho)Je

−T(θl)η(t/ε) + Δ(t) (42 )  

   
 :که در آن

Δ(t) = (In − Hc(ho))ḧo − Nc(ho, ḣo)ḣo − Gc(ho) ∈ ℜn (43 )  

قطعیت  عدم  می بردار  نشان  را  نوسانات  ها  تأثیر  شامل  دهد که 
با   است،  خارجی  اختلالات  و  ماتریس نشان  I𝑛پارامتر  دهنده 

بهn همانی قانون کنترل ساده  ، یک  فرض  این  با  صورت  بعدی. 
 :شودزیر پیشنهاد می 

u(t) = ḧo
d(t) − Kpeo(t) − Kdėo(t) − Δ̂(t) (44) 

مثبت ماتریس   K𝑑و    K𝑝درآن    که بهره  با  n×n های  هستند. 
های سازی(، با برخی ساده42( در معادله ) 44استفاده از معادله )

 :آیددست میریاضی، مجموعه معادلات خطای ردگیری زیر به

ëo + Kdėo + Kpeo = Δ(t) − Δ̂(t) + Jo
T(ho)Je

−T(θl)η(t/ε) (45) 

h𝑜که 
𝑑(𝑡)   پیش از  مسیر  آن  در  تعییندر  متحرک  جسم  شده 

می  نشان  را  کار  و فضای  e𝑜(𝑡)دهد  = h𝑜(𝑡) − h𝑜
𝑑(𝑡)    خطای

 .دهدها را نشان می OMC ردگیری
h𝑜:    5فرضیه      

𝑑(𝑡) ∈ ℜ𝑛   تعیین پیش  از  نظر  مسیر  در  شده 
می نیاز  گرفته  مورد  سطح  تا  آن  مشتقات  این،  بر  علاوه  شود. 

 .مانندخاص محدود و یکنواخت پیوسته باقی می
Ξ اکنون، با معرفی متغیر حالت  = [e𝑜

𝑇 ė𝑜
𝑇]𝑇 ∈ ℜ2𝑛 و 

A = [
0n In

−Kp −Kd
] ∈ ℜ2n×2n,    B = [

0n

In
] ∈ ℜ2n×n (46 )  

 :بیان شودصورت زیر تواند بهمی(  45) معادله 

Ξ̇ = AΞ + BJo
T(ho)Je

−T(θl)η(t/ε) + B(Δ(t) − Δ̂(t)) (47 )  

مدل   خطاهای  اثرات  گرفتن  نادیده  که  است  و  واضح  سازی 
می را کاهش  سیستم کنترلی  عملکرد  یکنواخت اختلالات  دهد. 

بودن   )   Ξ(𝑡)محدود  معادله  طریق  می47از  به(  آید  تواند  دست 
به  تطبیق  قوانین  همگرایی گونهاگر  شوند که  طراحی  Δ̂(𝑡)ای  →

Δ(𝑡)  تکنیک فرض،  این  با  کنند.  تضمین  تابع را  تخمین  های 
نمایش  نوع  به   Δ(𝑡)برای  منطقی  توابع  از  خطی  ترکیبی  عنوان 

 :شودصورت زیر بیان می شوند، که بهبرنشتاین استفاده می 

Δ(t) = ςΔ
TφΔ + εΔ (48 )  

ς𝛥که    ∈ ℜ𝑛𝛽𝛥×𝑛  نوع منطقی  توابع  ضرایب  ماتریس  آن  در 
است.   استفاده  𝛽𝛥برنشتاین  پایه  توابع  نشان تعداد  را  شده 

φ𝛥دهد. می ∈ ℜ𝑛𝛽𝛥  نشان دهنده توابع پایه است. علاوه بر بردار 
با   تخمین  ε𝛥این، خطای  ∈ ℜ𝑛 می از  مشخص  استفاده  با  شود. 

مرتب  تخمین  برنشتاین،  نوع  منطقی  توابع  مجموعه  ط  همان 
 :صورت زیر ارائه شودتواند بهمی

Δ̂(t) = ς̂Δ
TφΔ (49 )  

با   ς̂𝛥که     حالا،  مشابه.  ابعادی  با  است،  از  تخمینی  آن  در 
 ( معادلات  )48جایگذاری  و   )49( معادله  در  به 47(  دست  (، 

 :آیدمی

Ξ̇ = AΞ + BJo
T(ho)Je

−T(θl)η(t/ε) + Bς̃Δ
TφΔ + BεΔ (50) 

ς̃𝛥که    = ς𝛥 − ς̂𝛥     خطای آن  ضرایب  تخمیندر  با  مرتبط  ها 
 .توابع منطقی نوع برنشتاین است 

ورودی   :1نکته       شود  تأکید  که  است  سیستم   τ𝑟مهم  به 
 اختصاص داده خواهد شد. بنابراین،

τr = Je
T(θl)FIc + Je

T(θl)(Jo
T(ho))†u (51) 

F𝐼𝑐که در آن    ∈ ℜ𝑚𝑛   شودصورت زیر معرفی میبه: 
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(59) 

(66 ) 

 (68 ) (68 ) 

FIc = KI(FId − FI) + FId (52 ) 

K𝐼که در آن     ∈ ℜ𝑚𝑛×𝑚𝑛   یک ماتریس بهره قطری مثبت است. 
 
 تحلیل پایداری  4-3

شده : با توجه به دینامیک ربات در شکل تکین مختل 1قضیه      
(38( و  کنترل(39(  پیشنهادی  ،  )44)کننده   ،)51( و  با   (52( 

)تخمین قطعیت  عدم  محدود  49گر  نهایتاً  یکنواخت  پایداری   )
کند به شرطی که قانون کنترل تطبیق  سیستم کلی را تضمین می

 :صورت زیر انتخاب شودبه

ς̇̂Δ = QΔ
−1(φΔΞTΠ1B − σΔς̂Δ) (53 ) 

با  𝜎𝛥که  هستند،  مثبت  اسکالرهای  آن  Q𝛥در  ∈ ℜ𝑛𝛽𝛥×𝑛𝛽𝛥   یک
 .ماتریس بهره تطبیق مثبت معین، که قطری و ثابت است 

لیپانوف  یک اثبات:     کاندیدای  معرفی به   تابع  زیر  صورت 
 :خواهیم کرد 

ν(Ξ, x, ς̃Δ) = ΞTΠ1Ξ +
1

2
xTΠ2x + Tr(ς̃Δ

TQΔς̃Δ) (54 ) 

نماد    آن  در  می (·)𝑇𝑟 که  نشان  را  ردیابی  Π1دهد،  عملگر  ∈

ℜ2𝑛×2𝑛   لیپانوف است.حل معادله راه 

ATΠ1 + Π1A + Q = 02n (55) 

و Qکه  است  معین  مثبت  ماتریس  یک  آن  Π2         در  =

[
κ𝑣 + k J𝑎

J𝑎 J𝑎
] ∈ ℜ2𝑚𝑛×2𝑚𝑛    ( معادله  است.  معین  ( 54مثبت 

شود که به تحلیل پایداری های زیر محدود میتوسط محدودیت 
 :کندکمک می

ν(Ξ, x, ς̃Δ) ≤ λ̅(Π′) ‖
Ξ
x

‖
2

+ λ̅(QΔ)Tr(ς̃Δ
Tς̃Δ) (56 )  

ν(Ξ, x, ς̃Δ) ≥ λ(Π′) ‖
Ξ
x

‖
2

+ λ(QΔ)Tr(ς̃Δ
Tς̃Δ) (57 )  

آن   در  ′Πکه  = 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘𝑑𝑖𝑎𝑔(Π1, 0.5Π2)مشتق ,𝜈(Ξ گیری .  x, ς̃𝛥) 
 :رسدبه این نتیجه می

ν̇(Ξ, x, ς̃Δ) = Ξ̇TΠ1Ξ + ΞTΠ1Ξ̇ +
1

2
ẋTΠ2x +

1

2
xTΠ2ẋ

− 2Tr(ς̃Δ
TQΔ ς̇̂Δ) 

(58 )  

 

 

معادلات   ترکیب  )39)با   ،)50(  ،)55( و  نتیجه  می   (،58(  توان 
 :گرفت که

ν̇(Ξ, x, ς̃Δ) = −ΞTQΞ − xTψx + 2ΞTΠ1BεΔ − 2Tr(ς̃Δ
T(QΔ ς̇̂Δ − φΔΞTΠ1B))

+2ΞTΠ1BJo
T(ho)Je

−T(θl)η(t/ε)
  

 که در آن 

ψ = blockdiag(k, (κv − Ja)) ∈ ℜ2mn×2mn (60 ) 

یک ماتریس مثبت معین است. حالا، با پیشنهاد قانون تطبیقی 
معادله  (53)صورت  به بهمی (  59)،  معادله  تواند    ( 61)صورت 

 :بازنویسی شود

𝜈̇(𝛯, 𝑥, 𝜍̃𝛥) = −𝛯𝑇𝑄𝛯 − 𝑥𝑇𝜓𝑥 + 2𝛯𝑇𝛱1𝐵𝜀𝛥 + 2𝜎𝛥𝑇𝑟(𝜍̃𝛥
𝑇𝜍̂𝛥)

+2𝛯𝑇𝛱1𝐵𝐽𝑜
𝑇(ℎ𝑜)𝐽𝑒

−𝑇(𝜃𝑙)𝜂(𝑡/𝜀)
 (61 ) 

نوع 1نتیجه       توابع گویا   از  تعداد کافی  صورتی که  در       :
می شود،  گرفته  کار  به  اصلاحی برنشتاین  ترم  نادیده   𝜎توان  را 

( معادله  به  منجر  نهایت  در  می62گرفت که  حالت  (  این  شود. 
لم   طبق  سیستم  حالت  متغیرهای  مجانبی  همگرایی  موجب 

 شود. باربالا می

ν̇(Ξ, x, ς̃Δ) = −ΞTQΞ − xTψx

+ 2ΞTΠ1BJo
T(ho)Je

−T(θl)η(t/ε) (62 ) 

‖η‖از آنجایی که < ‖x‖   و‖
Ξ
x

‖ = ‖
‖Ξ‖
‖x‖

 :سپس داریم ،‖

ν̇ ≤ −[‖Ξ‖ ‖x‖]Q1 [
‖Ξ‖
‖x‖

] ≤ −λ(Q1) ‖
Ξ
x

‖
2

 (63 ) 

 :شودصورت زیر داده میبه Q1که در آن ماتریس متقارن  

Q1 = [
λ(Q) −σ̅(Π1BJo

T(ho)Je
−T(θl))

−σ̅(Π1BJo
T(ho)Je

−T(θl)) λ(Ψ)
]

∈ ℜ2×2 
(64 ) 

𝜎̅(Π1BJ𝑜با  
𝑇(h𝑜)J𝑒

−𝑇(θ𝑙))    حداکثر     اطلاع تکین  مقدار 
Π1BJ𝑜ماتریس 

𝑇(h𝑜)J𝑒
−𝑇(θ𝑙) به می.  که  راحتی  داد  نشان   Q1توان 

 :مثبت معین است اگر

λ(Q)λ(Ψ) > σ̅2(Π1BJo
T(ho)Je

−T(θl) (65 ) 

دست  بر اساس لم باربالات به 𝐱 و      𝚵بنابراین، همگرایی مجانبی 
 .آیدمی
برخی 2نتیجه       تقریب،  خطای  نگرفتن  نادیده  صورت  در   :

معادله  دستکاری  روی  معادله    (61) ها  به  منجر  که  شده  انجام 
  شود.می (66)
 

ν̇(Ξ, x, ς̃Δ) ≤ −
1

2
λ(Q1) ‖

Ξ
x

‖
2

+
2σ̅2(Π1B)

λ(Q1)
‖εΔ‖2 − σΔTr(ς̃Δ

Tς̃Δ)

+σΔTr(ςΔ
TςΔ)

  

نظر   در  با  کردیم،  استفاده  مربعات  تکمیل  روش  از  آن  در  که 

از   ‖Ξ‖گرفتن اینکه   Ξ‖ کمتر 
x

است، همواره  نابرابری زیربرقرار   ‖
 :است 

2Tr(ς̃Δ
Tς̂Δ) ≤ −(Tr(ς̃Δ

Tς̃Δ) − Tr(ςΔ
TςΔ)) (67 ) 

( معادله  بالای  به حد  توجه  )54با  معادله  توسط  ارائه 56( که   )
 :صورت زیر مرتبط کنیم( به66را به نابرابری ) 𝜈توانیم  شده، می

ν̇ ≤ −μν + (μλ̅(Π′) −
1

2
λ(Q1)) ‖

Ξ
x

‖
2

+
2σ̅2(Π1B)

λ(Q1)
‖εΔ‖2 + σΔTr(ςΔ

TςΔ)

+(μλ̅(QΔ) − σΔ)Tr(ς̃Δ
Tς̃Δ)
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(74 ) 

  :انتخاب کنید

μ ≤ min {
λ(Q1)

2λ̅(Π′)
,

σΔ

λ̅(QΔ)
} (69 ) 

 :شود( به این صورت ساده می68بنابراین، معادله )

ν̇ ≤ −μν +
2σ̅2(Π1B)

λ(Q1)
‖εΔ‖2 + σΔTr(ςΔ

TςΔ) (70 ) 

𝜈̇بنابراین تا زمانی که   < 0   : 

ν >
1

μ
{
2σ̅2(Π1B)

λ(Q1)
sup
t≥t0

‖εΔ(t)‖2 + σΔTr(ςΔ
TςΔ)} (71 ) 

‖شود. در نتیجه، حفظ می
Ξ
x

 .هستند ς̃𝛥       UUBو   ‖
 
 تجزیه و تحلیل عملکرد  4-4

رضایت برای   عملکرد  از  کنترلاطمینان  پیشنهادی بخش  کننده 
ای برای کاهش ( حل شده و رابطه70تحت شرایط اولیه، معادله ) 

می دست  به  زمان  طول  در  لیاپانوف  شبه  معادله تابع  این  آید. 
می حد  نشان  یک  به  و  یافته  به سرعت کاهش  خطاها  دهد که 

 :رسند.کوچک نهایی می

ν(t) ≤ ν(t0)e−μ(t−t0) +
1

μ
{
2σ̅2(Π1B)

λ(Q1)
sup
t≥t0

‖εΔ(t)‖2

+ σΔTr(ςΔ
TςΔ)} 

(72 ) 

 :(، داریم57بر اساس معادله )

√
ν(Ξ, x, ς̃Δ)

λ(Π′)
≥ ‖

Ξ
x

‖ (73 ) 

 :شود( ساده می74( به نابرابری ) 72که با استفاده از نابرابری ) 
 

‖
Ξ
x

‖ ≤ √
1

μλ(Π′)
{

2σ̅2(Π1B)

λ(Q1)
sup
t≥t0

‖εΔ(t)‖2 + σΔTr(ςΔ
TςΔ)}

+√
ν(t0)

λ(Π′)
e−0.5μ(t−t0)

  

میبا   روش،  همین  استخراج دنبال کردن  نیز  را  زیر  حد  توانیم 
 :کنیم

‖ς̃Δ‖F ≤ √
1

μλ(QΔ)
{
2σ̅2(Π1B)

λ(Q1)
sup
t≥t0

‖εΔ(t)‖2 + σΔTr(ςΔ
TςΔ)}

+√
ν(t0)

λ(QΔ)
e−0.5μ(t−t0)

 (75 ) 

نابرابری  از  آن  در  )که  ) 57های  فروبینوس  72(،  نرم  تعریف  و   )
 .کندمیاستفاده شده است. این امر تحلیل رفتار گذرا را تسهیل 

 سازی نتایج شبیه    -5
شده، دو بازوی رباتی با مفصل برای ارزیابی کارایی سیستم کنترل

گرفته   کار  به  بار  جابجایی  برای  آزادی  درجه  سه  و  الاستیک 
 اند  شده

 
 همکار یبازوها :2شکل 

 Fig 2. The cooperating arms 
 

شامل  2)شکل   دینامیکی،  مدل  پارامترهای  های  ماتریس (. 
 [ مرجع  از  اینرسی و نیروهای گرانشی  [  38ژاکوبین، کوریولیس، 

ها، لحظه اینرسی  گرفته شده است. پارامترهای طول و جرم لینک 
کننده اند. کنترل مفاصل، و پارامترهای کنترل به دقت تعیین شده

نوع   توابع گویا  اول  ترم  سه  از  استفاده  با  برنشتاین پیشنهادی 
تقریب عدم قطعیت  پیادهبرای  نرخ  ها  پارامترهای  و  سازی شده 

اند.دو بازوی های قطری انتخاب شدهیادگیری به صورت ماتریس 
شبیه  در  شاخصسازیرباتیک  با  داده  i=1  ،2 های ها  نشان 

as l1,1صورت ها بهاند. طول لینکشده = l2,1 = 2m, l1,2 = l2,2 =

1.5m    و    l1,3 = l2,3 = 0.5m لینکت است. جرم  ها عریف شده 
به m1,1   صورت  نیز  = m2,1 = 1.5kg, m1,2 = m2,2 = 1kg,   و 

m1,3 = m2,3 = 0.5kg  ،این بر  علاوه  است.  شده  تعیین 
لینک  اینرسی  با  گشتاورهای  Ii,1ها  = 0.7kgm2, Ii,2 =

  0.5kgm2,   و Ii,3 = 0.3kgm2 for i=1,2     برای i=1 ،2  نشان داده
همچنین،  می kشوند.  = 1600 and Jai =

diag(0.0002,0.0002,0.0002)(kg. m2)    برای i=1،2.  پارامترهای
 :صورت زیر هستندمدل دینامیکی جسم به

𝐺𝑜(ℎ𝑜) = [0 𝑚𝑜𝑔 0]𝑇,               𝐷𝑜(ℎ𝑜)

= 𝑏𝑙𝑜𝑐𝑘𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑚𝑜, 𝑚𝑜, 𝐼𝑜) (76 ) 

آن  در  𝐼𝑜که  𝑚𝑜⁄ میبه نشان  را  جسم  اینرسی/جرم  دهد. ترتیب 
 :اندصورت زیر داده شدهپارامترهای ماتریس گرفتن به

𝐽𝑜𝑖
𝑇 (ℎ𝑜) = [

1 0 0
0 1 0

(−1)𝑖+1𝑙𝑖𝑙𝑠𝑖𝑛(ℎ𝑜3) (−1)𝑖𝑙𝑖𝑙𝑐𝑜𝑠(ℎ𝑜3) 1
] , 𝑖

= 1,2 

(77 ) 
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آن   در  اجرایی 𝑙𝑖𝑙که  انتهای  بین  وi فاصله  نشان  OMC ام  را 
𝑚𝑜دهد. می = 0.2kg      و 𝐼𝑜 = 0.1kgm2 می هیچ فرض  شود 

یک   این،  بر  علاوه  ندارد.  وجود  سیستم  دینامیک  از  دانشی 
 :صورتشود بهاختلال خارجی به سیستم تزریق می

τd,i(t) = [4 cos(2t) sin(t) + 10 cos(2t) sin(t)]T,   i

= 1,2 
(78 ) 

انتخاب مناسب برای تعیین بهره  اولیه طراحی شامل    κ𝑣مرحله 
انتخاب  𝜀 است.  = κ1منجر    0.1 = 16I6 می حالا،به  κ2شود.  =

8I6  لایه برای سیستم  بحرانی  میرا شده  رفتار  به  دستیابی  برای 
 ( می39مرزی  تنظیم  می(،  نتیجه  که  κ𝑣 دهد شود،  = 80I6   .

کنترل بهکنندهپارامترهای  نیز  K𝑝 صورت   ها  = K𝑑 = 200I3  و
K𝐼 = 100I6.  اندانتخاب شده. 

بر برنشتاین  نوع  منطقی  توابع  اول  عبارت  عدم  سه  تخمین  ای 
شده انتخاب  بنابراین، قطعیت  ς̂𝛥اند.  ∈ ℜ9×3   اولیه مقادیر    .

به وزنی  شدهماتریس  تنظیم  تصادفی  نرخ  صورت  ماتریس  اند. 
به Q𝛥صورت   یادگیری  = 0.1I9    که است  شده    I9انتخاب 

همانی  نشان  ماتریس  یک  داشته    9×9دهنده  توجه  لطفاً  است. 
ماتریس  که  ] باشید  مرجع  در  پیشنهادی  یادگیری  نرخ  [  9های 
Q𝐻دارای ابعاد            = 0.05I54, Q𝑁 = 0.1I54  وQ𝐺 = 0.01I18   

آن هستند. بنابراین، رویکرد پیشنهادی ساده از  هایی است که  تر 
 .اند[ ارائه شده9توسط ] 

پیشنهادی، شبکه عصبی مبتنی بر  برای بررسی کارایی تخمین گر 
کننده های فازی در کنترلو سیستم (RBFNN) تابع پایه شعاعی

قطعیت ارائه  عدم  تخمین  برای  گنجانده  شده  تجمعی  های 
[ یافت. لطفاً  39، 20توان در مراجع ] اند. جزئیات بیشتر را میشده

توجه داشته باشید که تمام پارامترهای کنترلی یکسان هستند به  
تخمین  گر جدید جایگزین  گر عدم قطعیت، که با یک تخمینجز 

ماتریس این،  بر  علاوه  است.  برای شده  یادگیری  نرخ   های 
RBFNN صورت  ترتیب بههای فازی بهو سیستم Q𝛥 = 0.1I6      و

Q𝛥 = 0.1I9 شده جدول  انتخاب  و   1اند.  بازخورد  پارامترهای 
 .کندکنترل ضروری برای اجرای هر سه روش را مشخص می

به جسم  برای  مطلوب  مسیر  شده یک  گرفته  نظر  در  زیر  صورت 
 :است 

ho
d(t) = [

0.5cos(0.5πt)

0.5sin(0.5πt) + 2
0

] (79 ) 

داخلی   نیروی  است.   F𝐼𝑑فرمان  شده  تنظیم  صفر  به  مطلوب 
q(0) همچنین،  = [2.08 −1.91 −0.17 0.57 1.91 0.66]𝑇  

درجه   3دهنده مقدار اولیه موقعیت مفاصل برای دو بازوی  نشان 
  آزادی است که همان مسیر مطلوب است. 

 
 
 
 

 

 
 جسم  ر یمس ی ری:  ردگ3شکل  

Fig3. Path tracking of the object 

هدف  3شکل   و  واقعی  می  OMC مختصات  نشان  دهد. را 
که مشاهده میهمان  رغم های کنترلی علی شود، همه روشطور 

ایجاد می وجود عدم قطعیت  ردگیری کوچکی  کنند. ها خطاهای 
قابل   پارامترهای  شامل  فازی  بر  مبتنی  استراتژی  حال،  این  با 
و عرض تابع عضویت، نوع  جمله مرکز  از  تنظیم بیشتری است، 

زدایی و غیره؛  سازی/فازی ن، روش فازیتابع عضویت و تعداد آ
مناسب بهینه یافتن  برای  پارامترها  این  مقادیر  سازی  ترین 

زمان می و  دشوار  کاری  که  تواند  دلیل  این  به  عمدتاً  باشد،  بر 
این،  بر  علاوه  است.  مکرر  خطای  و  آزمون  فرآیندهای  شامل 

  ی هاس ی و ماتر  ی کنترل ی پارامترها 
 ی ر ی ادگ ی نرخ  

های مورد  حالت 
نیاز برای  

 تابع تخمین  

نوع   یتوابع منطق
 ن یبرنشتا

ε = 0.1, κ1 = 16I6,  κ2

= 8I6, κv = 80I6, 

Kp = Kd = 200I3, KI

= 100I6, and QΔ = 0.1I9 

Regressor free 

 ی فاز  ستمیس

ε = 0.1, κ1 = 16I6,  κ2 =

8I6, κv = 80I6,  

Kp = Kd = 200I3, KI =

100I6, and QΔ = 0.1I9, ο̂l, and 

σ 

𝐡𝐨, 𝐡̇𝐨 

بر  یمبتن  یشبکه عصب
 ی شعاع  هیتابع پا

ε = 0.1, κ1 = 16I6,  κ2

= 8I6, κv = 80I6, 

Kp = Kd = 200I3, KI

= 100I6, and QΔ = 0.1I6 

, cβ, and δβ for β=1,2,…,6 

𝐡o, 𝐡̇o  
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سیستم و برخلاف  فازی  و   RBFNN های  تابع  تخمین  برای  که 
حالت ساخت   به  رگرسور  هستند،  بردار  وابسته  سیستم  های 

به برنشتاین  نوع  منطقی  توابع  بر  مبتنی  از  رویکرد  مستقل  طور 
کند. این به این دلیل است که این  های سیستم عمل میحالت 

بهتخمین را  قطعیت  عدم  تغییر  گر  زمان  با  که  تابعی  عنوان 
تلف سیستم.  های مخگیرد نه وابسته به حالت کند در نظر می می

کننده مبتنی بر توابع منطقی نوع برنشتاین دارای بنابراین، کنترل
ساده  تری نسبت به سایر پیچیدگی محاسباتی کمتری و ساختار 

 .گرها است تخمین
 اندارائه شده 4در شکل  OMC گیریجهت /x-y خطاهای ردگیری

 
 تیو موقع ی ریگ جهت ی ر یردگ یخطاها  :4شکل 

 Fig 4. Orientation and position tracking errors 

شکل  UUB که هستند.  کوچک  ترتیب به  6و    5های  و 
را نشان میهای زاویهموقعیت  اول و دوم  که ،دهندای بازوهای 

 دارند.  یخوب یریعملکرد ردگ

 
 اول  یبازو  یبرا  یاهیزاو یهات یموقع  :5شکل  

Fig 5. The angular positions for the 1st arm 

 

 
 دوم  یبازو یبرا ی اهیزاو یهات یموقع  6شکل  

Fig 6. The angular positions for the 2nd arm 

 

ها را نشان شده بازوهای کنترلی اعمالسیگنال   8و    7های  شکل 
 رسند. دهند، که صاف و محدود به نظر میمی

 
 اول  ی بازو یبرا  یاعمال یهاگنال یس  :7شکل  

arm stThe applied signals for the 1Fig 7.  

 
 دوم یبازو  یبرا یاعمال یهاگنالیس    : 8شکل  

 Fig 8. The applied signals for the 2nd arm 

 
شکل  در  داخلی  نیروی  ردگیری  نهایت، خطاهای   10و    9های  در 

 دهند.اند، که عملکرد مؤثر آن را نشان می نشان داده شده
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 اول  ی بازو یداخل یروین     :9شکل  

Fig 9. The internal force of the first arm  

 
 دوم  یبازو یداخل یروین  :10شکل  

 Fig 10. The internal force of the second arm 

عبارت   اهمیت  دادن  نشان  )   Δ̂(𝑡)برای  معادله  نتایج  44در   ،)
دهنده سناریوی اند. این موقعیت نشانسازی شدهبدون آن شبیه 

پایداری ارزیابی  برای  که  UUB بهینه  حالی  در  است،  سیستم 
نتایج ردگیری   11شود. شکل  نادیده گرفته نمی 𝛆𝛥خطای تخمین 

 .دهدمسیر را تحت این شرایط نشان می

 
 Δ ̂(t ) عبارت  ابیدر غ XYجسم در صفحه   ریمس ی ریردگ   :11شکل  

Fig 11.Tracking of the object in the XY plane in the absence of the Δ̂(𝑡) term 

 

مقایسه   تسهیل  برای  نظر  دقیقسه شاخص عملکرد  در  نتایج  تر 
 :است  (ISE) اند. شاخص اول انتگرال مربع خطاگرفته شده

ISE = ∫ ‖eo(ι)‖2dι
t

0

 (80 ) 

 :دومی عبارت است از

IAE = ∫ ‖eo(ι)‖dι
t

0

 (81 ) 

به بگیرید که  نظر  در  را  سوم  شاخص  این،  بر  زیر  علاوه  صورت 
 :شودتوصیف می 

ITAE = ∫ ι‖eo(ι)‖dι
t

0

 (82 ) 

آن   ( تا  80)دهد. معادلات  سازی را نشان میزمان شبیه 𝑡 که در 
شاخص به  (82) کنترل  عنوان  زمینه  در  استاندارد  ارزیابی  های 

می جدول  عمل  برای    2کنند.  شاخص  به  مربوط  متمایز  مقادیر 
 دهد. طبق این نتایج، استراتژی پیشنهادی ورا ارائه می  4شکل  

RBFNN  دهندمی کاهش بیشتری را در هر سه معیار نشان. 
 :  معیار ارزیابی2جدول 

 
 گیری نتیجه   -6

توسط  که  جسم  یک  موقعیت/نیرو  ردگیری  مسئله  مقاله  این 
شود را در جا میهای رباتیک همکار با مفاصل الاستیک جابهبازو

قطعیت  عدم  با  که  خارجی حالی  اختلالات  و  ناشناخته  های 
ح کنترل حل پیشنهادی از یک طرکند. راهمواجه است بررسی می
می استفاده  برنشتاین تطبیقی  نوع  منطقی  توابع  از  که  کند 

تخمین به قطعیت عنوان  عدم  مدیریت  برای  میگر  بهره  برد. ها 
ضرایب توابع منطقی نوع برنشتاین با استفاده از قوانین تطبیقی 

میمشتق  تنظیم  پایداری  تحلیل  از  پایداری  شده  تحلیل  شوند. 
کند و تقیم لیپانوف استفاده میسیستم حلقه بسته از روش مس

را برای همه سیگنال نهایتاً محدود  های خطا پایداری یکنواخت 
می رباتیک  تضمین  بازوی  دو  از  متشکل  سیستم  یک   3کند. 

 معیار ارزیابی
 

 کنترلی استراتژی 
 ISE IAE ITAE 

 توابع منطقی نوع برنشتاین 
 

4-7.468×10 0.05261 0.09455 

بر تابع   یمبتن  یشبکه عصب
ی شعاع هیپا  

4-5.621×10 0.03981 0.05218 

 0.3587 0.1891 10×9.321-3 سیستم فازی 
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کنترل الاستیک،  مفاصل  با  آزادی  مشخص درجه  را  کننده  شده 
گر فازی  کند. نتایج استراتژی پیشنهادی با تخمینسازی میپیاده 

شده RBFNN و طراحی مقایسه  اثربخشی  و  دقت  تا  اند 
دهند که کننده پیشنهادی نشان داده شود. نتایج نشان میکنترل

و پیشنهادی  کنترلی  دقیق  به RBFNN روش  ردگیری  مؤثر  طور 
پیش تعیین از  را حتی در حضور  نیروی داخلی و موقعیت  شده 

 دهند.ها انجام میاختلالات و عدم قطعیت 
 

اخلاقی:  پژوهش   تأییدیه  حاصل  مقاله  این  علمی  محتویات 
نویسندگان است و در هیچ نشریه ایرانی و غیرایرانی منتشر نشده 

 است.
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