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The present study investigates the dynamic behavior of rotating sandwich beams with variable thickness, consisting of 

an auxetic core (either extensional or high-damping elastomeric) and metallic face sheets. Such structures are 

increasingly employed in aerospace, automotive, and advanced rotating tool applications. The modeling is carried out 

using higher-order shear deformation theory, and the governing equations are derived via Hamilton’s principle and 

solved using the generalized differential quadrature method. Numerical results indicate that increasing the angular 

velocity leads to a pronounced rise in natural frequencies due to the centrifugal stiffening effect, whereas increasing 

the tapering parameter results in a reduction of the frequencies owing to the decrease in bending stiffness. In addition, 

increasing the aspect ratio of the auxetic cell dimensions and decreasing the cell re-entrant angle significantly enhance 

the natural frequencies. The choice of different metals for the face sheets also has a notable influence on the vibrational 

response, with steel providing the greatest increase in natural frequency. These findings not only contribute to a deeper 

understanding of the vibrational behavior of auxetic structures under rotational conditions, but also facilitate the design 

of advanced systems in the aforementioned industries. 
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متغ   ی چ ی ساندو   ی رها ی ت ی  ارتعاشات   ل ی تحل  ضخامت  با  هسته   ر ی دوار    ی دارا   ک ی آگزت   ی و 
 ی فلز   ی ها ه ی رو 

  *احسان آرشید، زهرا خدامی مرقی

 مهندسی، مرکز آموزش عالی محلات، محلات، ایران گروه مهندسی مکانیک، دانشکده  

 چکیده 

 

 اطلاعات مقاله 

  ک یآگزت  ی هسته  کیکه از    پردازد ی م  ریدوار با ضخامت متغ  یچیساندو  ی رهایت  یکی نامید  ل یتحله  ب  حاضر  پژوهش 
 ع ی در صنا  ی انده یطور فزا ساختارها به  ن یاند. اشده  لیتشک  یفلز  ی هاهیبالا( و رو  ییرا یالاستومر با م  ای)اکستنشنال  

  ر یی تغ  یاز تئور   یریگ با بهره  یساز. مدلرندیگ ی ممورد استفاده قرار    شرفتهیپدوار    ی و ابزارها  یهوافضا، خودروساز
  ی استخراج و به روش مربعات تفاضل   لتونیمرتبه بالا انجام شده و معادلات حاکم با استفاده از اصل هم یشکل برش

نتاحل شده  افتهیمیتعم افزا   ی عدد  جیاند.  دادند که  افزا   ی اهیسرعت زاو  شینشان  فرکانس    ر یچشمگ  شیمنجر به 
موجب کاهش   یشدگک ی پارامتر بار  شیافزا   کهی در حال  شود،یاز مرکز م  زی گر  یشوندگده سفت یسطه پدوابه  یعیطب

 ه یو کاهش زاو  کی آگزت  ی هاد سلولنسبت ابعا  شیافزا   ن،یسازه است. همچن  یخمش  یکاهش سخت  لیدلفرکانس به
 ریتأث  زیها نپوسته  ی ا ت مختلف برشده است. انتخاب فلزا   یعیمحسوس فرکانس طب  ش یها منجر به افزا سلول   ی انحنا
. د یگرد   یعیدر فرکانس طب  شیافزا   نی شتریاستفاده از فولاد موجب ب  کهی طورداشته، به  یدر پاسخ ارتعاش  یتوجهقابل

 ریبلکه مس  کنند،یدوار کمک م  طیدر شرا   کی آگزت  ی هاسازه  یاز رفتار ارتعاش  یترقیتنها به درک عمنه  هاافتهی  نیا
 .سازندی را هموار ممورد اشاره  عیدر صنا شرفتهیپ ی هاسامانه  یطراح
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 مقدمه   - 1
مهندسی،   متغیر ضخامت تیرهای   کاربردهای  از  بسیاری  در  دوار 

انرژی و خودبه در صنایع هوافضا،  ایفا  ویژه  روسازی نقش مهمی 
یکنوکرده عرضی  مقطع  بودن  دارا  دلیل  به  تیرها  این  یا اند.  اخت 

ای و آیرودینامیکی  تدریجاً متغیر در امتداد طول خود، از نظر سازه 
ویژگی  هستنددارای  آن   هایی  کارایی  افزایش  موجب  در  که  ها 

توربینسامانه  مانند  چرخان  شده  های  روتورها  و  ها، کمپرسورها 
ست. عملکرد این تیرها تحت تأثیر عوامل گوناگونی نظیر خواص ا

اری قرار دارد. یکی از مزایای برد ماده، طراحی هندسی، و شرایط بهره
آن سادهکلیدی  ساخت  قابلیت  باها،  مقایسه  در  های  هندسه  تر 

تیر،  پیچیده طول  در  ضخامت  تغییر  روند  یا  یکنواختی  است.  تر 
فرآینده از  استفاده  دقیقامکان  تولید  اکستروژن،  ای  مانند  تری 

کرده گری را با دقت بالا و هزینه کمتر فراهم  کاری و ریخته ماشین
سازه سادگی  را است.  نگهداری  و  تعمیر  همچنین  تیرها  این  ای 

 . [2, 1]  دهدزمان توقف عملیات را کاهش می کند وتسهیل می
متغیر تحت بارهای عملیاتی شامل  رفتار مکانیکی تیرهای ضخامت 

نیروهای گریز از مرکز، فشار آیرودینامیکی و اثرات حرارتی، معمولاً  
های  بینی است. این ویژگی موجب شده است که تکنیک قابل پیش 

های  بررسی ویژگی   برای ند با دقت مناسبی  تحلیلی و عددی بتوان
ها به کار روند. این و پایداری دینامیکی آن رتعاشی، عمر خستگی ا

های دوار با سرعت بالا ها را در سامانه پذیری، کاربرد آنبینیپیش 
 .که به پایداری دینامیکی بالایی نیاز دارند، افزایش داده است 

عملکرد این تیرها مشاهده   ها نیز دربا این حال، برخی محدودیت 
تر پایین ها مربوط به کارایی آیرودینامیکی  ز چالش شده است. یکی ا

ها در شرایطی است که جریان غیر یکنواخت وجود دارد. در این آن
طراحی هندسهشرایط،  با  پیچیدههایی  تیرهای های  مانند  تر 

پیچ  یا  می مخروطی  نشان  خود  از  بهتری  عملکرد  دهند. خورده 
ی تغییر ضخامت، هچنین، به دلیل توزیع یکنواخت یا روند سادهم

های تشدید افزایش  ارتعاشی و پدیده  احتمال بروز مودهای خاص
یابد که نیازمند بررسی دقیق طراحی برای جلوگیری از شکست می

پیشرفت در علوم مواد و دینامیک سیالات   .های بالا است در سرعت 
. استفاده است یشتر این تیرها شده  ی ب ساز توسعهمحاسباتی زمینه

با    از مواد استحکام بالا و وزن کم، موجب بهبود  مرکب پیشرفته 
آن  مکانیکی  تحلیل عملکرد  همچنین،  است.  شده  عددی  ها  های 

دقیق  بررسی  امکان  فراهم پیشرفته  را  آیرودینامیکی  رفتار  از  تری 
از مواد فعال و حکرده دار نیز افظه اند. در کنار این موارد، استفاده 

سازگاری   قابلیت  ایجاد  متغیر مورد برای  در شرایط کاری  عملکرد 
 . [4, 3]  ار گرفته است توجه قر

به سلولی  ویژگی ساختارهای  منحصربهدلیل  سازه های  و فرد  ای 
سازه طراحی  در  مهمی  جایگاه  مقاوم  همکانیکی،  و  سبک  ای 

سیافته این  میان  از  پیکربندی اند.  و    زنبوریلانههای  اختارها، 
دلیل قابلیت جذب انرژی بالا، عملکرد دینامیکی مناسب  آگزتیک به

های مختلف مهندسی از ای را در حوزهو چگالی کم، توجه گسترده

اند. جمله هوافضا، پزشکی، خودرو و تجهیزات محافظتی جلب کرده 
لانه ساختا بهرهای  سلوزنبوری  منظم  آرایش  های ل دلیل 
ر بالایی دارند و در اجزایی  ضلعی، نسبت استحکام به وزن بسیاشش 

بندی  ی هواپیما و تجهیزات بستههای ساندویچی، بدنهنظیر پانل 
  مواد آگزتیک، که دارای ضریب .  [7–5] د  گیرنمورد استفاده قرار می 

دهند؛ خود نشان می پواسون منفی هستند، رفتاری غیرمعمول از  
در    که هنگام کشش،طوری به و  نیز منبسط شده  در جهت عرضی 

می منقبض  فشار  آرایش  هنگام  از  ناشی  که  رفتار  این  گردند. 
میکروساختاری خاص در این مواد است، منجر به پایداری بیشتر،  

توان  و  برابر ضربه،  در  بالاتر  بیشتر شده مقاومت  انرژی  جذب  ایی 
ی های مختلفی طراحتوانند به شکلآگزتیک میاست. ساختارهای  

های  شوند؛ از جمله ساختارهای بازگشتی، واحدهای چرخان و سازه 
ها، از مواد آگزتیک در کاربردهایی ای. با توجه به این ویژگی شیره 

می و استفاده  ارتعاشات،  میرایی  دینامیکی،  عملکرد  که  شود 
دارندا اهمیت  بالا  موضعی  سازه   .ستحکام  سانددر  ویچی،  های 

به آگزتیک  مواد  از  ظرفیت استفاده  افزایش  موجب  عنوان هسته 
ها در ناحیه اتصال رویه و هسته، جذب انرژی، کاهش شدت تنش 
. از منظر ارتعاشات، وجود  [9,  8]   و بهبود رفتار ارتعاشی شده است 

موقعیت  تغییر  مؤثر،  میرایی  افزایش  باعث  آگزتیک  هسته 
خفرکانس  شرایط  در  رزونانس  شدت  و کاهش  طبیعی  اص های 

ویژگیمی این  بهشود.  تیره ها  در  و  ویژه  دوار  ساندویچی  ای 
ها، یابد، چرا که در این نوع سازه متغیر اهمیت بیشتری می ضخامت 

پاسخ دینامیکی بسیار حساس به تغییرات سختی و جرم در طول  
تر  یکنواخت سازه است. خواص آگزتیک با قابلیت جذب و توزیع  

در  را  ارتعاشی  پایداری  و    انرژی،  مرکز  از  گریز  نیروهای  برابر 
 .دهنددینامیکی افزایش می  های تحریک 

بعدی و تولید های ساخت مانند چاپ سهامروزه با گسترش فناوری 
ی آگزتیک با دقت بالا و در ابعاد های پیچیدهافزایشی، ساخت طرح

ر موجب شده تا کاربردهای میکرو و نانو ممکن شده است. این ام
آبالقوه مواد  سازهی  طراحی  در  تیرهاگزتیک  نظیر  نوین  ی  های 

در این میان،    .ساندویچی چرخان بیش از پیش مورد توجه قرار گیرد 
دلیل ترکیب خواص مکانیکی بالا، وزن کم  های ساندویچی بهسازه

و امکان طراحی مهندسی دقیق، جایگاه مهمی در طراحی تیرها و 
ی سخت و مقاوم و رویهها از دهای پیشرفته دارند. این سازهسته پو

اند که وظیفه انتقال برش و جذب  کیل شدهی سبک تشو یک هسته
زنبوری، فومی، یا  انرژی را بر عهده دارد. بسته به نوع هسته )لانه

رفتار کلی سازه می داشته  آگزتیک(،  توجهی  قابل  تغییرات  تواند 
تیرهبه  .باشد از ویژه،  یکی  متغیر  ضخامت  با  ساندویچی  ای 

ها به  داری سازه های نوین پژوهشی در حوزه ارتعاشات و پایزمینه
تنها امکان توزیع بهینه آیند. تغییر ضخامت در طول تیر نهشمار می

آورد، بلکه شرایط مرزی موثری را نیز در  جرم و سختی را فراهم می
می  ایجاد  دینامیکی  سامانه تحلیل  در  ترکیب  کند.  چرخان،  های 

های پیشرفته مانند مواد آگزتیک، هسته ویژگی ضخامت متغیر با  
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هایی نو برای بهبود عملکرد ارتعاشی، کنترل پدیده تشدید،  ت فرص 
ها  ی این نوع سازهمطالعه  .سازد و افزایش عمر خستگی فراهم می

تر است  های دقیقاز نظر تحلیلی و عددی، نیازمند استفاده از مدل
ب  که وابسته  خواص  ضخامت،  تغییر  چرخش،  و اثرات  مکان،  ه 

ب نظر  در  را  مصالح  پاسخ  ناهمسانگردی  بررسی  همچنین،  گیرند. 
های  دینامیکی تحت اثر بارهای حرارتی، گریز از مرکز و ناپیوستگی 

 . [ 11, 10]  کندها ایفا می هندسی، نقش مهمی در طراحی این سازه

سال  اخیر،  در  رفتار    مطالعاتهای  بررسی  پیرامون  متعددی 
سازه  دینامیکی  عملکرد  و  پایداری،  سلولی، ارتعاشی،  های 

از این مطالعات،  دویچی، و آگزتیک انجام گرفته است. در یکیسان
تیان مدل[12]   توسط  صف ،  ارتعاشی  تحلیل  و  حات  سازی 

ر معرض جریان مافوق جهته دمیکروسلولی متخلخل با حرکت دو 
بارگذاری  تحت  و  و  هصوت  رطوبتی  مغناطیسی،  حرارتی،  ای 

تکنیک  از  پژوهش،  این  در  انجام گرفت.  و  مکانیکی  عددی  های 
های دینامیکی استفاده بینی پاسخ منظور پیش یادگیری ماشین به

تأثیر عواملی نظیر توزیع تخلخل،   و  بار پیرو، ضریب گرادیان  شد 
ابی و بستر ویسکوالاستیک ارتوتروپ مورد ارزی  کرنش، نسبت ابعاد

موجب   رطوبت  افزایش  که  بود  آن  از  حاکی  نتایج  گرفت.  قرار 
گسترش ناحیه ناپایداری و اعمال میدان مغناطیسی باعث کاهش  

تحلیل ارتعاش   [13]  ای دیگر، امیر و همکاراندر مطالعه .آن گردید
محیط  در  سلولی  ساختار  با  تابعی  منحنی  صفحات  آزاد  خمشی 

بندی بر اساس نظریه  تصادفی را بررسی کردند. در این تحقیق، فرمول
فرض لحاظ  با  و  بالا  مرتبه  برشی  شکل  غیرخطی تغییر  یات 

های خواص ماده با استفاده طعیت کارمان توسعه یافت. عدم ق فون 
های سازی و پاسخ آماری فرکانس تلال مرتبه اول مدل از روش اخ

خطی و غیرخطی سازه استخراج شد. نتایج به وضوح نشان داد که  
گیری بر پاسخ دینامیکی  های هندسی و مادی تأثیر چشم ناهمگونی 
سازی چندمقیاسی به مدل  [14]   همکارانچن و    .دها دارناین سازه

با ساختار لایه  در  تیرهای متخلخل  پرداختند.  تابعی  و خواص  ای 
سازی مبتنی بر المان محدود برای محاسبه  این پژوهش، از همگن 

یانگ فوم اثر چگالی های سلولمدول  استفاده شد. سپس،  بسته 
روابط کمی و  بررسی  مکانیکی  مدول  بر  سلول  هندسه  و   نسبی 

ای، رفتار کمانشی و ارتعاشی حلیل سازهید. در بخش تاستخراج گرد 
لایه  ریتز  تیرهای  روش  و  تیموشنکو  تئوری  با  متخلخل  ای 

موجب  مدل تابعی  تخلخل  وجود  داد که  نشان  نتایج  شد.  سازی 
درصدی در بار بحرانی کمانش و افزایش حدود    30افزایش بیش از  

اول گردید  10 طبیعی  در فرکانس  همک   .درصدی  و   [15]   ارانبولت 
های ارتعاشی انواع مختلفی از تیرهای آگزتیک را طراحی و ویژگی 

ها را از دیدگاه برداشت انرژی بررسی کردند. در این پژوهش، از  آن
یسه پاسخ تیرها تحت ارتعاش  های تجربی و عددی برای مقاتحلیل 

تحریک  افزایش  برای  همچنین،  شد.  استفاده  تحمیلی 
در انتهای تیرها بهره گرفته شد. آیرودینامیکی، از هندسه گالوپینگ  

عملکرد  یافته بهبود  به  منجر  آگزتیک  طراحی  که  داد  نشان  ها 

سادیکباشا   .بازدهی سامانه برداشت انرژی گردیدارتعاشی و افزایش  
همکا  طره   [16]   رانو  تیر  یک  دینامیکی  با  عملکرد  را  سلولی  ای 

شده بررسی کردند. نتایج نشان داد که سازیاستفاده از مدل همگن
ارتعاشی مدل همگن پاسخ  با مدل واقعی های  شده تطابق خوبی 

و خطای   از  داشته  زمان    10آن کمتر  است. همچنین،  بوده  درصد 
همگن مدل  در  بهمحاسباتی  )تا  طور چشم شده  درصد(   75گیری 

عنوان سازی را بهفت. این تحقیق اثربخشی روش همگنکاهش یا
های سلولی تأیید زاری دقیق و سریع برای تحلیل دینامیکی سازه اب

اسکارپا  .نمود و  تیرهای   [17]   روزن  در  موج  انتشار  تحلیل  به 
پرداخت  سلولی  هسته  با  مدل ساندویچی  از  پژوهش،  این  در  ند. 

تئوری برای استخراج ماتریس انتقال واحد سلولی استفاده شد و 
م آن،  بازنویسی  با  تدوین گردید.  سپس  اجزای محدود طیفی  دل 

تواند انتشار  نتایج نشان داد که طراحی مناسب ساختار تناوبی می
را در   طور مؤثری تضعیف کرده و  های خاص فرکانسی بهبازه موج 

به کنترلبه نیاز  بدون  و  ساده  روشی  در  کنندهعنوان  اضافی  های 
  ژائو و همکاران   .د های فیلترکننده مورد استفاده قرار گیرطراحی سازه

  فرامواد شده از  رفتار ارتعاشی غیرخطی تیرهای تابعی ساخته  [18] 
ریگامی را مورد بررسی قرار دادند. در این اآگزتیک مبتنی بر گرافن

به مکانیکی  خواص  لایهپژوهش،  راستای صورت  در  تابعی  و  ای 
تعر آن ضخامت  دقیق  تخمین  برای  و  گردید  مدلیف  از  های ها 

 ریزی ژنتیک استفاده شد. معادلاتمیکرومکانیکی مبتنی بر برنامه 
که با  حاکم با روش مربعات دیفرانسیلی حل گردید و مشخص شد  

هندسی،   پارامترهای  و  توزیع  الگوی  گرافن،  محتوای  تنظیم 
در نهایت،  .رل نمودصورت مؤثر کنتتوان رفتار ارتعاشی تیر را به می

مهین  و  غیرخطی   [19]   زارع ابراهیمی  ارتعاشی  رفتار  بررسی  به 
تقویت  نانوکامپوزیتی  با لایه  با گرافن و صفحات ساندویچی  شده 

ضخامت هسته   تخلخل،  اثر  تحقیق،  این  در  پرداختند.  آگزتیک 
های طبیعی تحلیل گردید ها و اعمال بار الکتریکی بر فرکانسلایه

تی  و مشخص شد که استفاده از ساختارهای سلولی و نانوکامپوزی 
همچنین    .کندنقش مؤثری در بهبود پاسخ دینامیکی سازه ایفا می

این  پژوهش  نیز در  دیگری  دارند که می  های مشابه  زمینه وجود 
 ها را مشاهده کرد. آن [26–20] توان در مراجع 

پ  با بر    نه،یشیمرور جامع  موجود  اکثر مطالعات  مشخص شد که 
ثابت    یچیساندو  ی رهایت  ی رو متعارف   ی هاهسته  ایبا ضخامت 

 ر،ی همزمان اثرات چرخش، ضخامت متغ  یاند و بررسمتمرکز بوده
رو  کیآگزت  ی هسته ارتعاش  یفلز   ی هاهیو  رفتار  صورت    یبر  به 
غفنظام  مورد  بهمند  است.  شده  واقع    ی پارامترها  ریتأث  ژه،یولت 

زاو  یزی ر آگزت  ی هیمانند  ابعاد  ک، یسلول  اثرات کوپل   ی نسبت  و 
فرکانس  یناش  یکینامید بر  چرخش  شرا   یعیطب  ی هااز    ط یدر 

مورد کاوش   یکاف  ی به اندازه  ن یشیدر مطالعات پ  ،یمختلف مرز
نگ درنظرگ قرار  با  حاضر  پژوهش  است.  لات  تعام  نیا  یر یرفته 

ارائه   دهیچیپ  ی بر تئور  یمبتن  قیدق   ی عدد-یلیمدل تحل  ک ی  ی و 
و حل با روش مربعات    ینوسی س  ی بالا  ی مرتبه  یشکل برش  رییتغ
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  یو ارائه   یشکاف پژوهش  نیدر صدد پرکردن ا  افته،یمیتعم  یتفاضل
 ی در کاربردها  ییهاسازه  نیچن  ی نهیبه  یطراح  ی برا   ترقیعم  ینشیب

است. آگزتی  دوار  ضری مواد  با  که  شناخته ک  منفی  پواسون  ب 
دهند شوند، الگوهای تغییر شکل غیرمتعارفی از خود نشان می می

تواند منجر به افزایش سفتی و توانایی جذب انرژی در شرایط که می
ویژگی وجود  با  دینامیکی گردد.  بهبارگذاری  منحصر  این های  فرد 

های دوار،  ه سازهها در کاربردهای مربوط باد، رفتار مکانیکی آن مو
رویهبه با  که  هنگامی  می هویژه  ترکیب  فلزی  تاکنون  ای  شوند، 
قرار نگرفته است به بررسی  در پژوهش حاضر،   .صورت جامع مورد 

اند که این  هایی از جنس فلز ترکیب شدهی آگزتیک با رویههسته
افزایش سفتی، مقاومت مکانیکی و کاهش  ها نقش مهمی در  رویه

ایف  میارتعاشات  به ا  منجر  ماده  نوع  دو  این  ترکیب  کنند. 
پیچیدهنش ک برهم میهای  چشم ای  تأثیر  که  بر شود  گیری 

ارتعاشی سازه، بهمشخصه  برجای  ویژه فرکانس های  های طبیعی، 
، در  روسازد. از اینهنگام میها را ضروری و بهگذارد و بررسی آن می

ی هندسی مختلف این مطالعه تلاش شده است تا تأثیر پارامترها
این نوع تیرهای دوار  های طو نحوه توزیع مواد بر فرکانس  بیعی 

های جابجایی، از  برای توصیف مؤلفه   .مورد تحلیل دقیق قرار گیرد 
ای تغییر شکل برشی مرتبه بالا استفاده شده است؛ نظریه  تئوری
ی آن در لحاظ اثرات برش عرضی، در مطالعات دلیل دقت بالاکه به

معادلات    پیشرفته دارد.  قرار  توجه  مورد  بسیار  حرکت ارتعاشات 
سیستم  حاکم همیلتون  بر  اصل  از  استفاده  حساب   با  روش  و 

دیفرانسیلی   تغییرات مربعات  روش  کمک  به  و  استخراج 
اند تا تأثیر عواملی نظیر هندسه هسته، نوع  یافته حل شدهتعمیم

فرکانس ف بر  چرخش  سرعت  و  بهلز  طبیعی  نظام های  مند صورت 
گردد ارائه    .بررسی  فیزیکی  تفسیرهای  بر  تأکید  با  حاصل  نتایج 

اند؛ از جمله بررسی نحوه تأثیر خاصیت آگزتیک بر توزیع انرژی  شده
افزودن   اثر  بر  جرم  به  سفتی  نسبت  تغییر  چگونگی  و  کرنشی 

فلزی که منجر به تغییرات  رویه در رفتار مدی  های  قابل ملاحظه 
های دوار  پژوهش، کمک به طراحی سازه گردد. هدف اصلی این  می

ارت عملکرد  می با  انتظار  است.  بهینه  یافتهعاشی  این  رود  های 
زمینه   در  آتی  تحقیقات  برای  مناسب  بستری    تیرهای مطالعه، 

 .مرکب و چندمنظوره فراهم آورد  ضخامت متغیر 

 خواص مواد   - 2
کههمان  شکل    طور  ساختار    1در  یک  از  است،  شده  داده  نشان 

هسته تیر دوار مورد تحلیل که  وزن برای  آگزتیک سبک  یزنبورلانه
   𝜔. در این شکل، استفاده شده است  است،  ضخامت متغیر دارای 

 
 (a ) 

 
(b ) 

؛  مورد بررسی   ضخامت متغیر  دوار  تیر ساندویچی و   الف(   شماتیک  1شکل  
 ها گیری رویهجهت ب( 

Fig. 1 Schematic of a) the variable-thickness rotating sandwich beam 
under investigation; b) direction of facesheets. 

 
همچنین  دهنده شعاع دوران است.  نشان  R ای وبیانگر سرعت زاویه

لایه   جنسدو  با  پرداخته   فلزی  آن  به  ادامه  در  مختلف که  های 
به  بهشود،  می کامل  شده  هستهطور  اولیه متصل  ضخامت  اند. 
نشان داده   0h و   th ، bhترتیب با  و میانی به  پایینییی،  های بالالایه
ضخامت  می است که  شده  فرض  در  به  هستهشود.  خطی  صورت 

می  تغییر  آن  طول  ساده راستای  موجب  فرض  این  سازی کند؛ 
مدل فرایند  تسهیل  و  هندسی  تحلیلنمایش  عددی سازی  یا  ی 

 .شودمی

لایه   رابطه    میانیضخامت  از  استفاده  ℎ𝑐با  = ℎ0(1 − 𝛽 𝓍 𝐿⁄ قابل  (
پارامتر تغییر    β ضخامت اولیه و  0h ،تیرطول    L تغییر است؛ که در آن

 شکل در راستای ضخامت است.  
در مطالعه حاضر، اتصال کامل و بدون نقص میان هسته آگزتیک  

رویه است؛  و  شده  فرض  بهگونهبهها  تنش  انتقال  صورت ای که 
این سادهیهپیوسته در نواحی مرزی بین لا سازی، ها برقرار باشد. 
لایه  جدایش  همچون  تنش عواملی  نواقص ای،  و  پسماند،  های 

نادیده می را  فرآیند ساخت  از  در حالی ناشی  عوامل گیرد؛  این  که 
قابل می تأثیر  سازه توانند  یکپارچگی  بر  وتوجهی  و  های یژگی ای 

 .ارتعاشی صفحه ساندویچی داشته باشند

ابتدا ادامه،  تنش  در  می  کرنش -روابط  ارائه  هسته  و برای  شود 
 .ها پرداخته خواهد شدمیان آن   سینماتیکیسپس به توسعه روابط  

  ساختاری عنوان قانون  کرنش زیر به-برای هر سه لایه، رابطه تنش 
 :[27]  حاکم در نظر گرفته شده است 

(1) 
𝜎𝑖𝑗
𝑐,𝑓
= 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙

𝑐,𝑓
(𝓏)𝜀𝑘𝑙 

این بالانویسمعادله  در  و  به   fو   cهای ،  هسته  نمایانگر  ترتیب 
های بالا و پایین در نظر گرفته برای لایه   (f=t, b)که  هستندها  رویه

 

𝑥 

1 

𝑦 

2 

+𝜃 
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𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙شده های ماتریس سختی اصلاحشده است. مؤلفه
𝑐,𝑓
(𝓏)  بوده که

 :باشندبرای هسته آگزتیک از طریق روابط زیر قابل محاسبه می 

(2) 𝐶11
𝑐 (𝓏) =

𝐸1(𝓏)

(1 − 𝜈13(𝓏)𝜈31(𝓏))
, 

(3) 𝐶55
𝑐 (𝓏) = 𝐺13(𝓏) 

و   𝜈𝑖𝑗،  شدهارائه  معادلاتدر   است  پواسون  ضریب  و  𝐸1(𝓏)بیانگر 
𝐺13(𝓏) انگ و مدول برشی هستند که با  یانگر مدول یترتیب نمابه

 : [28]  آینددست میاستفاده از روابط زیر به

(4 ) 𝐸1(𝓏) =
𝐸𝑐𝜆2

3  (𝜆1 − sin𝜙)

cos𝜙[cos2𝜙 + 𝜆2
2(𝜆1 + sin

2𝜙)]
 

(5) 𝐺13(𝓏) =
𝐺𝑐𝜆2

3

2cos𝜙
[
𝜆1 − sin𝜙

1 + 2𝜆1
+
𝜆1 + 2sin

2𝜙

2(𝜆1 − sin𝜙)
] 

(6) 𝜈13(𝓏) =
−sin𝜙(𝜆1 − sin𝜙) (1 − 𝜆2

2)

[cos2𝜙 + 𝜆2
2(𝜆1 + sin

2𝜙)]
 

(7 ) 𝜈31(𝓏) =
−sin𝜙(1 − 𝜆2

2)

(tan2𝜙 + 𝜆2
2) (𝜆1 − sin𝜙)

 

توان با استفاده از رابطه زیر تعیین هسته را می  چگالیهمچنین،  
 :کرد 

(8) 𝜌(𝓏) =
𝜌𝑐𝜆2 (𝜆1 + 2)

2cos𝜙 (𝜆1 − sin𝜙)
 

با   دا  ϕ  نمادزاویه شیب  با شوده مینمایش  زاویه  این  د. علامت 
مقداری منفی   ϕ  راستا بوده و زمانی کهعلامت ضریب پواسون هم

دهد. داشته باشد، هسته آگزتیک رفتار آگزتیک از خود نشان می 
پیش  روابط  در  این،  بر  پارامترهای علاوه  عنوان  به  2𝜂  و  1𝜂 گفته، 

صورت  شوند که بهمی   پارامترهای هندسی هسته آگزتیک تعریف
 :گردندی زیر بیان م

(9) 
 𝜂1 =

𝑙2
𝑙1
⁄ , 

 𝜂2 =
𝑡
𝑙1
⁄  

نماد  با  دیواره سلول  می   tضخامت  داده  در حالی نمایش  که  شود، 
نشان داده    2l و1l ترتیب باهای مایل و عمودی سلول بهطول دیواره 

 .شوندمی

را بر   های مکانیکی مختلف هسته آگزتیکویژگی تغییرات 2شکل 
 .دهد(، نشان می 8( تا )4روابط )  اساس زاویه سلولی آن، مطابق با

 
 (a ) 

 
(b ) 

 
 (c ) 

 
(d ) 

 تغییرات خواص مکانیکی هسته آگزتیک نسبت به زاویه سلول  2شکل  
Fig. 2 Variation of the mechanical properties of the auxetic core 

with respect to the cell angle. 
 

تمرکز بر مؤلفه  ادامه،  لایهدر  به  مربوط  ماتریس سختی  های های 
با توجه به اینکه رویه های فلزی به صورت    .گردد می رویه معطوف  
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همگن هستند، بنابراین خواص مکانیکی آن ها نظیر مدول یانگ، 
با توجه به ضریب پواسون و چگالی آن ها ثابت است. همچنین  

لایهاین رکه  در  رویه  مؤلفه های  ندارند،  قرار  محوری  های  استای 
𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙شده ماتریس سختی  صلاح ا

𝑀𝑓
با در نظر گرفتن درجه چرخش، از   

𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙ماتریس سختی  های استاندارد مؤلفه 
𝑓

 : [29]  شونداستخراج می  

(10) 𝐶11
𝑀𝑓
= 𝐶11

𝑓
𝑐𝑜𝑠4(Λ) + 4𝐶55

𝑓
𝑠𝑖𝑛2(Λ)𝑐𝑜𝑠2(Λ), 

(11) 𝐶55
𝑀𝑓
= [𝐶11

𝑓
− 2𝐶55

𝑓
]𝑠𝑖𝑛2(Λ)𝑐𝑜𝑠2(Λ)

+ 𝐶55
𝑓 [𝑠𝑖𝑛4(Λ) + 𝑐𝑜𝑠4(Λ)] 

= Λ که در آن،  Λ1 و Λ2 های رویه بالا و پایین لایهمربوط به  ترتیب  به
 .باشندمی

 روابط سینماتیکی  - 3
شود. در این مرحله، تمرکز بر بررسی روابط سینماتیکی معطوف می

های تیغه منشوری امری ضروری است. رو، تعریف جابجایی از این 
ترتیب  به   zو   xها در راستای محورهای شود که جابجاییفرض می

دا    Wو    Uبا این شوده مینمایش  است  لازم  نخست  بنابراین،  ند. 
 :[30]  ها مطابق با روابط زیر تعریف گردندجابجایی

(12) 
𝒰(𝓍, 𝓏, 𝓉) = 𝓊(𝓍, 𝓉) − ℱ(𝓏)

𝜕𝓌(𝓍, 𝓉)

𝜕𝓍
+ ℊ(𝓏)𝜅(𝓍, 𝓉), 

𝒲(𝓍, 𝓏, 𝓉) = 𝓌(𝓍, 𝓉) 
ذکر است که میانی حول دهندهنشان   κشایان  ی چرخش صفحه 

در  می   xمحور  اثر    تحلیلباشد.  ضخامت،  راستای  در  تنش  توزیع 
شود.  در نظر گرفته میℊ(𝓏)   و ℱ(𝓏)تغییر شکل برشی از طریق توابع

ی تغییر شکل برشی مرتبه بالا نظریه   قالبجا، این توابع در در این
پایه  و به ی مثلثاتبا  از تابع تغییر شکل برشی ی،  استفاده  با  ویژه 
 :سی قابل بیان هستندسینو

(13) 
 ℱ(𝓏) = 𝓏, 

 ℊ(𝓏) =
ℎ

𝜋
𝑠𝑖𝑛 (

𝜋𝓏

ℎ
) 

  یهاکینرم )مانند آگزت  ی با هسته  یچیساندو  ی رهایآنجا که در ت  از
  ر ییتغ  ی هایقابل توجه است، تئور  ی(، اثرات برش عرضیالاستومر 

برش ا  یشکل  برا   یدقت کاف  استممکن   ولمرتبه    ف یتوص  ی را 
  ی شکل برش  رییتغ  یدر ضخامت ارائه ندهند. تئور  یتنش برش  عی توز

بالا تابع شکل سینوسیس  ی مرتبه  از    یتریواقع  عی توز  ،ینوسیبا 
صفر    یو شرط تنش برش  دهدیارائه م   هاهیدر عرض لا  یتنش برش

به را  آزاد  مدر سطوح  ارضا  اکندیطور خودکار  در   ژهیوبه    امر   نی. 
 جیمنجر به نتا  ن،ییپا  با نسبت طول به ضخامت متوسط و  ی هاسازه

 یکینامید  ی هاو پاسخ   یعیطب  ی هادر محاسبه فرکانس   یترقیدق 
 .شودیم

به ضخامت  راستای  در  عرضی  شده  جابجایی  فرض  ثابت  صورت 
عرضی   نرمال  کرنش  شدن  صفر  به  منجر  فرض  این  که  است، 

های  مفروضات رایج در نظریه فرض یکی از    گردد. اینمی  zzε 0=یعنی

کلاسیک و پیشرفته صفحات است، که در آن اثر کرنش نرمال در  
صرف  قابل  ضخامت  میراستای  تلقی  استخراج  نظر  برای  شود. 

 :توان از روابط زیر استفاده کرد های کرنش، می مؤلفه 

(14) 
𝜀𝓍𝓍 =

𝜕𝒰(𝓍, 𝓏, 𝓉)

𝜕𝓍
, 

𝛾𝓍𝓏 =
𝜕𝒰(𝓍, 𝓏, 𝓉)

𝜕𝓏
+
𝜕𝒲(𝓍, 𝓏, 𝓉)

𝜕𝓍
 

کارگیری روابط خطی اصل همیلتون و با به  پایهمعادلات حاکم بر  
اند. این رویکرد با فرض تغییر بین کرنش و جابجایی استخراج شده

کند. سازی میهای کوچک و رفتار خطی ماده، تحلیل را ساده شکل 
شک تغییر  مانند  هندسی  غیرخطی  اثرات  مدل،  این  یل در  ا ها 

نشدهچرخش  لحاظ  بزرگ  میهای  که  عواملی  در  اند؛  توانند 
بهسرعت  همیلتون  اصل  باشند.  تأثیرگذار  بالا  دورانی  عنوان  های 

کار گرفته شده است  مبنای استخراج معادلات دیفرانسیل حاکم به
مدل روند  بهتا  دینامیکی  نظام سازی  دنبال صورت  تحلیلی  و  مند 

 :[31]  شود

(15) ∫ (𝛿𝒮 − 𝛿𝒦 − 𝛿𝑊𝑅)d𝓉 = 0
𝓉2

𝓉1

 

کار ناشی   RW  انرژی کرنشی و    S انرژی جنبشی،  K که در این رابطه،
توان با دهند. انرژی جنبشی را میگریز از مرکز را نشان می  نیرویاز  

 :ی زیر محاسبه نمود استفاده از رابطه

(16) 𝒦 = ∫ ∫
𝜌(𝓍, 𝓏)

2

+ℎ(𝓍) 2⁄ +ℎ𝑡

−ℎ(𝓍) 2⁄ −ℎ𝑏

[(
𝜕𝒰

𝜕𝓉
)
2

+ (
𝜕𝒲

𝜕𝓉
)
2

]  d𝓏 d𝒜

𝒜

 

 :آیددست میانرژی جنبشی به صورت زیر به تغییراتدر نتیجه، 

(17) 𝛿𝒦 = ∫  

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

(

 
−℘0

𝜕2𝓊

𝜕𝓉2
+℘1

𝜕3𝓌

𝜕𝓍𝜕𝓉2

−℘3
𝜕2𝜅

𝜕𝓉2 )

 𝛿𝓊 +

(

 
 
 
 

℘2,𝑥
𝜕3𝓌

𝜕𝓍𝜕𝓉2
+ ℘2

𝜕4𝓌

𝜕𝓍2𝜕𝓉2

−℘1,𝑥
𝜕2𝓊

𝜕𝓉2
− ℘1

𝜕3𝓊

𝜕𝓍𝜕𝓉2

−℘4,𝑥
𝜕2𝜅

𝜕𝓉2
− ℘4

𝜕3𝜅

𝜕𝓍𝜕𝓉2
− ℘0

𝜕2𝓌

𝜕𝓉2 )

 
 
 
 

𝛿𝓌 +

(−℘3
𝜕2𝓊

𝜕𝓉2
+℘4

𝜕3𝓌

𝜕𝓍𝜕𝓉2
− ℘5

𝜕2𝜅

𝜕𝓉2
) 𝛿𝜅

}
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

d𝒜

𝒜

 

 که در آن: 

(18) 

{
 
 

 
 
℘0

℘1

℘2

℘3

℘4

℘5}
 
 

 
 

= ∫ 𝜌(𝓍, 𝓏)

{
 
 

 
 

1
ℱ(𝓏)

ℱ(𝓏)2

ℊ(𝓏)
ℱ(𝓏)ℊ(𝓏)

ℊ(𝓏)2 }
 
 

 
 

+ℎ(𝓍) 2⁄ +ℎ𝑡

−ℎ(𝓍) 2⁄ −ℎ𝑏

 d𝓏 

بیان   باشد.گام بعدی شامل بررسی انرژی کرنشی و تغییرات آن می
از لایه هر یک  به  مربوط  انرژی کرنشی  تیر ضخامت های  ریاضی 

 :گردد صورت زیر ارائه میلایه بهسه  متغیر

(19) 𝒮 = ∫ ∫
[𝜎𝓍𝓍𝜀𝓍𝓍 + 𝜏𝓍𝓏𝛾𝓍𝓏]

2

+ℎ(𝓍) 2⁄ +ℎ𝑡

−ℎ(𝓍)/2−ℎ𝑏

 d𝓏 d𝒜

𝒜

 

توان  می، فرمول مربوط به تغییرات انرژی کرنشی را  اساسبر این  
 :به صورت زیر بازنویسی نمود
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(20) 
𝛿𝒮 = ∫{(

𝜕𝒩𝓍𝓍(𝓍)

𝜕𝓍
) 𝛿𝓊 + (

𝜕2ℳ𝓍𝓍(𝓍)

𝜕𝓍2
)𝛿𝓌

𝒜

− (ℋ𝓍 −
𝜕𝒫𝓍𝓍(𝓍)

𝜕𝓍
) 𝛿𝜅}  d𝒜 

 که در آن: 

(21) 

{

𝒩𝓍𝓍

ℳ𝓍𝓍

𝒫𝓍𝓍

} = ∫𝜎𝓍𝓍
𝓏

{

1
ℱ(𝑧)
ℊ(𝑧)

} d𝓏, 

ℋ𝓍 = ∫𝜎𝓍𝓏  d𝓏

𝓏

 

ایجاد   از نیروی گریز از مرکز که در اثر چرخش  تغییرات کار ناشی 
سازی صورت بارهای استاتیکی و مستقل از زمان مدلشود، بهمی
 :شوندصورت زیر بیان می گردند و بهمی

(22) 𝛿𝑊𝑅 = ∫  (𝑁𝑅
𝜕2𝓌

𝜕𝓍2
+
𝜕𝑁𝑅
𝜕𝑥

𝜕𝓌

𝜕𝓍
)  𝛿𝓌 d𝒜

𝒜

  

𝑁𝑅در آن،  که = ∫ 𝐼0𝜔
2(𝑅 + 𝓍) d𝓍

𝑙

𝑥
 .ای است سرعت زاویه  ωبوده و 

گذاری روابط توان با جای معادلات حرکت مربوط به جابجایی را می
انرژی جنبشی و نیروی گریز از مرکز در  دست به آمده برای کرنش، 

 :صورت زیر استخراج نموداصل همیلتون، به
 

 𝛿𝓊: 

(23) 

[𝒽1 + 𝒽17 +𝒽33 + 4𝒽7 + 4𝒽23]
𝜕2𝓊

𝜕𝓍2

+ [𝒽1 +𝒽17 + 𝒽33 + 4𝒽7

+ 4𝒽23],𝓍
𝜕𝓊

𝜕𝓍

− [𝒽2 + 𝒽18 +𝒽34 + 4𝒽8

+ 4𝒽24]
𝜕3𝓌

𝜕𝓍3

− [𝒽2 + 𝒽18 +𝒽34 + 4𝒽8

+ 4𝒽24],𝓍
𝜕2𝓌

𝜕𝓍2

+ [𝒽4 + 𝒽20 + 𝒽36 + 4𝒽10

+ 4𝒽26]
𝜕2𝜅

𝜕𝓍2

+ [𝒽4 + 𝒽20 + 𝒽36 + 4𝒽10

+ 4𝒽26],𝓍
𝜕𝜅

𝜕𝓍

= ℘0

𝜕2𝓊

𝜕𝓉2
−℘1

𝜕3𝓌

𝜕𝓍𝜕𝓉2

+℘3

𝜕2𝜅

𝜕𝓉2
, 

 𝛿𝓌: 

(24 ) 

[𝒽2 +𝒽18 +𝒽34 + 4𝒽8 + 4𝒽24]
𝜕3𝓊

𝜕𝓍3
+ 2[𝒽2 + 𝒽18 + 𝒽34 + 4𝒽8

+ 4𝒽24],𝓍
𝜕2𝓊

𝜕𝓍2
+ [𝒽2 + 𝒽18 + 𝒽34 + 4𝒽8

+ 4𝒽24],𝓍𝓍
𝜕𝓊

𝜕𝓍
− [𝒽3 + 𝒽19 + 𝒽35 + 4𝒽9

+ 4𝒽25]
𝜕4𝓌

𝜕𝓍4
− 2[𝒽3 + 𝒽19 +𝒽35 + 4𝒽9

+ 4𝒽25],𝓍
𝜕3𝓌

𝜕𝓍3
− [𝒽3 + 𝒽19 + 𝒽35 + 4𝒽9

+ 4𝒽25],𝓍𝓍
𝜕2𝓌

𝜕𝓍2
+ [𝒽5 + 𝒽21 +𝒽37 + 4𝒽11

+ 4𝒽27]
𝜕3𝜅

𝜕𝓍3
+ 2[𝒽5 + 𝒽21 +𝒽37 + 4𝒽11

+ 4𝒽27],𝓍
𝜕2𝜅

𝜕𝓍2
+ [𝒽5 + 𝒽21 +𝒽37 + 4𝒽11

+ 4𝒽27],𝓍𝓍
𝜕𝜅

𝜕𝓍
+ 𝑁𝑅

𝜕2𝓌

𝜕𝓍2

+
𝜕𝑁𝑅
𝜕𝑥

𝜕𝓌

𝜕𝓍

= ℘1,𝓍

𝜕2𝓊

𝜕𝑡2
+℘1

𝜕3𝓊

𝜕𝓍𝜕𝓉2

+℘4,𝓍

𝜕2𝜅

𝜕𝓉2
−℘2,𝓍

𝜕3𝓌

𝜕𝓍𝜕𝓉2

−℘2

𝜕4𝓌

𝜕𝓍2𝜕𝓉2
+℘4

𝜕3𝜅

𝜕𝓍𝜕𝓉2

+℘0

𝜕2𝓌

𝜕𝓉2
, 

 𝛿𝜅: 

(25) 

[𝒽4 + 𝒽20 +𝒽36 + 4𝒽10 + 4𝒽26]
𝜕2𝓊

𝜕𝓍2
+ [𝒽4 + 𝒽20 + 𝒽36 + 4𝒽10

+ 4𝒽26],𝓍
𝜕𝓊

𝜕𝓍
− [𝒽5 + 𝒽21 + 𝒽37 + 4𝒽11

+ 4𝒽27]
𝜕3𝓌

𝜕𝓍3
− [𝒽5 + 𝒽21 + 𝒽37 + 4𝒽11

+ 4𝒽27],𝓍
𝜕2𝓌

𝜕𝓍2
+ [𝒽6 + 𝒽22 + 𝒽38 + 4𝒽12

+ 4𝒽28]
𝜕2𝜅

𝜕𝓍2
+ [𝒽6 + 𝒽22 + 𝒽38 + 4𝒽12

+ 4𝒽28],𝓍
𝜕𝜅

𝜕𝓍
− [𝒽13 + 𝒽15 +𝒽16 + 𝒽29
+ 𝒽31 + 𝒽32 + 𝒽39 + 2𝒽14
+ 2𝒽30]𝜅

= ℘3

𝜕2𝓊

𝜕𝓉2
−℘4

𝜕3𝓌

𝜕𝓍𝜕𝓉2

+℘5

𝜕2𝜅

𝜕𝓉2
 

در این مرحله، شرایط مرزی مرتبط باید تعیین گردد. برای هر یک  
از دو انتهای تیغه مورد بررسی، دو نوع مرز متفاوت در نظر گرفته 

گیردار،  -در مدل حاضر، شرایط مرزی کلاسیک )گیردار شده است.  
ع-ساده تحلیل  ساده(  و  موجود  ادبیات  با  مقایسه  برای  مدتاً 

اند. درک ما این است که در  فته شدهدر نظر گرپارامتریک بنیادی  
یک سیستم دوار عملیاتی واقعی )مانند یک پره توربین(، انتهای  
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است.  آزاد شود و انتهای خارجیمی  داخلی تیر به یک هاب گیردار
ساده مرزی  شرایط  مطالعه  حال،  این  گیردار  دهسا-با   ساده-و 

می  زیرا  است،  ارزشمند  تئوریک  نظر  از  رفتهمچنان  ار  تواند 
سازه بخش از  پیچیدههایی  آزمایشگاهی های  تست  شرایط  یا  تر 

شبیه را  تحلیل  خاص  بر  مقاله  این  اصلی  تأکید  کند.  سازی 
شرط   اعمال  است.  هندسه  و  مواد  پارامترهای  حساسیت 

ن یک کار مهم برای  تر است، به عنوابینانهکه واقع  آزاد-گیردار  مرزی
را در  رواب  . گرددهای آتی پیشنهاد میپژوهش  ط زیر شرایط مرزی 

 :کنندتوصیف می  (Clamped) حالت گیردار

(26) 
𝓊 = 0, 𝓌 = 0, 

𝜅 = 0, 𝜕𝓌

𝜕𝓍
= 0 

(  Simply supportedتکیه گاه ساده )  مرزیو روابط زیر برای شرایط  
 صدق می کنند:

(27 ) 𝑁𝓍𝓍 = 0, 𝓌 = 0, 
𝜅 = 0, 𝑀𝓍𝓍 = 0 

به زیر  معادلات  ضرایب  در  استفاده  مرزی  منظور  شرایط  و  تعادل 
 :شوندمعرفی می

(28) 

[𝒽1, 𝒽2, 𝒽3, 𝒽4] = ∫ 𝐶11
𝑀𝑡cos4Λ1𝒯1d𝓏,

+ℎ(𝓍)/2

+ℎ(𝓍)/2−ℎ𝑡

   

[𝒽5, 𝒽6] = ∫ 𝐶11
𝑀𝑡cos4Λ1𝒯2d𝓏,

+ℎ(𝓍)/2

+ℎ(𝓍)/2−ℎ𝑡

   

[𝒽7, 𝒽8, 𝒽9, 𝒽10]

= ∫ 𝐶55
𝑀𝑡cos2Λ1sin

2Λ1𝒯1d𝓏,
+ℎ(𝓍)/2

+ℎ(𝓍)/2−ℎ𝑡

   

[𝒽11, 𝒽12] = ∫ 𝐶55
𝑀𝑡cos2Λ1sin

2Λ1𝒯2d𝓏,
+ℎ(𝓍)/2

+ℎ(𝓍)/2−ℎ𝑡

   

[𝒽13, 𝒽14]

= ∫ [𝐶11
𝑀𝑡, 𝐶55

𝑀𝑡]cos2Λ1sin
2Λ1[ℊ(𝓏),𝓏]

2
 d𝓏,

+ℎ(𝓍)/2

+ℎ(𝓍)/2−ℎ𝑡

   

[𝒽15, 𝒽16]

= ∫ 𝐶55
𝑀𝑡[sin4Λ1, cos4Λ1][ℊ(𝓏),𝓏]

2
 d𝓏,

+ℎ(𝓍)/2

+ℎ(𝓍)/2−ℎ𝑡

   

[𝒽17, 𝒽18, 𝒽19, 𝒽20]

= ∫ 𝐶11
𝑀𝑏cos4Λ2𝒯1d𝓏,

−ℎ(𝓍)/2+ℎ𝑏

−ℎ(𝓍)/2

   

[𝒽21, 𝒽22] = ∫ 𝐶11
𝑀𝑏cos4Λ2𝒯2d𝓏,

−ℎ(𝓍)/2+ℎ𝑏

−ℎ(𝓍)/2

   

[𝒽23, 𝒽24, 𝒽25, 𝒽26]

= ∫ 𝐶55
𝑀𝑏cos2Λ2sin

2Λ2𝒯1d𝓏,
−ℎ(𝓍)/2+ℎ𝑏

−ℎ(𝓍)/2

   

[𝒽27, 𝒽28] = ∫ 𝐶55
𝑀𝑏cos2Λ2sin

2Λ2𝒯2d𝓏,
−ℎ(𝓍)/2+ℎ𝑏

−ℎ(𝓍)/2

   

[𝒽29, 𝒽30]

= ∫ [𝐶11
𝑀𝑏 , 𝐶55

𝑀𝑏]cos2Λ2sin
2Λ2[ℊ(𝓏),𝓏]

2
 d𝓏,

−ℎ(𝓍)/2+ℎ𝑏

−ℎ(𝓍)/2

   

[𝒽31, 𝒽32]

= ∫ 𝐶55
𝑀𝑏[sin4Λ2, cos4Λ2][ℊ(𝓏),𝓏]

2
−ℎ(𝓍)/2+ℎ𝑏

−ℎ(𝓍)/2

 d𝓏, 

[𝒽33, 𝒽34, 𝒽35, 𝒽36] = ∫ 𝐶11
𝑐 𝒯1d𝓏,

+ℎ(𝓍)/2−ℎ𝑡

−ℎ(𝓍)/2+ℎ𝑏

   

[𝒽37, 𝒽38] = ∫ 𝐶11
𝑐 𝒯2d𝓏,

+ℎ(𝓍)/2−ℎ𝑡

−ℎ(𝓍)/2+ℎ𝑏

   

𝒽39 = ∫ 𝐶55
𝑐 [ℊ(𝓏),𝓏]

2
d𝓏

+ℎ(𝓍)/2−ℎ𝑡

−ℎ(𝓍)/2+ℎ𝑏

   

 داریم:  ضرایبکه در این 

(29) 𝒯1 = [1, ℱ(𝓏), ℱ(𝓏)2, ℊ(𝓏)], 

(30) 𝒯2 = [ℱ(𝓏)ℊ(𝓏), ℊ(𝓏)2] 

 کت حل معادلات دیفرانسیل حر   -4
معادلات دیفرانسیل حاکم و در عین حال کاهش    دقیقبرای حل  

ه  یافتتعمیم  تفاضلیمصرف منابع محاسباتی، از تکنیک مربعات  
است. شده  تفاضل  روش  استفاده  دل  افتهیمیتعم  یمربعات    ل یبه 

به نقاط گسسته کمتر نسبت   ازی و ن  عی سر  ییدقت بالا، سرعت همگرا 
مسائل با مشتقات با مرتبه   ی برا    محدود  ی مانند اجزا   ییهابه روش

با    لیفرانسیحل معادلات د  ی برا   ژهیوروش به  نیبالا انتخاب شد. ا
مرتبه بالا مناسب است و با انتخاب    ی حاصل از تئور  یمشتقات جزئ

نمونه   نهیبه چب  یریگ نقاط  نقاط  خطاشفی )مانند  از    یناش  ی (، 
  ش رو  این  نی. همچنرساندیرا به حداقل م  ییفضا  یسازگسسته

  ل یمختلف دارد و امکان تحل  یمرز   طیدر اعمال شرا   ییانعطاف بالا
م  یپارامتر فراهم  را  معادلات .  آورد ی کارآمد  روش،  این  در 

منظور انجام این گردند. بهدیفرانسیل به معادلات جبری تبدیل می
می  محوری،  راستای  در  تقریب تبدیل  از  بهره گرفتوان  زیر  ت  های 

 [32] : 

(31) d
𝓃𝒻𝓍(𝓍𝒾)

d𝓍𝓃
=∑𝒜𝒾𝓀

(𝓃)
𝒻(𝓍𝑘)

𝒩

𝓀=1

  

رابطه،   این  در  𝓃که  = 1, . . . ,𝒩 − نماد    ایبضراست.   1 با  وزنی 
𝒜𝒾𝓀
(𝓃)

شوند. رابطه مربوط به ضریب وزنی مرتبه اول داده می   نمایش  
 :[33]  گرددصورت زیر بیان می به

(32) 

𝒜𝒾𝒿
(1)

=

{
 
 

 
 

ℳ(𝓍𝒾)

(𝓍𝒾 − 𝓍𝒿)ℳ(𝓍𝒿)
           For Non-diagonal Arrays

−∑𝒜𝒾𝒿
(1)

                     For Diagonal Arrays

𝒩

𝒿=1
𝒾≠𝒿

 

 که در آن: 

(33) ℳ(𝓍𝒾) =∏(𝓍𝒾 − 𝓍𝒿)

𝒩

𝒿=1
𝒿≠𝒾

 

می  محاسبهبرای   بالاتر،  مراتب  وزنی  زیر  ضرایب  رابطه  از  توان 
 :[34]  استفاده نمود
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(34) 𝒜𝒾𝒿
(𝓃)

= 𝓃 (𝒜𝒾𝒾
(𝓃−1)

𝒜𝒾𝒿
(1)
−

𝒜𝒾𝒿
(𝓃−1)

(𝓍𝒾 − 𝓍𝒿)
) 

توجهی بر دقت و قابلیت اعتماد  نحوه توزیع نقاط شبکه تأثیر قابل 
نتایج دارد. در این پژوهش، برای ایجاد یک توزیع غیریکنواخت از  

ای چبیشف های های چندجملهها در راستای محوری، از ریشه گره 
 :استفاده شده است 

(35) 𝓍𝒾 =
𝐿

2
[1 − cos(

𝜋(𝒾 − 1)

𝒩 − 1
)] 

این   گرفتن  نظر  در  نقاط  دهندهنشان    N،شرایطبا  مجموع کل  ی 
شبکه در راستای محوری است. با تلفیق معادلات حاکم بر حرکت  

(، معادله ماتریسی زیر  (28)تا    (23)با شرایط مرزی مرتبط )روابط  
 :سازی خواهد بودقابل فرموله 

(36 ) ( [𝒦] + 𝜔2[ℳ])  {𝒹} = 0 

نماد با  طبیعی  می    ωفرکانس  داده  حالینمایش  در  که شود، 
مشخص  [M]و   [K]ترتیب باالاستیک و جرم به  سختیهای  ماتریس 

جابجایی می بردار  باگردند.  نیز  می   {d}ها  داده  بخش  نشان  شود. 
( رابطه  از  حاصل  ویژه  مقادیر  برای    (36موهومی  استفاده  قابل 

 .های طبیعی تیغه منشوری خواهد بودتعیین فرکانس

 نتایج و بحث  - 5
آن  اعتماد  قابلیت  و  ارزیابی صحت  نتایج اصلی،  ارائه  از  ها پیش 

منظور تحقق این هدف، نتایج حاصل از این امری ضروری است. به
اند. پژوهش با مطالعات پیشین منتشرشده مورد مقایسه قرار گرفته 

شده در این  های ارائه های طبیعی حاصل از روش ، فرکانس1جدول 
با توجه به مقادیر   [37–35] شده در منابع  ا نتایج گزارشتحقیق را ب

 .نمایدمی مقایسه، 2ارائه شده در جدول 

، همبستگی قابل توجهی  شودمیگونه که در جدول مشاهده  همان 
یافته  نتایج گزارش میان  و  مطالعه  این  منابهای  در  مرجع  شده  ع 

آمده را  دست وجود دارد. این تطابق، درستی و اعتبار نتایج عددی به
شده و روش حل  بندی عتبار روابط فرمولتأیید کرده و در نتیجه، ا

 .شودکاررفته در این پژوهش تضمین میعددی به

در نتیجه، پس از تأیید قابلیت اعتماد نتایج، تحلیل همگرایی، و 
نتایج حاصل از این   و همچنین  نقاط گسسته  تعدادانتخاب بهینه  

شایان ذکر است در مواردی که   .خواهد شد  بررسی  در ادامهپژوهش  
مذک شرایط  برای  نتایج  است،  گیردار نمایش    -رزی گیردارر نشده 

 اند.داده شده
شود که طی  های عددی به خاصیتی اطلاق میهمگرایی در روش 

یر اندازه مش، گام زمانی یا  محاسباتی نظ پارامترهای آن، با اصلاح 
تعداد تکرارها، پاسخ عددی به پاسخ دقیق یا واقعی مسئله ریاضی  

نزدی نظر  میمورد  برخوردار  ک  بالایی  اهمیت  از  ویژگی  این  شود. 
ت. در  ی دقت و اعتبار نتایج محاسباتی اسکننده است، زیرا تضمین

   صورت عدم همگرایی، حتی با صرف منابع محاسباتی بیشتر یا

 مقایسه نتایج با مطالعات منتشرشده پیشین  1جدول  

Table 1 Comparison of the results with previously published studies. 
[37]Ref.  [36]Ref.  [35]Ref.  Present Work Mode 

Number 

34.13 31.46 31.46 31.463 1 

202.1 193.7 193.7 193.702 2 

527.4 529.2 529.2 529.241 3 

 
یل پارامتریک  مشخصات هندسی و مکانیکی نمونه پایه برای تحل   2جدول  

 و اعتبارسنجی 

Table 2 Geometrical and mechanical specifications of the base model 

for parametric and validation study. 
Parameter Symbol Unit Value 

Length L m 0.6 
Width b m 0.05 

Core’s initial thickness h₀ m 0.02 
Top layer’s thickness th m 0.003 

Bottom layer’s thickness bh m 0.003 
tapering parameter β - 0~0.3 

Facesheets material type - - Aluminium alloy 
Facesheets Young’s 

modulus 
fE GPa 70 

Facesheets Poisson’s ratio fν - 0.33 
Facesheets density fρ kg/m³ 2700 

Core’s matrix properties E₀, G₀, ρ₀ - Ref. [26] 
Cells aspect ratio λ₁ = l₂/l₁ - 2 

Cells angle θ Degree 30 

Hub radius R m 0.1~0.25 
Angular speed Ω rpm 0~1500 

 

سیستم  درستی رفتار واقعی  ریزتر کردن شبکه، ممکن است نتایج به
را بازتاب ندهند. در کاربردهای عملی، تحلیل همگرایی به تعیین  

کند و نقشی ادلی بهینه میان دقت و کارایی محاسباتی کمک میتع
در اع از صحت روش  سازیتبارسنجی شبیه اساسی  اطمینان  و  ها 

 .نمایدعددی ایفا می
رفتار همگرایی چهار فرکانس طبیعی نخست یک تیر دوار    3شکل  

های فلزی را که با ، دارای هسته آگزتیک و رویهمتغیرخامت  با ض
ر از  دیفرانسیلیاستفاده  مربعات  شده وش  نمایش  محاسبه  اند، 

انجام گرفته   شبکهدهد. این تحلیل برای تعداد مختلفی از نقاط  می
ارتعاشی می تا چهارم  اول  تمامی مودها   .باشدو شامل مودهای 
از   در مقدار فرکانس طبیعی  سریعی  حدود  N=6کاهش    N=14  تا 

برای هر چهار مود    به بعد، مقادیر فرکانس  N=14  دهند. ازنشان می
پایدار میبه   بهحالت  موضوع  این  نشان رسند که  ی  دهندهوضوح 

روش عددی  یافته همگرایی  تعمیم  تفاضلی  است.  مربعات 
تر )اول و  م( نسبت به مودهای پایین مودهای بالاتر )سوم و چهار 
شوند، که با توجه به حساسیت بیشتر دوم( کمی دیرتر همگرا می 

زی فضایی، رفتاری قابل انتظار است. یکنواختی ساها به گسستهآن
نشان  مودها  تمامی  در  بالای دهندههمگرایی  دقت  و  پایداری  ی 

یافته   روش تعمیم  تفاضلی  ا در پیش مربعات  رفتار  رتعاشی بینی 
با   مربعات تفاضلی تعمیم یافته روش  .باشدمرتبه پایین و بالا می 

 ، دقتی بالا و در عین شبکهاستفاده از تعداد نسبتاً کمی از نقاط 
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 بررسی همگرایی نتایج در مودهای مختلف  3شکل  

Fig. 3 Convergence study of the results for different vibration 

modes 
 

های عددی  وری محاسباتی قابل توجهی نسبت به روشحال بهره
دهد. این شکل، کارایی و  ارائه میروش اجزاء محدود   سنتی مانند

روشاعت یافته  بار  تعمیم  تفاضلی  به  مربعات  ابزاری  را  عنوان 
تیره  تحلیل  برای  غیرخطیمناسب  با  پیچیده  های  ای کامپوزیتی 

 .کندها تأیید میای غیرمرسوم مانند آگزتیکهندسی و مواد هسته

در   مربعات تفاضلی تعمیم یافته دقت و اثربخشی روشهمچنین  
ایی که همگرایی چهار  به نمایش گذاشته شده است؛ ج شکل این  

ست.  بررسی شده ا  شبکهطبیعی اول با افزایش تعداد نقاط    فرکانس
می فرکانس مشاهده  که  بهشود  میها  پایدار  گردند، سرعت 

فراهم    N≥14برای   کهطوری به مودها  تمامی  برای  دقیقی  نتایج 
بالاتر، می مودهای  در  حتی  سریع،  همگرایی  این  آورد. 

تفکدهندهنشان  توان  روشی  و کارایی  بالا  تفاضلی  یک  مربعات 
پیچیده از نظر هندسی، های  در تحلیل دینامیکی سازه  تعمیم یافته

می آگزتیک  هسته  یا  تابعی  خواص  بهبا  نتایج  آمده  دست باشد. 
ضمن حفظ   مربعات تفاضلی تعمیم یافته کنند که روشتأیید می

ها را ی سازه وری محاسباتی، دقت مورد نیاز برای تحلیل ارتعاشبهره
 .نمایدخوبی تأمین مینیز به
پایه  4شکل   فرکانس طبیعی  نقاط   همگرایی  تعداد  افزایش  با  را 
از روششبکه مربعات   ، تحت شرایط مرزی مختلف و با استفاده 

دهد. سازه مورد تحلیل، یک تیر  نمایش می  تفاضلی تعمیم یافته،
های فلزی  با ضخامت متغیر است که دارای هسته آگزتیک و رویه

– ، گیردار(CC)  گیردار –باشد. در این بررسی، شرایط مرزی گیردارمی
طور که اند. همان مورد نظر قرار گرفته (SS) ساده–و ساده (CS) هساد

شود، در تمامی شرایط مرزی، کاهش شدیدی در مقدار  مشاهده می
دهد ( رخ می10تا    6)در بازه     Nفرکانس طبیعی برای مقادیر پایین 

  N≥14که برای طوری سند، بهراز آن، مقادیر به حالت پایدار میو پس  
ب عددی  میههمگرایی  حاصل  نه خوبی  رفتار  این  دقت گردد.  تنها 

یافته روش تعمیم  تفاضلی  می  مربعات  تأیید  بلکه را  کند، 
ی پایداری آن در مواجهه با شرایط مرزی مختلف نیز دهندهنشان 

 به دلیل ایجاد   CC حالت شده، هست. در میان شرایط بررسی

 
 مختلف بررسی همگرایی نتایج در شرایط مرزی   4شکل  

Fig. 4 Convergence study of the results under different boundary 

conditions 
 

بیش بیش به  منجر  تیر،  انتهای  دو  در  سختی  مقدار  ترین  ترین 
بیشتر در  با آزادی  SS در مقابل، شرایط فرکانس طبیعی شده است.

 CS ترین مقدار فرکانس را تولید کرده است و حالت تغییر شکل، کم

این  است.  داده  نشان  خود  از  بینابین  رفتاری  انتظار،  مطابق  نیز 
نتایج نقش کلیدی شرایط مرزی در تعیین پاسخ ارتعاشی تیرهای 
است که سختی  بیانگر آن  و  ساخته  نمایان  را  آگزتیک  با هسته 

کنش آن با ساختار آگزتیک، اثر  و نحوه برهم   حاصل از قیود مرزی
 .نامیکی تیر دارد های دیگیری بر ویژگی چشم 

پایه  5شکل   طبیعی  فرکانس  نقاط  همگرایی  تعداد  به  نسبت  را 
روش  شبکه از  استفاده  با  یافته،  تعمیم  تفاضلی  برای مربعات   ،

سلول  انحراف  مختلف  آگزتیکزوایای  در ساختار هسته   (φ) های 
متغیر مورد بررسی شامل یک هسته   ضخامتدهد. تیر با  نمایش می 

افزایش تعداد نقاط از آگزتیک و رویه تا     N=6های فلزی است. با 
N=14 مشاهده طبیعی  فرکانس  مقدار  در  توجهی  قابل  کاهش   ،

پایداری  می تقریباً  وضعیت  به  فرکانس  مقدار  آن،  از  پس  و  شود 
ده  دهنوضوح نمایان است که نشان به N≥14 ری از رسد. این پایدامی

فرموله  اعتبار  و  مناسب  روشهمگرایی  عددی  مربعات  سازی 
 های آگزتیکباشد. زاویه انحراف سلولمی  تفاضلی تعمیم یافته

(φ=0, π/6, π/4, π/3)   تأثیر محسوسی بر رفتار مکانیکی هسته دارد و
می سازه  سختی کلی  در  تغییراتی  به  حالت    شود.منجر  ،  φ=0در 

قرار  ها بهسلول  را  صورت عمودی  دارند که معمولًا سختی بالاتری 
کنند. با فراهم کرده و در نتیجه فرکانس طبیعی بیشتری ایجاد می

سلول آرایش  انحراف،  زاویه  متمایل افزایش  میها  این تر  و  شود 
مسئله منجر به کاهش مؤثر سختی هسته و افت فرکانس طبیعی  

بنمی ارائه گردد.  همگرایی  تحلیل  شکل  ابراین،  در  ضمن   ،5شده 
بینی پاسخ  در پیش  مربعات تفاضلی تعمیم یافته تأیید دقت روش

ارتعاشی، اهمیت زاویه سلولی در تنظیم رفتار دینامیکی تیرهای با 
 .دهدروشنی نشان میهسته آگزتیک را نیز به
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اف سلول  بررسی همگرایی نتایج برای زوایای مختلف انحر 5شکل  

 هسته آگزتیک 
Fig. 5 Convergence study of the results for different auxetic core cell 

re-entrant angles 
 

را نسبت به نسبت ابعادی   تغییرات فرکانس طبیعی پایه  6شکل  
ترتیب  به   lو   d دهد؛ که در آن نشان می  )l/d=1η (های آگزتیکسلول 

مختلف  حد هستند. نتایج برای مقادیر  ابعاد عمودی و افقی سلول وا
، با استفاده از روش (γ)  متغیرای تیر دوار با ضخامت  سرعت زاویه

اند. با افزایش نسبت  محاسبه شده  مربعات تفاضلی تعمیم یافته
ای ، فرکانس طبیعی در تمام مقادیر سرعت زاویه)1η(  ابعادی سلول

حوری و خمشی  افزایش یافته است که این امر به افزایش سختی م
های آگزتیک در راستای عمودی دتر شدن سلولدلیل بلنهسته به

از   (γ) ای شود. از سوی دیگر، با افزایش سرعت زاویهنسبت داده می
به1η  ثابت   مقدار  یک  در  ،0٫4  تا  ٫10 طبیعی  فرکانس  قابل ،  طور 

کننده نیروی یابد؛ این پدیده ناشی از اثر تقویت توجهی افزایش می
افزایش مؤثر سختی سازه در اثر افزایش  از مرکز است، که باعث  گریز  

شود.  بارهای چرخشی شده و در نتیجه به افزایش فرکانس منجر می 
تر است، که بیانگر تعامل غیرخطی برجسته  1η این اثر در مقادیر بالاتر

نتایج   است.  سلولی  ریزساختار  هندسه  و  چرخش  سرعت  بین 
میدست به نشان  سازه  دهند  آمده  ارتعاشی  پاسخ  به  که  نسبت 

طراحی سلولی و شرایط دینامیکی چرخش حساس بوده و امکان  
های مبتنی بر آگزتیک در کاربردهای تنظیم عملکرد ارتعاشی سازه 

 .آورد دوار را فراهم می
طبیعی  7شکل   فرکانس  بین  پارامتر رابطه  مقادیر    2η و  برای  را 

داخلی زاویه  لا  در (φ) مختلف  ساختار  آگزتیک  نه یک  زنبوری 
دهد. در ساختارهای آگزتیک، زوایای داخلی گشتی نمایش میباز

اند سمت داخل متمایل معمولًا دارای مقادیر منفی هستند )یعنی به
ای«  ای نظیر »پروانه های مشخصه نه خارج( و موجب ایجاد شکل 

بازگشتی مییا شش این شکل، چهار مقدار برای ضلعی  در  شوند. 
 . φ=π/3و  φ=0 ،φ=π/6 ،φ=π/4: ست لی در نظر گرفته شده ازاویه داخ 

نسبت ضخامت دیواره سلولی به طول ضلع سلول را در   2η پارامتر
دهد و درواقع، شاخصی از چگالی نسبی هسته آگزتیک نشان می

 شود. مطابق نتایج، برای تمامی  زنبوری محسوب می ساختار لانه 

 
 تیک و سرعت دورانی بر نتایج تاثیر نسبت ابعادی سلول آگز  6شکل  

Fig. 6 Effect of the auxetic cell aspect ratio and rotational speed on 

the results 
 

)یعنی افزایش ضخامت دیواره   2η مقادیر زاویه داخلی، با افزایش
صورت پیوسته کاهش  نسبت به طول سلول(، فرکانس طبیعی به

بازه می در  روند  این  ظاهر     0.30تا  02η=1.ی  یابد.  خطی  تقریباً 
، افزایش زاویه داخلی 2ηشود. همچنین، برای هر مقدار ثابت از  می

می طبیعی  فرکانس  به کاهش  بهمنجر  بالاترین گونه گردد؛  ای که 
به مربوط  فرکانس  به   φ=0مقادیر  آن  از  پس  و  ترتیب است 

 .یابدکاهش می  π/3و در نهایت    φ=π/6 ،π/4برای 

احی بسیار مهمی است که مستقیماً بر رفتار  پارامتر طر  زاویه داخلی،
می تأثیر  منفی(  پواسون  )ضریب  دیگر،  آگزتیک  سوی  از  گذارد. 

نیز بر خواص مکانیکی و  )2η (نسبت ضخامت به طول ضلع سلول
پاسخ دینامیکی ساختارهای آگزتیک تأثیرگذار است. افزایش این 

نسبی سا افزایش چگالی  موجب  معمولًا  به شود ک زه می نسبت  ه 
شده  های ارائه گذارد. منحنی ی خود بر رفتار ارتعاشی آن اثر مینوبه

زمان توانند با کنترل همدهند که طراحان میدر این شکل نشان می
زاویه داخلی و نسبت ضخامت، به تنظیم فرکانس طبیعی مطلوب  

انعطاف ویژگی،  این  یابند.  قابلدست  طراحی  پذیری  در  توجهی 
آگزتیکساختا فراهم    رهای  خاص  ارتعاشی  کاربردهای  برای 

 .آورد می

 
آگزتیک   نسبت ضخامت دیواره سلولی به طول ضلع سلولتاثیر   7شکل  

 بر نتایج 
Fig. 7 Effect of the ratio of cell wall thickness to auxetic cell edge 

length on the results 
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 مودهای مختلف های  س تاثیر سرعت دورانی بر فرکان  8شکل  

Fig. 8 Effect of rotational speed on the frequencies of different 

modes 
 

یک تیر دوار با ضخامت   چهار فرکانس طبیعی اول  تغییرات  8شکل  
عنوان تابعی از های فلزی را بهمتغیر، دارای هسته آگزتیک و رویه

 دهد. نمایش می (γ) بعدای بدونسرعت زاویه

ای  ی مودها، فرکانس طبیعی در ابتدا با افزایش سرعت زاویهر تمامد
دارد، اما پس از این نقطه، روندی    جزئیکاهش     γ≈0.15−0.2تا حدود

می مشاهده  طبیعی  فرکانس  در  یکنواخت  و  افت افزایشی  شود. 
شوندگی هندسی است؛ وضعیتی  اولیه در فرکانس ناشی از اثر نرم 

نیروهای ناپایدارکننده در   خمش و  که در آن چرخش باعث ایجاد
افزایش  ویژه در مقادیر پایین سرعت زاویهشود، بهسازه می با  ای. 

گردد و با افزایش شوندگی گریز از مرکز غالب می، اثر سفت γبیشتر  
 .یابدهای طبیعی نیز افزایش میسفتی محوری تیر، فرکانس 

تغ به  بیشتری  و چهارم( حساسیت  بالاتر )سوم    γییراتمودهای 
گیرتر است. ها چشم در آن   فرکانسدهند و دامنه نوسان  نشان می 

این پدیده ناشی از فرکانس فضایی بالاتر مودهای بالاست که نسبت  
تر هستند. به تغییرات سفتی دینامیکی ناشی از چرخش، حساس 

کنش میان دو اثر متضاد  شده حاصل برهمدر مجموع، رفتار مشاهده
ی خمش ناشی از چرخش در مقادیر پایین کنندهاست: اثر ناپایدار

γ کنندگی ناشی از نیروهای گریز از مرکز در مقادیر بالاتر.  ، و اثر سفت
نشان می فرکانس نتایج  بهدهد که  در مودهای های طبیعی،  ویژه 

تأثیر پدیدهبالاتر، به از چرخش  شدت تحت  ناشی  دینامیکی  های 
های ی در طراحی سازه انندهک قرار دارند و این موضوع نقش تعیین

 .کنددوار با هسته آگزتیک ایفا می
شوندگی تغییرات فرکانس طبیعی را نسبت به پارامتر باریک   9شکل  

نشان   0h هسته آگزتیک  ضخامتبرای مقادیر مختلفی از     λهندسی
ها، با افزایش  دهد که در تمامی حالت ها نشان می دهد. تحلیل می

λیابد. این رابطه  رت قابل توجهی کاهش میصو، فرکانس طبیعی به
سازه تدریجی سختی  از کاهش  ناشی  افزایش  معکوس  اثر  در  ای 

باریک  انعطاف شیب  موجب  است که  و  شوندگی  تیر  پذیرتر شدن 
 .شودریکات دینامیکی میکاهش مقاومت آن در برابر تح 

 
 شوندگی بر نتایج تاثیر ضخامت هسته و پارامتر باریک  9شکل  

Fig. 9 Effect of the core thickness and tapering parameter on the 

results 
 

باریک اثر  بر  نیز   تأثیرشوندگی،  علاوه  آگزتیک  هسته  ضخامت 
  0h، افزایش  λروشنی قابل مشاهده است. برای یک مقدار ثابت از  به

افزایش فرکانس طبیعی می به منجر به  افزایش عمدتاً  این  گردد. 
ت سختی خمشی سازه با ضخامت بیشتر هسته آگزتیک دلیل تقوی

منحصربه مکانیکی  رفتار  ضریب  است.  با  که  آگزتیک،  مواد  فرد 
شوند، مقاومت مؤثرتری در برابر تغییر  پواسون منفی شناخته می

شکل تحت بارهای ارتعاشی ایجاد کرده و در نتیجه فرکانس طبیعی 
 .دهدسیستم را افزایش می

شوندگی هندسی بر نقش کلیدی باریک  9شکل    طور کلی، نتایجبه
و پیکربندی هسته آگزتیک در تنظیم پاسخ دینامیکی سازه تأکید  

باریک دار شیب  افزایش  حالی که  در  موجب کاهش  ند.  شوندگی 
شود، افزایش ضخامت هسته آگزتیک  سفتی و فرکانس طبیعی می

ردد.  گ ای میاین اثر را خنثی کرده و موجب تقویت یکپارچگی سازه
ها برای طراحی بهینه اجزای سبک و حساس به ارتعاش  این یافته

 .بسزایی برخوردارنددر کاربردهای مهندسی پیشرفته از اهمیت 

طبیعی  10شکل   فرکانس  بر  تیر  طول  ضخامت   تأثیر  برای  های را 
آگزتیک می  0h مختلف هسته  گونه که مشاهده دهد. همان نشان 

 کاهش  طبیعی  فرکانس  ،1٫0  تا  0٫2شود، با افزایش طول تیر از  می
 است،  انتظار  قابل  کاملاً   معکوس   رابطه  این.  کندمی  پیدا  گیریچشم 

 پذیریانعطاف  و برخوردارند کمتری سفتی از بلندتر تیرهای  که چرا 
 تحریکات   برابر  در  را   هاآن  مقاومت   امر   این  که  دارند،  بالاتری

  تمامی   رای ب  کاهشی  روند  این.  دهدمی  کاهش  شدتبه  ارتعاشی
 .طور یکنواخت مشاهده شده است به 0h مقادیر

هسته   تأثیر ضخامت  مذکور  شکل  آن،  بر  رفتار  علاوه  بر  آگزتیک 
سازد. برای تیرهای کوتاه )در حدود طول  ارتعاشی را نیز برجسته می

باعث افزایش محسوس فرکانس    0h ضخامت   افزایش  ،(0٫4  تا  ٫20
می نشان طبیعی  نقششود، که  در   دهنده  هسته  ضخامت  غالب 

این حال، هنگامیتقویت سختی سازه با  که طول تیر از ای است. 
 به مربوط طبیعی های فرکانس  بین تفاوت رود،می  فراتر 0٫7حدود 
 دهد که یابد. این موضوع نشان میکاهش می  0h مختلف  مقادیر
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 تاثیر طول تیر و ضخامت هسته بر نتایج  10شکل  

Fig. 10 Effect of the beam length and core thickness on the results 
 

ای غالب ی طول بر سفتی سازه برای تیرهای نسبتاً بلند، اثر کاهنده 
تر  شده و نقش ضخامت هسته آگزتیک در پاسخ دینامیکی کمرنگ

 .شودمی

ارائه  شکل  نتایج  در  هم  10شده  اثر  و بیانگر  هندسی  ابعاد  زمان 
آگزت ماده  ضخامت پیکربندی  با  تیرهای  دینامیکی  پاسخ  بر  یک 

. در حالی که افزایش ضخامت هسته موجب تقویت  هستندمتغیر  
گردد، این مزیت با افزایش سفتی و بالا رفتن فرکانس طبیعی می

ها برای مهندسان و طراحان،  یابد. این بینش طول تیر کاهش می 
ارتعاشبه عملکرد  تنظیم  به  نیاز  که  کاربردهایی  در  در  ویژه  ی 

 .های مختلف دارند، از اهمیت بالایی برخوردار است مقیاس 

فرکانس طبیعی و طول یک تیر ساندویچی با   بینرابطه    11شکل  
رویه از  متشکل  متغیر،  را ضخامت  آگزتیک  هسته  و  فلزی  های 

می پیکربندنمایش  چهار  شکل،  این  در  با دهد.  مختلف  ی 
بالاضخامت  رویه  متفاوت  پا )th (های  رویه    6تا    3از   )bh (یینو 

دهد که در تمامی وضوح نشان میاند. نمودار بهمتر ارائه شدهمیلی
که طوریشود؛ بهها، روندی نزولی و غیرخطی مشاهده میپیکربندی 

از   تیر  طول  افزایش   صورتبه  طبیعی   های فرکانس   ،1٫0  تا  0٫2با 
 های فرکانس   تر،کوتاه   های طول  در.  اندیافته   کاهش  گیریچشم 

افزایش  (  10×45.2   حدود  تا )  دارند  توجهیقابل  مقدار   طبیعی با  و 
به  مقادیر  این  طول  طول،  در حدود  و  یافته    به  1٫0سرعت کاهش 

 .رسندمی 10×40.2 حدود در همگرا  مقادیری

های ارتعاشی تیر دارد، ویژگیها تأثیر مستقیمی بر  ضخامت رویه 
رویه گونهبه نازکای که  منهای  معمولًا  طبیعی تر  فرکانس  به  جر 

می بهبالاتری  اثر  این  در طولشوند.  تیر بهویژه  وضوح های کوتاه 
چنان  است،  بزرگ محسوس  در  بازه که  در  موجود  طولی نمایی  ی 

 ضخامت   دارای   پیکربندی .  است   شده  داده  نشان  نیز  0٫33  تا  0٫325
  نشان   را   طبیعی  فرکانس  مقادیر   بالاترین  مداوم  طوربه   مترمیلی  3

 مترمیلی  6  و  5  ،4  های پیکربندی   ترتیببه  آن  از  پس  و  دهد،می
 فرکانس   و  هارویه   ضخامت   میان  معکوس   رابطه  این.  دارند  قرار

یه، جرم کل  رو  ضخامت   کاهش  که  شودمی  ناشی  جاآن  از  طبیعی
 دلیل ساختار ساندویچی با که بهدهد، در حالی تیر را کاهش می

 
 ها بر نتایج ت رویه تاثیر طول تیر و ضخام 11شکل  

Fig. 11 Effect of the beam length and face sheet thickness on the 

results 
 

می حفظ  مطلوب  حد  در  سازه  سفتی  آگزتیک،  در  هسته  و  شود 
 .یابدکانس ارتعاشی افزایش مینتیجه، فر

بین  تفاوت  تیر،  طول  افزایش  با  که  است  آن  توجه  قابل  نکته 
طبیعی  فرکانس  پیکربندی های  به  ضخامت  مربوط  مختلف  های 

دهد در تیرهای بلندتر، تأثیر طول  یابد، که نشان می رویه کاهش می
رو،  اینشود. از  نسبت به ضخامت رویه بر رفتار ارتعاشی غالب می

های ساندویچی با ضخامت متغیر، مهندسان باید در طراحی سازه 
طبیبه فرکانس  و  تیر  رویه، طول  میان ضخامت  عی حاصل،  دقت 

های  توازن برقرار کنند تا در کاربردهایی نظیر اجزای هوافضا، سازه 
از   ارتعاش  و کنترل  وزن  عمرانی که کاهش  عناصر  یا  خودرویی 

 .است، به عملکرد بهینه دست یابنداهمیت بالایی برخوردار  

را بر فرکانس طبیعی    λشوندگی هندسیتأثیر پارامتر باریک   12شکل  
های فلزی نمایش دارای هسته آگزتیک و رویه  تیرهای ساندویچی

مقادیر مختلفمی دوم،  تصویر  مطابق  بازه     λدهد.  ( 0٫3تا    0)در 
  ایجاد   تیر  مختلف  های طول  در   را   متمایزی  ارتعاشی  رفتارهای 

، فرکانس طبیعی با افزایش طول تیر  λ  مقادیر  تمامی  در.  کنندمی
می  غیرخطکاهش  نوع  از  کاهشی  روند  این  و  در  یابد  است.  ی 

کوتاه طول )حدود  های  است؛  ملموس    λاثر  ،(0٫3  تا  0٫2تر  تر 
برای طوری به مقدار    ضخامت   )تیر   λ=0که  بالاترین  یکنواخت(، 

)نمایانگر     λکه با افزایششود، در حالی ده میفرکانس طبیعی مشاه
باریک شیب  بهافزایش  فرکانس  مقادیر  کاهش شوندگی(،  تدریج 

موضوعمی این  می  یابند.  پارامتر  نشان  افزایش  که  دهد 
شوندگی منجر به کاهش نسبت سفتی به جرم در ساختار تیر  باریک

 .یابندهای ارتعاشی کاهش می ساندویچی شده و در نتیجه، فرکانس 

  تر واضح  تصویری  0٫415  تا  0٫405شده در بازه طولی  نمایی ارائهبزرگ 
هد. نمودارها ترتیبی دبر فرکانس طبیعی ارائه می   λپارامتر   تأثیر  از

دنبال می  را  در بالا، منحنی مربوط بهطوری کنند؛ بهمنظم     λ=0که 
10×41.0 (حدود  )  0.3λ=  منحنیو در پایین،  (  10×41.4 قرار دارد )حدود

آن(   میان  در  است؛  شده  میانی  واقع  مقادیر  نیز     λ=0.01 ،0.10ها 
 فرکانس ترتیب قرار دارند. این کاهش سیستماتیک در به   0.20و
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 شوندگی بر نتایج تاثیر طول و پارامتر باریک   12شکل  

Fig. 12 Effect of the beam length and tapering parameter on the 

results 
 

، در تضاد با برخی مطالعات دیگر است که در  λطبیعی با افزایش  
پیکربندی آن باریکها،  به  های خاص  منجر  است  شوندگی ممکن 

عنوان نمونه، در برخی تحقیقات پیرامون کانس شوند. بهافزایش فر
شوندگی در  تیرهای دوار با ضخامت متغیر، افزایش نسبت باریک

فرک  افزایش  است شرایط خاص موجب  پایه شده  این  [27]   انس   .
ویژگی  به  احتمالًا  آگزتیک تفاوت  هسته  خاص  مکانیکی  های 

بهبازمی که  برهم گردد  منفی،  پواسون  ضریب  داشتن  کنش  دلیل 
هندس با  باریک متفاوتی  خود  ه  از  متداول  مواد  به  نسبت  شونده 

 .دهدنشان می 

پارامتر عملی  ویژگی    λاهمیت  تنظیم  قابلیت  ارتعاشی  در  های 
توانند از این پارامتر  نهفته است. مهندسان می   چیساندویهای  سازه

صورت راهبردی استفاده کنند تا به پاسخ فرکانسی مطلوب برای به
ویژه در مواردی که نیاز به کنترل  هکاربردهای خاص دست یابند، ب

بهینه یا  تیر ارتعاش  طول  افزایش  با  دارد.  وجود  میرایی  سازی 
مقدار  به هم    λمختلف  مقادیر   به  مربوط  نمودارهای   ،1٫0سوی  به 

امر نشان مینزدیک می این  باریک شوند، که  اثر  در  دهد  شوندگی 
 .تیرهای بلندتر اهمیت کمتری خواهد داشت 

را بر فرکانس طبیعی تیر ساندویچی   (R) هابر شعاع  تأثی  13شکل  
رویه و  آگزتیک  هسته  متغیر،  ضخامت  نمایش با  فلزی  های 

رکانس طبیعی و طول تیر را برای چهار  دهد. نمودار، رابطه بین فمی
مختلف   هابمقدار     R=0.5و   R=0.1  ،R=0.25،R=0.3شامل    شعاع 

می  شکلارائه  مشابه  منحنیکند.  تمامی  پیشین،  روند های  ها 
هشی غیرخطی واضحی را در فرکانس طبیعی با افزایش طول تیر  کا

هاب  حال،  این  با.  دهندمی   نشان  1٫0  تا   0٫2از     الگوی   شعاع 
  مقادیر   ها،طول   تمام  در  که  ای گونهبه  کندمی   ایجاد  مشخصی
شوند. این  همواره منجر به فرکانس طبیعی بالاتری می   R کوچکتر

  0٫3265  تا  0٫3261ی بازه طولی  نمایویژه در بزرگ رابطه معکوس به
بیشترین فرکانس طبیعی    R=0.1پیکربندی  که  جایی  است؛  مشهود
 ترتیب پس از آن  دهد و بهی را نشان م( 10×42.19 )حدود 

 

 
 تاثیر شعاع هاب بر نتایج  13شکل  

Fig. 13 Effect of the radius of hub on the results 
 

با کمترین مقدار     R=0.5و در نهایت    R=0.25 ،R=0.3های  پیکربندی 
 .قرار دارند( 10×42.14 )حدود 

تأثیرگذاری   نحوه  به  رفتار  این  فیزیکی  هابمکانیسم  بر    شعاع 
شعاع گردد.  ساختار تیر بازمی  سراسرتوزیع نیروهای گریز از مرکز در 

در نزدیکی محور دوران   هاب کوچکتر باعث تمرکز اثرات چرخشی 
شود و در نتیجه نسبت سفتی به جرم مؤثر سازه را افزایش داده می

طور که در مطالعات مربوط  برد. همان و فرکانس طبیعی را بالا می
موجب    دویچی دوار نیز گزارش شده است، دوران تیر به تیرهای سان

های ارتعاشی  شود که مستقیماً بر ویژگی ای میایجاد سختی افزوده 
های خاص هسته  شونده همراه با ویژگیگذارد. هندسه باریکاثر می 

پیچیده   مکانیکی  سامانه  یک  منفی(  پواسون  )ضریب  آگزتیک 
پارامتر کنترلی کلیدی   عنوانبه  شعاع هابکند که در آن  ایجاد می

تر تیر بارزتر  های کوتاه کند. این اثر در طول عمل می در رفتار ارتعاشی  
تفاوت بین مقادیر مختلف   در  برجسته  Rاست، جایی که  تر بوده، 

فرکانس  حالی مقادیر  سمت  به  نمودارها  بلندتر،  تیرهای  برای  که 
 .بدیاکاهش می  شعاع هابشوند و نقش نزدیک به هم همگرا می

پارامتر   مهندسی،  منظر  هاباز  در    یک  شعاع  مهم  آزادی  درجه 
سازه محسوب طراحی  آگزتیک  هسته  با  ساندویچی  دوار  های 

انتخاب مناسب  می با  ارتعاشی  ، میشعاع هابشود.  پاسخ  توان 
های توربین، روتورهای  ای دوار مانند پره مطلوبی برای اجزای سازه 

رباتیک به دهند که آورد. نتایج نشان می  دستبالگرد یا بازوهای 
ایزولاسیون  برای کاربر و  بالاتر  طبیعی  فرکانس  به  نیاز  دهایی که 

ویژه در طراحی کوچکتر، به  شعاع هابارتعاشی بهتر دارند، انتخاب  
کوتاه  حال،  تیرهای  این  با  داشت.  خواهد  محسوسی  مزیت  تر، 
های  ازهدر تیرهای بلندتر بیانگر آن است که برای س   Rکاهش تأثیر

ض نظیر  پارامترهایی  زیاد،  طول  نسبت  با  یا  رویه  خامت 
های ارتعاشی شوندگی ممکن است کنترل مؤثرتری بر ویژگی باریک

 .ایجاد کنند

جدول   اساس  فرکانس 3بر  از  تحلیلی  تیر ،  یک  طبیعی  های 
  6/0شده )طول  ساندویچی با ضخامت متغیر و پارامترهای مشخص 

،  14شبکه  ، تعداد نقاط  مترمیلی  3پایین  بالا و    رویه، ضخامت  (  متر
شعاع ،  γ=0.1بُعد  ای بدون ، سرعت زاویهساده–شرایط مرزی گیردار
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، نسبت ضخامت به طول  21η=، نسبت ابعادی سلول  0.25R=  هاب
آگزتیک0.12η=سلول   سلول  داخلی  زاویه  و   ،=π/6) φ  )  ارائه قابل 

ای مقادیر  است. جدول مذکور چهار مود اول فرکانس طبیعی را بر
  .کندگزارش می   γای و سرعت زاویه   λشوندگیپارامتر باریکمختلف  

برای  های طبیعی بدون ، فرکانس(γ=0)در حالت بدون چرخش بُعد 
به نخست  مود  با:  چهار  برابرند  ، 13585٫17،  5966٫48ترتیب 

که  22422٫02و    21279٫42 زمانی   ،λ=0     تیر ضخامت  )یعنی 
شوندگی پارامتر باریک دگی(. با افزایش  شونبدون باریک   و  یکنواخت 

تمام  1/0تا   صفر از   در  طبیعی  فرکانس  مقادیر  در  جزئی  ، کاهش 
می مشاهده  بهمودها  از شود؛  اول  مود  فرکانس  مثال،  عنوان 

از    5671٫166به    5966٫48 چهارم  مود  فرکانس  به   22422٫02و 
ار  دهد که حتی مقدیابد. این نتایج نشان می کاهش می  21472٫18

شوندگی نیز منجر به کاهش نسبت سفتی به جرم ک اندکی از باری 
با   .یابندهای طبیعی کاهش میسازه شده و به دنبال آن، فرکانس

چرخش  گرفتن  نظر  فرکانس γ=0.4)و   (γ=0.3 در  در ،  طبیعی  های 
گیری افزایش  صورت چشم به   λتمامی مودها و برای تمام مقادیر

های چهار  ، فرکانس λ=0و     γ=0.4در حالت عنوان نمونه،  یابند. بهمی
، و 45410٫22،  32939٫62،  9837٫16ترتیب برابرند با:  مود اول به
سفت 45778٫51 اثر  از  ناشی  توجه  قابل  افزایش  این  کنندگی . 

می  ایجاد  چرخش  اثر  در  است که  مرکز  از  و نیروهای گریز  شوند 
 .گردندموجب افزایش سختی مؤثر سازه می

حتی    λچرخش، افزایش پارامتر  بدونا حالت  مشابه ببا این حال،  
های ای نیز منجر به کاهش تدریجی فرکانسدر حضور سرعت زاویه

کنش دو اثر متضاد  دهنده برهمشود. این موضوع نشان طبیعی می

از یک  از چرخش و از سوی دیگر، سو، سفت است:  شوندگی ناشی 
ایج جدول موع، نتشوندگی. در مجشدگی هندسی ناشی از باریک نرم 
می  3 تأثیر  تأکید  تحت  تیرها  نوع  این  دینامیکی  رفتار  کنند که 

بهینه  طراحی  و  بوده  دینامیکی  و  هندسی  پارامترهای  از  ترکیبی 
 .ها مستلزم موازنه دقیق میان این عوامل است آن

های طبیعی تیر بر فرکانس  R  شعاع هاب ، تأثیر  4بر اساس جدول  
متغیر ضخامت  با  مقادیر  و    ساندویچی  برای  آگزتیک،  هسته 

زاویه از سرعت  داده   γای مختلفی  است.  بررسی  جدول  قابل  های 
در سه مقدار از سرعت شامل فرکانس  اول  های طبیعی چهار مود 

   R=0.05،0.1،0.25مختلف    شعاع هابو سه     γ=0.1،0.2،0.3ای زاویه
افزایش  γ=0.1برای    .باشدمی   باعث  0٫25به    0٫05از    شعاع هاب، 

فرکانس اف در  جزئی  میزایش  مودها  تمامی  طبیعی  شود؛  های 
افزایش    6284٫1به    6179٫845عنوان مثال، فرکانس مود اول از  به

،  شعاع هاب  دهد که با افزایشیافته است. این موضوع نشان می
تر شده و سختی مؤثر سازه کمی اثر نیروهای گریز از مرکز گسترده

 .روندهای طبیعی نیز بالاتر میانس فرک دنبال آن  افزایش یافته که به
های طبیعی در ، فرکانس0٫3به    0٫1از     γای با افزایش سرعت زاویه

صورت قابل توجهی های چرخش به تمام مودها و برای تمام شعاع 
از  R=0.25عنوان نمونه، در  یابند. بهافزایش می اول  ، فرکانس مود 

ایش یافته است. این افز   γ=0.3در  8424٫415به     γ=0.1در  6284٫1
شده نیروهای گریز از مرکز با افزایش سرعت  روند بیانگر اثر تقویت 

چرخش است که موجب افزایش سختی سازه و در نتیجه افزایش  
 .شودهای طبیعی میفرکانس 

 

 ی مختلف ارتعاش  یبر فرکانس مودها ی شوندگکیو پارامتر بار  ی سرعت دوران ریتاث   3جدول  

Table 3 Effect of rotational speed and tapering parameter on the frequencies of different vibration modes. 

Mode  

Number 

𝜸=0 𝜸=0.3 𝜸=0.4 

𝝀=0 𝝀=0.01 𝝀=0.05 𝝀=0.1 𝝀=0 𝝀=0.01 𝝀=0.05 𝝀=0.1 𝝀=0 𝝀=0.01 𝝀=0.05 𝝀=0.1 

1 5966.48 5937.288 5819.783 5671.166 8445.312 8424.415 8340.457 8234.622 9837.16 9818.992 9745.946 9653.726 

2 13585.17 13519.02 13252.46 12914.67 18283.06 18233.86 18036.24 17787.3 32939.62 32867.27 20877.82 20632.35 

3 21279.42 21298.45 21375.12 21324.65 21270.38 21289.64 21367.08 21464.88 45410.22 45449.74 21307.27 21433.32 

4 22422.02 22313.89 21877.86 21472.18 28964.85 28882.3 28550.39 28131.43 45778.51 45671.54 32576.44 32209.4 

 

 ی مختلف ارتعاش  یبر فرکانس مودها  شعاع هابو   ی سرعت دوران ریتاث  4جدول  

Table 4 Effect of rotational speed and radius of hub on the frequencies of different vibration modes. 

Mode  

Number 

𝜸=0 𝜸=0.2 𝜸=0.3 

R=0.05 R=0.1 R=0.25 R=0.05 R=0.1 R=0.25 R=0.05 R=0.1 R=0.25 

1 6179.845 6206.143 6284.1 6838.54 6929.3 7191.828 7774.11 7943.904 8424.415 

2 13965.53 14012.32 14151.37 15201.84 15367.59 15850.26 17005.66 17324.18 18233.86 

3 21297.94 21297.89 21297.72 21296.39 21296.16 21295.46 21293.27 21292.52 21289.64 

4 22917.67 22981.07 23169.82 24614.33 24843.59 25514.08 27141.76 27591.51 28882.3 
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 ی مختلف ارتعاش  یبر فرکانس مودها ک یآگزت  سلول هیو زاو  یسرعت دوران ریتاث 5جدول  

Table 5 Effect of rotational speed and auxetic cell angle on the frequencies of different vibration modes. 

Mode  

Number 

𝜸=0 𝜸=0.1 𝜸=0.3 

𝝋=0 𝝋=30 𝝋=45 𝝋=60 𝝋=0 𝝋=30 𝝋=45 𝝋=60 𝝋=0 𝝋=30 𝝋=45 𝝋=60 

1 6222.909 5937.288 5632.968 5134.785 6554.721 6284.1 5997.22 5531.414 8637.573 8424.415 8200.823 7843.064 

2 14166.95 13519.02 12828.53 11697.18 14771.45 14151.37 13493.37 12422.51 18731.84 18233.86 17712.36 16879.41 

3 22225.06 21298.45 20192.25 18465.44 22224.35 21297.72 20191.48 18464.61 22216.89 21289.64 20181.88 18450.88 

4 23376.13 22313.89 21180.69 19321.86 24193.68 23169.82 22081.4 20306.19 29721.54 28882.3 28000.54 26586.99 

 

  شعاع هابدهند که با تنظیم  نشان می  4، نتایج جدول  مجموعدر  
های ارتعاشی مطلوبی را برای  وان ویژگیتای میو سرعت زاویه

ها  دست آورد. این یافتهتیرهای ساندویچی با هسته آگزتیک به
بهمی بهینه توانند  و  طراحی  برای  ارزشمند  مبنایی  سازی عنوان 

وزن و مقاوم در برابر ارتعاش در کاربردهای  های دوار سبک سازه
 .اده قرار گیرندمهندسی پیشرفته مورد استف

های طبیعی تیر ساندویچی با  هایی درباره فرکانس داده   5جدول  
می  متغیرضخامت   ارائه  آگزتیک  زاویه  و هسته  در آن  دهد، که 

مورد بررسی قرار   (γ) ای و سرعت زاویه (φ) های هستهانحراف سلول
های طبیعی چهار مود اول برای مقادیر مختلف اند. فرکانس گرفته

در  .اندای گزارش شدهسرعت زاویهحراف و برای سه مقدار زاویه ان
چرخش بدون  سلول (γ=0)  حالت  انحراف  زاویه  افزایش  با  ها، ، 

بهفرکانس  مودها  تمامی  در  طبیعی  کاهش  های  پیوسته  طور 
به    φ=0در  6222٫909عنوان مثال، فرکانس مود اول از  یابد. بهمی

دهنده  روند نشان   کاهش یافته است. این    φ=60در  5134٫785
سختی مؤثر سازه با افزایش زاویه انحراف است که موجب   کاهش

می طبیعی  فرکانس  زاویه  .شودکاهش  سرعت  افزایش  ،  γای  با 
زوایای فرکانس  تمامی  برای  و  مودها  تمامی  در  طبیعی  های 

می  افزایش  اثر سخت انحراف  از  ناشی  نیروهای  یابد که  کنندگی 
در سازه  در  مرکز  از  این  گریز  با  است.  چرخش  روند    حال  حال، 

  γحتی در مقادیر بالای    φکاهشی فرکانس طبیعی با افزایش زاویه
می حفظ  در  نیز  مثال،  برای  از  γ=0.3شود.  اول  مود  فرکانس   ،
 .کاهش یافته است    φ=60در  7843٫064به     φ=0در  8637٫573

به نتایج  میاین  نشان  انحراف  خوبی  زاویه  های سلولدهند که 
ین رفتار ارتعاشی تیر ساندویچی دارد  آگزتیک نقش مؤثری در تعی

زاویه، ویژگیو می  با تغییر این  در  توان  را  دینامیکی سازه  های 
 .سازی کرد کاربردهای خاص تنظیم و بهینه 

ای میان چهار نوع فلز  توان مقایسه، می7و    6با استناد به جداول  
لایهبه در  وکاررفته  رویی  ساندویچی   های  تیر  یک  زیرین 

(  AISI 4140  و فولاد  منیزیمآلومینیوم، تیتانیوم،  ) یر متغضخامت 
فرکانس  نظر  نتایج از  داد.  انجام  اول  مود  چهار  در  طبیعی  های 

می  فولادی نشان  پوسته  با  ساندویچی  تیر  کلی طور  به   دهد که 
فرکانس  برای بالاترین  داراست.  مودها  تمام  در  را  طبیعی  های 

فولاد    مثال، طبیعی  فرکانس  اول،  هرتز   6295٫602برابر  در مود 
(، تیتانیوم 6284٫1است که بالاتر از مقادیر مربوط به آلومینیوم )

باشد. این موضوع نشان  ( می6273٫006)  منیزیم( و  6265٫816)
پوستهمی از  استفاده  را  دهد که  سازه  سختی کلی  فولادی  های 

 .شودطبیعی بالاتر می های افزایش داده و منجر به فرکانس 

به چگالی  آلومینیوم   توجه  با  و  دارد  فولاد  به  نزدیک  عملکردی 
کمتر، گزینه مناسبی در کاربردهایی است که کاهش وزن اهمیت 
دارد. در مقابل، تیتانیوم و منیزیم مقادیر فرکانس طبیعی کمتری  
نسبت به فولاد و آلومینیوم دارند که حاکی از سختی کمتر این 

 .در ترکیب ساندویچی مورد بررسی است مواد  

نیز روند مشابهی مشاهده می ای که گونهشود؛ بهدر مود چهارم 
)  همچنانفولاد   فرکانس  تیتانیوم 23198٫62بیشترین  و   )

این نتایج تأکید می23124٫1کمترین مقدار ) را داراست.  کنند ( 
پوسته  برای  فلزی  ماده  انتخاب  تعیینکه  نقش  در  کنندهها  ای 
دارد  تیر ساندویچی  می   رفتار دینامیکی  به کاربرد، و  بسته  تواند 

 .طور هدفمند انتخاب شود برای افزایش سختی یا کاهش جرم به
 ی در طراح  تواندیپژوهش م  نیا  جینتا  ،ینمونه عمل  کی  عنوان  به
تورب  نهیبه ساندو  ی باد  نیپره  ساختار  با    یچیبا  شود.  اعمال 

چون   ییپارامترها  میبا تنظ  توانیحاضر، م  ی هاافته یاستفاده از  
آگزت  هیزاو متغییرا یم  شی افزا   ی)برا   کیسلول  ضخامت    ر ی(، 
  ی )برا   ی فولاد  هیانتخاب رو  و (  یجرم و سخت  نهیبه  عی توز  ی )برا 
از    یناش  کاتیپره را از باند تحر  یعی(، فرکانس طبیسفت  شیافزا 

امر منجر    نیرزونانس را مهار نمود. ا  دهیوزش باد دور کرده و پد
راندمان استحصال   شیو افزا   کاهش صدا   ،یعمر خستگ  شیبه افزا 

 . گرددی م یانرژ

 

 های فلزی خواص مکانیکی رویه   6جدول  

Table 6 Mechanical properties of the metallic facesheets. 
Density 

(kg/m3) Poisson’s Ratio 
Young’s Modulus 

(GPa) Metal Type 

2700 0.33 70-80 Aluminum alloy 

4500 0.34 110-120 Titanium alloy 
1800 0.29 45-50 Magnesium alloy 

7850 0.3 210 Steel 
 

 هاه یبر اساس جنس رو ی عیفرکانس طب  رات ییتغ  7جدول  

Table 7 Variation of the natural frequency with respect to the face sheet 

material. 

Steel Magnesium Titanium  Aluminum  Mode 

Number 
6284.1 6265.816 6273.006 6295.602 1 

14151.37 14117.78 14130.98 14172.52 2 

21297.72 21297.76 21297.75 21297.7 3 

23169.82 23124.1 23142.07 23198.62 4 
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 فهرست علائم 
𝒜𝒾𝓀
(𝓃)

 ضرایب وزنی روش مربعات تفاضلی تعمیم یافته  
C های ماتریس سفتی مولفه 

{d} بردار جابجایی (m ) 
𝐸(𝓏) مدول یانگ  (Pa ) 

ℱ(𝓏), ℊ(𝓏)  توابع تغییر شکل برشی 
𝐺(𝓏) مدول برشی (Pa ) 

ℎ𝑡, ℎ0, ℎ𝑏 ضخامت لایه بالا، هسته و لایه پایین (m ) 
[𝒦]  ماتریس سختی الاستیک 
𝒦  انرژی جنبشی 
L طول تیر (m) 

𝑙1, 𝑙2, 𝑙3 های هسته آگزتیکهای افقی، عمودی و مایل سلولطول (m) 
[ℳ]  ماتریس جرم 
𝑁  تعداد نقاط شبکه 
𝑁𝑅 نیروی گریز از مرکز (N) 
R شعاع دوران تیر (m ) 
𝒮  انرژی کرنشی 
t ضخامت هسته (m ) 

𝒰,𝒲 های جابجایی در راستای مولفهx  وz (m) 
𝑊𝑅 کار ناشی از نیروی گریز از مرکز (J ) 
ε, γ و برشی های نرمال کرنش 
θ زاویه شیب هسته آگزتیک (rad ) 

2λ, 1λ های هندسی هسته آگزتیک نسبت 
Λ های تیر نسبت به افقزاویه رویه  (rad ) 
ν ضریب پواسون 
ρ چگالی  (3kg/m) 

τ, σ نرمال و برشی های تنش (Pa ) 
ω ای تیرسرعت زاویه (rad/s) 

 گیری نتیجه  - 6
متغیر  ضخامت   ساندویچیدر این پژوهش، رفتار ارتعاشی یک تیر 

های فلزی تحت تأثیر زنبوری آگزتیک و رویهدوار با هسته لانه
پارامترهای هندسی و دینامیکی گوناگون مورد تحلیل دقیق قرار  
گرفت. معادلات حاکم با استفاده از اصل همیلتون و تئوری تغییر  

ها با روش  شکل برشی مرتبه بالا استخراج شده و حل عددی آن 
انجام شد. تحلیل همگرایی نتایج    یافتهتعمیم  تفاضلی  مربعات

یافته دقت بالا و نشان داد که روش مربعات دیفرانسیلی تعمیم
بینی رفتار مودهای ارتعاشی کارایی محاسباتی مناسبی در پیش 

 14های بیشتر از  طوری که نتایج برای تعداد گره مختلف دارد، به
رسیدند مطلوبی  پایداری عددی  پامط  .به  رامتری گسترده العات 

حاکی از آن بود که پارامترهای هندسی هسته آگزتیک )از جمله 
ها، نسبت ضخامت به طول دیواره، و نسبت زاویه انحراف سلول 

های طبیعی سازه دارند. با  ابعادی سلول( تأثیر بسزایی بر فرکانس
طول،  به  دیواره  ضخامت  نسبت  و  سلولی  زاویه  افزایش 

دهنده کاهش سختی افته و نشان ی کاهش یهای طبیعفرکانس 
 هامؤثر سازه هستند. از سوی دیگر، افزایش نسبت طولی سلول

(η₁) می شد، که  طبیعی  فرکانس  افزایش  به  موجب  را  آن  توان 
افزایش  همچنین  داد.  نسبت  هسته  خمشی  سختی  افزایش 

ها شد که موجب افزایش قابل توجه فرکانس  (γ) ای سرعت زاویه 
نتایج   .باشدکنندگی گریز از مرکز می اثر سخت   ناشی از  این پدیده

پارامتر   تیر،  طول  همچون  ساختاری  پارامترهای  که  داد  نشان 
ضخامت  رویه (λ)  کاهش  ضخامت  و  هسته  ضخامت  تأثیر ،  ها 

عنوان مثال، زمان و گاه متضادی بر رفتار دینامیکی دارند. بههم
، در طبیعی شدافزایش طول تیر منجر به کاهش شدید فرکانس  

یابد.  های بیشتر کاهش می که تأثیر ضخامت هسته در طولحالی
موجب کاهش سختی و در نتیجه   λ در همین راستا، تغییر پارامتر 

فرکانس  بهکاهش  شد،  در طول ها  بررسی   .ترهای کوتاهخصوص 
تر این پارامتر،  نیز نشان داد که در مقادیر کوچک  تأثیر شعاع دوران 

یافته و در نتیجه فرکانس طبیعی بالاتری   ر افزایشسختی مؤثر تی
می  درحاصل  تأثیر  این  کوتاه  شود.  در  تیرهای  و  بوده  بارزتر  تر 

های  یابد. همچنین مقایسه بین رویههای بیشتر کاهش میطول
از فولاد به دلیل   AISI 4140 فلزی مختلف نشان داد که استفاده 
در مقابل،  ی شده و  سختی بالا منجر به بیشترین فرکانس طبیع

فرکانس  منیزیم  و  میتیتانیوم  تولید  کمتری  در    .کنندهای 
می نشان  پژوهش  این  نتایج  دقیق  مجموع،  تنظیم  با  دهد که 

توان پاسخ  پارامترهای هندسی، جنس مواد، و شرایط مرزی، می
طور مؤثری های ساندویچی با هسته آگزتیک را بهدینامیکی سازه 

یافته این  کرد.  میکنترل  بهینهتها  طراحی  راهگشای  ی وانند 
سبکسازه چرخان  در  های  مطلوب  ارتعاشی  عملکرد  با  وزن 

توربین نظیر  تیغهکاربردهایی  سامانهها،  و  هوایی،  های  های 
باشند انرژی  این تحلیل میاز محدودیت   .برداشت  توان به های 

برای بخش مرکزی پره در نظر   هیافتمدل تیرتوسعهاین نکته که  
رفته شده و شکل کمانی دقیق )فیلت( در منطقه اتصال به هاب گ

تواند در محاسبه  سازی می. این ساده، اشاره کرد مدل نشده است 
فرکانس  بادقیق  مودهای  برای  ویژه  به  طبیعی  که لاهای  تر 

تأثیرگذار   دارند،  سختی  محلی  تغییرات  به  بیشتری  حساسیت 
رگیری هندسه واقعی ظ سازی با المان محدود با در نباشد. شبیه

. شودتر توصیه می اتصال، برای دستیابی به نتایج عملیاتی دقیق
است   ذکر  شایان  مبتنارائه   مدلهمچنین  فرض  یشده    ات یبر 

  از ین  تردهیچیپ  یعمل  طیاست که ممکن است در شرا   ی اکنندهساده
 نیکامل و بدون لغزش ب اتصال داشته باشد. از جمله یبه بازنگر

اثرات احتمال  در   هاهیلا و   ی هاتنش   ش،یجدا  ینظر گرفته شده 
 .اندنواقص اتصال مدل نشده  ایساخت،    ندیاز فرآ  یپسماند ناش

غ  یخط  رفتار اثرات  و  شده  فرض  تغ  یناش  یرخطیمواد   رییاز 
در سرعت   ایبزرگ    ی هاشکل  مواد  نظر    اریبس  ی هاخزش  در  بالا 

ر طول د  ک یآگزت  ی هاسلول  کنواخت ی  عی توز  .گرفته نشده است 
  ی محل  یسلول  دمانیدر چ  یاحتمال   راتییهسته فرض شده و تغ

است  نشده  توسعه  اتیفرض  نیا  ت ی حساس  لیتحل  .مدل   ی و 
 تواند یاتصالات، م  یریپذبیآس  یری با درنظرگ   یرخطیغ  ی هامدل

 .باشد یمطالعات آت ی برا  ی ارزشمند یپژوهش ی نهیزم 
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