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In this study, to incorporate the laser function into the zirconia sintering process, the numerical 

modeling of laser irradiation employing a sinusoidal modulation function was simulated using a 

non-Fourier, dual-phase-lag model. The defined laser function ensures the irradiation heat flux 

remains within the range of 2 kW/cm², while the intensity is delivered in a pulsed manner, allowing 

for thermal relaxation intervals within the dental veneer. The laser beam exhibits a Gaussian spatial 

distribution with a beam radius of 2 mm. The equations were solved using the finite difference 

approximation method in MATLAB. To analyze the sintering process of a zirconia dental coping, a 

geometry based on actual dimensions was examined. A coordinate mapping technique was 

employed to generate a mesh for the geometry, accounting for all its complexities. Simulation 

results indicated that during the sintering process using a sinusoidal laser function, the temperature 

rises from ambient levels to 1600°C over approximately 140 minutes, followed by rapid cooling of 

the coping at an exponential rate. While rapid laser sintering is an attractive option due to the ability 

to raise temperatures quickly and reduce total processing time, it may induce steep temperature 

gradients. The significance of raising the temperature over a very short period approximately 3 

hours, compared to the 10 hours required for standard processes lies in the reduction of production 

time and the increase in productivity. 
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 اطلاعات مقاله 

 متن چکیده 
زیرکونیا سینترینگ  فرآبند  در  لیزر  تابع  بکارگیری  به جهت  پژوهش  این  سازی  ،  در  تابع  مدل  با  لیزر  تابش  عددی 

تابع تعریف شده برای این لیزر   شبیه سازی شده است.  توسط مدل غیرفوریه با تاخیر فاز دوگانه  مدولاسیون سینوسی
کیلو وات بر سانتی متر مربع باشد ولی این شدت تابش   2به گونه ای است که شار حرارتی تابش در محدوده مقادیر  

توزیع مکانی پرتوهای   .شودفرصت آسایش حرارتی به روکش دندان بر آن تابیده میلیزر بصورت پالسی و با ایجاد  
به وسیله تقریب تفاضلات محدود توسط نرم افزار متلب    حل معادلاتمیلی متر است.     2لیزر گاوسی و شعاع پرتو  

مورد   یدندان با ابعاد واقعروکش  از   ی اهندسه  ا،یرکونی روکش ز  نگ ی نتریس  ندیفرآ  ل یبه منظور تحلانجام شده است.  
خواهد   شبکه بندی آن    ی های دگیچیهندسه مسئله با تمام پمختصاتی،  توسط روش نگاشت    .رد یگ یمطالعه قرار م

 140  حدوددما در مدت    ،سینوسی  زریل  سینترینگ با تابع   ندیکه در فرآ  دادنشان    یسازهیشب  جینتا. در این پژوهش  شد
اتفاق   یینما  بیو با ش  عیسر  زین  روکش  خنک شدن  افزایش پیدا می کند و سپسدرجه    1۶۰۰به    طیمح  ی از دما  قهیدق 
خواهد جذاب  ی انه ی گز ند،یفرا  یدما و کاهش زمان کل  عی سر شیامکان افزا   لیبه دل زر یبا ل ع ی سر نگی نتری. سافتدیم

حدودا   کوتاه اریدر زمان بسما  اهمیت موضوع افزایش دشود.  دیشد ییدما انیگراد جادیممکن است باعث ا ی، ولبود
 .است   یوربهره  شیو افزا  دیدر کاهش زمان تول ساعت،  10مدت زمان  بای عاد ی ندهاینسبت به فرآساعت  3
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   مقدمه   - 1
را می فوریه  مقدار  قانون  و  ماده  در  دما  توزیع  برای حصول  توان 
هاي اعتبار مدل فوریه توسط آزمايش  بکار برد وانتشار گرما از آن  

است. رسيده  اثبات  به  تكنولوژي  متعدد  مانند اما  جديد  هاي 
های جدید ساخت  های کوتاه لیزر از مرتبه پیکوثانیه و روش پالس 

که   تولید  ورقو  تولید  صنایع امکان  برای  نازک  بسیار  های 
کند، نیاز به مطالعه فرایند انتقال الکترونیکی و حرارتی را فراهم می

 های کوچک زمانی و مکانی را افزایش داده است.گرما در مقیاس 
 زر، یل  ع،ی سر  شیگرما  ی ندهایبا گسترش کاربرد فرآ  ر،ی اخ  ی هادر سال
  ی هات یمحدود  ،یپزشکست ی ز  ی هاو کاربرد   اس ینانومق  ی هاسامانه 

آشکار شده است.    شیاز پ  شیب   هی انتقال حرارت فور  کیمدل کلاس
و   یشار حرارت  نیب  یزمان  ریوجود تأخ  لیبه دل  ،یطیشرا   نیدر چن
مدل   انیگراد غ  ی هادما،  حرارت  مدل    ژهیوبه   ه،ی رفوری انتقال 

دوگانه، فاز  تاخیر  با  جا  غیرفوریه  عنوان  برا   ینیگزیبه   ی مناسب 
قرار    ترق یدق   فیتوص پژوهشگران  توجه  مورد  حرارت گذرا  انتقال 
 اند.گرفته

پزشکی،   ی کاربردهازمینه    در ]   دندان  همکاران  و  در 1فلاحتکار   ]
با مشخصات پرتو    یپالس کوتاه دندانپزشک  زریل  کی  مطالعه خود

  ی عنی  یعضو معدن  کی  ییبه طور معمول به سطح بالا  ی را گاوس
  ی روش عدد  کوی ی.  کردنداعمال    شهی درمان ر  ی دندان انسان برا 

را حل معادله انتقال حرارت وابسته به زمان    ی تفاضل محدود برا 
کرد  سازی  کاربردها  در.  شبیه  و    مانگکل  ،یپزشکست ی ز  ی حوزه 

غیرفوریه با ،  پنسسه مدل انتقال حرارت    سهیبا مقا  [2]   همکاران
دوگانه فاز  حرارت  تاخیر  تعادل  فرآ  یموضع  یو   شنیابل  ندیدر 

  ی موضع  یبافت زنده، نشان دادند که مدل تعادل حرارت  ی وی کروویما
نتا  نی شتریب با  را  در حال  یشگاهیآزما  جیانطباق  مدل    یدارد،  که 

دوگانه فاز  تاخیر  با  زمان   راتییتغ  ه بنسبت    غیرفوریه  و  تخلخل 
م  یی بالا  ت یحساس  یحرارت  ریتأخ نتادهدیاز خود نشان    ن یا  جی. 

ب غ  انگریپژوهش  اثرات  نمودن  لحاظ  که  است   ی برا   هی رفوریآن 
  ی هادر بافت   یحرارت  بیتخر  هیدما و ناح  دانیم  قیدق   ینیبش یپ
هم  در  است.  یضرور  یستی ز و   ر،یمس  نیادامه   پریچافانکل 

غیرفوریه  و مدل  کیکلاس یحرارتست ی عملکرد مدل ز [3]  همکاران
در    وستهیو پ  یپالس  یزریل  شی گرما  لیرا در تحل  با تاخیر فاز دوگانه
 ی حرارتست ی نشان داد که مدل ز  جیکردند. نتا  سهیپوست انسان مقا

شکل    ریی تنش و تغ  ،یحرارت  ب یآس  زانیسطح، م  ی دما  کیکلاس
که مدل    یدر حال  کند،یم  برآورد شیب  یقابل توجه  ربافت را به طو

دوگانه فاز  تاخیر  با  حرارت  غیرفوریه  مکان  یرفتار   ی کیو 
م  یترنانهیبواقع  ادهدیارائه  اهم  نی.  از    ت یپژوهش  استفاده 
  زریبر ل  یمبتن  یدرمان  ی هاپروتکل   یرا در طراح  هی رفوریغ  ی هامدل

با توسعه    [4]   هاروات  زین  یپزشک  صیتشخ  نهیزم   در  .دهدینشان م
مرز  کی المان  غ  یمبتن  یمدل  حرارت  انتقال    ی برا   هی رفوریبر 

 شیآسا  ی هانشان داد که در نظر گرفتن زمان   ه،یچندلا  ی هابافت 

افزا   یحرارت شب  شیموجب  و    یکی نامید  یترموگراف  یسازهیدقت 
قابل  ن یا  جینتا.  شودیم  یپوست  ی تومورها  صیتشخ  ت یبهبود 
ب مدل    انگریمطالعه  مهم  دوگانهنقش  فاز  تاخیر  با  در    غیرفوریه 

در ساختارها  نانهیبواقع   فیتوص   یستی ز  دهیچیپ  ی انتقال حرارت 
 غیرفوریه با تاخیر فاز دوگانهمدل    ،یستی ز  ی بر کاربردها  علاوه  است.

تحل در  گسترده  طور  در ساما  لیبه  حرارت  و    کرویم  ی هانه انتقال 
  [ 5]  همکارانو  ژانگمورد استفاده قرار گرفته است.   زین اس ینانومق

 با  ضمنی  تمی دو روش تفاضل محدود فشرده با مرتبه بالا و الگور
غیرفوریه با تاخیر  حل معادلات مرتبه دوم    ی را برا   جهت متناوب

علاوه   ی شنهادینشان داد که روش پ  جینتاتوسعه دادند.    فاز دوگانه
را    یو مرتبه دوم زمان  یدقت مرتبه چهارم مکان  ،ی عدد  یدار یبر پا

اول و دوم    ی هامدل  نیب  سهیمقا  نی. همچنکندیفراهم م مرتبه 
دوگانه فاز  تاخیر  با  گرما  غیرفوریه  متحرک    یگاوس  یزریل  شیدر 

را با   یحرارت  رینشان داد که مدل مرتبه دوم قادر است اثرات تأخ
با   [6]   شوو    وو ای   گر،ید  یپژوهش  در  کند.  ینیبش یپ  یشتریدقت ب

در    هی رفوری، انتقال حرارت غگلرکینبر    یمبتن  یتوسعه روش عدد
شب  کرویم  اس یمق را  نانو  نتا  یساز هیو  تأ  جیکردند.    د یی ضمن 

پا  ییهمگرا  پارامترها  یداریو  داد که  نشان  تأخ  ی روش،    ریزمان 
غیرفوریه داشته و مدل    یبر انتشار موج حرارت  ی اقابل ملاحظه  ریتأث

انتقال حرارت را که در    یقادر است رفتار موج  با تاخیر فاز دوگانه
 کند.  یبازساز یبه خوب ست، یقابل مشاهده ن هی مدل فور
معرف  زین  [7] شمالی  و    سلیمان فاز  مدل    یبا  تاخیر  با  غیرفوریه 
ترانز  یبررس  یبرا   یرموضعیغ  دوگانه در  حرارت   ی ستورهای انتقال 

غ  یکونیلیس اثرات  لحاظ کردن  دادند که  موجب    یرموضعینشان 
پ  شیافزا  سامانه   دانیم  ینیبشیدقت  در  و    کرویم  ی هادما 

که هندسه    ت آن اس  انگریمطالعه ب  نیا  جی. نتاشودی م  اس ینانومق
پارامترها و  توز  یمیمستق  ریتأث   یرموضعیغ  ی قطعه  و   عی بر  دما 

  ی حوزه منابع حرارت  در   دارند.  یک یالکترون  زاتیتجه  یعملکرد حرارت
همکاران  چنمتحرک،   حرارت  [8]   و  دوبعد  کی  یپاسخ    یصفحه 

را بر اساس مدل    ی ضویب  ی رهایمتحرک با مس  یتحت اثر منبع حرارت
  ج یکردند. نتا  یبررس  یلیبه صورت تحل  غیرفوریه با تاخیر فاز دوگانه

زمان    ی و پارامترها  ی اهیحرکت منبع، سرعت زاو  رینشان داد که مس
دما و نحوه انتشار گرما دارند و   نهیشیبر ب  یریچشمگ  ریتأث  ر،یتأخ

تفاوت   میمستق  ریمس  ی دارا   یحاصل با منابع حرارت   یرفتار حرارت
 دارد.  یاساس

المان   یرخطیمدل غ  کیا توسعه  ب  [9]   و همکاران  ژو   گر،ید  ی سو  از
  ع یفوق سر  شی تحت گرما  هی رفوریغ  تهیسیترموالاست  ی محدود برا 

 جیکردند. نتا  یبه مکان را بررس  یحرارت  ت یهدا  یاثر وابستگ  ،یزریل
  ی سرعت انتشار موج حرارت  شیموجب افزا   یژگیو  نینشان داد که ا
 شودیسازه م  یکینامید  ی هاتنش و پاسخ  نهیشیب  ر یو کاهش مقاد

مواد تحت   یکیرفتار ترموالاست  لیدر تحل  ینقش مهم  جهیو در نت
 یانگ زیرفتار مواد متخلخل ن نهیزم  در .کندیم فایا یزریل شیگرما

همکاران ترموالاست  [10]   و  متخلخل    یفلز  ی هافوم  کیشکست 
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سرما شوک  مدل    ییتحت  از  استفاده  با  فاز  را  تاخیر  با  غیرفوریه 
  ، یحرارت  ریتأخ  ی هانشان داد که زمان  جینتا  مطالعه کردند.  دوگانه
از مهم  ینسب  یچگال   ع ی عوامل مؤثر بر توز  نی ترفوم و طول ترک 

از    یترق یدق   فیتوص  هی رفوریدما، تنش و رشد ترک بوده و مدل غ
 نیهمچن  .دهدی ارائه م  هی مواد نسبت به مدل فور  نیا  ی پاسخ گذرا 

غیرفوریه با تاخیر    مدل  بر  یمبتن  یلیمدل تحل  کیبا ارائه    [11]   مقدم
نشان   ینامتناه  طیدر مح  یعمق نفوذ حرارت  نییتع  ی برا   دوگانهفاز  

افزا  زمان   شیداد که  افزا   ریتأخ  ی هانسبت  نفوذ    شیباعث  عمق 
م ا  شودی حرارت  کل  یک یپارامتر    نیو  عوامل  کنترل    ی دیاز  در 

 . شودی ممحسوب   هی رفوریانتقال حرارت غ ی ندهایفرآ
 قات یکه بخش عمده تحق  دهدیشده نشان ممطالعات انجام   مرور
مدل  ر یاخ توسعه  دوگانه  ی هابر  فاز  تاخیر  با  ارائه  غیرفوریه   ،

مح  لیتحل  تر،قیدق   ی عدد  ی هاروش  در  حرارت   ی هاط یانتقال 
نانومق  کرویم  ی هامواد متخلخل، سامانه  ،یستی ز و منابع    اس یو 

ا  یحرارت با  است.  بوده  متمرکز  بررس  نیمتحرک  زمان هم  یحال، 
توز  ریثتأ تابع  ل   یانرژ  عینوع  پاسخ گذرا   عی توز  زر،یمنبع    ی دما و 

دوگانه مدل   فاز  تاخیر  با  مورد    غیرفوریه  جامع  صورت  به  هنوز 
  ل یپژوهش حاضر با تمرکز بر تحل  رو،نیمطالعه قرار نگرفته است. از ا

در چارچوب مدل انتقال    تابشی لیزر سینوسی  یانرژ  عی توز  عملکرد   و
و ارائه    یخلأ پژوهش  نیدرصدد پر کردن ا  ،دوگانه  فاز  ریتأخ  با حرارت  

 دان یبر م  یمنبع حرارت  عی نسبت به اثر شکل توز  ترقیدق   یدگاهید
است. رفتار انتقال حرارت  بهبود شرا   دما و    ند یدر فرآ  طیبه جهت 

تقال ان ی عدد یسازمدل وم،یرکونی ز یدندان ی هاروکش  نگی نتریس
  نه یزم   نیرا در ا  ی و کاربرد   د یجد  دگاهی، دهی رفوریحرارت رسانش غ
 ینیب  شیکمک خواهد کرد تا پ  شبیه سازی  نیبه ما خواهد داد. ا

آن داشته   لیو تحلدندانی    روکشدما در    عی توز  ی را درباره   یحیصح
در نت  میباش و    ندیفرآ  طینسبت به شرا   یتر درست   میتصم  جهیو 
 . میداشته باش نگی نتریس ی هاکوره زاتیتجه

 مسئله   شرح   - 2
[  یک معادله ساختاری کلی بین شار حرارتی 12تزو ]   1995در سال  

و گرادیان دما مطرح کرد که رفتار های اساسی رسانش گرما از جمله  
می  بر  در  را  حرارتی  موج  و  حرارت  نفوذ  معادله پدیده  گرفت. 

 پیشنهادی وی به صورت زیر است: 

𝑄(𝑟, 𝑡 + 𝜏𝑞) = −𝐾∇⃗⃗ 𝑇(𝑟, 𝑡 + 𝜏𝑇)                                  (1)                   
 

k    که حالی  در  است  حرارتی  رسانایی  خاصیت ی ضریب  ک 
فاز   تاخیر  یا  آسایش  یا  استراحت  زمان  است،  ماده  ترموفیزیکی 

رابطه به مدل    زمانی شارحرارتی است. تاخیر فاز  این  با  غیرفوریه 
یعنی غیرفوریه با تاخیر فاز دوگانه مشهور شد که زمینه ساز   دوگانه

 تحقیقات بسیاری از محققان شد.
غیرفوریه با تاخیر فاز  معادلات انتقال حرارت هدایت در این بخش 
ارائه   حرارتی  شدهدوگانه  هدایت  مدل  فاز  اند.  تاخیر  با  غیرفوریه 

نسبت به مدل  که به آن اشاره خواهد شد دارای دقت بالاتر  نه  دوگا
غیرفوریه با یک تاخیر فاز   های کلاسیک فوریه و مدل غیرفوریه  

ریزساختارها  است   در مقیاس  انتقال حرارت  فرآیند  واقعیت  به  و 
 تر است.نزدیک

سازی معادلات یکبار تنها به کمک معادلات تفاضل محدود گسسته 
به دستگاه مختصات   مختصاتی  کمک روش نگاشت به    شوند ومی

به کمک   سپس  و  پیدا کرده  انتقال  تفاضل    معادلاتمحاسباتی 
 شوند. سازی میمحدود گسسته

سازی معادلات به صورت صریح بیان شده و از تفاضلات  گسسته
های مختلف استفاده زمان در بخش رو و میانی همرو و پس پیش 

 . شده است 
 به صورت زیر در دسترس است:  ]13[ قانون بقای انرژی

 𝜌𝐶𝑝
𝜕𝑇⃗ (𝑟,𝑡)

𝜕𝑡
= −∇⃗⃗ . 𝑞 (𝑟, 𝑡)                                                   

(2)                   
 

 [ انتقال حرارت هدایت غیرفوریه  قانون  [ به صورت  12و همچنین 
 زیر بدست آمده است : 

 𝑞 (𝑟, 𝑡 + 𝜏𝑞) = −𝐾∇𝑇⃗ (𝑟, 𝑡 + 𝜏𝑇)                                   
(3)                   
 
در هر دو سمت معادله فوریه بوسیله بسط تیلور مرتبه اول بسط 

 دهیم : معادلات را انجام می 

 −𝜌𝐶𝑝 (
𝜕𝑇

𝜕𝑡
+ 𝜏𝑞

𝜕2𝑇

𝜕𝑡2) 
 = −𝐾∇2𝑇⃗ (𝑟, 𝑡) − 𝐾𝜏𝑇

𝜕

𝜕𝑡
∇2𝑇⃗ (𝑟, 𝑡)                              

(4)                   
        

مرتب  از  از  پس  اصلاحی  معادله  نهایی  فرم  به  معادلات،  سازی 
دوگانه  فاز  تاخیر  با  غیرفوریه  گرمای  معادله  عبارتی  به  فوریه، 

 خواهیم رسید: 

 𝜕𝑇

𝜕𝑡
+ 𝜏𝑞

𝜕2𝑇

𝜕𝑡2 = 𝛼 (
𝜕2𝑇

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝑇

𝜕𝑦2) 
 +𝛼𝜏𝑇 (

𝜕3𝑇

𝜕𝑡𝜕𝑥2 +
𝜕3𝑇

𝜕𝑡𝜕𝑦2)                                                       

(5)                   
 

مشتقات جزئی که در دو طرف معادله قرار دارند را به کمک معادلات  
محدود   میانی    ،پیشروتفاضل  و  میفرمولپسرو  و بندی  کنیم 

 کنیم.سازی معادلات را به فرم صریح تکمیل میگسسته
بندی  با جایگذاری معادلات تفاضل محدود در معادله اصلی، فرمول 

گسسته معادله گرمای غیرفوریه با تاخیر فاز دوگانه بدست خواهد  
 آمد.

برای  مسئله  فیزیک  در شرایط  معادلات گرما  بکارگیری  منظور  به 
بایست دستگاه مختصات اصلی می   2روکش دندان قدامی شماره  

به کمک   مختصات مسئله  دستگاه  به  مختصاتی  نگاشت  روش 
 محاسباتی انتقال پیدا کند: 


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 𝑇(𝑥, 𝑦) = 𝑇(𝑥(𝜉, 𝜂), 𝑦(𝜉, 𝜂)) = 𝑇(𝜉, 𝜂)                      
(6)                   
 
که   محاسباتی  دستگاه  به  یافته  انتقال  معادلات  جایگذاری  با 
گرما   معادله  در  است،  آمده  پیوست  در  معادلات  پارامترهای 

دوگانه  با  غیرفوریه فاز  مختصات  تاخیر  دستگاه  در  زیر  فرم  به   ،
 محاسباتی خواهیم رسید : 

 
𝜕𝑇

𝜕𝑡
+ 𝜏𝑞

𝜕2𝑇

𝜕𝑡2
= 𝛼 [

1

𝐽2
(𝑞1𝑇𝜉𝜉 − 2𝑞2𝑇𝜉𝜂 + 𝑞3𝑇𝜂𝜂) + (∇2𝜉)𝑇𝜉 + (∇2𝜂)𝑇𝜂]

+𝛼𝜏𝑇
𝜕

𝜕𝑡
[

1

𝐽2
(𝑞1𝑇𝜉𝜉 − 2𝑞2𝑇𝜉𝜂 + 𝑞3𝑇𝜂𝜂) + (∇2𝜉)𝑇𝜉 + (∇2𝜂)𝑇𝜂]

                     

(7)                   
 

به جهت گسسته سازی معادلات بدست آمده در دستگاه مختصات 
بندی بکار  های تفاضل محدود که در فرمول محاسباتی ابتدا تقریب 

دهیم و معادله تفاضل محدود مشتق  گرفته خواهند شد را بسط می 
های انتقال و مشتقات مکانی مرتبه اول زمانی مرتبه اول و پارامتر 

های انتقال را با  دما و مشتقات مرتبه دوم و مختلط پارامتر   و دوم
 کنیم.رو گسسته میتفاضل مرتبه اول پیش 

گسسته معادله  زمانی  دستگاه مشتق  در  دما  لاپلاسین  شده 
مختصات محاسباتی به کمک تفاضلات محدود زمانی مرتبه اول  

زمان پیش  برای  پسرو  تفاضلات  از  البته  که  شد  خواهد  حل  رو 
 کنیم.فاده میاست

توان با جاگذاری تفاضلات محدود بدست آمده که به طور کامل می
با   نهایی معادله گرما غیر فوریه  به فرمول  است،  آمده  در پیوست 

شده به کمک تفاضلات محدود در دستگاه تاخیر فاز دوگانه گسسته 
 مختصات محاسباتی دست پیدا کرد. 

. است ای  یک روکش برای تاج دندان تک ریشه  مورد بررسیهندسه  
ریشه  دندان تک  برای  زیرکونیا  تاج  به روکش  قدامی نسبت  و  ای 

ارتفاع دندان از ضخامت کمی برخوردار است. با توجه به این ویژگی 
های ابعاد و مشخصه .  توان آن را دوبعدی در نظر گرفت هندسی می

 ت: هندسی فیزیک مسئله به شرح ذیل آورده شده اس

 
 روکش دندانی ابعاد هندسه     1شکل  

Fig. 1 Geometric dimensions of the dental crown 
 

به دلیل و    شده است دوبعدی در نظر گرفته    روکش دندانیهندسه  
محور   به  نسبت  می  zضخامت کم،  نظر  در  هندسه    گیریم.قرینه 

شود به صورت بلوک  که در بالا مشاهده می  2دندان قدامی شماره  
می گرفته  نظر  درون در  تکنیک  توسط  و  برای  شود  دوخطی  یابی 
)درون  دومرحله سطوح  نگاشت یابی  دیگر  عبارتی  به  یا  ای( 

 بندی خواهد شد. شبکه  ]14،15،1۶[مختصاتی
به    در را  دندان  هندسه  بلوک  حل  مورد  جداگانه    3روش  ناحیه 

سپس   کنیم.بندی را اجرا میکنیم و برای هر کدام شبکهتقسیم می
به  .  کنیمهای جداگانه، به اختصار نامگذاری مینقاط را روی بلوک

هر   برای  جداگانه  رابطه  3صورت  مختصات    بلوک،  )بین  ),x y  و

)مختصات محاسباتی  ),  یم. آوررا بدست می 

   
 بلوک های هندسه دندان   2شکل  

Fig. 2 Dental geometry blocks 

 

به گونه باید  ابعادی  نظر  از  مسئله  معادلات هندسه  باشد که  ای 
غیرفوریه با تاخیر فاز  تفاضل محدود در مدل انتقال حرارت هدایت 

در  دوگانه پایداری  شرایط  و  گیرند  قرار  پایداری  تحلیل  مورد   ،
 معادلات ارضا شود. 

تقریب تفاضلات محدود  نشان داد که شرط پایداری    ]17[کوینتانیلا  
که   است  حاکم  زمانی  دوگانه  فاز  تاخیر  با  غیرفوریه  مدل  برای 

 ی زیر برقرار باشد: رابطه
 𝑥 =

𝜏𝑇

𝜏𝑞
≻

1

2
                                                                             (8)                   

و پارمترهای معادله    زیرکونیامشخصات ترموفیزیکی  نیز    1در جدول  
 آورده شده است: 

 
   ]18،19[  مشخصات ترموفیزیکی زیرکونیا 1جدول  

Table 1 Thermophysical properties of zirconia 
value SI unit Parameters Number 
6100 3g/mk Density(ρ) 1 

500 (J/kg.k) )pSpecific heat capacity(C 2 

2.5 (W/m K) Thermal Conductivity ( k ) 3 

 روش حل مسئله  - 3
فرآیند  طی  سریع  فوق  لیزر  از  ناشی  تابشی  شار  حرارتی  منبع 

های سینترینگ، سینترینگ در مدت زمان بسیار کوتاهی و یا کوره
 به ماده اعمال خواهد شد.



  و همکاران  محمد احمدی سیاهکلرودی 922
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شار حرارتی .  حل خواهد شد  روکشمعادلات انتقال حرارت درون  
به   اعمال حرارت  نقطه  مقدار عملکردی حدودا    روکشدر    1600به 

 شود. اعمال میلیزر  درجه سیلسیوس است که از سمت 
بیان اولیه،  و شرایط  تجربی  مشاهدات  برای  ریاضیاتی  های 

اولیه برای   آزمایشگاهی هستند. در شرایط مسئله مورد بحث، دمای 
دمای   با  برابر  و  یکسان  مسئله  پیوسته  محیط  نقاط    محیط تمام 

 خواهد بود. 
 lim
𝑡→0

𝑇(𝑟 , 𝑡) =

𝑇0(𝑟 )                                                              (9)                   
 

تنها در جهت   3مطابق شکل    برای شرایط مرزی فرآیند مورد نظر 
پایین شرط مرزی نیومن ) بدون انتقال حرارت در مرز ( را داریم و 

 شود. در سه جهت دیگر تابش از سمت کوره اعمال می

 
 شرایط مرزی     3شکل  

Fig. 3 Boundary conditions 

 

−𝑘
𝜕𝑇

𝜕𝑦
|
𝑦=ℎ

= 𝑞_𝐿                                                                 (10)                   

−𝑘
𝜕𝑇

𝜕𝑥
|
𝑥=0

= 𝑞_𝐿                                                                 

(11)                   
−𝑘

𝜕𝑇

𝜕𝑥
|
𝑥=𝑙

= 𝑞_𝐿                                                       (12)                   
𝜕𝑇

𝜕𝑦
|
𝑦=0

= 0                                                                   (13)                   

 
پرتوها    ی برا   یگاوس  عی توز  کی  زریتابع ل  فی تعر  یساز  هیشب  نیدر ا
در نظر گرفته شده است. بر طبق   یتابش  ی پرتوهار در شعاع  ییتغبا  

 یشار سطح  راتییتابع تغ  ،زریل   ی در نظر گرفته شده برا   یمدل گاوس
( و شعاع هر نقطه LR)  زریل  ی ( بر حسب شعاع پرتوLq)   زریاز ل  یناش

و   ]2۰،21[شده است   فی تعر  لی( با رابطه ذrاز سطح تحت تابش )
 :آورده شده است  4پروفیل گاوسی در شکل 

 𝑞𝐿 = 𝑞0exp (−𝑟2

𝑅𝐿
2⁄ )                                             (14)                   

 

ل  ی برا  اول  دهیتاب  زریاعمال  تابش  با شدت  بر  کیلو   2  هیشده  وات 
مهم است.    اریپارامتر زمان بس  یگاوس  عیمتر مربع و با توز  یسانت
از زمان    یبصورت گذرا با زمان و کسر  زریل  یشار حرارت  نکهیا  ی برا 
 (15مطابق تابع )  دیسا  ی هو  ی اشود از تابع پله   فی تعر  یساز  هیشب

 :بهره گرفته شده است 

𝑓(𝑥) = 𝐻𝑒𝑎𝑣𝑖𝑠𝑖𝑑𝑒(𝑥) = 𝐻(𝑥) = {
0

0.5
1

     
𝑥〈0

𝑥 = 0
𝑥〉0

                  (15)                   

 

 
 تغییرات شار گوسی لیزر با شعاع های پرتو مختلف   4شکل  

Fig. 4 Changes in Gaussian laser flux with varying beam Radius 

 

است که شدت   ی اگونهبه  ینوسیس  دامنه  ونمدولاسی  لیزر   لیپروف
 .کندی م  رییتغ  یصورت نوسانبه  نیانگی مقدار م  ک یها حول  پالس 
ب  یعنی  یونیمدولاس  نیچن  نظر فیزیکاز   مرتباً  سطوح    نینمونه 
 .کندینوسان م ترن ییبالاتر و پا یانرژ

کاربردها تحق  یشگاهیآزما  ی در  برا   نیا  ،یقاتی و   مطالعه    ی مدل 
تغ  یرخطغی  پاسخ به  نسبت    اریبس  یانرژ  ی دورها  راتییمواد 

کنترل نرخ    ی از آن برا   توانیم  یصنعت  ی در کاربردها  .مناسب است 
  عمده    ت ی شدن حرارت بهره برد. مز  یاز موضع  یری رشد دانه و جلوگ

  نوسان   فرکانس و دامنه    شودیاست که م   نیا  ینوسیس  ونیسمدولا
نرخ رشد   یشود ول  ت یتقو  ونی فوزید  ندیانتخاب کرد که فرآ  طوری  را 

کمک کند تا    تواندیروش م  نی ا  ا،یرکونی ز  ی دانه محدود بماند. برا 
فاز   لیاحتمال وقوع تبد  نیشود و بنابرا   زیکمتر ت  ییدما  انیگراد

علاوه، . بهابدیکاهش  یاز شوک حرارت یناش ی هاشکاف  ای یناگهان
محل تبخ  یانفجار  م  ر یو  رخ  پالس    یبالا  یانرژ  را ی ز  دهدیکمتر 

دوره به به    یابیاگر هدف دست  نیبنابرا   کند؛یفروکش م  ی اصورت 
سا  یکروساختاریم  یکنواختی مدولاس  زیو کنترل  باشد،   ونیدانه 
اس   کی  ینوسیس مناسب  نکته  ت انتخاب  که    نای  مهم   .  است 

مشخص انتشار حرارت در   ی هانسبت به زمان  ونیفرکانس مدولاس
شود تا اثر مورد نظر را داشته باشد؛ اگر فرکانس    میتنظ  دیماده با

نم  یلیخ حرارت  انتشار  فرصت  ماده  باشد،   شیو گرما  ابدییبالا 
 یسر  ه یشب  اشد،ب  نییپا  یلیاگر خ  کند؛ی رفتار م  یصورت تجمعبه

 .]22،23،24[مجزا خواهد شد ی هاپالس 
است که  ی به گونه ا 5مطابق شکل  زریل نیا ی شده برا  فی تعر تابع

 نیا  یمتر مربع باشد ول  یوات بر سانتکیلو    2تابش    یشار حرارت
 یحرارت  شیفرصت آسا  جادیو با ا  یبصورت پالس  زریشدت تابش ل

تاب  روکشبه   بر آن    زر یل  ی پرتوها  یمکان  ع ی توز  شودیم  دهیدندان 
شده  فی متر است. بر طبق رابطه تعر یلیم  2 رتوو شعاع پ  یگاوس

 ه یشب  ندیاز فرا   هیثان  هر  مرتبه در  5به تعداد    زریل  ی ( پرتوها16رابطه )
 .شوندیم ک یدندان شل روکشبه سمت  یساز

 𝑞_𝐿 = 𝑞𝐿 ∑ (1 + 0.2sin (
𝜋𝑛

10
))

6

𝑛=1
× 

 (ℎ𝑒𝑎𝑣𝑖𝑠𝑖𝑑𝑒(𝑡 − 𝑛𝛥𝑇) − ℎ𝑒𝑎𝑣𝑖𝑠𝑖𝑑𝑒(𝑡 − 𝑛𝛥𝑇 − 𝜏))              (16)                   
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)  در ل  انگریب  nمقدار    (16معادله  پالس  زمان    tو    زریعدد شمارنده 
 . است  یساز هیشب

 

 ثانیه   5شار لیزر در دوره زمانی     5شکل  

Fig. 5 Laser flux over a 5-second period 

 

 تفسیر و تحلیل نتایج   -4
صحت   نیا  در منظور  به  عدد  یسنجمطالعه،   نگی نتریس  یمدل 
شب  یحرارت  لیپروف  ا،یرکونی ز از  پروف  یعدد  یسازه یحاصل   ل یبا 

داده   یواقع از    کوره   ]25،26،27[  یشگاهیآزما  ی هاحاصل 
ا  سهیمورد مقا  نگی نتریس از   سه یمقا  نیقرار گرفت.  بهتر  به درک 

کمک   یربتج  طیماده در شرا   یو رفتار واقع  کی مدل تئور  نیتطابق ب
 .کندیم
 ت یحساس  ل یبه دل  ا یرکونی ز  هیبر پا  یکیسرام  ی هاروکش   نگی نتریس

 ش ی دما و نرخ گرما  قیکنترل دق   ازمندین  ،یحرارت  خچهی بالا به تار
شب برا   یابزار  نگ،ی نتریس  ندیفرآ  ی عدد  یسازهیاست.    ی مؤثر 

محسوب    ندیفرآ  ی پارامترها  یسازنه یو به  یرفتار حرارت  ینیبش یپ
تطابق مناسب با  به دلیل    ی مدل عدد  حال، اعتبار   نیبا ا  .شودیم

شکل    یشگاهیآزما  ی هاداده  تأ  6مطابق  بود.  دییقابل   خواهد 
و    یریگ ابزار اندازه   ت یمحدود  لیدلمعمولًا به  یشگاهیآزما  ی هاداده 
رفتار  ی هاروش  خطساده   یکنترل،  عمدتاً  و  نشان    یتر  خود  از 

 .دهندیم

 
    آزمایشگاهیصحت سنجی مدل عددی در مقایسه با داده های     ۶شکل  

Fig. 6 Validation of the numerical model against experimental data 

 

برای مقایسه ننایج حاصل از این شبیه سازی عددی با داده های 
جدول   قالب  در  شد  محاسبه  استاندارد  خطای    2آزمایشگاهی، 

گزارش شده است. با توجه به نتایج حاصل از این پژوهش، در این 
درصد مشاهده   4تا    0مقایسه خطای استاندارد در محدوده مقادیر  

درصد خطاهای گزارش شده کمتر شده است. فلذا با توجه به اینکه 
 درصد است، این مقایسه می تواند کاربردی باشد. 10از 
 

 خطای استاندارد گزارش شده در مقایسه با داده های آزمایشگاهی   2جدول  

Table 2 reported Standard error against experimental data 

Standard error  
( % ) Exp. date (c0   ) 

Temperature at five points 

during the sintering, 

corresponding to exp. data  .
(c0 ) 

Number 

0 25 25 1 
4 900 906 2 

0.6 1520 1517 3 
 

ا شامل    ی شبکه   نیچند  ق،یتحق  نیدر  ، ۶۰×۶۰،  31×31مختلف 
بررس  13۰×13۰و    1۰۰×1۰۰ بر   یمورد  اثر اندازه شبکه  تا  قرار گرفتند 
ا  یابی ارز  یحرارت  جینتا  کیعنوان  به  ی اشبکه  ی سهیمقا  نیشود. 
 . شودیمش شناخته م ت یحساس لیتحل

     
 شبکه بندی هندسه مورد حل (  7شکل  

Fig. 7 Meshing of the geometry under analysis 

 

 
 استقلال از شبکه در ژئومتری حل  بررسی نمودار چک گرید و 8شکل  

Fig. 8 Grid check diagram and grid independence check in solution 

geometry 

 
تعداد کم   لیبه دل  31×31  ی نشان داد که شبکه  یسازه یشب  جینتا
.  دهدیارائه م  ینسبتاً پرخطاتر  جیها، نتاها و ابعاد بزرگ المانگره 

 ندیفرآ  یواقع  یبا منحن  یشتری ب  ی مش فاصله   نیا  ییدما  یمنحن
شبکه  نگی نتریس به  نسبت  و  و   تر،ق یدق   ی هادارد  نرم  رفتار 



  و همکاران  محمد احمدی سیاهکلرودی 924
 

 

 1405  مهر ،  11، شماره  26دوره    مهندسی مکانیک مدرس  ماهنامه علمی 
 

به بعد،    ۶۰×۶۰. اما از مش  دهدی نشان نم  ا مورد انتظار ر  ی وسته یپ
 ی . در شبکه ابدیی بهبود م  یبه شکل قابل توجه  یسازه یشب  ت یفیک
ظاهر    تری عیهموارتر و طب  اریبس  ندیدما در طول فرآ  راتیی، تغ۶۰×۶۰
 زیناچ  اریبس  13۰×13۰  1۰۰×1۰۰  ی هاو اختلاف آن با شبکه   شودیم

نقطه    نیاست که از ا  ت یواقع  نی ا  ی دهندهموضوع نشان   نیاست. ا
شدن محاسبات    ترن یها تنها منجر به سنگتعداد گره   شیبه بعد، افزا 

 . شودیم
به   شتر یب  ازین  ،حجم محاسبات  شیباعث افزا ها  تعداد گره   شیافزا 

نها در  و  اجرا   ش یافزا   ت یحافظه  در  شودی م  یسازه یشب  ی زمان   .
نرم   یاریبس از    شیافزا   ،یتخصص  ی افزارهااز   130به    ۶۰مش 
برابر    تواندیم دو  تا  را  در    شیافزا   شتر یب  ایزمان محاسبات  دهد، 

کمتر است.    ی حت  ایاثر آن بر دقت تنها در حد چند درصد    کهیحال
  ست،ین  ریپذه یتوج  یو نه از نظر عمل  ینه از نظر علم  یشیافزا   نیچن

 اتیوابسته به جزئ  ای  قیالعاده دق فوق  لیکه تحل  یطیمگر در شرا 
ا  با  باشد.  زی ر  اریبس تمام  شبکه   نیدرنظرگرفتن   ۶۰×۶۰  ی عوامل، 
 انتخاب شد.  نهیبه ی انه ی عنوان گزبه
فور  ینیبش یپ  جیاز نتا  یکی قانون  در طول    نیا  هی شده  است که 

  ط یمح  ی بلافاصله در همه جا  یی انتشار گرما، اثر منبع گرما  ندیفرآ
که انتقال   ییصرف نظر از فاصله تا منبع قابل مشاهده است. ازآنجا

انرژ حاملان  توسط  الکترون   یگرما  فوتون مانند  و  انجام  ها  ها 
کمتر است،  اریو سرعت انتشار آنها از سرعت انتشار نور بس د ریگ یم

 ک یدر    یناگهان  ییاست که پاسخ به شار گرما  رممکنیغ  نیبنابرا 
  ن یآن احساس شود. ا  گریبخش از ماده، بلافاصله در تمام نقاط د

  ک ی  انیرا در ب  یمحافل علم  دیقرن گذشته توجه شد   میتناقض در ن
به خود جلب   اسرعت محدود انتشار گرم   فیتوص  ی مدل مناسب برا 

 کرده است.
انتقال حرارت رسانش    انی علم انتقال حرارت، جر  کیکلاس  انیب  در
انرژ  ینوع واسطه گراد  یانتقال  به  در    انیاست که  ماده   کیدما 

  ا ی  یاتم  یتصادف  ت یآن را فعال  یکی زیف  زمیو مکان  رد یگ یصورت م
که    یحرارت  تیهدا  کیکلاس  یتئور  نی. ادهدیم  لی تشک  یمولکول

 یشار حرارت  برند،ینام م  هی فور  ت یدر واقع آن را با عنوان قانون هدا
. قانون سازد ی مرتبط م  یدما به صورت خط  انیبا گراد  مایرا مستق

پد  کی  هی فور پد  یعنیاست،    یشناسدهیقانون    ی تجرب  ی هادهیاز 
با    ی اده  ط یحرارت در مح  ه،ی مدل فور  ی . بر مبناگرددی استخراج م
انتقال   هیشب  ی د قانون در موار  نی. اشودیمنتشر م  ت ینهایسرعت ب

 ی کوچک، انتقال گرما در دماها  یلیخ  یزمان  ی هاحرارت گذرا در بازه 
کاربردها  کینزد   نییپا  یلیخ مانند  مطلق  در    ک،یجنیکرا   ی صفر 
ل  ندیفرآ کمک  به  مواد  موج   زر،یپردازش   ی هاتابش 

ز  یسیالکترومغناط نرخ  با  حرارت  انتقال  بالا،  شدت  در    ادی با 
  کرون یدر ابعاد م  ییدر ساختارها  حرارتو انتقال    قیرق   ی هاط یمح
مدل   یامر ناسازگار  نی. علت ادینمایرا ارائه م  یقابل قبول  ریغ  جینتا
 .  باشدی انتشارحرارت م یواقع کی زیبا ف هی فور ت یهدا

ا  همگنر یغ  ساختار شار   نیدر پاسخ ب  ریتأخ  ک ی  جادیماده باعث 
زمان لازم   انگر ینما  تواندی م  ریتأخ  نی. اگرددی دما م  انیگرما و گراد

ا ب  ی برا   یانرژ  انی جر  جادیجهت    ی اجزا ساختار  نیتبادل حرارت 
خود را با آنچه    جی به تدر  ییشار گرما  ر،یتأخ  نیا  یماده باشد. در ط

ر است که شار  باو  نیبر ا  هی . فوردهدیم  قیکند تطبی م  انیب  هی فور
  ان یگراد  راتییخود را با تغ  عی و سر   یناگهان  یلیبه طور خ  یحرارت

گرما   ی سهمو  ت یحاکم بر هدا  یاضی . معادله رسازد یدما منطبق م
بودن سرعت انتشار حرارت در ماده   تینهایبا فرض ب  هی در مدل فور

  ریتأخ  گونهچ یدما ه  انیو گراد  ی شار حرارت  نیاست که ب  نیا  انگریب
دما، شار    انیگراد  جادیبه محض ا  گریوجود ندارد. به عبارت د  یزمان
، غیرفوریه  ت ی. مدل هداکندیخود را با آن هماهنگ م   زین  یحرارت

را در بر   قت یحق نیو ا کندیسرعت انتشار حرارت را محدود فرض م
وجود دارد. به عبارت    ریتأخ  یدما و شار حرارت   انیگراد  نیدارد که ب

طرف جسم به طرف    کیتا حرارت از    کشدیطول م  یمدت زمان  گر ید
 .ابدیآن انتقال  گرید

غ  یسازه یدر شب تاخ  ، یدوفاز  هی فور  ری انتقال حرارت   یزمان  ری دو 
ماده   ی دما  رییدر تغ  ری ( و تاخqτدر انتقال حرارت )  ریتاخ  یعنیمهم  

(Tτوجود د ) نه به صورت    یبه صورت موج  گرما   شودیکه باعث م  ارد(
در کنترل    یمهم  اریمسئله نقش بس  نی( وارد ماده شود و ای الحظه 
ا  عی توز سطح   ی دما  شیافزا   شوندیباعث م  رهای تاخ  نیدما دارد. 
 منتقل شود.  ریبا تأخ ترقیعم ی گرما یول فتدیاتفاق ب عی سر
موج  دهیپد حرارت  م  یانتقال  داخل    ییدما  انیگراد  شودیباعث 

به    کی نزد   ی هاهیدر لا  یحرارت  ی هاباشد و تنش  دیشد  اریروکش بس
ترک    جادیانتقال گرما، احتمال ا  ریتأخ  لیشود، اما به دل  جادیسطح ا
 . شودیکنترل م  یجی به صورت تدر  ندیو فرآ  ابدییکاهش م  یناگهان

ای هذلولوی را از  با دقت یک مدل دو مرحله [   28،  29] کیو و تین  
به  را  ها  معادله انتقال بولتزمن استخراج کردند که حرارت الکترون 

 : دادوسیله معادله ذیل ارائه 

  𝐶𝑒
𝜕𝑇𝑒

𝜕𝑡
= ∇. 𝑞 − 𝐺(𝑇𝑒 − 𝑇𝑙)                                           (17)                   

 

 
1

𝐶𝐸
2

𝜕2𝑇𝑙

𝜕𝑡2 +
1

𝛼𝐸

𝜕𝑇𝑙

𝜕𝑡
−

𝛼𝐸

𝐶𝐸
2

𝜕(∇2𝑇𝑙)

𝜕𝑡
= ∇2𝑇𝑙                           (18)                   

                          
eT  وLT   ها است ها و الکترون دمای مجزای فونون. 
eC   است.    ظرفیت حرارتی ویژه الکترون گازG   ترین یکی از کلیدی

- پارامترهای حاکم بر نرخ تغییرات فرآیند آسایش حرارتی الکترون 
می و  است  شود.  فونون  محاسبه  آزاد  الکترون  تئوری  از  تواند 

 : شده است به صورت ذیل نوشته   Gای تخمینی برای رابطه

 𝐺 =
𝜋2𝑚𝑒𝑛𝑒𝜐

2

6𝜏(𝑇𝑒)𝑇𝑒
                                                                       (19)                   

                   

جاییکه   )در  )eT  الکترون زمانی  فاز  برخورد تاخیر  مابین  ها 
عدد دانسیته الکترون آزاد به ازای   enاست و    eTالکترونی و در دمای  

و   است  حجم  واحد  و    emهر  است  آزاد  الکترون  سرعت   جرم 
 صوت است. 
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،  29کیو و تین ]   ای شکل کاملا مشابهی با مدل دومرحله   DPLمدل  
 ، خواص میکروسکوپیکمدلدارد، با مقایسه ضرایب ثابت دو    [  28

زمانی گرادیان و شار حرارتی،   ارائه تاخیر فاز های  به صورت ذیل 
 : شده است 

 𝜏𝑇 =
𝛼𝑒

𝐶𝐸
2 →

𝐶𝑙

𝐺
                                                               (20)                   

                                                                

 𝜏𝑞 =
𝛼𝑒

𝐶𝐸
2 →

𝐶𝑒𝐶𝑙

𝐺(𝐶𝑒+𝐶𝑙)
                                                          (21)                   

                                                                         
توجه با    به جهت شبیه سازی مدل عددی در این تحقیق  در نهایت 

مرحله   به دو  تین  مدل  و  کیو  مطابق  28،  29] ای  و  خواص  [  
و نیز به استناد نتایج مقالات منتشر    [18،  19]   ترموفیزیکی زیرکونیا

گرادیان و شار  های تاخیر فاز زمانی  به مقادیر ثابت   ،[30،  31]   شده
 دست خواهیم یافت:  3شرح جدول ، به حرارتی

 
    تاخیر فازهای زمانی گرادیان و شار حرارتی  ثابت  3جدول  

Table 3 Time-lag constants for the gradient and heat flux 

 
value SI unit Parameters Number 

3 ps Time-phase lag of Temperature gradient() 1 
7 ps Time-phase lag of heat flux() 2 

 
ها تنش   نیا  ر،یتاخ  ی و پارامترها  یاز مدل دوفاز  هبا توجه به استفاد

 ی هاکه در مدل  شوندی ظاهر م یریبه شکل تاخ  هیاول  ی هادر زمان 
  ه ی فور  ریمدل غ  ت یمسئله اهم  نی. اشودینم  دهید  ریتأخ  نیا  هی فور

در تحل مکان  یحرارت  ی هال یرا  فرآ  یک یو  ل  نتر یس  ی ندهایدر    زر یبا 
 . دهدی نشان م

  ر یبدون تأخ  زریواکنش ماده به تابش ل  هی مدل انتقال حرارت فور   در
هم زودتر و   یحرارت  ی هاکه تنش   شودیباعث م  نیاست. ا  یزمان

چون   ست ی ن  کینزد   ت یظاهر شوند، که به واقع  یشتریدر شدت ب
 دارند. یر یخمعمولًا پاسخ تأ یمواد واقع

تأخ  یدوفاز  هی فور  ریغ  مدل زمان  دو  لحاظ کردن  تلف،  مخ  ریبا 
دارد   یانتقال حرارت و تجمع انرژ  یواقع  ندیاز فرآ  یبهتر  شینما

 یحرارت  ی های از خراب  ی ریو جلوگ  نتریس  ندیفرآ  یسازنهیبه  ی که برا 
است.  اریبس در    9در شکل    مهم  را  روکش  درون  دما  توزیع  روند 

 کنیم.مقایسه بین مدل کلاسیک و غیر فوریه مشاهده می

 

 و غیر فوریه  فوریهاختلاف دما مدل    9شکل  
Fig. 9 Temperature Difference: Fourier vs. Non-Fourier Models 

 

غ  یسازهیشب حرارت  تاخ  هیفور  ریانتقال  توز  ریبا  دوگانه،    ع ی فاز 
حرارت  ییدما تنش  شکل   یو  به  مدل  ترقیدق   یرا  به    یهانسبت 

 ندیکه فرآ  کندیمدل کمک م  نی. ادهدی م  شی نما  هی فور  کیکلاس
ز  نتریس دق   ایرکونیروکش  زمان   ترقیبا کنترل  مثل   ی هاپارامترها 

 گردد.  یریشگیپ یحرارت ی های شود و از خراب نهیبه ریتاخ
غ  مدل تاخ  یدوفاز  هی فور  ر یانتقال حرارت  گرفتن  نظر  در  در    ری با 

روکش    نتر یس  ندیفرآ  لیدر تحل  یمهم  اریانتقال حرارت، نقش بس
ا  ایرکونی ز واقع  نیدارد.  رفتار  سرام  یمدل،  بهتر    یکیمواد  را 

م  کندیم  یسازهیشب کمک  ما  به  فرآ  کندیو  و   شیگرما  ندیتا 
و    افتهی  شیروکش افزا   ت یفیک   که  باشد  ی ابه گونه  زریل  ی هاپالس 

 شود.  تری عمر آن طولان

و  ،یدندان  ی هاکیسرام  دیتول  ی ندهایفرآ  در  ،زیرکونیا  ژهیبه 
  ی چگال  ،یکیخواص مکان  نییدر تع  یمهم  ارینقش بس  نگی نتریس

  تواند یم  نگ ی نتریها دارد. انتخاب روش مناسب سو دوام روکش 
توجه  ریتأث ک  یقابل  ا  یینها  ت یفیبر  در  باشد.  داشته   نیقطعه 

روش    ه است.قرار گرفت  یمورد بررس  با لیزر  نگینتریمطالعه، روش س
دما و کاهش زمان    عی سر  شیافزا   ییتوانا  لیبه دللیزر    نگی نتریس
برا   ی انهیگز  ند،یفرآ  یکل تول  ی جذاب  زمان  اما    دیکاهش  است، 

 که ممکن است منجر به  کندیم  جادیا  ی د یشد  یحرارت  ی هاان یگراد
 شود.  ک یدر سرام کو تر  یداخل ی هاتنش 
و زمان   و خنک شدن  شیدما، نرخ گرما  عی مطالعه توز  نیا  هدف
روکش    ی برا   لیزر  نگی نتریس  ندیمشخص در فرآ  ی به دماها  دنیرس
 ی بررس یکپارچگیو  ت یفیها بر کآن  ریدندان است تا تأث ومیرکونی ز

 شود. 

ا  زریل  ن یا  ی شده برا   فی تعر  تابع  یاست که شار حرارت  ی به گونه 
 یمتر مربع باشد ول  یوات بر سانتکیلو  2  ر یتابش در محدوده مقاد

ل  نیا تابش  پالس   زریشدت  ا  یبصورت  با  آسا  جادیو   شیفرصت 
 ی پرتوها  یمکان  عیتوز  شودیم  دهیدندان بر آن تاب  روکشبه    یحرارت

  زریل  ی متر است. پرتوها  یلیم    2  رتوو شعاع پ   یهمچنان گاوس  زریل
 روکشبه سمت    یساز  هیشب  ندیاول از فرا   هیمرتبه در ثان  5به تعداد  
  .شوندی م کیدندان شل
نشان داد که در    در فرآیند سینترینگ با تابش لیزر  دما  عی توز  نمودار

 1۰۰۰به حدود    طیمح  ی از دما  یدما در مدت کوتاه  ع،ی سر  ندیفرآ
  ی کم  اریتوقف کوتاه با کاهش بس  کیو پس از    افتهی  شیدرجه افزا 
به    تاً یو نها  رودیدرجه بالا م  1۶۰۰سپس مجدداً تا    شود،ی مواجه م

م  نیا  .گرددی بازم   طیمح  ی دما فرآ  دهدینشان   ی دارا   لیزر  ندیکه 
  نگ ی نتر یس  .بالا است   یحرارت  ی هاان یو گراد  دیشد  ییدما  ی هابیش
 یدما و کاهش زمان کل  عی سر  ش یامکان افزا   لیبه دل  زریبا ل  عی سر
ممکن    یاست، ول  دیکاهش زمان تول  ی جذاب برا   ی انه ی گز  ند،یفرا 

 شود.   یحرارت ی هاو تنش دیشد ییدما انیگراد جادیاست باعث ا

  ی دماها  ع،ی سر  ندیکه در فرآ  دهدی نشان م  10مطابق شکل    جینتا
مانند   ترت  1600و    1000هدف  به  بس  بیدرجه   یکوتاه  اریدر زمان 
فرآ به  ادند یرس  ی عاد  هایندینسبت  اهم  نی.    ندیفرآ  تیموضوع 
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. با  دهدی نشان م  یور بهره  شی و افزا   دیرا در کاهش زمان تول  عی سر
گراد  نیا م  ییدما  ی هاان یحال،  تنش یبالا   ی داخل  ی هاتواند 
 کند. جادیا یشتریب

 

 
 لیزر بر روی سطح بالایی روکش زیرکونیا توزیع دما تابش    1۰شکل  

Fig. 10 Laser radiation temperature distribution on the upper surface of the 

zirconia crown 

 

نتایج بدست آمده از شبیه سازی تا مرحله اول گرمایش و رساندن  
 دمای روکش در بالای سطح تا پیک دمایی در سطح بالایی روکش

 :  آورده شده است  13و شکل  12کل و ش 11در شکل 

 

 
 تا مرحله اول گرمایش    توزیع دما در سه نقطه بالایی، میانی و پایین  11شکل  

Fig. 11 Temperature distribution at the top, middle, and bottom points up 
to the first heating step 

 

 
 تا مرحله اول گرمایش  نمودار دمای میانگین   12شکل  

Fig. 12 Average temperature graph up to the first heating step 

 

 

 
 تا مرحله اول گرمایش  دمای حداقل و حداکثر  13شکل  

Fig. 13 Minimum and maximum temperatures up to the first heating step 
 
در مرحله نخست فرآیند سینترینگ، روکش زیرکونیا از دمای محیط  

  1000تحت شار حرارتی لیزر قرار گرفته و به تدریج تا دمای حدود  
، روند افزایش دما در  11شود. مطابق شکل گراد گرم میدرجه سانتی

گیری شده )سطح بالایی، مرکز و سطح پایینی( هر سه نقطه اندازه 
افزایش دما در سطح تقریباً یکنواخت و   اما شیب  پیوسته است، 

شود. این رفتار ناشی از  بالایی بیشتر از دو نقطه دیگر مشاهده می
در نتیجه انرژی    .تماس مستقیم سطح فوقانی با منبع گرمایی است 

ابتدا در این ناحیه جذب شده و سپس به وسیله رسانش حرارتی 
اختلاف دمای  شود.  های داخلی و سطح زیرین منتقل میبه بخش

مشاهده شده بین سه نقطه در ابتدای فرآیند بیانگر تشکیل گرادیان  
فرآیند  آغاز  برای  گرادیان  این  است.  روکش  ضخامت  در  حرارتی 
طبیعی است، زیرا زمان کافی برای توزیع کامل انرژی در کل حجم 

ها کاهش  قطعه وجود ندارد. با ادامه گرمایش، فاصله بین منحنی 
تر شدن میدان دمایی در داخل قطعه است.  گر یکنواخت یافته و بیان

و  12مطابق شکل   روندی کاملًا صعودی  روکش  دمای  میانگین   ،
منحنی  در  ناگهانی  جهش  یا  افت  وجود  عدم  دارد.  نوسان  بدون 

دهد که برنامه حرارتی انتخاب شده از پایداری مناسبی نشان می
به صورت تدریجی برخوردار بوده و انتقال حرارت در طول گرمایش  

می  افزایش  انجام  زیرا  دارد،  زیادی  اهمیت  موضوع  این  شود. 
می دما  تنش ناگهانی  ایجاد  به  منجر  شروع  تواند  و  حرارتی  های 

زیرکونیا شود. شکل  ترک  ریز در سرامیک  تغییرات دمای   13های 
می  نشان  را  حداکثر  و  منحنی حداقل  دو  این  میان  فاصله  دهد. 

میدان دمایی است. در ابتدای فرآیند این معرف میزان ناهمگنی  
قطعه  حجم  تمام  در  هنوز  انرژی  زیرا  است،  زیاد  نسبتاً  اختلاف 

است  نشده  دمای   .توزیع  افزایش  آهنگ  گرمایش،  ادامه  با  اما 
حداقل بیشتر شده و اختلاف دو منحنی به صورت نسبی کاهش 

نشان می رفتار  این  حرارتییابد.  هدایت  مناسب  عملکرد   دهنده 
زیرکونیا در انتقال انرژی از سطح به داخل قطعه است. در مجموع،  

دهد که برنامه گرمایش اولیه توانسته نتایج مرحله اول نشان می 
شروع   برای  لازم  شرایط  دمایی،  شدید  تغییرات  ایجاد  بدون 
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تنش  ایجاد  از  و  کند  فراهم  را  مخرب سینترینگ  حرارتی  های 
 جلوگیری نماید.

آمده   بدست  و  نتایج  سینترینگ  سوم  مرحله  تا  سازی  شبیه  از 
و    14در شکل  درجه سیلسیوس    1620رساندن دمای روکش تا دمای  

   آورده شده است: 15شکل 

 
 تا مرحله دوم گرمایش  نمودار دمای میانگین  14شکل  

Fig. 14 Average temperature graph up to the second heating step 

 

 
 تا مرحله دوم گرمایش   نقطه بالایی، میانی و پایین توزیع دما در سه    15شکل  

Fig. 15 Temperature distribution at the top, middle, and bottom points up 

to the second heating step 

 

حدود   تا  تدریج  به  روکش  دمای  دوم،  مرحله  درجه   1620در 
افزایش می سانتی فرآینگراد  تکمیل  برای  مناسب  دمای  د یابد که 

زیرکونیا محسوب می  ، میانگین  14شود. مطابق شکل  سینترینگ 
و  یافته  افزایش  خطی  تقریباً  و  یکنواخت  روندی  با  قطعه  دمای 

دهد که رسد. این رفتار نشان میبدون ناپایداری به دمای هدف می
نرخ انتقال انرژی با نرخ اتلاف حرارت در تعادل مناسبی قرار داشته  

به خوبی انجام شده است. نبود تغییرات    و کنترل فرآیند گرمایش
ناگهانی در منحنی بیانگر آن است که میدان حرارتی در طول فرآیند 
پایدار باقی مانده و خطر شوک حرارتی کاهش یافته است. مطابق 

، اختلاف دمای نقاط مختلف نسبت به مرحله اول کمتر  15شکل  
مان گرمایش، شده است. این موضوع بیانگر آن است که با افزایش ز

انرژی فرصت کافی برای انتشار در تمام حجم روکش را پیدا کرده و 
گرادیان دمایی کاهش یافته است. نزدیک شدن دمای سه نقطه به  

های یکنواختی فرآیند سینترینگ ترین شاخص یکدیگر یکی از مهم
های نفوذ  گراد، پدیدهدرجه سانتی  1600است. در دماهای نزدیک به  

شوند. بنابراین هرچه توزیع دما عت بیشتری انجام میاتمی با سر
تر باشد، رشد گردن بین ذرات، کاهش تخلخل و افزایش  یکنواخت 

رود خواص  تر خواهد بود. در نتیجه انتظار می دانسیته نیز یکنواخت 
به  مقاومت  و  سختی  استحکام خمشی،  شامل  روکش  مکانیکی 

گر، اگر اختلاف دمای  شکست در سراسر قطعه بهبود یابد. از سوی دی
ماند، بخشی از قطعه زودتر وارد مرحله نقاط مختلف زیاد باقی می

ماند  تراکم کامل شده و بخش دیگر هنوز در مرحله اولیه باقی می
ایجاد تنش  این موضوع موجب  و کاهش کیفیت  که  داخلی  های 

می مینهایی  حاضر نشان  نتایج  در شد.  وضعیتی  چنین  دهد که 
 اهده نشده است.سازی مششبیه

و  سینترینگ  پنجم  مرحله  تا  سازی  شبیه  از  آمده  بدست  نتایج 
روکش   شده    18و شکل    17و شکل    16در شکل  سرمایش  آورده 

 .است 

 
 در حین مرحله سرمایش   نمودار دمای میانگین  1۶شکل  

Fig. 16 Average temperature graph during the cooling phase 

 

 

 
 در حین مرحله سرمایش  حداقل و حداکثردمای    17شکل  

Fig. 17 Minimum and maximum temperatures during the cooling phase 
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پایین  18شکل   و  میانی  بالایی،  نقطه  سه  در  دما  مرحله    توزیع  در حین 

 سرمایش

Fig. 18 Temperature distribution at the top, middle, and bottom points 

during the cooling phase 
 

حساس  از  سرمایش  سینترینگ مرحله  فرآیند  مراحل  ترین 
های  شود، زیرا بخش عمده تنشهای دندانی محسوب میسرامیک

ایجاد می  این مرحله  در  ، میانگین  16شوند. مطابق شکل  پسماند 
نزولی و پیوسته دارد. کاهش دما بدون   دمای قطعه روندی کاملاً 

فرآیند سرمایش است.   نوسان یا افت ناگهانی بیانگر کنترل مناسب
تواند باعث  این موضوع اهمیت زیادی دارد، زیرا سرمایش سریع می 

  17های کششی و تشکیل ترک در سرامیک شود. شکل  ایجاد تنش 
دهد. تغییرات دمای حداقل و حداکثر را در طول سرمایش نشان می 

زیرا   است،  زیاد  مقدار نسبتاً  دو  این  اختلاف  ابتدای سرمایش  در 
خار سریعسطح  میجی  دست  از  را  گرما  که  تر  حالی  در  دهد، 

زمان، بخش گذشت  با  دارند.  بالاتری  دمای  هنوز  داخلی  های 
اختلاف بین دو منحنی کاهش یافته و در انتهای فرآیند تقریباً به 

دهنده برقراری تعادل حرارتی در کل  شود که نشان صفر نزدیک می
ه نقطه مختلف را  نیز تغییرات دمای س  18حجم قطعه است. شکل  

شود که هر سه منحنی با شیبی مشابه دهد. مشاهده مینشان می 
شود. این ها به تدریج کمتر می کاهش یافته و اختلاف دمای آن

نیز به  در مرحله سرمایش  انتقال حرارت  رفتار بیانگر آن است که 
تنش  ایجاد  احتمال  و  شده  انجام  یکنواخت  حرارتی  صورت  های 

است. کاهش تدریجی گرادیان دمایی در این   مخرب کاهش یافته
انقباض  اختلاف  ایجاد  از  مانع  زیرا  دارد،  زیادی  اهمیت  مرحله 

شود. در نتیجه، احتمال های مختلف روکش میحرارتی بین بخش
ترک  و  هندسی  شکل  تغییر  تابیدگی،  حداقل ایجاد  به  ریز  های 

 شود. رسد و دقت ابعادی روکش حفظ میمی
م  یسازه یشب  جینتا  یرسبر   جینتا  لیتحل م  دهدی نشان   دان یکه 
اصل  ییدما مرحله  سه  طول  رفتار    ی دارا   نگی نتریس  ندیفرآ  یدر 
  ش، یو قابل کنترل بوده است. در مرحله اول گرما  کنواخت ی  دار،یپا

 شود، ی م  جادیدر سطح ا  یاز جذب انرژ  یناش  یعیطب  ییدما  انیگراد
فرآ ادامه  با  م  لاف اخت  نیا  ندیاما  دوم،  ابدیی کاهش  مرحله  در   .

تقر   عی توز در سراسر روکش  بدون   کنواخت ی  باً ی دما  قطعه  و  شده 

 رسدیم  گرادیدرجه سانت  1620حدود    نگی نتریس  ی به دما  یدار یناپا
. کندیتراکم کامل و کاهش تخلخل فراهم م  ی برا   یمناسب  طیکه شرا 
نها سرما  ت،یدر  تدر  زین  شیمرحله  و ک   یجی با کاهش   اهشدما 

حرارت ا  نیب  یاختلاف  از  که  است  همراه  مختلف    جاد ینقاط 
 ن،ی. بنابرا کندیم  یر یشکل جلوگ  رییپسماند، ترک و تغ  ی هاتنش 
قادر   شدهی طراح  یحرارت  کلیکه س  دهدینشان م  یسازه یشب  جینتا

 ی دما  عیرا با توز  ایرکونی ز  یروکش دندان  نگی نتر یس  ندیاست فرآ
گراد حداقل  ب  یحرارت  انیمناسب،   ی حرارت  یکنواختی  نی شتریو 

  ت یفیمطلوب و ک  یکیبه خواص مکان یابیدست نهیانجام دهد و زم 
 را فراهم سازد.  ییروکش نها ی بالا

 نتیجه گیری  - 5
حرارت  نیا  در رفتار  روکش    یزریل  نگی نتریس  ندیفرآ  یپژوهش، 
زمان  ایرکونی ز تابع  از  استفاده  شب  ینوسیس  یبا  روش   یسازه یبه 

 راتییروند تغ  لیتحل  ،یقرار گرفت. هدف اصل  یمورد بررس  ی عدد
ارز س  ت یقابل  یابیدما،  تار  ینوسیتابع  کنترل   یحرارت  خچهی در 

  نیبود. به هم شیو سرما شیرما آن بر نرخ گ  ریتأث یو بررس ندیفرآ
 ی شد که سه مرحله اصل  یراحط   ی اگونه به  زریمنظور، تابع تابش ل

گرما  ندیفرآ دما  ینگهدار  ش،یشامل  سرما  ی در  و  را    ش یبالا 
حرارت  یسازهیشب پاسخ  و  چرخه    یکند  کل  طول  در  روکش 
 . رد یقرار گ یابیمورد ارز نگی نتریس
دما   یسازهیشب  جینتا داد که  دما  ی نشان  از  در    طیمح  ی روکش 

  گراد یدرجه سانت  1۶۰۰  نگی نتریس  ی به دما  قهیدق   14۰مدت حدود  
  ی زریل  ندیفرآ  ی بالا  شی نرخ گرما  انگریروند ب  نی. اابدیی م  شیافزا 

مرحله   انیپس از پا  نیمتداول است. همچن  ی هابا روش  سهیدر مقا
انجام شده و   ییبه تابع نما  کینزد   یکاهش دما با رفتار  ش،یگرما

موضوع نشان    نی. اابدییم  شیافزا   یدر مدت کوتاه  شینرخ سرما
  اریبس  یحرارت  خچهی تار  ی دارا   ی زریل  نگی نتر یس  ندیکه فرآ  دهدیم
 . دهدیرخ م یقابل توجه ی هاب یبا ش ییدما راتیی بوده و تغ ایپو

در    ندیفرآ  ینشان داد که کل چرخه حرارت  ییدما  ی نمودارها  یبررس
متداول   ی ندهایکه در فرآ  یدر حال  شود؛یم  لیساعت تکم  3حدود  

چرخه   لیو تکم  یینها  ی دما  نی به هم  یابیدست  ،ی اکوره   نگی نتریس
استفاده    ن،یدارد. بنابرا   ازیساعت زمان ن  1۰معمولًا به حدود    یحرارت
ل فرآ  ی درصد  7۰موجب کاهش حدود    زریاز  ا  ندیزمان  و   ن یشده 

د از  افزا   تواندیم  یصنعت  دگاهیموضوع  به  توجه   شیمنجر  قابل 
تول  ،یوربهره زمان  انرژ  کاهش  د،یکاهش  افزا   یمصرف    ش یو 
 نی تراز مهم  یکی  ت ی مز  نیشود. ا  یکیقطعات سرام  دیتول  ت یظرف

  ی اهبا روش   سهیدر مقا  یزریل  نگی نتر یاستفاده از س  ی دستاوردها
 . شودی مرسوم محسوب م

افزا   جینتا  گر،ید  ی سو  از داد که  و سرما  عی سر  شینشان    ش یدما 
  دهد،ی کاهش م  یقابل توجه  زانیرا به م  ندیاگرچه زمان فرآ  ع،ی سر

.  شودی در روکش م  ادی نسبتاً ز  یحرارت  ی هاان یگراد  جادیاما موجب ا
دما م  یموضع  ی اختلاف  زمان کوتاه  مدت   ی هاتنش  تواندیدر 
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که در صورت کنترل نشدن، احتمال  ندک  جادیا یقابل توجه یحرارت
  ی کاهش استحکام اتصال روکش و حت  زترک،ی ر  جادیترک، ا  لیتشک
ر  راتییتغ افزا   یزساختاری نامطلوب  بنابرا   شیرا  داد.   ن،یخواهد 

مناسب قطعه،   ت یفیو ک   ندیفرآ  ی زمان به سرعت بالاهم  یابیدست
 ش،شامل شدت تاب  زریتابش ل  ی پارامترها  نهیمستلزم انتخاب به
 یو مدت نگهدار  شینرخ سرما  ش،ینرخ گرما  ،یزمان اعمال انرژ

 است.  نگی نتریس ی در دما
نتا  گرید  یکی ا  جیاز  بررس  نیمهم  زمان  یپژوهش،  تابع    ی رفتار 
و    داریتابع از رفتار کاملًا پا  نینشان داد که ا  جیبود. نتا  ینوسیس

به  ریتکرارپذ از هر بار شروع مجدد    ی اگونه برخوردار است؛  که پس 
. شودی تکرار م  هیاول  کلینسبت به س  رییشکل موج بدون تغ  ند،یفرآ
تابع س  انگریب  یژگیو  نیا رفتار تصادف  ینوسیآن است که    ی فاقد 

نت در  است.  زمان  تابع  تنها  و  پ  جه،یبوده   قیدق   ینیبش یامکان 
  ط یمناسب شرا   یریو تکرارپذ  ند یکنترل بهتر فرآ  ،یحرارت  خچهی تار
 یصنعت  ی ندهایفرآ  یطراح  دگاهیکه از د  شودیفراهم م  نگی نتریس

 دارد.  ی ادی ز ت یاهم
 ندیفرآ  ی پارامترها  قینشان داد که کنترل دق   نیهمچن  جینتا  لیتحل

  ی دارد. در صورت  ییدما  دانیم  یکنواختیدر    ی اکنندهنیینقش تع
  اد یز  اریبس  شینرخ گرما  ای  ابدی   شیاز حد افزا   شیب  زریل  یکه انرژ

ا احتمال  حرارت  جادیباشد،  گراد  یتمرکز    ییدما  دیشد  ی هاان یو 
در م ابدییم  شیافزا  ل  میتنظ  قابل،.  توان   ی بندو زمان   زر یمناسب 

از حد    شیکرده، از تمرکز ب  ترکنواخت یدما را    عی توز  تواندیتابش م
را کاهش    یحرارت  ی هاتنش   جادیکند و احتمال ا  ی ریجلوگ  یانرژ

ل  یزمان  خچهیمناسب تار  یطراح  ن،یدهد. بنابرا  از   یکی  زریتابش 
کل دست  ی دیعوامل  س  یابیدر  روکش   نگی نتریبه   ی هاموفق 

 . شودی محسوب م ییایرکونی ز
 یپژوهش نشان داد که استفاده از تابع زمان  نیا  جینتا  ،یطور کل  به
  شیضمن فراهم کردن افزا   ،یزریل  نگی نتریس  ندیدر فرآ  ینوسیس

تا   و کاهش    قهیدق   14۰در مدت حدود    گراد یدرجه سانت  1۶۰۰دما 
فرآ قابل  3به حدود    ندیزمان کل  کنترل   ی برا   یمناسب  ت یساعت، 

متداول که    نگی نتریبا س  سهیدارد. در مقا   ندیفرآ  یحرارت  خچهی تار
 دیروش از نظر کاهش زمان تول  نیدارد، ا  ازیساعت زمان ن  1۰حدود  
وجود،   نی. با ادهدیارائه م  یقابل توجه  ت ی مز  یوربهره  شیو افزا 
سرما  شیگرما  ی بالا  ی هانرخ ا  توانندیم  شیو    جاد یموجب 
تنش   یحرارت  ی هاان یگراد ا  یهاو  از  شوند؛   رو، نیپسماند 
زمان به سرعت هم  یابیدست  ی برا   زریتابش ل  ی پارامترها  یسازنهیبه

مناسب،   تراکم  حرارت  زساختار ی ر   یکنواختی بالا،  تنش  حداقل   یو 
 است. یضرور 

  ع یسر  شیبالا باعث افزا تابش  شدت  نتیجه داد که    یسازهیشب  نیا
م حرارت  یول  شودیدما  شوک  افزا   یاحتمال  ترک    .ابدییم  شیو 
  د یبا  یکنند ولمی    جادیا  ییبالا  ی کوتاه و پرقدرت دما  ی هاپالس 

  ی تابش گوسدر    شود.  کنواخت ی مناسب باشد تا دما    یفاصله زمان
در    (ییفضا  عی )توز گرما  تمرکز  باعث  متمرکز  و   کیتابش  نقطه 

آس زمان  دیبا  .شودیم  بیاحتمال  و  ل  ی بندشدت  به    زریتابش 
و دما   ابدی  شیافزا   کنواخت یو    یشود که دما به آرام  میتنظ  ی اگونه 

 ی کوتاه و قو  ی هاپالس   به هم باشد.  کیدر همه نقاط روکش نزد 
زمان  دیشد  ییدما  انیباعث گراد  توانندیم فاصله  با  اما    ی شوند، 

 را کاهش داد.  یاثرات منف  توانی مناسب م
ا نگهدار  شیفزا همچنین  زمان  دما  یمدت  تراکم    ی در  باعث  بالا 

مکان و خواص  تول  یول  شودی بهتر م  یکیبهتر  افزا   دیزمان    ش یرا 
( باعث عیسر  شی سرما  ای  شیدما )گرما  یناگهان  راتییتغ  .دهدیم

کنترل شده و به   دیبا  شیو سرما  شیگرما  شوندی تنش و ترک م
 انجام شود.  یآرام

دوره    زریل  ی هاپالس  م  هیثان  5با  صورت   شوندیباعث  به  گرما 
 میتنظ  یاگر به خوب  یینوسانات دما  نیمتناوب وارد روکش شود. ا

خستگ باعث  است  ممکن  تنظ  یحرارت  ی نشوند،  با  اما    میشوند. 
کرد   کنواخت ی دما را  ع ی توز توان یم  زر،یزمان پالس و شدت ل قیدق 

ب از تجمع  منظور کاهش   به  نمود.  یریلوگاز حد حرارت ج   شیو 
فرکانس   ایبهتر است شدت تابش    ، یحرارت  یو خستگ  یشوک حرارت

 به داخل نفوذ کند.  یتا گرما به آرام ابدیها کاهش پالس 
. شودی متناوب م  یبه صورت پالس باعث نوسانات حرارت  زریتابش ل

  ابد ییکاهش م  یو سپس کم  افتهی  شیسطح افزا   ی در هر پالس دما
دل  یول پالس  لیبه  تدرفاصله کم  به  تجمع   جی ها، گرما  ماده  در 
دما  ابدییم به  گرما  برسد.   نتریس  ی تا  تابش  کنترل    ،ییشدت 

 دما دارد. شیسرعت افزا  ی رو میمستق
 یها زمان کافپالس   نیفاصله ب  یها و دوره خاموشفرکانس پالس 

در صورت کوتاه بودن فاصله،    کند،یخنک شدن سطح فراهم م  ی برا 
 . شودی م ادی ز یتجمع حرارت

در شکل   ییبالا یداریپای نوسیس مدلنشان داد  یسازهیشب جینتا
با    مشابه  قاً یدق   شدن مجدد  ها پس از روشنموج دارد و رفتار آن 

که   دهدیکامل رفتار نشان م  دیبازتول  نیها است. اآن   نی رفتار آغاز 
هستند؛   یستند و صرفاً تابع زمان نسبها فاقد حافظه همدل  نیا

.  شودی کامل تکرار م  یپس از هر توقف، شکل موج با وفادار   نیبنابرا 
خوب  فتارر  نیا م  یبه  ل  دهدی نشان  نو  ییزرهایکه  از  عدم    ز،یکه 

 ینیبش یپ  قابل  ت یماه  کنند،یم ن  ی رویرندوم پ  راتییتغ  ای  ت یقطع
 .کنندی خود را حفظ م

و   ی ابا رفتار دوره  این مدل لیزرکه  دهدی نشان م لیتحل نیا ندیبرآ
پا  ییکاربردها  ی برا   نهی گز  نی ترمناسب  ،یقطع  ،یداریهستند که 

  .است  ازیبالا مورد ن ینیبش یپ ت یو قابل  یریتکرارپذ

 فهرست علائم 
t زمان(s ) 
k  ضریب رسانایی هدایت حرارتی(w/k.m) 
Q شار حرارتی(2w/cm ) 
T گرادیان دما(s) 
 چگالی(3g/mk ) 

pC گرمای ویژه(J/kg.k) 
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q
 

 ( ps)ثابت تاخیر فاز زمانی شار حرارتی
T

 ( ps)ثابت تاخیر فاز زمانی گرادیان دما  
Lq شار لیزر(2kw/cm) 
LR شعاع پرتوی لیزر(mm ) 

r شعاع سطح تابش(mm ) 

 
 ( s/2m)نفوذ گرمایی ضریب 

eT دمای فونون (c0 ) 
LT   دمای الکترون(c0) 
eC  ظرفیت حرارتی ویژه الکترون گاز(J/kg.k ) 

 
 سندهینودكتری  رسالهحاصل از نتایج این مقاله از  منافع:تعارض  

است.   استخراج  اول اظهار    شده  برای  دیگری  منافع  تعارض  هیچ 
 وجود ندارد.

از آژانس   یگونه گرنت مشخص چیپژوهش ه نیا  منابع تأمین مالی: 
 یرانتفاعیغ ا ی یتجار ،یعموم  یدر بخش ها  یمال  نیتأم یها 
 نکرده است  افتیدر

 نویسندگان:  نقش 

( سیاهکلرودی  احمدی  اول  محمد  دکتری   -نویسنده  دانشجوی 
 مهندسی مکانیک تبدیل انرژی( 

 استاد راهنما اول( –)نویسنده مسئول  شهرام فلاحتکار
 استاد راهنما دوم ( -مهدی برجی )نویسنده همکار 
 استاد مشاور(  –جواد رضاپور )نویسنده همکار 

 پیوست 
 

 
𝜕𝑇

𝜕𝑡
=

𝑇𝑖,𝑗
𝑛+1−𝑇𝑖,𝑗

𝑛

𝛥𝑡
+ 𝛰(𝛥𝑡)                                                 (1)                   

 

 
𝜕2𝑇

𝜕2𝑡
=

𝑇𝑖,𝑗
𝑛+1−2𝑇𝑖,𝑗

𝑛+𝑇𝑖,𝑗
𝑛−1

𝛥𝑡2 + 𝛰(𝛥𝑡)2
                                (2)                   

 
𝑇𝑖,𝑗

𝑛+1 − 𝑇𝑖,𝑗
𝑛

𝛥𝑡
+ 𝜏𝑞

𝑇𝑖,𝑗
𝑛+1 − 2𝑇𝑖,𝑗

𝑛 + 𝑇𝑖,𝑗
𝑛−1

(𝛥𝑡)2
= 𝛼 (

𝑇𝑖+1,𝑗
𝑛 − 2𝑇𝑖,𝑗

𝑛 + 𝑇𝑖−1,𝑗
𝑛

(𝛥𝑥)2
+

𝑇𝑖,𝑗+1
𝑛 − 2𝑇𝑖,𝑗

𝑛 + 𝑇𝑖,𝑗−1
𝑛

(𝛥𝑦)2
) 

 +𝛼𝜏𝑇 (
𝑇𝑖+1,𝑗

𝑛+1−2𝑇𝑖,𝑗
𝑛+1+𝑇𝑖−1,𝑗

𝑛+1 −𝑇𝑖+1,𝑗
𝑛 +2𝑇𝑖,𝑗

𝑛−𝑇𝑖−1,𝑗
𝑛

(𝛥𝑥)2𝛥𝑡
 

 +
𝑇𝑖,𝑗+1

𝑛+1 −2𝑇𝑖,𝑗
𝑛+1+𝑇𝑖,𝑗−1

𝑛+1−𝑇𝑖,𝑗+1
𝑛 +2𝑇𝑖,𝑗

𝑛−𝑇𝑖,𝑗−1
𝑛

(𝛥𝑦)2𝛥𝑡
)                      (3)                   

 

 → 𝐽 =
𝜕𝑥

𝜕𝜉

𝜕𝑦

𝜕𝜂
−

𝜕𝑥

𝜕𝜂

𝜕𝑦

𝜕𝜉
                                                   (4) 

 

 𝑇𝑥 =
1

𝐽
(𝑇𝜉𝑦𝜂 − 𝑇𝜂𝑦𝜉)                                                (5) 

 

 𝑇𝑦 =
1

𝐽
(𝑇𝜂𝑥𝜉 − 𝑇𝜉𝑥𝜂)                                                (6) 

 

 𝐽 = 𝑥𝜉𝑦𝜂 − 𝑥𝜂𝑦𝜉                                                           (7) 

 

 𝑞1 = 𝑥𝜂
2 + 𝑦𝜂

2                                                             (8) 

 

 𝑞2 = 𝑥𝜉𝑥𝜂 + 𝑦𝜉𝑦𝜂                                                       (9) 

 

 𝑞3 = 𝑥𝜉
2 + 𝑦𝜉

2                                                            (10) 
 

 𝐽𝜉 = 𝑥𝜉𝜉𝑦𝜂 + 𝑥𝜉𝑦𝜂𝜉 − 𝑥𝜂𝜉𝑦𝜉 − 𝑥𝜂𝑦𝜉𝜉                (11) 

 

 𝐽𝜂 = 𝑥𝜉𝜂𝑦𝜂 + 𝑥𝜉𝑦𝜂𝜂 − 𝑥𝜂𝜂𝑦𝜉 − 𝑥𝜂𝑦𝜉𝜂                  (12) 

 

 → ∇2𝑇 =
1

𝐽2 (𝑞1𝑇𝜉𝜉 − 2𝑞2𝑇𝜉𝜂 + 𝑞3𝑇𝜂𝜂) + (∇2𝜉)𝑇𝜉 +

(∇2𝜂)𝑇𝜂                                                          (13) 

 

 ∇2𝜉 =
1

𝐽3 [𝐽(𝑥𝜉𝜂𝑥𝜂 − 𝑥𝜂𝜂𝑥𝜉 − 𝑦𝜂𝜂𝑦𝜉 + 𝑦𝜉𝜂𝑦𝜂) −

𝑞1𝐽𝜉 + 𝑞2𝐽𝜂]                                                    (14) 

 

 ∇2𝜂 =
1

𝐽3 [𝐽(𝑥𝜉𝜂𝑥𝜉 − 𝑥𝜉𝜉𝑥𝜂 − 𝑦𝜉𝜉𝑦𝜂 + 𝑦𝜉𝜂𝑦𝜉) +

𝑞2𝐽𝜉 − 𝑞3𝐽𝜂]                                                    (15) 

 

 → ∇2𝜉 =
1

𝐽3 [𝑞1(𝑥𝜂𝑦𝜉𝜉 − 𝑦𝜂𝑥𝜉𝜉) − 2𝑞2(𝑥𝜂𝑦𝜉𝜂 −

𝑦𝜂𝑥𝜉𝜂) + 𝑞3(𝑥𝜂𝑦𝜂𝜂 − 𝑦𝜂𝑥𝜂𝜂)]                            (16) 
 

 → ∇2𝜂 =
1

𝐽3 [𝑞1(𝑦𝜉𝑥𝜉𝜉 − 𝑥𝜉𝑦𝜉𝜉) − 2𝑞2(𝑦𝜉𝑥𝜉𝜂 −

𝑥𝜉𝑦𝜉𝜂) + 𝑞3(𝑦𝜉𝑥𝜂𝜂 − 𝑥𝜉𝑦𝜂𝜂)]                            (17) 
 

→ ∇2𝜉 

=
1

[
(𝑥𝑖+1

𝑛 − 𝑥𝑖
𝑛)(𝑦𝑗+1

𝑛 − 𝑦𝑗
𝑛) − (𝑥𝑗+1

𝑛 − 𝑥𝑗
𝑛)(𝑦𝑖+1

𝑛 − 𝑦𝑖
𝑛)

𝛥𝜉𝛥𝜂
]

3 

 × [((
𝑥𝑗+1

𝑛 −𝑥𝑗
𝑛

𝛥𝜂
)
2

+ (
𝑦𝑗+1

𝑛 −𝑦𝑗
𝑛

𝛥𝜂
)
2

) 

 (
(𝑥𝑗+1

𝑛 −𝑥𝑗
𝑛)

𝛥𝜂

(𝑦𝑖+1,𝑗
𝑛 −2𝑦𝑖,𝑗

𝑛 +𝑦𝑖−1,𝑗
𝑛 )

(𝛥𝜉)2
−

(𝑦𝑗+1
𝑛 −𝑦𝑗

𝑛)

𝛥𝜂

(𝑥𝑖+1,𝑗
𝑛 −2𝑥𝑖,𝑗

𝑛 +𝑥𝑖−1,𝑗
𝑛 )

(𝛥𝜉)2
)] 

 

 −2 [(
(𝑥𝑖+1

𝑛 −𝑥𝑖
𝑛)(𝑥𝑗+1

𝑛 −𝑥𝑗
𝑛)+(𝑦𝑖+1

𝑛 −𝑦𝑖
𝑛)(𝑦𝑗+1

𝑛 −𝑦𝑗
𝑛)

𝛥𝜉𝛥𝜂
) 

 (
(𝑥𝑗+1

𝑛 −𝑥𝑗
𝑛)

𝛥𝜂

(𝑦𝑖+1,𝑗+1
𝑛 −𝑦𝑖,𝑗+1

𝑛 −𝑦𝑖+1,𝑗
𝑛 +𝑦𝑖,𝑗

𝑛 )

𝛥𝜉𝛥𝜂
−

(𝑦𝑗+1
𝑛 −𝑦𝑗

𝑛)

𝛥𝜂

(𝑥𝑖+1,𝑗+1
𝑛 −𝑥𝑖,𝑗+1

𝑛 −𝑥𝑖+1,𝑗
𝑛 +𝑥𝑖,𝑗

𝑛 )

𝛥𝜉𝛥𝜂
)] 

 + [((
𝑥𝑖+1
𝑛 −𝑥𝑖

𝑛

𝛥𝜉
)

2

+ (
𝑦𝑖+1

𝑛 −𝑦𝑖
𝑛

𝛥𝜉
)
2

) 

   (
(𝑥𝑗+1

𝑛 −𝑥𝑗
𝑛)

𝛥𝜂

(𝑦𝑖,𝑗+1
𝑛 −2𝑦𝑖,𝑗

𝑛 +𝑦𝑖,𝑗−1
𝑛 )

(𝛥𝜂)2
−

(𝑦𝑗+1
𝑛 −𝑦𝑗

𝑛)

𝛥𝜂

(𝑥𝑖,𝑗+1
𝑛 −2𝑥𝑖,𝑗

𝑛 +𝑥𝑖,𝑗−1
𝑛 )

(𝛥𝜂)2
)]                          (18)                   

 

 

→ ∇2𝜂 =
1

[
(𝑥𝑖+1

𝑛 −𝑥𝑖
𝑛)(𝑦𝑗+1

𝑛 −𝑦𝑗
𝑛)−(𝑥𝑗+1

𝑛 −𝑥𝑗
𝑛)(𝑦𝑖+1

𝑛 −𝑦𝑖
𝑛)

𝛥𝜉𝛥𝜂
]

3      

[((
𝑥𝑗+1
𝑛 −𝑥𝑗

𝑛

𝛥𝜂
)

2

+ (
𝑦𝑗+1

𝑛 −𝑦𝑗
𝑛

𝛥𝜂
)

2

)(
(𝑦𝑖+1

𝑛 −𝑦𝑖
𝑛)

𝛥𝜉

(𝑥𝑖+1,𝑗
𝑛 −2𝑥𝑖,𝑗

𝑛 +𝑥𝑖−1,𝑗
𝑛 )

(𝛥𝜉)2
−

(𝑥𝑖+1
𝑛 −𝑥𝑖

𝑛)

𝛥𝜉

(𝑦𝑖+1,𝑗
𝑛 −2𝑦𝑖,𝑗

𝑛 +𝑦𝑖−1,𝑗
𝑛 )

(𝛥𝜉)2
)]  

 −2 [((
𝑥𝑗+1
𝑛 −𝑥𝑗

𝑛

𝛥𝜂 )

2

+ (
𝑦𝑗+1
𝑛 −𝑦𝑗

𝑛

𝛥𝜂 )

2

)(
(𝑦𝑖+1

𝑛 −𝑦𝑖
𝑛)

𝛥𝜉

(𝑥𝑖+1,𝑗
𝑛 −2𝑥𝑖,𝑗

𝑛 +𝑥𝑖−1,𝑗
𝑛

)

(𝛥𝜉)
2 −

(𝑥𝑖+1
𝑛 −𝑥𝑖

𝑛)

𝛥𝜉

(𝑦𝑖+1,𝑗
𝑛 −2𝑦𝑖,𝑗

𝑛 +𝑦𝑖−1,𝑗
𝑛

)

(𝛥𝜉)
2 )] 

+[((
𝑥𝑗+1

𝑛 −𝑥𝑗
𝑛

𝛥𝜂
)
2

+ (
𝑦𝑗+1

𝑛 −𝑦𝑗
𝑛

𝛥𝜂
)
2

)(
(𝑦𝑖+1

𝑛 −𝑦𝑖
𝑛)

𝛥𝜉

(𝑥𝑖+1,𝑗
𝑛 −2𝑥𝑖,𝑗

𝑛 +𝑥𝑖−1,𝑗
𝑛 )

(𝛥𝜉)2
−

(𝑥𝑖+1
𝑛 −𝑥𝑖

𝑛)

𝛥𝜉

(𝑦𝑖+1,𝑗
𝑛 −2𝑦𝑖,𝑗

𝑛 +𝑦𝑖−1,𝑗
𝑛 )

(𝛥𝜉)2
)]         (19)                   

 

 ∇2𝑇 =
1

[
(𝑥𝑖+1

𝑛 −𝑥𝑖
𝑛)(𝑦𝑗+1

𝑛 −𝑦𝑗
𝑛)−(𝑥𝑗+1

𝑛 −𝑥𝑗
𝑛)(𝑦𝑖+1

𝑛 −𝑦𝑖
𝑛)

𝛥𝜉𝛥𝜂
]

2 

 {[((
𝑥𝑗+1

𝑛 −𝑥𝑗
𝑛

𝛥𝜂
)
2

+ (
𝑦𝑗+1

𝑛 −𝑦𝑗
𝑛

𝛥𝜂
)
2

) (
𝑇𝑖+1,𝑗

𝑛 −2𝑇𝑖,𝑗
𝑛+𝑇𝑖−1,𝑗

𝑛

(𝛥𝜉)2
)] 

 −2 [(
(𝑥𝑖+1

𝑛 −𝑥𝑖
𝑛)(𝑥𝑗+1

𝑛 −𝑥𝑗
𝑛)+(𝑦𝑖+1

𝑛 −𝑦𝑖
𝑛)(𝑦𝑗+1

𝑛 −𝑦𝑗
𝑛)

𝛥𝜉𝛥𝜂
) (

𝑇𝑖+1,𝑗+1
𝑛 −𝑇𝑖,𝑗+1

𝑛 −𝑇𝑖+1,𝑗
𝑛 +𝑇𝑖,𝑗

𝑛

𝛥𝜉𝛥𝜂
)] 

 +[((
𝑥𝑖+1

𝑛 −𝑥𝑖
𝑛

𝛥𝜉
)
2

+ (
𝑦𝑖+1

𝑛 −𝑦𝑖
𝑛

𝛥𝜉
)
2

) (
𝑇𝑖,𝑗+1

𝑛 −2𝑇𝑖,𝑗
𝑛+𝑇𝑖,𝑗−1

𝑛

(𝛥𝜂)2
)]} 

 +(∇2𝜉)
𝑇𝑖+1

𝑛 −𝑇𝑖
𝑛

𝛥𝜉
+ (∇2𝜂)

𝑇𝑗+1
𝑛 −𝑇𝑗

𝑛

𝛥𝜂
                                                                                       

(20) 

 

 
𝜕

𝜕𝑡
∇2𝑇⃗ =

𝜕

𝜕𝑡
[

1

[
(𝑥𝑖+1

𝑛 −𝑥𝑖
𝑛)(𝑦𝑗+1

𝑛 −𝑦𝑗
𝑛)−(𝑥𝑗+1

𝑛 −𝑥𝑗
𝑛)(𝑦𝑖+1

𝑛 −𝑦𝑖
𝑛)

𝛥𝜉𝛥𝜂
]

2 
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{[((
𝑥𝑗+1

𝑛 −𝑥𝑗
𝑛

𝛥𝜂
)
2

+ (
𝑦𝑗+1

𝑛 −𝑦𝑗
𝑛

𝛥𝜂
)
2

) (
𝑇𝑖+1,𝑗

𝑛 −2𝑇𝑖,𝑗
𝑛+𝑇𝑖−1,𝑗

𝑛

(𝛥𝜉)2
)]

−2 [(
(𝑥𝑖+1

𝑛 −𝑥𝑖
𝑛)(𝑥𝑗+1

𝑛 −𝑥𝑗
𝑛)+(𝑦𝑖+1

𝑛 −𝑦𝑖
𝑛)(𝑦𝑗+1

𝑛 −𝑦𝑗
𝑛)

𝛥𝜉𝛥𝜂
) (

𝑇𝑖+1,𝑗+1
𝑛 −𝑇𝑖,𝑗+1

𝑛 −𝑇𝑖+1,𝑗
𝑛 +𝑇𝑖,𝑗

𝑛

𝛥𝜉𝛥𝜂
)]

+ [((
𝑥𝑖+1

𝑛 −𝑥𝑖
𝑛

𝛥𝜉
)
2

+ (
𝑦𝑖+1

𝑛 −𝑦𝑖
𝑛

𝛥𝜉
)
2

) (
𝑇𝑖,𝑗+1

𝑛 −2𝑇𝑖,𝑗
𝑛+𝑇𝑖,𝑗−1

𝑛

(𝛥𝜂)2
)]}

 

 +(∇2𝜉)
𝑇𝑖+1

𝑛 −𝑇𝑖
𝑛

𝛥𝜉
+ (∇2𝜂)

𝑇𝑗+1
𝑛 −𝑇𝑗

𝑛

𝛥𝜂
]                                            (21)                   

 

 
𝜕

𝜕𝑡
∇2𝑇⃗ =

1

[
(𝑥𝑖+1

𝑛 −𝑥𝑖
𝑛)(𝑦𝑗+1

𝑛 −𝑦𝑗
𝑛)−(𝑥𝑗+1

𝑛 −𝑥𝑗
𝑛)(𝑦𝑖+1

𝑛 −𝑦𝑖
𝑛)

𝛥𝜉𝛥𝜂
]

2 

 × {[(
𝑥𝑗+1

𝑛 −𝑥𝑗
𝑛

𝛥𝜂
)
2

+ (
𝑦𝑗+1

𝑛 −𝑦𝑗
𝑛

𝛥𝜂
)
2

] [
𝑇𝑖+1,𝑗

𝑛 −𝑇𝑖+1,𝑗
𝑛−1−2𝑇𝑖,𝑗

𝑛+2𝑇𝑖,𝑗
𝑛−1+𝑇𝑖−1,𝑗

𝑛 −𝑇𝑖−1,𝑗
𝑛−1

𝛥𝜉2𝛥𝑡
] 

 −2 [
(𝑥𝑖+1

𝑛 −𝑥𝑖
𝑛)(𝑥𝑗+1

𝑛 −𝑥𝑗
𝑛)+(𝑦𝑖+1

𝑛 −𝑦𝑖
𝑛)(𝑦𝑗+1

𝑛 −𝑦𝑗
𝑛)

𝛥𝜉𝛥𝜂
] 

 [
𝑇𝑖+1,𝑗+1

𝑛 −𝑇𝑖+1,𝑗+1
𝑛−1 −𝑇𝑖,𝑗+1

𝑛 +𝑇𝑖,𝑗+1
𝑛−1−𝑇𝑖+1,𝑗

𝑛 +𝑇𝑖+1,𝑗
𝑛−1+𝑇𝑖,𝑗

𝑛−𝑇𝑖,𝑗
𝑛−1

𝛥𝜉𝛥𝜂𝛥𝑡
] 

 +[(
𝑥𝑖+1

𝑛 −𝑥𝑖
𝑛

𝛥𝜉
)
2

+ (
𝑦𝑖+1

𝑛 −𝑦𝑖
𝑛

𝛥𝜉
)
2

] [
𝑇𝑖,𝑗+1

𝑛 −𝑇𝑖,𝑗+1
𝑛−1−2𝑇𝑖,𝑗

𝑛+2𝑇𝑖,𝑗
𝑛−1+𝑇𝑖,𝑗−1

𝑛 −𝑇𝑖,𝑗−1
𝑛−1

𝛥𝜂2𝛥𝑡
]} 

 +(∇2𝜉)
𝑇𝑖+1

𝑛 −𝑇𝑖+1
𝑛−1−𝑇𝑖

𝑛+𝑇𝑖
𝑛−1

𝛥𝜉𝛥𝑡
+ (∇2𝜂)

𝑇𝑗+1
𝑛 −𝑇𝑗+1

𝑛−1−𝑇𝑗
𝑛+𝑇𝑗

𝑛−1

𝛥𝜂𝛥𝑡
                     (22)                   

 

 𝐺 =
𝜋4(𝑛𝑒𝜐𝑘𝐵)2

𝑘
                                                                 (23)                   

                                             

 𝜐 =
𝑘

2𝜋ℎ
(6𝜋2𝑛𝑎)

1

3𝑇𝐷                                                        (24)                   
                                      

 𝛼𝑒 =
𝑘

𝐶𝑒+𝐶𝑙
                                                                          (25)                   

               

 𝐶𝐸 = √
𝐾𝐺

𝐶𝑒𝐶𝑙
                                                                      (26)                   
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