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Quaternion kinematics provides a singularity-free and computationally efficient model for modeling rotational motion 

in aerospace, robotics, navigation, and computer vision systems. The continuous-time quaternion kinematics model 

provides an accurate representation of the state changes of a rigid body under angular velocity inputs. However, 

practical implementations in digital control systems, estimation algorithms, and embedded platforms and systems 

require linear or discrete approximations of the original nonlinear continuous-time model. These approximations 

inevitably introduce modeling errors, numerical drift, and stability concerns that may degrade system performance. In 

this paper, various linear and discrete models of quaternion kinematics are evaluated. In this regard, first, the 

relationships between the exact continuous-time quaternion differential equation and its linear and discrete 

representations, which have been introduced and used in various references, are derived. Then, the approximation 

errors, stability properties, and normalization limits are analyzed under varying angular velocity values and different 

sampling intervals. This analysis highlights the relationship between computational efficiency and accuracy, especially 

in highly dynamic rotational regimes. Finally, the limitations of simplified linear and discrete models are discussed in 

the context of their application in state estimation filters, controller design, and real-time embedded systems. As a 

result, quantitative and structural insights are provided on when linear and discrete quaternion models remain valid and 

when higher-order or more precise integration schemes are necessary.  
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   سینماتیک کواترنیون های خطی و گسسته  شرایط پایداری و کاربردی تقریب 

 * قاسم کاهه

  پژوهشگاه هوافضا، تهران، ایران

 چکیده 

 

 اطلاعات مقاله 

های  سینماتیک کواترنیون یک مدل بدون تکینگی و از نظر محاسباتی کارآمد برای مدل سازی حرکت دورانی در سیستم
دهد. مدل سینماتیک کواترنیون زمان پیوسته، نمایش دقیقی هوافضایی، رباتیک، ناوبری و بینایی کامپیوتر ارائه می 

های عملی  سازیدهد. با این حال، پیادهای ارائه میهای سرعت زاویهاز تغییرات وضعیت جسم صلب تحت ورودی 
های خطی و  های نهفته نیاز به تقریب ها و سیستمهای تخمین و پلتفرم های کنترل دیجیتال، الگوریتم در سیستم

تقریب  این  دارند.  اصلی  غیرخطی  پیوسته  زمان  از مدل  ناگزیر خطاهای مدلگسسته  و  ها  سازی، خطاهای عددی 
های مختلف  دهند. در این مقاله مدلکنند که عملکرد سیستم را تحت تاثیر قرار میداری را ایجاد میمشکلات پای

گیرد. در این راستا ابتدا روابط بین معادله دیفرانسیل  خطی و گسسته از  سینماتیک کواترنیون مورد ارزیابی قرار می
اند،  در مراجع مختلف معرفی و استفاده شده  های خطی و گسسته آن کهکواترنیون زمان پیوسته دقیق و نمایش 

ای سازی تحت مقادیر سرعت زاویههای نرمالشود. سپس، خطاهای تقریب، خواص پایداری و محدودیت استخراج می 
بازه نمونهمتغیر و  و تحلیل میهای  و دقت  برداری مختلف تجزیه  ارتباط بین کارایی  و تحلیل،  تجزیه  این  شوند. 

های  های مدلکند. در نهایت، محدودیت ژه در سناریوهای چرخشی با دینامیک بالا را برجسته میمحاسباتی، به وی
های نهفته  ساده شده خطی و گسسته در زمینه کاربرد آنها در فیلترهای تخمین وضعیت، طراحی کنترلر و سیستم

های کواترنیون خطی چه زمانی مدل  گیرد. در نتیجه بینش کمی و ساختاری در مورد اینکهبلادرنگ مورد بحث قرار می 
  دهد. تر ضروری هستند، ارائه میهای مرتبه بالاتر یا دقیقمانند و چه زمانی تقریب و گسسته معتبر باقی می
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   مقدمه   - 1
پرندهمدل در  دورانی  سینماتیک  دقیق  هوافضایی،  سازی  های 

سیستم رباتیک،  وضعیت بازوهای  و کنترل  اینرسی  ناوبری  های 
روش  میان  در  است.  ضروری  امری  برای های  فضاپیما،  مختلف 

ماتریس  اویلر،  زوایای  مانند  وضعیت،  و  نمایش  چرخش  های 
کواترنیون  رودریگز،  کارایی پارامترهای  فشردگی،  دلیل  به  ها 

ها، به یک انتخاب ترجیحی محاسباتی و مصونیت در برابر تکینگی
شده تبدیل  عمومی  و  تقریبا  سیستماتیک  استفاده  از  پس  اند. 
ترل فضاپیماها، سینماتیک کواترنیون  گسترده آنها برای پایش و کن

به طور گسترده در تحقیقات نظری و کاربردی مورد بحث قرار گرفته 
جنبه  از  معادله و  است.  شده  تحلیل  و  تجزیه  مختلف  های 

وضعیت   زمانی  تغییرات  پیوسته،  زمان  کواترنیون  سینماتیک 
وسیله را به عنوان یک معادله دیفرانسیل غیرخطی که توسط سرعت  

کند. این مدل دقیق بوده و به شود، توصیف میای هدایت میویهزا 
تواند تغییرات وضعیتی و رفتار دینامیکی را دنبال نماید  خوبی می

های کنترل و تخمین مدرن، مانند کنترل  ولی در عین حال چارچوب 
به کننده نیاز  کالمن،  فیلتر  مختلف  رویکردهای  و  دیجیتال  های 
مان گسسته دارند. علاوه بر این و با توجه های خطی و زسازیپیاده 

محدودیت  مدلبه  برای  تحلیلی  معادلات های  خطی،  غیر  های 
دیفرانسیل کواترنیون غیرخطی اغلب در اطراف نقطه کاری یا شرایط 

 شود. زاویه کوچک، خطی می
و گسسته، علیرغم کاربرد گستردهمدل شان،  های کواترنیون خطی 

کنند که ممکن است بر پایداری، دقت خطاهای تقریبی ایجاد می 
تخمین و ثبات بلندمدت وضعیت تأثیر گذار باشند. به عنوان مثال،  

گسستهطرح می های  ساده  واحد  سازی  نرم  محدودیت  توانند 
ها را نقض کنند و منجر به انحراف از نرم واحد شوند. به  کواترنیون 

خطی  فرضیات  مشابه،  تحت طور  است  ممکن  اول  مرتبه   سازی 
ای بالا یا بازه نمونه برداری بزرگ نامعتبر شوند. در  های زاویهنرخ

 گیرد: همین راستا در این مقاله موارد زیر مورد بررسی قرار می
ایجاد یک مقایسه دقیق بین سینماتیک کواترنیون زمان  •

 پیوسته دقیق و همتایان خطی و گسسته رایج آن. 
ختاری ایجاد  سازی خطاهای تقریب و انحرافات ساکمی •

 شده. های سادهشده توسط این مدل
محدودیت  • مدلشناسایی  این  عملی  در های  ها 

وسایل   فضاپیما،  وضعیت  مانند کنترل  واقعی  دنیای  کاربردهای 
و تخمین حالت مبتنی بر حسگرهای  نقلیه هوایی بدون سرنشین

 اینرسی. 
 وسته ی زمان پ  یونیکواترن کینماتیس -1-1

 ی استحکام عدد  لیجسم صلب به دل  ت یوضع  یونیکواترن  شینما
تک از  اجتناب  زوا  یذات  ی های نگیو  کاربردها  لر،یاو  ی ایدر   ی در 

اهم بررس  دایپ  ت یهوافضا  است.    کینماتیس  ی ادیبن  ی های کرده 
ادب  یونیکواترن جمله    ک،یکلاس  ی مایفضاپ  کینامید  اتیدر  از 

مکان  مایفضاپ  ت یوضع  کینامید   ی هاستمیس  یلیتحل  کیو 

  ل یفرانسیمعادله دسینماتیک کواترنیون با  .  شودیظاهر م  ،ییفضا
 :]1[شود بیان می  ری ز یرخطیغ

 𝑞̇(𝑡) =
1

2
 𝛺(𝜔(𝑡))𝑞(𝑡) (1)  

آن   در  و    ون یکواترن  q(t)که  زاو  سی ماتر   Ω(ω)واحد   ی اهیسرعت 
 ت یمحدود  ق،یدق   یریگ با فرض انتگرال  وسته،یاست. مدل زمان پ

 ی سازادهیحال، پ  نی. با اکندیحفظ م   یلینرم واحد را به صورت تحل
روش   ازین  یعمل پا  ی عدد  یر یگ انتگرال   ی هابه  و    یداریدارد که 

روش محاسباتی منتخب، آن بسته به    واحد در   حفظ نرم  خاصیت 
 متفاوت است.

 
 ون ی کواترن   ک ی نمات ی س   ی ساز ی خط   - 2-1
طراح  ون یکواترن  کینماتیس  یسازیخط و    یدر   ن یتخمکنترلر 

  یهاو چارچوب  افتهی  کالمن توسعه  ی لترهایدر ف  ژهی، به ووضعیت 
بر    ونیکواترن  یهای بنداست. فرمول  جیرا   ،یکنترل درجه دوم خط

برا   هیزاو  ی خطااساس   اغلب  د  ی کوچک  آوردن    ک ینامیبه دست 
طور گسترده   هب  کردهایرو  نی. اشوندی استفاده م  یمحل  یخط  ی خطا

مورد بحث قرار  نهیحالت به نی مدرن مانند تخم نیتخم اتیدر ادب
حداقل   شینما  کیحالت خطا،  مبتنی بر    ی های بنداند. فرمول گرفته

  ستم یس  ی هاب ی که تقر  دهندیارائه م   اغتشاشات  ی برا   یسه پارامتر 
سینماتیک   یرخطی غرفتار  حال    نیو در ع  کرده  ریپذرا امکان   یخط

برا کواترنیون   تغییرات  ی را  سازی  . کندیمدنبال    ت یوضع  مدل 
برا  وضع  ی اگرچه  کوچک  چن  ت یانحرافات  اما  است،    ن یمؤثر 

 ی در طول مانورها  توانندیهستند و م  یذاتاً محل  ییهایسازیخط
بزرگ، دقت خود را از دست بدهند. مطالعات    هیزاو  تغییرات  ای  شدید

داده  یقبل که  نشان  مدل اند  به    شدهیخط  ونیکواترن  ی هااعتبار 
دارد. با    یبستگ  یبردارو زمان نمونه  ی اهیسرعت زاو  یبزرگ شدت به  

در   ماً یرا مستق  شدهیخط  ی هاکه مدل  ی اکپارچه ی  یابی حال، ارز  نیا
فرمول پ  ی بندبرابر  رژ  وستهیزمان  مختلف   یاتیعمل  ی هامی تحت 

 کند، همچنان محدود است. سهیمقا
 

 ون ی کواترن   ک ی نمات ی س   ی ساز گسسته   - 3-1
نهفته و    یناوبر  ی هاو پلتفرم   تال یجیکنترل د  ی هاستمیبا ظهور س

  ی ضرور  ونیکواترنتوسعه مدل گسسته از سینماتیک    ،تعبیه شده
 عبارتند از:  جیرا  یسازگسسته ی کردهایشده است. رو

 لر، یمرتبه اول او یریگ انتگرال  •
نما  یمبتن  قیدق   یسازهگسست • تابع  سرعت    ییبر  فرض  با 

 .ینمونه بردار ی هاثابت در بازه ی اهیزاو
  ی هامرتبه بالاتر )به عنوان مثال، روش   ی عدد  ی رهایگ انتگرال  •

 کوتا(.-رانگ
زاو  قیدق   یسازگسسته سرعت  م  ی اهیتحت  را  با    توانیثابت 

نرم    ت یاستخراج کرد که خاص  هاون یکواترن  ییاستفاده از نگاشت نما
مشکل  ساده مرتبه اول،    ی ها. در مقابل، طرح کندی واحد را حفظ م

ا را  واحد  مقدار  از  نرم  ا  کنند،ی م  جادیانحراف  مجددا    نکهیمگر 
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پ  زهینرمال در  ربات  مایفضاپ  ی هایسازاده یشود.  ب  ک،یو    ن یموازنه 
بس  یمحاسبات  نهی هز دقت  پلتفرم   اریو  در  است.  و مهم  ها 
  ی های روزرساننهفته با قدرت پردازش محدود اغلب به ی هاستمیس

نرمال  اصلاح  با  را  اول  که    یدر حال  دهند،یم  حیترج   یسازمرتبه 
  انتخاب مرتبه بالاتر را  تقریب    ای   ییبا دقت بالا، شکل نما  ی کاربردها

بحث کنندیم وجود  با  پ  ی ها.  بر  متمرکز   یزسااده ی متعدد 
و   یلیتحل  سهیمقا،  ]2،  1[  مراجع مختلفدر  سینماتیک کواترنیون  

مدل  گسسته  ی هامدل  کیستماتیس با  مقایسه  زمان   در  مرجع 
  ، ایپو  ی هام ی و رژ  ر یمتغ  یبردارتحت فواصل نمونه  ژهیبه و  ،وستهیپ

 .مورد توجه قرار گرفته است  یبه طور نسبتاً کمتر 
 

 مرور کارهای مشابه   - 4-1
داده  توسعه  سینامتیک کواترنیون  مدل  اساس  بر  زیادی  کارهای 

به محدودیت  توجه  با  آنها  در  است که  روششده  مورد های  های 
استفاده برای تلفیق و فیلترینگ، مدل خطی شده و گسسته مورد  

تعیین وضعیت با استفاده از روش   ]3[استفاده قرار گرفته است. در  
کالمن فیلتر و بر اساس سینامتیک کواترنیون شرح داده شده است.  

یک فیلتر کالمن مبتنی بر کواترنیون با مدل شبه خطی برای   ]4[در  
در   است.  شده  داده  توسعه  اندازه گیری  خطا مدل  ]5[مدل  های 

همراه با سینماتیک کواترنیون به عنوان متغیرهای حالت در کالمن  
فیلتر برای تخمین وضعیت استفاده شده است که به طور گسترده  

و    یطراحهای مبتنی بر حسگرهای اینرسی نیز کاربرد دارد.  در روش
وضع  لیتحل عنوان    مایفضاپ  ک ی  ت یکنترل  صلب،   کیبه  جسم 

پس خور    یساز  یبر خط  یمبتن  یرخطیغ  ،یر خطبر سه کنترل   یمبتن
. با ارائه شده است   ]6[در  پسگام  خطی سازی  بر    یمبتن  یرخطیو غ

اینکه   به  خارج توجه  شتاب  حضور  در  سنج  تع  یشتاب   نییدر 
کالمن   لتر یف  کیبا استفاده از   ]7[، در  شود  یدچار خطا م  ت یوضع

کواترن  یمبتن  یقیتطب  افتهیگسترش   شتابدار    ،ونیبر  حرکات 
شده  صیتشخ باعث    داده  تعو  حرکات   ت یوضع  ن ییبهبود  در 

  تیوضعکننده  کنترل  یک    یطراحشده است.    پرشتاب  یکینامید
  ی طراحشرح داده شده است که در آن    ]8[در    آهنگ  نیماهواره زم 

  ماهواره و با استفاده از مدل کاهش   یاس مدل خطکننده براسکنترل
با   ]10،  9[های  . همین طور مقاله شودی انجام م  هاون یرنکوات   افتهی

استفاده از سینماتیک کواترنیون و روش فیلتر کالمن معمولی و  
زده تخمین  را  وضعیت  یافته،  روش توسعه  در  پرکاربرد اند.  های 

مبتنی بر کالمن فیلتر، مدل خطی شده و گسسته مورد نیاز است. 
مقاله   سینماتیک  مدل  ]11[در  شده  خطی  مدل  برای  خطا  های 

 ]12[یون را ارائه کرده و آنها را با هم مقایسه کرده است. در  کواترن
اساس  روش  بر  خطی  غیر  و  خطی  فیلترینگ  مختلف  های 

گرفته   قرار  بررسی  مورد  و گسسته  پیوسته  سینامتیک کواترنیون 
در   از    ]13[است.  استفاده  توسعه  لتریفبا  تلفیق   افته ی  کالمن  و 

 رکنترل حسگرهای مختلف وضعیت تخمین زده شده و سپس یک  
طراحی شده است. در این   نییماهواره مدار پا  یک  ی برا   یرخطیغ

مقاله قضیه اصل جدا سازی بر اساس مدل خطی و گسسته ارائه  
 شده و همگرایی و پایداری رویت گر و کنترلر اثبات شده است.

حدود و تئوری بر مدل سازی برخی از کارهای پژوهشی به صورت م
اند.  خطای ناشی از خطی سازی سازی و گسسته سازی توجه کرده

سینماتیک    ]14[در   خطای  سازی  مدل  روی  تئوری  بصورت 
های روش  ]15[کواترنیون در تخمین وضعیت تمرکز شده است. در  

انتگرال گیری عددی مرتبط با گسسته سازی سینامتیک کواترنیون 
اساس  یک فیلتر کالمن تطبیقی بر    ]16[مورد بررسی قرار گرفته و در  

مدل سینامتیک کواترنیون بهبود یافته برای تخمین وضعیت شرح  
است.   شده  ب   ن یاداده  صورت  مقاله  تحل  ینظره  ی لیو 

عمل  یساختار  ی هات یمحدود  کینماتیس  ی هاب ی تقر  یو 
کرده و شرایط استفاده از آنها را مشخص  را روشن    جیرا   یونیکواترن

 .کندمی
های کنترل خطی وضعیت را مورد بررسی محدودیت   ]17[در مقاله  

قرار داده و شرایط پایداری برای دینامیک خطی شده را معرفی کرده 
پایداری معادلات دیفرانسیل کواترنیون با ضرایب منفرد در    است.

برای   ]18[مقاله   پایداری  شرایط  و  است  گرفته  قرار  بررسی  مورد 
معادلات خطی و غیر خطی و نیز شرایط پایداری نمایی ارائه شده  

حوزه،   نیانجام شده در ا  ی کارهاتوان گفت  به طور خلاصه می است.  
 :دهندی م پوششرا  ریموارد ز

اساس مدل استخراج   • بر  گسسته  و  خطی   کینماتیس  های 
 وسته، یزمان پ ونیکواترن

 ن،یتخم ی برا  یعمل یسازیخط ی هاکیکنت •

 .ی عدد یسازادهیپ ی چندگانه برا  یسازگسسته ی هارحط •
در کاربردهای    ری از جمله موارد ز  یشتریب  ی هالیحال، تحل  نیع  در

 شود: مختلف ضروری بوده که در این مقاله به آنها پرداخته می
و گسسته    یخط  ی هامدل  کپارچهی  ی خطا  یلیتحل  فیتوص •

 .وستهیپدقیق  مدلنسبت به 

 . واحد حفظ نرمخاصیت و   یداریپا حی صر سهیقام •

م  ی رد ی و کار  یکم  یاتیعمل  ی مرزها   یهامدل  کنندیکه مشخص 
   .مانندیم یمعتبر باق و تحت چه شرایطی  یساده شده چه زمان

 سینماتیک کواترنیون   - 2
کواترنیون که در  های مختلف و رایج سینامتیک در این بخش مدل 

 شود.مراجع مختلف استفاده شده، شرح داده می 
 مدل دقیق پیوسته    - 1-2

جسم صلب به صورت   تی واحد نشان دهنده وضع  ونیکواترن  دیفرض کن
 : باشد ریز

𝑞(𝑡) = [
𝑞0(𝑡)

𝑞𝑣(𝑡)
] ∈ 𝑅4, ∥ 𝑞(𝑡) ∥= 1 (2)  

و   q0(t)که   عددی  qv(t)قسمت  ∈ R3   کواترنیون برداری  قسمت 
( 1باشد. سینامتیک کواترنیون در حوزه زمان پیوسته در معادله )می

𝑤(t)ای بیان شده است که در آن سرعت زاویه = [ωx ωy ωz]
T

∈ R3 
 در چارچوب بدنی بیان شده است:
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𝛺(𝑤) = [
0 −𝑤𝑇

𝑤 −[𝑤]𝑋
] (3)  

پاد متقارن   𝑋[𝑤]و  با  𝑤ماتریس  پیوسته  است. حل معادله زمان 
t𝑘]نمونه برداری   ثابت در بازه  ی اهیسرعت زاوفرض   , tk+1]  به صورت

 : ]1[ آیدبه دست می ری ز

𝑞(𝑡𝑘) = 𝑒𝑥𝑝 (
𝛥𝑡

2
𝛺(𝑤𝑘))𝑞(𝑡𝑘) (4)  

نرم واحد را    ت یمحدود 𝛺با توجه به پاد متقارن بودن ماتریس   که
 .کندی حفظ مکاملا 

 
 مدل پیوسته خطی   - 2-2

  توان ی را م  ونیکواترن  ای کوچک در وضعیت،تغییرات زاویهبا فرض  
 کرد:  انیب ری به صورت ز

𝑞 = 𝛿𝑞 × 𝑞𝑟𝑒𝑓 (5)  

زاویه تغییرات  برای  کوچک  که  δq ~ [1داریم   𝛿𝜃ای 
1

2
δθT]

T

که   
δθT = [δϕ δθ δ𝜓]  :با خطی سازی سینامتیک دوران . 

𝛿𝜃̇ = −[𝑤]𝑋𝛿𝜃 (6)  

اول، محدود  بیتقر  نیا به صراحت حذف   ت یمرتبه  را  واحد  نرم 
زمان  و  کندیم که  یتنها  است  ‖δθ‖  معتبر  ≪   ن، یبنابرا باشد.   1
از  بی تقر  یک   ،حاصل  شدهیخط  ستمیس را   یرخطیغمدل    محلی 

 . دهدی نشان م
 

 مدل گسسته مرتبه اول   - 3-2
معادله   حل  اساس  بر  و  اول  مرتبه  حد  تعریف  از  استفاده  با 

 ( و با تقریب مرتبه اول: 1نیون در معادله ) سینماتیک کواتر
𝑒𝑥𝑝 (

𝛥𝑡

2
𝛺(𝑤𝑘)) ≈ 𝐼 +

𝛥𝑡

2
𝛺(𝑤𝑘)   زیر صورت  به  ساده گسسته  مدل 

 شود: حاصل می 

𝑞𝑘+1 = 𝑞𝑘 +
𝛥𝑡

2
𝛺(𝑤𝑘)𝑞𝑘 (7)  

بوده و با توجه به انحراف از نرم   O(Δ𝑡2)از درجه  بیتقرخطای این 
 نرمالیزه شود:به صورت زیر واحد، باید 

𝑞𝑘+1 ←
𝑞𝑘+1

‖𝑞𝑘+1‖
 (8)  

 
 مدل گسسته دقیق   - 4-2

 با استفاده از نگاشت نمایی:

𝑞(𝑡𝑘) = 𝑒
(
𝛥𝑡
2 𝛺(𝑤𝑘))

𝑞(𝑡𝑘) 
(9)  

  :]2[شود ، یک مدل گسسته دقیق به صورت زیر حاصل می 

𝑞𝑘+1 =

[
 
 
 
 𝑐𝑜𝑠 (

‖𝑤𝑘‖𝛥𝑡

2
)

‖𝑤𝑘‖

𝑤𝑘

𝑠𝑖𝑛 (
‖𝑤𝑘‖𝛥𝑡

2
)
]
 
 
 
 

× 𝑞𝑘 (10)  

در    ای در بازه نمونه برداری ثابت فرض شده است.که سرعت زاویه 
با   یانطباق خوبو    نرم واحد حفظ شده  ت یمدل گسسته خاص  نیا

پ  نیدر ع  لیو   دارد   یه بردارهای مختلف نموننرخ در    وستهیمدل 
 شود.  بررسی و ارزیابی دیمختلف با طیحال دقت آن در شرا 

 مدل گسسته مرتبه دوم   - 5-2
با انتگرال گیری عددی مرتبه بالاتر یا تقریب مرتبه دوم از جواب  

( دیفرانسیل  از حل معادله  آمده  توان مدل  ( می 1نمایی به دست 
به دست آورد. تقریب مرتبه دوم در معادله    گسسته مرتبه دوم را 

 زیر نشان داده شده است:

𝑒𝑥𝑝 (
𝛥𝑡

2
𝛺(𝑤𝑘)) ≈ (𝐼 +

𝛥𝑡

2
𝛺(𝑤𝑘) +

𝛥𝑡2

4
𝛺2(𝑤𝑘)) (11)  

  بخشدی برش را بهبود م  ی کوتا خطا-رانگ  ی هاروش به عنوان مثال  
درجه  و می به  را  آن  زد،   O(Δ𝑡4)توان  را تقریب  واحد  نرم  ذاتاً  اما 

  ی ریگ انتگرال   ای  یسازنرمال  ی هاک یاز تکن  نکهیمگر ا  کند،یحفظ نم
مدل خطی و گسسته با تقریب مرتبه دوم بر    استفاده شود.  یهندس

در مراجع   راه حلی تشریحی  زیر    ]2،1[اساس  در نهایت به صورت 
 شود: حاصل می 

𝑞𝑘+1 = [(1 −
‖𝑤𝑘‖

2𝛥𝑡2

2
) 𝐼 +

𝛥𝑡

2
𝛺(𝑤𝑘)] × 𝑞𝑘 (12)  

‖𝑤𝑘‖که  = √𝑤𝑥
2 + 𝑤𝑦

2 + 𝑤𝑧
2 

 های مختلف سینامتیک کواترنیون مقایسه مدل  - 3
های  های شرح داده شده در بخش قبلی از جنبه در این بخش مدل 

 شوند.مختلف بررسی و مقایسه می
 

 خاصیت حفظ نرم واحد   - 1-3
 برای بررسی خاصیت نرم واحد برای مدل گسسته مرتبه اول 

𝐪𝑘+1 = (𝐼 + 𝐴Δ𝑡)𝐪𝑘 (13)  

 معادله زیر را باید حل کنیم:
∥ 𝐪𝑘+1 ∥2= 𝐪𝑘

𝑇(𝐼 + 𝐴Δ𝑡)𝑇(𝐼 + 𝐴Δ𝑡)𝐪𝑘 (14)  

𝐴𝑇که  = −𝐴   و(𝐼 + 𝐴Δ𝑡)𝑇 = 𝐼 − 𝐴Δ𝑡بنابراین . 
∥ 𝐪𝑘+1 ∥2= 𝐪𝑘

𝑇(𝐼 − 𝐴Δ𝑡)(𝐼 + 𝐴Δ𝑡)𝐪𝑘. (15)  

hطبق معادله زیر )  = Δ𝑡) 
(𝐼 − 𝐴ℎ)(𝐼 + 𝐴ℎ) = 𝐼 − 𝐴2ℎ2 (16)  

𝐴2که  = −
∥𝜔∥2

4
𝐼  و−𝐴2 =

∥𝜔∥2

4
𝐼 بنابراین 

(𝐼 + 𝐴ℎ)𝑇(𝐼 + 𝐴ℎ) = 𝐼 +
∥ 𝜔 ∥2 ℎ2

4
𝐼. (17)  

∥با فرض انجام نرمالیزاسیون کواترنیون  𝐪𝑘 ∥= معادله زیر حاصل   1
 شود: می

∥ 𝐪𝑘+1 ∥2= 1 +
∥ 𝜔 ∥2 ℎ2

4
 (18)  

 آید: که جذر آن به صورت زیر به دست می

∥ 𝐪𝑘+1 ∥= √1 +
∥ 𝜔 ∥2 ℎ2

4
 (19)  

1√طبق رابطه  + 𝑥 ≈ 1 +
𝑥

2
در نهایت معادله زیر برای نرم کواترنیون   

 آید. به دست می

∥ 𝐪𝑘+1 ∥≈ 1 +
∥ 𝜔 ∥2 Δ𝑡2

8
 (20)  

می نشان  در  که  کواترنیون  نرم  اولدهد  مرتبه  به    مدل گسسته 
 افزایشی بوده و باید حتما نرمالیزه شود. 𝑂(ℎ2)صورت 
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دوم خاصیت حفظ نرم  گسسته مرتبه  به همین شکل نیز برای مدل  
 آید:شود که در نهایت معادله زیر بدست می می واحد بررسی  

∥ 𝒒𝑘+1 ∥= 1 +
∥ 𝜔 ∥4 ℎ4

128
+ 𝑂(ℎ6) (21)  

تر است ولی به صورت کامل  هر چند مدل گسسته مرتبه دوم دقیق 
نمی حفظ  را  واحد  باید  نرم  مدت  طولانی  در  بنابراین  کند. 

  وسته یمدل زمان پدر    نرمالیزاسیون برای این مدل هم انجام شود.
شود  یحفظ م  واحد کاملا  نرمخاصیت    ،یینما  یسازگسسته و در  

با    شدهیخط  ی هامدلو    لریاو  ی سازگسستهولی در مدل حاصل از  
 و  زنندی را دور م  واحد  نرم  ی هات یمحدود  ،تقریب زوایای کوچک

  .دهندیرا از دست م یاعتبار کل
 

 خطای تقریب   - 2-3
در این بخش خطای دو مدل گسسته نسبت به مدل پیوسته اصلی 
به صورت تحلیلی مورد بررسی قرار گرفته است. با فرض ثابت بودن 

ای در بازه نمونه برداری، جواب کامل معادله دیفرانسیل زاویهسرعت  
 شود: اصلی به صورت زیر حاصل می

𝑞𝑘+1
∗ = 𝑒𝑥𝑝 (

𝛥𝑡

2
𝛺(𝑤𝑘)) 𝑞𝑘 (22)  

 که تقریب مرتبه اول آن برابر است با:

𝑞𝑘+1
𝐸 = 𝑞𝑘 +

𝛥𝑡

2
𝛺(𝑤𝑘)𝑞𝑘 

 (23)  

برای به دست آورن خطای بین تقریب مرتبه اول و مدل اصلی، از  
 شود: تیلور استفاده میبسط 

𝑒𝑥𝑝(𝐴) = 𝐼 + 𝐴 +
𝐴2

2!
+ 𝑂(‖𝐴‖3) (24)  

𝐴که  =
Δ𝑡

2
Ω(𝑤𝑘) :بنابراین خواهیم داشت . 

𝑞𝑘+1
∗ = (𝐼 + 𝐴 +

𝐴2

2!
+ 𝑂(‖𝐴‖3))𝑞𝑘 (25)  

روش تقریب اویلر فقط دو جمله اول را حفظ کرده و بقیه از تقریب  
 شوند:حذف می

𝑞𝑘+1
𝐸 = (𝐼 + 𝐴)𝑞𝑘 (26)  

 بنابراین اختلاف دو مدل برابر است با:

‖𝑞𝑘+1
∗ − 𝑞𝑘+1

𝐸 ‖ ≤
1

2
𝐴2𝑒𝐴2

 (27)  

𝐴با جایگذاری   =
Δ𝑡

2
Ω(𝑤𝑘) 

‖𝑞𝑘+1
∗ − 𝑞𝑘+1

𝐸 ‖ ≤
𝛥𝑡2

8
‖𝛺(𝑤𝑘)‖

2𝑒
𝛥𝑡2

2
‖𝛺(𝑤𝑘)‖

 (28)  

 که
‖𝑞𝑘+1

∗ − 𝑞𝑘+1
𝐸 ‖ ≤ 𝑂(𝛥𝑡2 𝑤𝑚𝑎𝑥

2 ) (29)  

 

متناسب    لریاو  یسازگسسته  ی خطا،  ثابت   ی اه یسرعت زاو  با فرض 
𝑞𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡است با:  − 𝑞𝐸𝑢𝑙𝑒𝑟 = O(Δ𝑡2‖𝑤𝑘‖

ی متناسب دل خطو در م (2
با  افزا   ن،یبنابرا .  O(‖𝛿𝜃‖2)است  با  و    ی بردار  نمونهبازه    شیخطا 

 .کندرشد میبه صورت درجه دوم  ی اهیرعت زاوس

 

 پایداری   - 3-3
و   ابدیی تکامل م  𝑆3در فضای   وستهیپمدل سینماتیک کواترنیون  

  ی داریپای دارای  خط  مدلولی    کندیم  نیمحدود را تضم  ی رهایمس

  یهاچرخش   و در  معتبر است   ی فقط به صورت محلبوده و  مشروط  
. در مدل گسسته حاصل از روش اویلر به شرطی شودی واگرا م  سریع

‖Δt‖wپایدار است که  ≪  ی عدد  یداریامر منجر به ناپا  نیا  نقضو   1
 . شودیم یو اعوجاج هندس

 
 خطای انباشته   - 4-3
تقریب  ماموریت در   مدت  بلند  اوهای  انباشتگی    باعث   لر یروش 

شود. هر چند انحراف از مقدار واحد از  شدید خطا و بایاس زیاد می
را اصلاح  وضعیت    ی اما خطاشود  طریق نرمالیزه کردن برطرف می

به حداقل  انحراف از مقدار واحد را    ،یینما  یسازگسسته. در  کندینم
 مهم است:  اریبس ر ی در موارد ز ژهیخطا به و انباشت . رساندیم
 ی نرسیا یناوبر  ی هاستمیس •
 مایمدت فضاپ یطولان ی هات ی مامور •
 پرسرعت پهپاد  ی مانورها •

 شبیه سازی و ارزیابی   -4
مدل  یابی ارز  ی برا  کواترنیونعملکرد  سینماتیک  مختلف  ، های 

  d1و    c1سناریوهای مختلف شبیه سازی در ادامه شرح داده شده و  
بیانگر    d2و   ترتیب  سینماتیک  به  )مدل مدل  پیوسته  کواترنیون 

دقیق(، مدل خطی و گسسته با تقریب درجه اول )مدل درجه یک(  
 هستند. (و مدل خطی گسسته با تقریب درجه دوم )مدل درجه دو

 
 اعتبار سنجی   - 1-4

( در حوزه پیوسته در سیمولینک  1معادله دیفرانسیلی مدل دقیق )
 نشان داده شده است.0پیاده سازی و دیاگرام بلوکی آن در  

از درستی پیاده سازی مدل دقیق،  اعتبار سنجی و اطمینان  برای 
 یک آزمون اعتبار سنجی انجام شده است. یک دوران غیر خطی

شود و بر اساس آن وسیله باید اعمال می( به وسیله  xwسینوسی )
) در زمان  از  𝜃𝑥های مختلف در وضعیت مشخصی  قرار بگیرد که   )

وروردی  دوران  زیر منحنی  یا محاسبه سطح  انتگرال گیری  طریق 
محاسبه   زیر  فرمول  از  منحنی  زیر  سطح  است.  محاسبه  قابل 

 شود: می

𝜃𝑥 = ∫ a sin(𝑓𝑡)  𝑑𝑡 = 𝑎(− cos(𝑓𝑡1) + 1)
𝑡1

0

 (30)  

زاویه   مقدار  زمان،  و  دامنه  فرکانس،  پارامترهای  اساس  بر  که 
( 30نقاط مشخصی را که با استفاده از فرمول )0شود.  محاسبه می 

را نشان می با خروجی مدل در سیمولینک محاسبه شده  دهد که 
 منطبق است.
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 . ( در سیمولینک1دقیق )پیاده سازی مدل    1شکل  

Fig. 1 Simulink implementation of accurate model. 

 
ورودی    2شکل   دوران  اساس  بر  دقیق  مدل  سازی  پیاده  اعتبار سنجی 

 . ( xwسنیوسی ) 
Fig. 2 Accurate model validation using sinusoidal input. 

 
 ثابت   ی ا ه ی سرعت زاو   - 2-4

با مدل دقیق در    سهیمقاهای درجه یک و دو در  در این قسمت مدل
شوند.  یک سناریوی شبیه سازی با نرخ دورانی ثابت مقایسه می

سامانه در  معمولا  ثابت  یا دوران  ماهواره  مثل  هوافضایی  های 
چرخان نیز -شود که پایدارکاوشگرها برای پایدارسازی استفاده می

ها تا حدود چند دوران در این وسیله   شوند. معمولا نرخنامیده می
در حالت پایدار ممکن است برسد ولی    xدرجه بر ثانیه حول محور  

می خارج  کنترل  از  ناپایدار که  دوران در شرایط  نرخ  ممکن  شود، 
در دنبال کردن   مدل درجه یک و درجه دومقایسه  0و  0،  0بیشتر شود.  

. چرخش  دهندوضعیت وسیله در مقایسه با مدل دقیق را نشان می 
رادیان    0.1دور بر ثانیه و حول بقیه محورها    10حدود    xحول محور  

ها مشخص است، هر دو  ن شکل است. همان گونه که در ایبر ثانیه  
برای   را  پیوسته  مدل  خوبی  بسیار  دقت  با  دو  و  یک  درجه  مدل 

کنند. بنابراین در کاربردهایی که  تخمین وضعیت وسیله دنبال می
قابل  دو  و  یک  درجه  مدل  دو  هر  است،  ثابت  تقریبا  دوران  نرخ 

  کنند. لازم به ذکر است که در استفاده بوده و دقت لازم را فراهم می
این حالت شرط ثابت بودن نرخ دوران در بازه نمونه برداری بخوبی 

 شود. برآورده می

 
 بالا   ی ک ی نام ی مانور د   - 3-4

یک   برای  کواترنیون  سینماتیک  سازی،  شبیه  سناریوی  این  در 
 گیرد. دوران مورد ارزیابی قرار می نرخ وسیله با تغییرات سینوسی 

 

 
مقایسه مدل دقیق، درجه یک و درجه دو در تخمین وضعیت یک    3شکل  

 . xمحور   –  چرخان با نرخ ثابت- وسیله پایدار
Fig. 3 Comparison of accurate, 1th and 2th model to estimate the attitude 

of an spin-stabilized craft with a constant rate – x axis.  

 

 
  ک ی   تی وضع  نی و درجه دو در تخم  ک یدرجه    ق، یمدل دق   سهیمقا  4شکل  

 . yمحور   –چرخان با نرخ ثابت  - داریپا لهیوس
Fig. 4 Comparison of accurate, 1th and 2th model to estimate the attitude 

of an spin-stabilized craft with a constant rate – y axis. 

 

 
مقایسه مدل دقیق، درجه یک و درجه دو در تخمین وضعیت یک    5شکل  

 . zمحور   –  چرخان با نرخ ثابت- وسیله پایدار
Fig. 5 Comparison of accurate, 1th and 2th model to estimate the attitude 

of an spin-stabilized craft with a constant rate – z axis.  

 

خطی  غیر  رفتار  تحریک  باعث  دوران  نرخ  سینوسی  تغییرات 
های خطی در دنبال  های مدلسینماتیک دوران شده و محدودیت 
 کشد که باید مورد ارزیابی قرار  کردن رفتار غیر خطی را به چالش می
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  ک ی  تی وضع   نی و درجه دو در تخم  کی درجه  ق، یمدل دق  سه یمقا  6شکل  

 . xمحور    –  سینوسیچرخان با نرخ  لهیوس
Fig. 6 Comparison of accurate, 1th and 2th model to estimate the attitude 

of an spined craft – x axis. 

 

 
  ک ی   تی وضع  نی و درجه دو در تخم  ک یدرجه    ق، یمدل دق   سهیمقا  7شکل  

 . yمحور    –  سینوسیرخان با نرخ چ لهیوس
Fig. 7 Comparison of accurate, 1th and 2th model to estimate the attitude 

of an spined craft with a sinusoidal rate – x axis. 

 

 
  ک ی   تی وضع  ن یو درجه دو در تخم  کی درجه    ق،ی مدل دق  سهیمقا  8شکل  

 . z محور  –  سینوسیچرخان با نرخ  لهیوس
Fig.8 Comparison of accurate, 1th and 2th model to estimate the attitude 

of an spined craft with a sinusoidal rate – x axis. 

 

 
  له یوس  کی  تی وضع   نیو دو در تخم   کیدرجه    ق،یمدل دق   سهیمقا  9شکل  

 . xمحور    –  سینوسیچرخان با نرخ  
Fig. 9 Comparison of accurate, 1th and 2th model to estimate the attitude 

of an spined craft with a sinusoidal rate – x axis. 

 
 

 
مدل  سهیمقا  10شکل   دو    ک ی درجه    خطای  دقیق  و  مدل  به  در  نسبت 

 . xمحور  –  سینوسی چرخان با نرخ  لهیوس   کی  تی وضع ن یتخم
Fig. 10 Comparison the error of 1th and 2th model with respect to 

accurate one to estimate the attitude of an spined craft with a sinusoidal 

rate–x axis. 

 
بدون کنترل .  گیرد  هوافضایی  وسیله  در  است  ممکن  حالت  این 

به   منجر  آیرودینامیکی  نیروهای  با  برخود  هنگام  ارتعاش  فعال 
 0.01ابتدا تغییرات سینوسی کم با فرکانس    سینوسی وسیله شود.
شود. بقیه محورها  اعمال می  xروی محور    0.1رادیان بر ثانیه و دامنه  

رادیان بر ثانیه دارند و بازه نمونه برداری نیز    0.1نرخ دوران ثابت  
مقایسه مقدار خطای مدل درجه یک و دو   1جدول    ثانیه است.  0.001
ت به مدل دقیق در تخمین وضعیت یک وسیله چرخان با نرخ  نسب

نیز نشان داده  0و  0و  0دهد. همان گونه که در  را نشان می سینوسی  
شده است، مدل درجه یک در ابتدا با دقت خوبی مدل دقیق را دنبال 

کند، ولی با توجه به رفتار غیر خطی تغییرات نرخ دوران، از ثانیه می
گیرد ولی مدل درجه دوم  به بعد به مرور از مدل دقیق فاصله می  25

کند. البته اگر خوبی همچنان مدل دقیق را دنبال می با دقت بسیار
 تغییرات سینوسی شدیدتر و  
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مقایسه مقدار خطای مدل درجه یک و دو نسبت به مدل دقیق در    1جدول  
 تخمین وضعیت یک وسیله چرخان با نرخ سینوسی 

Table 1 Comparison of the error magnitude of 1th and 2th models versus 
the accurate model in estimating the state of a rotating device with a 

sinusoidal rate 
 RMSE c1-d1 RMSE c1-d2 

x 3.2059e-06 0.50713 
y 3.6117e-06 0.2438 
z 3.4276e-06 0.18123 

 

مقایسه مقدار خطای مدل درجه یک و دو نسبت به مدل دقیق در   2جدول  
 تخمین وضعیت یک وسیله چرخان با تغییر سریع محور دوران 

Table 2 Comparison of the error magnitudes of 1th and 2th models against 

the accurate model in estimating the state of a rotating device undergoing 

rapid axis reorientation. 
 RMSE c1-d1 RMSE c1-d2 

x 4.5087e-05 1.7419 
y 5.3783e-06 0.044308 
z 4.6253e-05 2.47 

 
(، خطای مدل درجه یک  0افزایش یابد )  0.1به    0.01فرکانس آن از  

عمل    شود. بنابراین در( و بطور کلی نامعتبر می 0خیلی زیاد شده )
 های مورد استفاده مد نظر قرار گیرد. های مدلباید محدودیت 

 
 محور دوران   ع ی سر   ر یی تغ   - 4-4

در این سناریو حرکت یک وسیله مثل یک هواپیمای نمایشی سبک 
کند، شبیه سازی شده است. ابتدا که محور دوران سریع تغییر می 

  0.1دور بر ثانیه و حول بقیه محورها    10حدود    xدوران حول محور  
دوران   25رادیان بر ثانیه در نظر گرفته شده است. سپس در ثانیه  

ن بر ثانیه کاهش یافته و دوران حول محور  رادیا  0.1به    xحول محور  
y    یابد. در واقع محور دوران از  دور بر ثانیه افزایش می   10بهx    بهy 

های مختلف سینماتیک کواترنیون  تغییر یافته است و عملکرد مدل
می مقایسه  هم  با  دقیق  دنبال کردن وضعیت  جدول  در     2شوند. 

ت به مدل دقیق در  مقایسه مقدار خطای مدل درجه یک و دو نسب
را    تخمین وضعیت یک وسیله چرخان با تغییر سریع محور دوران

می مدل0و  0،  0  دهد.نشان  با عملکرد  مواجهه  در  مختلف  های 
این   همان گونه که در دهد. میتغییرات سریع محور دوران را نشان  

یک در ابتدا با دقت خوبی مدل   درجه  ها مشخص است، مدلشکل 
کند، ولی با توجه به رفتار غیر خطی تغییرات نرخ دقیق را دنبال می

گیرد  از مدل دقیق فاصله می  (0و  0)  به بعد  25ثانیه  حدود  دوران، از  
را   دقیق  مدل  بسیار خوبی همچنان  دقت  با  دوم  درجه  مدل  ولی 

 .کنددنبال می 
 

 ی تصادف   ی ا ه ی زاو   ز ی نو   ی ورود   - 5-4
  دور بر ثانیه همراه با   10با نرخ    xدر این سناریو، دوران حول محور  

رادیان بر ثانیه و دوران حول بقیه   0.1نویز تصادفی سفید با دامنه  
رادیان بر ثانیه همراه با نویز تصادفی سفید با دامنه   0.1محورها نیز   

است.    0.01 ثانیه  بر  مدل0و  0،  0رادیان  در  عملکرد  را  مختلف  های 
نویز تصادفی نشان می  با ورودی  در دهد.  مواجهه    همان گونه که 

   درجه ها مشخص است، مدلاین شکل 

 
  له یوس   کی   تی وضع  نیو دو در تخم   کی درجه    ق،یمدل دق   سهیمقا  11شکل  

 . xمحور   –  25در ثانیه  محور دوران   عیسر ر ییتغ و چرخان  
Fig. 11 Comparison of accurate, 1th and 2th model to estimate the 

attitude of an spined craft with quick change of rotation axis (25 sec)–x 
axis. 

 

 
دق  سهیمقا  12شکل   تخم   ک یدرجه    ق،ی مدل  در  دو    ک ی  ت یوضع   ن یو 

 . yمحور    –  25  هیمحور دوران در ثان   عیسر  رییچرخان و تغ  لهیوس
Fig. 12 Comparison of accurate, 1th and 2th model to estimate the 

attitude of an spined craft craft with quick change of rotation axis (25 

sec)–y axis. 

 

 
دق  سهیمقا  13شکل   تخم   ک ی درجه    ق،ی مدل  در  دو    ک ی   تی وضع  ن یو 

 . zمحور   –  25  هیمحور دوران در ثان   عیسر  رییچرخان و تغ  لهیوس
Fig. 13 Comparison of accurate, 1th and 2th model to estimate the 

attitude of an spined craft craft and quick change of rotation axis (25 

sec)–z axis. 
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  ک ی  تی وضع  نی و درجه دو در تخم  کیدرجه    ق،ی مدل دق  سهیمقا  14شکل  

 . xمحور    –ورودی نویز تصادفی چرخان و   لهیوس
Fig. 14 Comparison of accurate, 1th and 2th model to estimate the 

attitude of an spined craft and random noise input – x axis 

 

 

 
  ک ی   تی وضع   نیو درجه دو در تخم   کی درجه    ق،یمدل دق   سهیمقا  15شکل  

 yمحور    –ی تصادف زینو  یچرخان و ورود  لهیوس
Fig. 15 Comparison of accurate, 1th and 2th model to estimate the 

attitude of an spined craft and random noise input – y axis. 

 

 

 
  ک ی   ت یوضع   نی و درجه دو در تخم  کی درجه    ق،ی مدل دق  سه یمقا  16شکل  

 zمحور    –ی تصادف زینو  یچرخان و ورود  لهیوس
Fig. 16 Comparison of accurate, 1th and 2th model to estimate the 

attitude of an spined craft and random noise input – z axis. 

 

 
  نسبت به مدل دقیق   و درجه دو  کی درجه  خطای مدل    سه یمقا  17شکل  

 zمحور   –ی تصادف زینو  یرخان و ورود چ لهی وس  کی  تی وضع ن یدر تخم 
Fig. 17 Comparison the error of 1th and 2th model with respect to 
accurate model to estimate the attitude of an spin-stabilized craft and 

random noise input – z axis. 

 
درجه دوم با دقت مدل  ولی  کند  شرایط ناپایداری را دنبال می یک  

مدل   yو    xدر محورهای    .کندمیبسیار خوبی مدل دقیق را دنبال  
مدل    zدرجه یک از همان ابتدا دارای خطای زیاد است ولی در محور  

درجه یک در ابتدا دارای دقت مناسبی است ولی به دلیل تغییرات 
(. در 0گیرد ) ناشی از نویز تصادفی به مرور از مدل دقیق فاصله می

مدل  ولی  کند  شرایط ناپایداری را دنبال می یک    درجه  حالی که  مدل
 .کنددرجه دوم با دقت خوبی مدل دقیق را دنبال می 

 
 بزرگ   ه ی اول   ت ی وضع   ی خطا   - 6-4

انجام خطی سازی حول یک نقطه کاری با تقریب مقادیر کوچک  
شود. بنابراین خطا در مقادیر اولیه روی دقت تقریب خطی تاثیر  می

 دارد. 

 
 ی محاسبات   ی ها ت ی محدود   - 7-4

سامانه سیستم روی  معمولا  وضعیت  تعیین  سخت  های  های 
افزاری با قابلیت اطمینان بالا که منابع پردازشی کمتری دارند، پیاده 

ه هم مورد بررسی  شوند. به همین دلیل باید از این جنبسازی می 
قرار گیرند. محاسبات متلب با توجه به وجود منابع پردازشی قوی، 

می  انجام  زیاد  بسیار  دقت  سازی با  شبیه  برای  بنابراین  شود. 
  16های محاسبات واقعی، باید دقت محاسبات را محدود به سامانه

بهتر   در شرایط  یا  دقت   32بیتی  آوردن  پایین  بیتی محدود کرد. 
بخصوص در مواقعی که انتگرال گیر وجود دارد و با توجه  محاسباتی  

به تکرار محاسبات در بازه های نمونه بردای منجر به انباشتگی خطا  
 شود. می

 
 ی نمونه بردار   ت ی محدود   ا ی باند حسگر    ی پهنا   ت ی محدود   - 8-4

طبق قانون نایکوئیست برای اینکه بتوان کل اطلاعات یک سیگنال 
فظ کرد، سرعت نمونه برداری باید بیش از را هنکام نمونه برداری ح

 دو برابر پهنای باند سیگنال باشد که معمولا به منظور افزایش  
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در نمودار نرم نرخ دوران نسبت به بازه نمونه    یدار یپا  هینقشه ناح   18شکل  
 دوران  ک ی نامت سیگسسته  یدر مدل خط  یبردار 

Fig. 18 Stability Region Plot: Δt‖w‖ ≪ 1 

 

کیفیت سیگنال، سرعت نمونه برداری چند برابر پهنای باند سیگنال 
 شود. برابر پهنای باند( انتخاب می 5)حدودا بیش از 

 
 نسبت به بازه نمونه برداری و نرخ دوران   ی دار ی پا ناحیه    - 9-4

های خطی و گسسته سینماتیک کواترنوین دارای محدودیت تقریب 
کاربردی هستند که هنگام پیاده سازی باید مد نظر قرار بگیرند در 
غیر اینصورت بسته به بازه نمونه برداری و تغییرات نرخ دوران یا  

شرایط پایداری بر  0شوند.  فرکانس آن دچار خطا شده و ناپایدار می
است که   داده شده  نشان  دوران  نرخ  و  برداری  نمونه  نرخ  اساس 
بسته به تغییرات نرخ دوران، بازه نمونه برداری باید به اندازه کافی  

 آورده نماید.کوچک باشد تا بتواند شرایط پایداری را بر

 سیستم نمونه: تعیین وضعیت ماهواره   - 5
 ی برا   ت یوضع  نییسامانه تع  ک ی  یبخش ملاحظات طراح  نیدر ا

نمونه   کیچرخان به عنوان  - داریو پا  نییماهواره کوچک مدار پا  کی
  د، یخورش  ی از حسگرها  نهیکم  بیترک   کیشود.    یم  مرور  ی کاربرد 

مغناط  رویجا م   سیو  انتخاب  با  یسنج  از    دیشود که  استفاده  با 
 کیمنظور    نیا  ی شوند. برا   قیبا هم تلف   افتهیکالمن توسعه   لتریف

  د یکالمن با  لتریف  طیلازم است که با توجه به شرا   یکینامیمدل د
درجه   15ثابت    با نرخ  یداریشود. ماهواره به منظور حفظ پا  یخط

محور   ثانیه حول  دمی  xبر  نرخ  اگر  مدل  چرخد.  باشد،  ثابت  وران 
درجه یک که نیاز پردازشی کمتری دارد، کافی است ولی ماهواره در  
محورهای  حول  را  شدیدی  های  دوران  است  ممکن  استقرار  فاز 
مختلف تجربه نماید و با توجه به اینکه دارای کنترل فعال است، 

 در هر لحظه ممکن است محور دوران تغییر نماید.

 

ماهواره    3جدول   مختلف  فازهای  در  وضعیت  تعیین  سامانه  مشخصات 
 نمونه 

Table 3 Specifications of the attitude determination system for the various 
phases of the prototype satellite 

Sat. phase Characteristic Status Fs (Hz) Model 

Deployment  Attitude Maneuver Changing rate and 

axis of rotaton 100 order nd2 

Max. rotation rate 360 deg/sec 

In orbit Attitude Maneuver No maneuver 
50 1nd order 

Max. rotation rate 15 deg/sec 

Orbital 

Maneuver 
Attitude Maneuver Noisy variations 

100 order nd2 
Max. rotation rate 15 deg/sec 

 

توجه   دیبابنابراین در فاز استقرار باید مدل درجه دو استفاده شود.  
𝜔‖𝑇𝑠‖  داشت که پارامتر ≪ در فاز استقرار اگر  باشد. همواره برقرار  1

بگیریم، فرکانس نمونه برداری    هیبر ثان  بیشینه نرخ دوران را یک دور
از   بیش  از    100باید  بعد  ولی  استفاده شود  دو  درجه  مدل  هرتز و 

برداری   نمونه  با فرکانس  هرتز    50استقرار در مدار مدل درجه یک 
 ند در  چ هرکافی است. 

حالت بر اساس   ی رهایمتغ  ینیب   شیپ  افتهیکالمن توسعه    لتر یف
محاسبه بهره کالمن و    یشود ول  یانجام م  یخط  ر یغ  یمدل اصل

انتقال    سیبر اساس ماتر  یدر مرحله بروز رسان  انسی کوار   سی ماتر
خط م  یمدل  محاسبه  سامانه    3جدول    شود.   یشده  مشخصات 

 دهد. را نشان می   تعیین وضعیت در فازهای مختلف ماهواره نمونه

 گیری نتیجه  - 6
  ی خط  ونیکواترن  کینماتیس  ی هااز مدل  یقیدق   یابی مقاله ارز  نیا

به   توجه  با  را  گسسته  داد  قیدق   مدلو  است ارائه  مشتقات ه   .
موضع  ی خطا  ی مرزها  ،یلیتحل انحراف    ی مرزها  ح،ی صر  یبرش 

نواح برا   یاعتبار محل  یهنجار و  زاو  یسازیخط  ی را  کوچک   هیبا 
 که: دهدینشان م جینتا .ه است کرد  نییتع
درجه   یبرش موضع  ی خطادارای  مرتبه اول،    لر ی او  یسازگسسته •

 . است از همان مرتبه  از نرم واحدانحراف   ودوم 

مدل  فقط در    یاز نظر ساختار  خاصیت نرم واحد کواترنیون  حفظ •
 .شودیم نیتضم یینما یسازو گسسته  وستهیزمان پ دقیق

اختلال   ی با خطا  یبه صورت محل  شدهی خط  ونیکواترن  ی هامدل •
 ن یرا تضم  یکل  ی زگارسا  توانندی مرتبه دوم معتبر هستند و نم

 کنند. 
 به صراحت به حاصلضرب   شده یسازگسسته  ی هامدل  یداریپا •

Δt‖w‖ ≪ که    یبستگ 1 برا   یاتیعمل  هیناح  کیدارد   ی را 
 .کندیم فی تعر تالیجید ی هایسازاده یپ
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 های مختلف سینماتیک کواترنیون مقایسه مدل  4 جدول 
Table 4 Comparison of different quaternion kinematic models 

 
  ها، افتهی  نیانشان داده شده است.    4ها در جدول  مقایسه این مدل

.  کندیرا روشن م  یو دقت هندس  یمحاسبات  یسادگ  نیب  مصالحه
به اندازه   یبرداربا فواصل نمونه  نییپا  کینامیبا د  یهاستمیس  ی برا 

ممکن است   یسازمرتبه اول با نرمال   یسازکوچک، گسسته  یکاف
سریع    ی مانورهاهای با  سیستم  ی حال، برا   نیقابل قبول باشد. با ا

حساس به دقت    ی کاربردها  ای  مدت ی  طولان  یریگ انتگرال   و مستلزم
تع ناوبر  مایفضاپ  ت یوضع  نییمانند   ی هاروش  ،ینرسیا  ی و 

ها و  ل یاساس تحل  بر  .شودیم  هیتوص  یهندس   ای  یینما  یریگ انتگرال 
سازی شدهشبیه  انجام  از    ،های  استفاده  هنگام  باید  را  زیر  قواعد 

 های خطی و گسسته سینامتیک کواترنیون در نظر گرفت: مدل 
بوده و  کوچک معتبر  هیبا زاو اغتشاشات   یبرا فقط : یخط یها مدل  •

با  وسیله  یبرا  و    یمانورها های  هستند  یتهاجمسریع  .  نامناسب 
 . مرجع حساس هستند  ریبه دقت مسهای خطی مدل 

: بازه نمونه برداری در مدل گسسته اویلر باید به  لریاو  یسازگسسته •
ر اطلاعات سیگنال  بتواند کل  تا  باشد  منتقل  اندازه کافی کوچک  ا 

کنند  ها انحراف زیادی از نرم واحد کواترنیون پیدا می نماید. این مدل 
 ند.دار  ازین یساز به نرمالو به همین دلیل 

یی نیاز دارد و فرض  بالا   یبار محاسباتیی: این مدل  نما   یسازگسسته •
 است. ثابت   یاه یسرعت زاونمونه برداری در هر بازه بر این است که 

بالاترتقریب    یها روش  • مدل مرتبه  این  از  :  محاسباتها  نظر   یاز 
واحد    ترنیسنگ  نرم  خاصیت  حفظ  برای  حال  عین  در  هستند 

 .دارند  ازین یبه اصلاح هندسکواترنیون 

شرایط زیر   𝜔‖𝑇𝑠 (𝑟𝑎𝑑/𝑠𝑎𝑚𝑝𝑙𝑒)‖به صورت تقریبی و بر اساس مقدار  
مدل  از  استفاده  سینماتیک ک برای  برای  شده  ارائه  باید  های  واترنیون 

 رعایت شود: 
 ها قابل استفاده هستند.: همه مدل 0.1کمتر از   •
 : تقریب مرتبه دوم قابل استفاده است. 0.3تا  0.1بین  •
 : مدل دقیق پیوسته یا گسسته قابل استفاده است. 0.3بیشتر از  •

هرتز و بیشینه نرخ   100به عنوان مثال اگر فرکانس نمونه برداری  
ث  300دوران   بر  مقدار  درجه  باشد  𝜔‖𝑇𝑠‖انیه  = شود که می 0.052

مدل همه  نرخ  بنابراین  بیشینه  اگر  ولی  استفاده هستند  قابل  ها 
𝜔‖𝑇𝑠‖درجه بر ثانیه باشد )   1000دوران   = ( بهتر است از تقریب  0.17

 درجه دوم استفاده شود. 
 

پژوهش   نیا  یعلم  اتیمحتو  : اخلاقی   ه ی د یی تأ  حاصل  مقاله 
منتشر نشده    یرانی را یاست و در هیچ نشریه ایرانی و غ  سندگانینو

 است.

مصنوعی:  هوش  به    بیانیه  مصنوعی  از هوش  متن  ویرایش  در 
 عنوان ابزار کمکی استفاده شده است.

ه  نیا  مالی:   تامین   منابع مشخصیچ پژوهش  گرنت  از    یگونه 
ی  رانتفاعیغ  ا ی  یتجار  ،یعموم  یها در بخش   یمال   ن یتأم  یها آژانس 

 . نکرده است افتیدر
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