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In solving finite element problems in mechanical models, the speed of reaching the response and accuracy are 

important. Issues such as "limited computational memory and the need for real-time response" affect solution speed 

and accuracy. What is proposed to address these problems is the development of methods that reduce the problem 

solution time while maintaining accuracy to an acceptable level. These problems will also be more severe for models 

with fine meshes and dynamic solution methods. 

One of the proposed approaches for this class of problems is reduced-order modeling of the finite element model. In 

this paper, reduced-order modeling for a nonlinear dynamic model is presented, and the accuracy and speed of reaching 

the response are investigated. 

This method is based on proper orthogonal decomposition of "singular vectors and values," and optimal use of 

eigenvectors and eigenvalues. This method has been validated for heat transfer and displacement resulting from thermal 

expansion and pressure applied to a compressor blade model. 

The goal is to develop and train a model and test it with new boundary conditions. 

For this model, and based on the computational system used, the overall computational speed for the two heat transfer 

and static solutions has increased by a factor of 7.634. Additionally, the maximum error percentage of the reduced-

order model compared to the full model is 3.6%. This trained model can provide a faster response regarding the blade's 

behavior in crisis situations. Furthermore, due to its lower computational footprint, it is capable of running on low-end 

processors. 
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و اثرات انبساط حرارتی  کمپرسور کاهش مرتبه مدل المان محدود برای مسئله انتقال حرارت گذرا و غیرخطی پره 
  جاییجابهو فشار بر 

 پور، محمد کمیجانی، افشین تقوایی* رحمان کریمی نوقابی

 کبیر، تهران دانشکده مکانیک، دانشگاه صنعتی امیر 

 چکیده

 

 اطلاعات مقاله

 از یو ن یحافظهٔ محاسبات  بودن»کممانند  یدارند. مشکلات تیبه پاسخ و دقت اهم دنیسرعت رس ،یک یمکان یهادر حل مسائل المان محدود در مدل

است که زمان حل   ییهاساخت روش  شود،ی مشکلات مطرح م  نی. آنچه دربارهٔ رفع اگذارندی م  تأثیربر سرعت و دقت حل    «به پاسخ بلادرنگ

  زین  یک ینام یو روش حل د   زیر  یهابا مش  ییهامدل   یمشکلات برا  نیحفظ کنند. ا  یقبولدقت را تا حد قابل   حالن یدرع  یرا کاهش دهند، ول  همسئل

 خواهند بود. دتریشد

برامطرح   یاز راهکارها   یکی ا  نیا  یشده  المان محدود است. در  مدل  بر   نیدسته مسائل، کاهش مرتبهٔ  مدل  مدل    کی  یامقاله، کاهش مرتبهٔ 

 ر یمتعامد مناسب »بردارها و مقاد  هٔ یتجز  یروش بر مبنا  نیا  .شودی م  یبه پاسخ بررس  دنیو دقت و سرعت رس  شدهارائه  یرخطیغ   یک ینامید

 است.  ژهیو  ریاز بردارها و مقاد  نهیو استفادهٔ به ن«یتک

هدف، ساخت    شده است.  ی به مدل پرهٔ کمپرسور اعتبارسنج  واردشدهو فشار    یحاصل از انبساط حرارت  یی جاانتقال حرارت و جابه  یروش برا  نیا 

  ، درمجموعسرعت محاسبات    شدهاستفاده  یمحاسبات   ستمیمدل و بر اساس س  نیا  یبرا.  است  دیجد  یمرز  طیآن با شرا  شیمدل و آزما  کیو آموزش  

است.    %3.6نسبت به مدل کامل برابر با    افتهیکاهش درصد خطا مدل    نی شتریبو   برابر شده است  7.634  ،یکیدو حل انتقال حرارت و استات  یبرا

اجرا بر   ییکمتر توانا یمحاسبات  یفضا  لیبه دل نیاز رفتار پره ارائه کند. همچن یترع یدر مواقع بحران پاسخ سر توانیم شدهداده آموزشمدل  نیا

 را دارا است.  فیضع یها پردازنده یرو
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  مقدمه -1

های  های هوافضا، رباتیک، سیستمی المان محدود مسائل مکانیکی در زمینه سازه یشب

هایی با ابعاد بسیار  کننده و انتشار که نیازمند دقت بسیار بالایی هستند، مدل خنک

تولید   آزادی  درجات  اساس  بر  شبیه   کنندی مبزرگی  این  بهسازی که  برای ها  ویژه 

 .شودیمهم  برترزمانیا کنترل( پرهزینه و سازی های مکرر )مانند بهینه تحلیل 

  مدل   همرتبهای کاهش  محاسبات، استفاده از روش  هنیهزی کاهش  راهکارهایکی از  

(Model Order Reductionا )رفتار    قبولقابل ها برای تقریب  ست. در این روش

  . بسته به شودی مهایی با ابعاد بسیار کوچک استفاده  دینامیکی مدل اصلی از مدل

. ولی در اصل،  شودیمی کاری تعاریف مختلفی از کاهش مرتبه مدل مطرح  زمینه 

MOR  است تا بتوان به کمک آن    توسعه داده شدهها و تئوری کنترل  سیستم   نهٔ یدرزم

پیچیدگی مدل    کاهشکاربردشان برای    به باتوجههای دینامیکی را  های سیستم ویژگی 

شده باشد. حفظ  تاحدامکانها  آن  ورودی و خروجیکه رفتار  مطالعه کرد، درحالی

قرار  ، روش کاهش مرتبه امروزه نیز در حل عددی موردتوجه بسیاری  علاوهبه

 است.   گرفته

ساده  با  مدل  مرتبه  شبیهکاهش  انجام  برای  متغیرها  و  معادلات  در  سازی  سازی 

ذخیره مدت ظرفیت  و  مناسب  قابل زمان  نتایج  با  اما  محدود  استفاده  اعتمسازی  اد 

پیششودی م موارد  برخی  در  همچنین  سرعت بینی .  با  مدل  رفتار  آنلاین  های 

 سازی فرایندها و محصولات یک ضرورت است.  محاسباتی مناسب برای بهینه 

های مدل اصلی را در ترین ویژگی باید اساسی  MORنکته این است که    نی ترمهم

متفاوتی وجود دارد که بعضی از  های کاهش مرتبه  یافته حفظ کند. روشمدل کاهش 

توان ها عمومی و برخی دیگر مخصوص مسائل خاص هستند. برای مثال می آن

 ابداع شده های مثلثاتی  سازی عمومی معادلات را تقریب به کمک سری اولین ساده 

 .[1] توسط فوریه دانست 

بر  ، روش MORتر  های تخصصی در میان روش  های  ی مؤلفهتجزیه های مبتنی 

مسائل   (Proper Orthogonal Decomposition) مدمتعا  در  بالا  کارایی  دلیل  به 

ای دارند. این مقاله بر کاربرد این دو روش مکانیکی خطی و غیرخطی، اهمیت ویژه 

سیستم  غیرخطی در  و  خطی  دینامیکی(  و  استاتیکی  مسائل  )شامل  مکانیکی  های 

 کند. ها را بررسی می تمرکز دارد و با حل یک مثال دقت و کارایی آن

های استاتیکی کاهش گویان و تری مانند روشهای سنتی برای کاهش مرتبه روش 

است    شدهمطرح   [ 2]ها که در مقاله  آن   افتهیبهبودو نمونه    مؤلفهی سنتز مد  ها روش

 وجود دارد. 

تجز که    هیروش  مناسب  Karhunen-)  لوئه  –  هومن  کار  هیتجز  عنوانبهمتعامد 

Loeve decomposition  )یاصل  یهامؤلفه   لیتحل  ای  (Principal Component 

Analysisن م  زی(  کار  شهیر  شود،یشناخته    1901در سال    [3]  رسونیپ  یها در 

( Singular Value Decomposition)   ینتک   ریمقاد  هیتجزبا    هاروشاین    دارد.

 مرتبط هستند. 

این طرح نحوه   شدهارائه  ]4[روشی دیگر در مقاله   در    ی هابسط ی ساخت  است. 

ماتر  یاچندجمله ساختار  تحل  سیبا  در  تصادف   لیپراکنده  محدود    شده ارائه  یالمان 

  اد یز  تأثیرگذاریبا    بیضرا  ابتداچند حالت مختلف    یحل برا  این روش با  در   است.

که   شوندمی حذف    ممه  ریغب  یضرا  به عقببازگشت  با  و سپس  یافت شده  )مهم(  

با استفاده  این کار. شودمیاستخراج  مدل تأثیرگذارخواص مهم و  این کار درنتیجه

 بسط داده شده، تعداد جملات  leave-one-out  یخطا   اریو مع  یجیتدر  ونیاز رگرس

ی ورود  یها ریمتغتوان بر  را می روش    نیا  .دهدمی کاهش    توجهی قابل   به طوررا  

  مانند   ،و معادلات  یسخت   هایماتریس در    یخط  تأثیرگذاریبا    عدم قطعیتاز    یناش

  کرد.اعمال هستند،  هاو ترکشن انگیسطح مقطع و مدول 

 (LRR) کم رتبه[ یک چارچوب رگرسیون  5]  در مقاله  مرتبه مدل  در حوزه کاهش

در    .است  شدهبیان ای  های دینامیکی سازه از سیستم  ترسریع  هایمدلبرای ساخت  

نگاشت    کم بعددهنده به فضای  حالت کامل با یک تبدیل کاهش   این چارچوب، ابتدا

فرآیند شده و سپس رفتار مختصات کاهش  مانند  الگوریتم رگرسیون،  با یک  یافته 

 ، یخط  PCAاست:    شدهارائهدر این مقاله چهار روش  .شودزده می   تقریب  گاوسی،

KPCA  یرخطیغ،  autoencoder    وvariational autoencoder.    یک  روش روی

فعال پارامتر  پنج  با  انسان  بازوی  از  پیچیده  محدود  المان  عضلانی  مدل  سازی 

 موردنظر های  عنوان خروجی جایی و تنش فون میزس به و دو کمیت جابه   شدهاعمال 

می  می   .شوندبررسی  نشان  جابه نتایج  که  بادهد  بازسازی  به PCA جایی  خوبی 

مقادیر منفرد، در    کند ترکاهش    تر و ساختار غیرخطی   به دلیلشود، اما تنش  می 

 .است شی نماقابل تر خطی سخت کم بعدفضای 

دهند، ، بهترین دقت کلی را ارائه میautoencoder   ویژههای غیرخطی، بهروش

های مدل  ت.ها بیشتر اسدر آن  فرا پارامترهاهرچند هزینه آموزش آفلاین و تنظیم  

و قابلیت اجرا در زمان واقعی و    دارد  ثانیهدر حد میلی   کارایی  نهایی  افتهیکاهش 

دهد که ترکیب کاهش  این کار نشان می .  کنندتوان را فراهم میافزار کمروی سخت

های المان محدود با  و رگرسیون، کارآمد برای کاهش مرتبه مدل   محورداده ابعاد  

 .استابعاد بالا فراهم 

اخیر   پژوهش  احمدی  در  همکارانمهدی  استخراج  و  بر  اصلی  تمرکز  اگرچه   ،

ها از  اپل بوده است، اما دستاوردهای آن –معادلات حرکت با استفاده از روش گیبس

ها با ارائه یک الگوریتم بازگشتی، منظر کاهش مرتبه مدل حائز اهمیت است. آن

رشد نمایی عبارات دینامیکی را مهار کرده و با حذف سیستماتیک قیود هولونومیک، 

اند.  با کمترین تعداد متغیرهای مستقل کاهش داده  ODE معادلات را به فرم  دستگاه

شده در این مقاله، بستر مناسبی برای همچنین ساختار بلوکی ماتریس اینرسی ارائه

 . ]6[د آورها فراهم می های کاهش مرتبه در سطح زیرسیستماعمال روش 

 

نجف  شاطری  و  حیدری  توسط  که  پژوهشی  حرارت شدهانجام آبادی  در  انتقال   ،

انعطاف   جاییجابه  پره  حاوی  مربعی  محفظه  یک  در  گذرا  با  طبیعی  پذیر، 

مورد  صورت عددی  کنش دوطرفه بین سیال و جامد، به اثرات برهم  درنظرگرفتن

معادلات الاستودینامیک حاکم بر حرکت  است. در این مطالعه، قرار گرفته  یبررس

محدود اجزاء  روش  از  استفاده  با  )جامد(  کمک و    یسازگسسته (FEM) پره    به 

نیوتن تکراری  )ناویر  کهیدرحال،  اندشدهحلرافسون  -تکنیک  سیال  -معادلات 

ری اویل-بندی لاگرانژیو فرمول (FVM) استوکس و انرژی( با روش حجم محدود

 .اندافزار عددی تحلیل گردیده در نرم (ALE) دلخواه

 شده توسطمحاسبه  دهد که تغییر شکل پرهانتقال حرارت، نتایج نشان می  از منظر

(FEM)   مستقیم بر الگوی جریان و توزیع دما درون محفظه دارد. با تغییر   تأثیر

شکل پره به سمت بالا، عدد ناسلت موضعی دیواره گرم در بخش پایینی پره افزایش  

یابد که ناشی از تغییر مسیر خطوط جریان و خطوط  و در بخش بالایی آن کاهش می 

بررسیهم است.  رایلیدما  اعداد  گستره  در  طول 106 تا103 ها  برای  و و  ها 

دهد که با افزایش عدد رایلی و نشان می (  H/Aو     L/A) های مختلف پرهموقعیت 

کنش سیال و جامد تشدید شده و تغییرات نرخ انتقال حرارت طول پره، اثرات برهم

شده منجر  درصد از حالات بررسی  2۵، حدود  ایپا  حالتگردد. در  تر می محسوس

منجر به کاهش انتقال حرارت در مقایسه با پره صلب    درصد  3۵به افزایش و حدود  

  ب یبه ترتاند. بیشترین میزان بهبود و کاهش در عدد ناسلت متوسط حالت پایا  شده

درصد موارد،    90است. همچنین در حدود    شدهگزارش -٪1۵٫۴ و ٪۴٫۵ برابر با

ده که از پذیر باعث افزایش زمان رسیدن به حالت پایا گردیاستفاده از پره انعطاف 

نامطلوب   به  شدهی ابیارزدیدگاه عملکرد حرارتی  وضوح نشان است. این پژوهش 

مدلمی  که  بادهد  جامد  شکل  تغییر  دقیق  پیش FEM  سازی  برای  صحیح  ،  بینی 

سازه، امری ضروری  -های دارای اندرکنش سیالعملکرد انتقال حرارت در سامانه 

 . ]7[ت اس

در  است  شده  ارائهدیگری برای یک مدل ایمپلنت  روش کاهش مرتبهٔ    ]8[در مقاله  

مودها  م  FEM  یسازهی شب یهاsnapshotاز    POD  یآن  و   شودیاستخراج 

.  شود ی مدل م  هی توابع پا   یابیبا درون  مپلنت یا  تیموقع  یحل به پارامترها  یوابستگ

  ذخیره ، مش مرجع با معادلهٔ لاپلاس  projectionو    remeshingاز    زیپره  یبرا

 ن،ی. در فاز آفلاشود یحفظ م  یها و تعداد درجات آزادگره  یگذار و شماره  شودی م

729  snapshot  و با  شود  می   دیتولSVD    وPOD  ،17   که   شودی انتخاب م  هیمود پا

انرژ 99.99حدود   مداده   ی%  نگه  %  1به    کینزد  ییبازنما   یو خطا  داردی ها را 

 است. 

  1.2تنها حدود    مپلنت یا  دیجد  تیموقع  کی  یبرا  افتهیکاهش تحلیل    ن،یدر فاز آنلا 

زمان    قهیدق  2۵کامل حدود    FEM  یسازهیشب  کهیدرحال  کشد،ی طول م  هیثان ی لیم

 . شودی م  یابیارز  0.0047مطلق حدود    یخطا   نیانگ ی با م  نی. دقت مدل جانش بردی م

پارامتر  کی  ]9[  مقاله   در مدل  براpMOR)  یچارچوب کاهش مرتبهٔ   لیتحل  ی ( 

در  که    است   شدهارائهقدرت    کیماژول الکترون  کی  یکیمکان – یحرارت  میکوپل مستق

و   Krylov  یرفضایبر ز  یبا روش کاهش مرتبهٔ مبتن   ANSYSدر    FEMآن مدل  

خواص    کردن  یپارامتر مقاله    یاصل  یاست. نوآور   شدهب یترک  PRIMA  تمیالگور

و   انگ،یو مدول    یانبساط حرارت  بیضر  یعن ی  ،یوم ینیآلوم  میس  یوابسته به دما

 ی برا  یلاگرانژ  یاب یدرون   هٔ یبر پا   دیجد  یسیماتر  یابیروش درون  کی  یر یکارگبه

 ک یبه    یدرجهٔ آزاد  ۵0٬602است. مدل کامل با    یپارامتر  افته یکاهش ساخت مدل  

دما،   عیتوز  حالن یدرعو    ابدیی م  لیتقل  یآزاد  درجهٔ   8با تنها    یمحل  افتهیکاهش مدل  

نسبت به مدل کامل    ییقبولقابل   با دقت  ک یو کرنش پلاست   زسی تنش فون م  ،ییجاجابه 

%  0.1حدود    ییجا جابه  نهٔ یشیکه اختلاف ب  دهدی نشان م  یعدد   جی. نتاشودی م  دیبازتول

   .% است1اختلاف تنش کمتر از  نی انگیو م

 یرشتهٔ حفار یجامع برا یرخط یمدل المان محدود غ کی که در آن ]10[در مقاله 

– یجانب–یارتعاشات کوپل محوراست    شدهارائه  یدرجهٔ آزاد  1871فراساحل با  

سنگ را  –مته یرخط یکنش غو برهم ان،یموج و جر یتماس با چاه، بارها  ،یچشیپ

 .ردیگی در نظر م

  هٔ یبا استفاده از تجز محوردادهمرتبهٔ  مدل کاهش  کی ،یمحاسبات نهٔ یکاهش هز یبرا

د بالا  یک ینام یمود  در    یاهیسرعت زاو  یها snapshot  ی( رو HODMD)  مرتبه 

درجهٔ    7با    ROM  ک یکه عملاً به    شودیساخته ممیله حفاری    روی  نقطه بر ت  هف

 .رسدیم یآزاد
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م   جینتا  را    کی نامید  HODMDکه    دهدی نشان  پایین   یخوببهغالب  خطا  با  و 

 .کندی م  ین یبش ی و پ یبازساز

مقاله   نام    محورداده مرتبهٔ    مدل کاهش  کی  ]11[در    ی برا  POD–DMD–RIبه 

PDE  ن یدر فاز آفلا  است. ابتدا شدهدادهآموزش    ،بر اساس پارامتر ورودی زمانها 

 کیهر پارامتر آموزش    یو برا  دهدی را کاهش م   یبعُد مکان   ،POD  با استفاده از  

خارج از بازهٔ آموزش   یزمان  ینی بش یتا پ  سازدی م  ریتصو  بیضرا   یرو  DMDمدل  

و    شودیم  هیدوباره تجز  PODبا    شدهی ن یبش یپ  بیضرا  سی. سپس ماترشودممکن  

( و بخش وابسته به پارامتر  CSI)  یمکعب  نیاسپلا  یاب یبخش وابسته به زمان با درون

 یحل برا  ن،یآنلا. در فاز  شودی زده م  بی( تقرGPR)  یگاوس  ندیفرا  ونیبا رگرس

و در    یبیتقر  بی در ضرا  POD  یتنها با ضرب مودها  دیهر زمان و پارامتر جد

معادلهٔ    ازجمله  ار،ی چهار مسئلهٔ مع  یرو   جی. نتاشودی کوتاه محاسبه م  اری زمان بس

و   یابیدر درون  یکه روش دقت خوب  دهدی پارامتر، نشان م  19انتشار با  –واکنش

پارامتر  یزمان   ی ابیبرون به    یو    POD–GPRاستاندارد و    DMDدارد و نسبت 

 کارآمدتر است. 

است ساخت مدل کاهش مرتبه مدل المان    شدهگرفتهکاری که در این مقاله صورت  

   .محدود یک پره کمپرسور است 

به کمک بردارهای   ایمدل کاهش مرتبه   ،در ابتدا در مرحله انتقال حرارت غیرخطی

بر اساس شرایط مرزی متنوع حرارتی   یمدل حرارت  بارهن یچندتکین حاصل از حل  

. این مدل  شودمی حاصل از انبساط حرارتی، آموزش داده    یها یی جاجابه برای یافت  

 مختص مرحله انتقال حرارت است.  شدهدادهآموزش

مرحله    موجود  بهباتوجه   ی کیاستاتدر  روابط  بر    ،بیان  سختی   اساسماتریس 

سپس با حل مدل استاتیک با نتایج حاصل از   ؛ شودمیبردارهای ویژه تقریب زده  

های انتقال حرارتی و شرایط مرزی متنوع نیرویی )فشاری( مدل کاهش حل مدل 

 شودمیداده(  آموزش)مرتبه مختص حل استاتیکی ساخته 

  بر اساس شرایط مرزی جدید آزمایش   داده شدهاین مدل کاهش مرتبه    و در آخر

 شود. سنجیده می  شدهدادهآموزششود و دقت و صحت مدل می 

ویژه و   یبردارهااست ترکیب و استفاده درست از    شدهمطرحآنچه در این مقاله  

 مقادیر تکین است.

 است:  ریساختار مقاله به شرح ز

  یبردار  یفضاری ز  ه،یپا  یو خواص آن، مانند بردارها  یبردار  یفصل دوم، فضا  در

تجز منفرد،    هٔ یو  همچن  شدهفیتعرمقدار  ماتر  ن،ی است.  خواص    هاس یانواع  و 

پره و  یاست. در فصل سوم، مسئلهٔ انتقال حرارت برا شدهبیان متعامد  یهاس ی ماتر

انبساط حرارت  یناش  ییجاجابه  پره،    به علاوهٔ   ،یاز  بر وجوه  وارد    شده حلفشار 

کاهش مرتبه ساخته و آموزش داده   یبرا  یمراحل حل، مدل  نیاز ا  کیاست. در هر  

و در فصل    شودیم  یمدل بررس  یبرا  یمحاسبات   نهٔ یدقت و هز  ،تیدرنها  شود؛ی م

 .شودی م انیآمده بدستبه  جهٔ یچهارم، نت

 ی فضای برداری مختصری درباره -2

کاررفته در این مقاله، مختصری از فضای برداری و  روابط به   بهباتوجهدر ادامه،  

نامهٔ  تواند به پایان شود. خواننده برای مطالعهٔ بیشتر می روابط حاکم بر آن بیان می 

 .همین نویسنده مراجعه کند

 

 فضای برداری و زیرفضای برداری   -1-2

تعر  پیش آشنا  ازی ن  ،یبردار  یفضا   فی از  »م   ییبه  مفهوم  نظر دانی با  در   هی« 

ای است  مجموعه  ،شودنمایش داده می  𝔽  با  طورمعمولبهمیدان که    ها است.مجموعه

که حداقل دارای دو عضو متمایز است که خاصیت جمع و ضرب اسکالر برای 

تعریف می آن دارای    و  شودها  برای عملگر جمع و ضرب  ی ها ت یخاصهمچنین 

خنثی و   فردمنحصربهیی است و دارای عضوهای  جاجابهو    ر یپذشرکت،  بسته بودن

مجموعه اعداد مختلط و   ،قرینه نسبت به عملگر جمع و ضرب است. برای مثال

 هستند. دانیم یقیمجموعه اعداد حق

مانند برداری  فضای  میدان   𝐕  یک  روی  مجموعه 𝔽بر  از  است  که  𝐕  عبارت 

داری و ضرب اسکالر )میدان( را  ها، عناصر آن هستند. و خاصیت جمع بربردار

,𝐮 دارا هستند و برای دو عنصر متمایز 𝐯 ∈ 𝐕 و  𝛼 ∈ 𝔽 که 𝛼 در    ،اسکالر است

 کنند. شرایط زیر صدق می 

 

 

 فضای برداری   هایویژگی 1 جدول
Table 1 Characteristics of the vector space 

Closure under vector addition ∀𝐮, 𝐯 ∈ 𝐕 ⇒ 𝐮 + 𝐯 ∈ 𝐕 

Closure under scalar multiplication ∀𝐮 ∈ 𝐕 ⇒ 𝐮 + 𝐯 ∈ 𝐕  ∧  ∀ 𝑎 ∈ 𝔽 ⇒  𝑎𝐮 ∈ 𝐕 

Commutativity of vector addition ∀𝐮, 𝐯 ∈ 𝐕 ⇒ 𝐮 + 𝐯 = 𝐮 + 𝐯 

Existence of a unique additive 

identity element 
∀𝐮 ∈ 𝐕 ∶ ∃  𝟎 ∈ 𝐕 ⇒ 𝐮 + 𝟎 = 𝟎 + 𝐮 = 𝐮  

Existence of a unique additive 

inverse element 
∀𝐮 ∈ 𝐕 ∶ ∃  𝐯 ∈ 𝐕 ⇒ 𝐮 + 𝐯 = 𝐯 + 𝐮 = 𝟎 

Existence of a unique multiplicative 

identity element 
∀𝐮 ∈ 𝐕 ∶ ∃  1 ∈ 𝔽 ⇒ 1𝐮 = 𝐮1 = 𝐮 

Associativity of vector addition ∀𝐮, 𝐯,𝐰 ∈ 𝐕 ⇒ (𝐮 + 𝐯) + 𝐰 = 𝐮 + (𝐯 + 𝐰) 

Associativity of vector 

multiplication 

∀𝐮, 𝐯 ∈ 𝐕 ∧  ∀𝑎, 𝛽 ϵ 𝔽 ⇒ (𝑎𝛽)𝐮 = 𝑎(𝛽𝐮) 

𝑎(𝐮 + 𝐯) =  𝑎𝐮 + 𝑎𝐯 ∧  (𝑎 + 𝛽)𝐮 = 𝑎𝐮 + 𝛽𝐮 

 

 چند فضای برداری:

های مرتب موجود که عناصر تایی nای از تمام  (: مجموعه𝔽𝑛ها )تایی n  فضای  (الف

از   میدان    هاآنهرکدام  به  بردار  ؛است  𝔽متعلق  تمام  که    nهای)مجموعه  بعُدی 

 نقطه دیگر است.( بهکننده یک نقطه متصل 

شود که  نمایش داده می  ℝ𝑛صورت  که به  ℝ  ام اعداد حقیقیnمانند فضای مرتبه  

 است.  شدهاستفادهدر این مقاله 

)  (ب ماتریسی  ماتریس مجموعه  :(𝐌𝑚×nفضای  تمام  از  𝑚   هاای  × 𝑛  که است 

,𝑚شوند و  تعریف می  𝔽ها بر روی میدان عناصر هرکدام از این ماتریس  𝑛  اعداد

به  هستند.  می بیان طبیعی  را  ماتریس  بهدیگر،  مجموعهتوان  از عنوان  مرتب  ای 

 خصوص تعریف کرد.شده در یک میدان بهبردارها با عناصر تعریف 

𝐌1×𝑛 = 𝔽𝑛   و سطری«  بردار  »فضای  𝐌𝑚×1بیانگر  = 𝔽𝑚   فضای« بیانگر 

 بردار ستونی« است. 

، فضای برداری خواهد شد. هدف از تعریف  یکدیگرترکیب فضاهای برداری با  

از    مستقلفضای برداری در اینجا کمک به درک بهتر عملگرهای جمع و ضرب،  

 دهنده آن است.ماهیت و اندازه عناصر تشکیل

نامیده  𝐕 فضاییک زیر ،𝔽  بر روی میدان 𝐕  از فضای برداری 𝐒ی  زیرمجموعه

   𝐒برای  ،𝔽 بر روی میدان 𝐕 شده برایشود اگر جمع و ضرب اسکالر تعریف می 

 خلاصه:  به طورنیز صادق باشد 

(1) 𝐒 ⊆ 𝐕 
 

 های زیرفضای برداری ویژگی 2 جدول
Table 2 Properties of the vector subspace 

Closure under vector addition ∀𝐮, 𝐯 ∈ 𝐒 ⇒ 𝐮 + 𝐯 ∈ 𝐒 

Closure under scalar 

multiplication 
∀𝐮 ∈ 𝐒  ∧  ∀ 𝑎 ∈ 𝔽 ⇒  𝑎𝐮 ∈ 𝐒 

The unique identity element of V ∀𝐮 ∈ 𝐒  ∧   0 ∈ 𝔽 ∶ ∃ 𝟎 ∈ 𝐕 ∩ 𝐒 ⟹ 𝐮0 = 𝟎 

 

 

 

 فضاها در زیر آمده است: چند نمونه از زیر
,𝑎1)ها مانند  تایی nمجموعه تمام    -1 𝑎2, … , 𝑎𝑛)   بر روی𝔽𝑛   که در آن𝑎1 = 0 

است. )مانند تمام بردارهای   𝔽𝑛فضا برای یک زیر  ،)یا هرکدام از عناصر( است

 ( .عبوری از مرکز مختصات یا نمایش برداری مختصات نقاط

𝑛 با بعُد های متقارنمجموعه تمام ماتریس   -2 × 𝑛   ،ی های فضای تمام ماتریس زیر

𝑛  با بعُد × 𝑛  .است 

 فضا هستند.نیز زیر  »فضای پوچ« و »فضای برد« یک ماتریس -3

ای از بردارها، دو عمل جمع و ضرب  اگرچه فضای برداری باید شامل مجموعه 

اعمال جمع و ضرب اسکالر و    بودنمشخص  ،بهباشد؛ اما باتوجه اسکالر و میدان  

 شده است.  عنوان فضای برداری استفادهبه  𝐕  از نجایادر  (، ℝمیدان اعداد حقیقی ) 

 

 برداری یفضا یهی پا -2-2

𝐒  که  ض شودفر ⊂ 𝐕  باشد و𝐒 بردارهای   مجموعه{𝐮1, 𝐮2, … , 𝐮𝑛} آنگاه    .باشد

اسکالر  بهباتوجه  ضرب  و  جمع  𝐰  ربردا  ،خاصیت  ∈ 𝐕  از خطی  ترکیب  یک 

{𝐮i}𝑖=1
𝑚 است اگر : 

(2 ) ∀𝐮𝑖  ∈ 𝐒 ∶ ∃ 𝑐𝑖 ∈ ℝ   , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚  ⇒ 𝐰 =∑𝑐𝑖𝐮𝑖

𝑚

𝑖=1

 

را زیرفضای   𝐒مجموعه تمام ترکیبات خطی تولیدشده از    ،فرضیات بالا   بهباتوجه 

 کنند. صورت زیر تعریف می گویند و بهتولیدشده از آن می



 ۵ و اثرات انبساط حرارتی و فشار بر جابجایی کمپرسور غیرخطی پره کاهش مرتبه مدل المان محدود برای مسئله انتقال حرارت گذرا و 
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(3) span(𝐒) = {∑𝑐𝑖𝐮𝑖

𝑚

𝑖=1

|𝐮𝑖 ∈ 𝐒, 𝑐𝑖 ∈ ℝ, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚} 

span(𝐒)اگر   = 𝐕 باشد  ،𝐒 برداری فضای  می  𝐕  مولد  یعنی  تمام  است؛  توان 

بردارهای   ترکیبات خطی  کمک  به  را  برداری  فضای  این  در  موجود  بردارهای 

 تولید کرد.  𝐒  یفضازیر

متناهی زیرفضای  عناصر  ترکیبات خطی  حاصل  اگر  فقط  و  𝑖=1{𝐮𝑖} اگر 
𝑘 ⊆ 𝐕 

𝑐𝑖  حداقل یک ضریبکه    یاگونهبه   ،باشد 𝐕برابر با عنصر خنثی  = وجود داشته  0

بود   ،باشد وابسته خطی خواهد  این رابطه  ؛این زیرفضا  برقراری  اگر  مستلزم   و 

 آنگاه این زیرفضا مستقل خطی خواهد بود.   ،صفر شدن تمامی ضرایب باشد

(4) ∑𝑐𝑖𝐮𝑖 = 𝟎

𝑘

𝑖=1

⟺ 𝑐𝑖 = 0 ∶ ∀ 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 

متناهی   𝐮𝑖|𝐮𝑖}مجموعه  ∈ ℝ
𝑚}𝑖=1

𝑛 ⊆ 𝐕  برداری  پایه فضای  دو  ا 𝐕ی  اگر  ست 

 زیر را دارا باشد.شرط 

1- {𝐮𝑖}𝑖=1
𝑛  .مولد فضای برداری باشد 

2- {𝐮𝑖}𝑖=1
𝑛   .مستقل خطی باشد 

برای مثال    ؛ی آن فضا استبعُد یک فضای برداری برابر با تعداد بردارهای پایه 

𝐮𝑖|𝐮𝑖}ی ی بردارهای پایه بعُد مجموعه  ∈ ℝ
𝑚}𝑖=1

𝑛  برابر باm    .است 

  ℝشده در میدان شامل عناصر تعریف   𝐀𝑚×𝑛د مانن توان یک ماتریسهمچنین می 

به مجموعهرا  ماتریس صورت  یک  قالب  در  و  سطری  بردارهای  از  مرتب  ای 

ای مرتب از بردارهای ستونی و در قالب یک ماتریس  و یا مجموعه 𝐀𝑚×1 یستون

 نمایش داد.  𝐀1×𝑛سطری 

دار سطری  بردار  دار  nی  اهر  ستونی  بردار  هر  و  اس  mی  امؤلفه  ت.  مؤلف 

ا زیرفضایی  هرکدام  سطری  هرکدام  ℝ𝑛ز  بردارهای  ستونی  بردارهای  و 

ها فضای سطری و ستونی  دهند که به ترتیب به آنرا گسترش می  ℝ𝑚زیرفضایی از 

 گویند. می 𝐀ماتریس  

(5) 𝐀 =

{
 
 

 
 

[

𝐫1
𝐫2
⋮
𝐫𝑚

]       |    𝐫𝑖 ∈ ℝ
𝑛  |   𝑖 = 1,… ,𝑚

[𝐜1 𝐜2 … 𝐜𝑛]  | 𝐜𝑗 ∈ ℝ
𝑚  |  𝑗 = 1, … , 𝑛

 

بعد فضای ستونی آن با بعد فضای سطری ،  𝐀𝑚×𝑛قضیه: برای یک ماتریس مانند 

 آن برابر است. 

(6 ) dim(ColSpace(𝐀)) = dim(RowSpace(𝐀)) 

تمام بردارهایی است که از ضرب ماتریس    یمجموعه  ،زیرفضای برد یک ماتریس

دلخواه   بردار  برد  ییفضا به    ،در عملیات جبری  ؛است  جادشدهیادر هر  )هر    که 

عضوی از آن  (  بیضرا  سی بردار حاصل از نگاشت بردارهای دامنه توسط ماتر

 شود.  می اطلاق ،است

 : شودف می فضای برد به فرم زیر تعری ،   𝐀𝑚×𝑛برای یک تبدیل خطی مانند ماتریس 

(7 ) ℛ(𝐀) = {𝐮 ∈ ℝ𝑚|𝐮 = 𝐀𝐯, 𝐯 ∈ ℝ𝑛} 

  که ی تمام بردارهایی است  مجموعه  ،گویندزیرفضای پوچ که به آن »هسته« هم می

به بردار صفر )عضو خنثی عمل جمع آن فضا(  𝐀𝑚×𝑛 توسط تبدیل خطی مانند  

 شود.  نگاشت می 

(8 ) 𝒩(𝐀) = {𝐯 ∈ ℝ𝑚|𝐀𝐯 = 𝟎} 

𝒩(𝐀)  جواب دستگاه  مجموعه  𝐀𝐯)  همگنهای  = که   (𝟎 است  مشخص  است. 

در دستگاه معادلات خطی همگن حلی »غیر بدیهی« دارد که این    𝐀𝑚×𝑛  ماتریس

نشان  ) خود  بردارهای وابسته خطی است.  𝐯دهنده وجود  = و 𝟎 بدیهی    یک حل 

𝐯 ∈ ℝ𝑚\0 های غیر بدیهی است.( حل 

ستون  مانند  تعداد  ماتریس  یک  می 𝐀𝑚×𝑛های  اسارا  بر  )تعداد توان  بعُد  جمع  س 

 ها( زیرفضای برد و پوچ آن نوشت. پایه 

(9) 
dim(ℛ(𝐀))⏟      
Rank(𝐀)

+ dim(𝒩(𝐀)) = 𝑛 

   𝐀های فضای ستونی  برابر با تعداد بردارهای پایه   𝐀« ماتریس  (Rank)  »رتبه

 است. 

با اعمال   .ها خواهد شدجایی سطرها و ستونباعث جابه  𝐀ترانهاده کردن ماتریس 

بر روی   بالا  پایه فضای    𝐀𝐓رابطه  بردارهای  تعداد  با  برابر  ماتریس جدید  رتبه 

 ها )سطرهای سابق( خواهد بود.  ستونی 

(10 ) dim(𝐀T) + dim(𝒩(𝐀T)) = 𝑚 

 شود. قضیه زیر اثبات می  (6،9،10رابطه ) بهباتوجه 

(11 ) Rank(𝐀) = Rank(𝐀T)  ⇒   Rank(𝐀) ≤ min 

𝐀𝐱در یک سیستم معادلات جبری ناهمگن مانند   = 𝐜  چنانچه بردار 𝐜   عضو فضای

و طبق قاعده   ؛ این سیستم »ناسازگار« است و جواب ندارد  ،نباشد 𝐀 برد ماتریس

Rank(𝐀) رابطه  ،کاپلی ≠ Rank([𝐀|𝐜])    برای آن برقرار است. )در دو بعد

 موازی غیر منطبق تجسم کرد.(توان این سیستم را دو خط می 

 

 متعامدی -3-2

آنچه در فصل بعدی دارای اهمیت است، انتخاب بهترین بردارهای پایه برای یک 

می  فضا  یک  است.  برداری  باشد. فضای  داشته  پایه  بردار  مجموعه  چندین  تواند 

 .کنندهای دیگر تعیین می ها فضا را بهتر از مجموعهبعضی از این مجموعه

ختصر، در یک فضای برداری، هرچه بردارهای پایه از یکدیگر فاصلهٔ م  به طور

می  بهتر  باشند،  داشته  کنند.  بیشتری  توصیف  را  فضا  آن  فاصلهٔ   بودنکمتوانند 

ها را  ای که بتوان آنگونه به  ها(کوچک بودن نرم اختلاف آن اری)بس  بردارهای پایه

بد  وابستهٔ خطی در نظر گرفت، موجب  به آن فضا خواهد شد.    شدنیشرطتقریباً 

 .شودخاص، انتخاب بردارهای پایهٔ متعامد یکه باعث رفع این مشکل می  طور

داخلی، ضرب  فضای  تعریف  ,𝐯1}بردارهای   طبق  𝐯2, … , 𝐯𝑚}   درℝ𝑛  متعامد

 : هستند اگر و فقط اگر

(12 ) ∀{𝐯𝑘}𝑘=1
𝑚 ∈ ℝ𝑛  ∧  ∀ 𝑖, 𝑗 ∈ ℕ ∶ ∃〈𝐯𝑖, 𝐯𝑗〉 = 0 ⇔ 𝑖 ≠ 𝑗 

مستقل   بیانگر  رابطه  است.  بودنی خطاین  فضا  یک  متعامد  این   بردارها  چنانچه 

ها بردار متعامد  نرمی برابر با یک داشته باشند، آن  ،بردارها علاوه بر متعامد بودن

 یکه هستند. 

(13 ) 〈𝐯𝑖 , 𝐯𝑗〉 = 1 

(  بر بردارهای  8رابطه )   بهباتوجه   ،بردارهای فضای پوچ یک ماتریس غیرتکین

 ماتریس عمود هستند. آنسطری 

مجموعه اینکه  فرض  ,𝐯1}ی  با  𝐯2, … , 𝐯𝑛} برای  یک چنانچه ،  است ℝ𝑛پایه 

 ؛ندیگوی می متعامد یکه  این مجموعه را پایه   ،ی این پایه، متعامد یکه باشندبردارها

 متعامد یکه است.   یپایه  مرتب استاندار که یک یمانند پایه 

عنوان  شده در فضای ضرب داخلی بهاز استقرار بردارهای پایه متعامد یکه تعریف

ماتریس   که به آن،  شودمی تشکیل   𝐐ماتریسی مربعی مانند ،  های یک ماتریس ستون 

  گویند.می متعامد 

 ؛ اندنسبت به هم متعامد یکه   هاییعنوان بردارها و سطرها به ها ستون در این ماتریس 

 یعنی: 

(14 ) 𝐐𝐐T = 𝐐T𝐐 = 𝐈    (𝑞𝑖𝑗𝑞𝑗𝑘 = 𝛿𝑖𝑘) 

 تعریف شده در یک فضای برداری، ی  متعامد یکه  یچنانچه تعدادی از بردارهای پایه

ی مستقر شوند، ماتریس حاصل را یک  رمربع یغ های یک ماتریسی  ستون   عنوانبه

ایزومتریک می  این حالتنامندماتریس  در  یکه  فقط ستون   ،.  متعامد  ماتریس  های 

 شود.  که سطرهای آن متعامد نیستند و به فرم زیر تعریف می درحالی  ،هستند

(15 ) 𝐐T𝐐 = 𝐈𝒏      (𝐐𝐐
T ≠ 𝐈𝐦) 

(  عنوان ستون یک ماتریسی متعامد یکه )بههای پایه علل زیر باعث برتری بردار

    :های پایه شده استی برداربر دیگر مجموعه

ها یا سطرها  ماتریس متعامد داری رتبه کامل است. )رتبه برابر با تعداد ستون-1

 است.( 

 ی همان ماتریس است.  معکوس یک ماتریس متعامد یکه برابر با ترانهاده -2

مانند  -3 ایزومتریک  ماتریس  یک  مانند   𝐐𝑚×𝑛برای  ماتریس     𝐐′𝑚×(𝑚−𝑛)یک 

𝐀 ماتریس کهیطوربه ،وجود دارد = [𝐐,𝐐′]     .یک ماتریس متعامد باشد 

 ضرب ماتریس متعامد در ماتریس متعامد  نیز یک ماتریس متعامد است.  حاصل -4

اندازه-۵ حافظ  متعامد،  ماتریس  یک  استهمچنین  بردار  اقلیدسی   ؛ ی  نرم  یعنی 

 ضرب ماتریس متعامد در یک بردار با نرم همان بردار برابر است.  حاصل 

باشد؛  ی متعامد یکه داشته  های پایه یک فضا ممکن است چندین مجموعه شامل بردار

 . استمسئله جبری  بهباتوجه انتخاب بهترین مجموعه  ، مهم استآنچه  یول

 

 چند ماتریس خاص  -۴-2

  شدهبیان   ریخاص در ز  یهاس ی چند نمونه از ماتر  ،مقاله  نی به کاربرد در اباتوجه 

 است. 

مربعی   است   𝐁 و  𝐀ماتریس  معین  اگرمثبت  فقط  و  )ماتریس    اگر  بردار  برای 

 : شرایط زیر را دارا باشد ،𝐮 دلخواه مانندستونی( غیر صفر

(16 ) 
𝐀𝑝𝑑 ∈ ℝ

𝑛×𝑛⟺ ∀𝐮 ∈ ℝ𝑛 ≠ 𝟎 ∶ ∃ 𝐮T𝑨𝒖 > 𝟎 

𝐁𝑝𝑑 ∈ ℂ
𝒏×𝒏⟺ ∀𝐯 ∈ ℂ𝑛 ≠ 𝟎 ∶  ∃ 𝐯H𝑩𝐯 > 𝟎 

ماتریس ماتریس  نوع  این  هستند.  مثبت  ویژه  مقادیر  دارای  معین  مثبت  را  های  ها 

ماتریس می  از  خاصی  نوع  متقارن توان  حقیقی  𝐀های  = 𝐀T   ماتریس یا  های  و 

𝐁موهومی هرمیتی  = 𝐁𝐓  ها در این مقاله ماتریس   کهنیا  بهباتوجهمعرفی کرد. )البته

 (  .ها نوشته خواهد شدحقیقی متقارن هستند روابط فقط برای این ماتریس 

𝐀پذیر باشد آنگاه ماتریس معکوس    𝐂همچنین اگر ماتریس  = 𝐂T𝐂   حتماً متقارن و

 متقارن و نیمه مثبت معین است.(  𝐀تکین باشد   𝐂مثبت معین خواهد بود. )اگر  



 و همکاران رحمان کریمی نوقابی 6

 

 

 * *، *، شماره *دوره   مهندسی مکانیک مدرس ماهنامه علمی
 

ها را  توان آنقارن مقادیر ویژه حقیقی خواهند داشت که می های حقیقی متماتریس 

توانند مثبت این مقادیر ویژه می   .از بزرگ به کوچک یا هر ترتیب دیگر مرتب کرد

ماتریس متقارن    ،ماتریس   به آن   ،اگر مقادیر ویژه اعدادی مثبت باشند  .یا منفی باشند

 گویند. ( میSymmetric, Positive Definite) مثبت معین

یک ماتریس   𝐕   شوند که در آنصورت زیر تعریف می به  و ماتریس مربعی مشابه 

 :غیر منفرد مربعی است

(17 ) ∀𝐀, 𝐁, 𝐕   | det(𝐕) ∶ ∃   𝐁 = 𝐯−𝟏𝐀𝐯 

ی به ماتریس مثلثی مشابه تبدیل کرد )تجزیه   توانهای مربعی را میتمام ماتریس 

Schur    فقط با یک مرحله( ولی برای تبدیل به ماتریس قطری مشابه نیاز است که

فضاهای   بعد  مربعی    سی ماتر  ژهیومجموع  ماتریس  همان  با رنک  برابر  مربعی 

قطری شدنی است اگر و فقط اگر   𝐀  ماتریس مربعی  ،گری د  یبه عبارت یا    ؛باشد

باشد ماتریس  با رنک  برابر  آن  مستقل خطی  ویژه  بردارهای  مثال  .تعداد    ، برای 

میان  ماتریس  در  البته  هستند.  پذیر  قطری  متمایز  ویژه  مقادیر  با    ها س یماترهایی 

 توان به فرم قطری تبدیل کرد. ی متقارن را میهاس ی ماتر

رنک همان ماتریس  تر از  برابر یا کوچک   ،تعداد مقادیر ویژه یکتا برای یک ماتریس

دهنده وجود یک زیرفضای  صفر( نشان   رازیغبهوجود مقادیر ویژه تکراری )  .است

بعد بزرگ با  از  فرعی  آن   2تر  با  این زیرفضا   ؛ها استمتناظر  این صورت  در 

پایه  بردارهای  دارای  است  نیستند.   که  باشد ای  ممکن  متعامد  یکدیگر  بر  لزوماً 

 (هستند. مقدار ویژه مستقل خطی ولی غیرمتعامد)بردارهای ویژه متناظر با یک 

فضاها و بردارهای ویژه متناظر با مقادیر ویژه ی این زیراجتماع بردارهای پایه 

یی  آشنادهد. برای  ماتریس را تشکیل می   یای شامل بردارهای ویژه متمایز، مجموعه 

 مراجعه کنید. (22-23ی ویژه و روابط )هاجفت ۵-2بیشتر به بخش  

مربعی  همچ ماتریس  طور 𝐀نین  اگر    به  فقط  و  اگر  است  شدنی  قطری  متعامد 

برای متعامد کردن بردارهای پایه فضای ویژه   ؛بردارهای پایه آن متعامد یکه باشد

 گرام اشمیت استفاده خواهد شد.   متعامدسازیاز فرایند  ،متناظر مقادیر ویژه مکرر

درنهایت اجتماع بردارهای ویژه یکه متناظر با مقادیر ویژه متمایز و بردارهای  

پایه یک  ،گرام اشمیت برای مقادیر ویژه مکرر  متعامدسازیویژه حاصل از فرایند  

متعامد یکه برای فضای برداری با بعدی برابر با رنک ماتریس موردنظر خواهد  

 بود. 

های عنوان ستون به 𝐀𝑛×𝑛  سیماتر  ژهیوکه فضای  با استقرار بردارهای پایه متعامد ی

های قطری  ایجاد کرد که درایه 𝐀مشابه  𝐁𝑛×𝑛توان ماتریس قطری می ،𝐏ماتریس 

 ؛ به صوت: آن مقادیر ویژه خواهند بود

(18 ) ∀𝐀, 𝐁, 𝐕  |  det(𝐏) ≠ 𝟎 𝐏T𝐏 = 𝐏𝐏T = 𝐈  ∶ ∃ 𝐁 = 𝐏T𝐀𝐏 

متعامد یکه برای فضای    هیپا کها یویژه این ماتریس   مجموعه بردارهای  جه،یدرنت

مراتب هزینه کمتری نسبت به ها بهها است که کار با این پایهستونی این ماتریس 

ی مشابه یکسان خواهد هاس ی ماتر  ژهیوهای غیرمتعامد یکه خواهد داشت. مقادیر  پایه 

 بردارهای ویژه یکسانی نخواهند داشت.  بود؛ اما لزوماً 

 

 های ویژهمقادیر و بردار -۵-2

ویژگی و  دربردارنده خواص  ویژه  معادلات مقادیر  در حل  که  هستند  مهمی  های 

محاسبه دترمینان و حل    ،های بزرگماتریس   یاما برا  ؛دارندجبری کاربرد فراوانی  

هایی با محاسبات کمتر شاز رو  لذا  ؛ی زیادی خواهد داشتمعادله مشخصه هزینه 

های تقریبی برای  شود. عمده روشها استفاده می ولی تقریبی برای یافتن جفت ویژه

با نسبت ریلی و روشبر اساس روش  ،یافتن مقادیر ویژه مبتنی  های  های تکرار 

 های مثلثی است.تشابه با ماتریس 

  رصفر یغدار و بر 𝐓 صورت زیر به کمک عملگر خطیتوان بهجفت ویژه را می 

 𝐱تعریف کرد:  

(19 ) ∀𝐱 ∈ 𝔽𝑛     ∧      ∀𝜆 ∈ 𝔽 ∶ ∃ 𝐓𝐱 = 𝜆𝐱 

آن   متناظر بابرداری ویژه   𝐱است و   𝐓یک مقدار ویژه برای   𝜆که در آن اسکالر  

 𝜆با اندازه   𝐱  توان برداری منطبق بر راستایرا می 𝐓𝐱خواهد بود. )شهود هندسی 

با   𝐓)ورودی( عملگر خطی   یعنوان دامنهبه 𝐱در نظر گرفت، پس راستای بردار  

بردار دامنه و برد متفاوت    یبردار برد )خروجی( آن یکسان خواهد بود، ولی اندازه

 است.(   

 ای است که در رابطه بالا صدق کنند. 𝜆و   𝐱هدف در این مسائل یافتن  

ضرب نسبت به عمل جمع( حاصل  بودنبستهزیرفضاها )خواص    هیقضهمچنین طبق  

در یک بردار ویژه نیز خود یک بردار ویژه است. درنتیجه    رصفریغیک ثابت  

توان برای هر بردار ویژه یک مقدار ثابت یافت که نرم اقلیدسی بردار حاصل،  می 

سازی از ضرب این ثابت در بردار ویژه برابر با یک باشد. این کار که به آن نرمال

با بردارهای  فرد شدن هر بردار  باعث منحصربه   ،گویندبردارهای ویژه می  ویژه 

 ویژه موجود در مجموعه بردارهای ویژه خواهد شد.  

𝐱   و𝜆  مناسب از تفریق𝜆𝐱 بازنویسی آن به دست می آید. از دو طرف معادله و 

𝐓)ی بردارهای ویژه  عملگر  مجموعه − 𝜆𝐈)   فضای پوچ را نشان خواهند داد که

 است.    𝔽𝑛یک زیرفضا برای 

(20 ) (𝐀 − 𝜆𝐈)𝐱 = 𝟎 

𝑛س یک ماتری  𝐀اگر   × 𝑛  در میدان𝔽 و عملگر  باشد𝐓 نیز بر روی𝔽𝑛  با ضابطه

𝐓𝐱 = 𝐀𝐱   ،باشد𝜆 ∈ 𝔽   یک مقدار ویژه برای عملگر𝐓  و به طبع  ماتریس𝐀  

تساوی    کهیطوربه وجود داشته باشد،   𝐱هرگاه بردار)های( غیرصفر   ،خواهد بود

𝐀𝐱 = 𝜆𝐱   برقرار باشد، با اعمال روابط بالا و باز نویس مجموعه بردارهای ویژه

 :شودهای یک ماتریس رابطه زیر برقرار میعنوان ستون متناظر به 

(20 ) 
𝐀𝐱 − 𝜆𝐱 = 𝟎 ⇒ 𝐀𝐗 − 𝛌𝐈𝑛×𝑛𝐗 = 𝟎𝑛×𝑛  ⇒ (𝐀 − 𝛌𝐈𝑛×𝑛)𝐗

= 𝟎𝑛×𝑛  

𝐀)اند و  فرض شده  رصفریغها بردارهایی  𝐱که    جهتازآن − 𝛌𝐈𝑛×𝑛)   بر ماتریس

𝐗 پس باید ماتریس  دارد  یه یبد  ریغو معادله جواب    عمود نیست .(𝐀 − 𝛌𝐈𝑛×𝑛)  

 آن برابر با صفر شود.   نانی دترم تکین باشد، یعنی 

(21 ) p𝐀(𝜆) = det(𝐀 − 𝛌𝐈𝑛×𝑛) = 0 

است که به آن معادله مشخصه ماتریس   𝑛ی با درجه 𝜆ای از  یک چندجمله p𝐀 که

𝑨 های آن مقادیر ویژه هستند و بر طبق قضیه اساسی جبر این گویند و ریشهمی

 تا مقادیر ویژه دارد.  𝑛  ماتریس

ریشه با  𝑛 در اعداد مختلط دارای 𝑛 ی ای از مرتبهقضیه اساس جبر: هر چندجمله

 احتساب تکررها است. 

به    ،بر اساس تشابه ماتریس قطری با ماتریس اولیه  ،مقادیر ویژهبرخی از خواص  

 فرم زیر است. 

ماتریس   𝜆اگر که   برای  ویژه  مقدار  𝐀یک  ∈ ℝ𝑛×𝑛   و در   𝑎باشد   ℝاسکالری 

.𝑎یک مقدار ویژه برای   𝑎𝜆باشد، آنگاه   𝐀   .خواهد بود 

که   ماتریس  𝜆اگر  برای  ویژه  مقدار  𝐀یک  ∈ ℝ𝑛×𝑛   و دراسکا 𝐒باشد       لری 

ℝ ≥ غیرتکین  𝐀خواهد بود. )چنانچه   𝐀sیک مقدار ویژه برای   𝜆𝑠باشد، آنگاه   0

 است.(   ℝاسکالری در   𝐒باشد آنگاه  

𝐀یک مقدار ویژه برای ماتریس   𝜆  اگر که ∈ ℝ𝑛×𝑛   باشد. پس یک مقدار ویژه

 نیز است.   𝐀Tبرای 

و   𝑘با مرتبه  𝑨𝑛×𝑛یافته برای ماتریس  تعمیمیک بردار ویژه   𝒙بردار غیر صفر  

 : تکررهای مقدار ویژه متناظر است.( اگر  𝑘است، )  𝝀متناظر با مقدار ویژه  

(22 ) (𝐀 − 𝝀𝐈)𝑘𝐱 = 0  ∧   (𝐀 − 𝝀𝐈)𝑘−1𝐱 ≠ 0 

یافته خواهد بود. یافته، فضای ویژه تعمیم شده از این بردار ویژه تعمیم و فضای ساخته 

𝑖=1{𝐱𝑖}ی مجموعه همچنین  
𝑘  ویژه بردارهای  تعمیم شامل  ویژه  ی  مقدار  برای  یافته 

صورت زیر تعریف خواهند شد. لازم به ذکر است، این  خواهد بود که به 𝝀متناظر  

 است.  𝝀پایه برای ابرصفحه متناظر  یک ،مجموعه

(23 ) 

𝐱k = 𝐱 

𝐱k−1 = (𝐀 − 𝜆𝐈)𝐱𝑘 

⋮ 

𝐱𝟏 = (𝐀 − λ𝐈)𝐱𝟐 

تمام   1برای  < 𝑖 < 𝑘   رابطه(𝐀 − 𝜆𝐈)𝒊𝐱𝑖 = 0, (𝐀 − 𝜆𝐈)
𝒊(i − 1)𝐱𝑖 ≠ 0  

برای مسائل دینامیکی    افتهیم یتعمی  برقرار است. این بردارها را با  بردارهای ویژه

𝐊)  صورتبهکه  − 𝛚𝟐𝑴)𝐮 =  شوند، اشتباه نگیرید.   تعریف می  𝟎

می  متقارن  ماتریس  یک  فرایند  برای  از  برای   متعامدسازیتوان  اشمیت  گرام 

 ی ویژه  متناظر با مقادیر ویژه مکرر استفاده کرد.  بردارها

صورت تقریبی از یک فضا با بعد کمتر ها را بهتوان جفت ویژهگاهی اوقات می

 استخراج کرد.  

صورت اجتماع توان بهرا می ازاین گفته شد، یک ماتریس متعامد  طور که پیش همان 

𝐕n×𝑛. دو ماتریس ایزومتریک باز نویس کرد = [𝐐n×𝑟 , 𝐆n×(𝑛−𝑟)] 

 ماندهدو ماتریس متقارن باشند و ماتریس باقی  𝐒𝐧×𝒏و   𝐀𝑛×𝑛  اگر فرض شود که

𝐑𝑛×𝑟 = 𝐀𝑛×𝑛𝐐𝑛×𝑟 − 𝐐𝑛×𝑟𝐒𝑟×𝑟 ،باشد ستونی   کوچک  بردارهای  آنگاه 

)پایه ایجادکننده ،  𝐐ماتریس   متقارن ی  ماتریس  بردار  فضای  از  تقریبی    𝐀های( 

 هستند. 

ماتریس   یافت  ماتریس   𝐒برای  از  کمتر  بعدی  تمام    ،𝐀با  بتواند  که  شرطی  به 

 شده است.  بیونسی استفاده ومانده را کوچک کند، از نرم فر های ماتریس باقی درایه

(24 ) 

min = ‖𝐀𝑛×𝑛𝐐𝑛×𝑟 − 𝐐𝑛×𝑟𝐒𝑟×𝑟‖𝐅⟶  ‖𝑨𝑸 − 𝑸𝑺‖𝑭
𝟐 

= ‖𝐕‖F
𝟐‖𝐀𝐐 − 𝐐𝐒‖𝑭

𝟐 = 𝑹𝑛×𝑟 = 𝐀𝑛×𝑛𝐐𝑛×𝑟 − 𝑸𝒏×𝒓𝑺𝒓×𝒓 

‖𝐕T𝐀𝐐 − 𝐕T𝐐𝐒‖F
𝟐 = ‖𝐐T𝐀𝐐 − 𝐒‖F

𝟐 + ‖𝐆𝐓𝐀𝐐‖F
𝟐 → 𝐒

= 𝐐T𝑨𝑸 = (𝐐𝐀𝐐T)T = 𝐒T 

تر خواهد بود.  تر باشد، ترم دوم نیز کمینهبزرگ  rدهد هرچه  رابطه بالا نشان می 

را به فرم زیر بیان کرد. )ضرب   𝐒 متقارن  سی ماتر  ژهیوهای  توان مقادیر جفتمی 

 متعامد است.(  ، ماتریسیدو ماتریس متعامد
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(25 ) 

𝐙T𝐒𝐙 − 𝐀 = 𝟎 ∶          𝐐T𝐀𝐐𝐙 − 𝐈𝐙𝐀

= 𝐐T𝐀𝐐𝐙 − 𝐐T𝐐𝐙𝐀

= 𝐐T(𝐀𝐘 − 𝐘𝐀) = 𝟎 

𝐙𝐙𝐓 = 𝐈𝒓    ,       𝐀 = 𝐝𝐢𝐚𝐠(𝛌𝟏, … , 𝛌𝒓)  ,    𝐐𝐙 = 𝐘𝒏×𝒓 

 ( ویژه  مقادیر  ماتریس  زیرفضا𝚲به  این  ماتریس    ،(  به  و  ریتز  مقادیر  ماتریس 

ها گویند. کیفیت تقریب این جفت ریتزبردارهای ریتز می  ، ( آن𝐘بردارهای ویژه ) 

 دارد.   rبستگی به انتخاب  𝐀𝑛×𝑛ماتریس اولیه   نسبت به مقادیر ویژه 

 

 های منفردمقادیر و بردار -6-2

ک ماتریس برابر خواهد طور که بیان شد. بعُد فضای بردار ستونی و سطری یهمان 

ماتریس    ؛بود یک  خطی  مستقل  و سطری  ستونی  بردارهای  تعداد  عبارتی    با به 

 برابر خواهند بود.  یکدیگر

𝑚  که 𝐀𝑚×𝑛خواص رتبه و فضای پوچ برای یک ماتریس مانند   بهباتوجه  ≥ 𝑛 

 است. روابط زیر برقرار است. 

 برابر خواهد بود.  𝐀T𝐀با فضای پوچ ماتریس   𝐀فضای پوچ ماتریس  

 برابر خواهد بود.  𝐀T𝐀با رتبه ماتریس   𝐀رتبه ماتریس  

 ، متقارن هستند و طبق این خاصیت 𝐀𝐀T  هایو ماتریس  𝐀T𝐀های  همچنین ماتریس 

شود که مقادیر ویژه غیر صفر  منفی و حقیقی است و اثبات می ناها  مقادیر ویژه آن

 ماتریس برابر است. این دو 

,𝐀𝐱)های غیرمربعی به دلیل اختلاف بعد دامنه و برد  در ماتریس  𝐱)  امکان تعریف

ها همانند مقدار وجود دارند که برای این ماتریس   یاما اعداد؛ندارد جفت ویژه وجود  

 های مربعی هستند. ویژه برای ماتریس 

های مربعی مطرح شد. هدف برای ماتریس   یسازفاکتور ازاین، چندین روش  پیش 

 در این بخش اما فاکتورسازی از یک ماتریس غیرمربعی خواهد بود. اگر ماتریس  

𝐀𝑚×𝑛     ،تعریف شود اعداد حقیقی  𝑚 کهیطوربه در فضای  ≥ 𝑛 ∈ ℕ  نظر در 

 گرفته شود، آنگاه فاکتورگیری از این ماتریس به فرم زیر خواهد بود.

(26 ) 𝐀 = 𝐔𝐒𝐕T 

رابطه  این  در  متعامد  𝐔ی  که  ماتریس  𝑚یک  ×𝑚    و ماتریس  𝐕است  یک  نیز 

𝑛متعامد  × 𝑛   .است𝐒 یک ماتریس قطری و غیرمربعی با ابعاد  𝑚 × 𝑛  است. )این

یک ماتریس قطری )با   ،بلوک بالایی آن  :ماتریس شامل دو بلوک ماتریسی است

مربعی   و  صفر(  مقدار  𝑛احتساب  × 𝑛   غیرمربعی ماتریس  آن  پایینی  بلوک  و 

𝑚)متعامد  − 𝑛) × 𝑛 های صفر است.( با درایه 

های مربعی غیر منفرد هم نوعی ماتریس غیرمربعی با ستون و یا به طبع ماتریس 

ها نیز ی آنبرا  SVDتوان از فاکتورسازی  سطرهای وابسته خطی خواهند بود و می

 استفاده کرد.

به دلیل خاصیت متعامد    ،( در ماتریس اصلی26)  از ضرب ترانهاده ماتریس رابطه

,𝐔 هابودن ماتریس  𝐕 شود.  رابطه زیر ایجاد می 

(27 ) 𝐀T𝐀 = (𝐔𝐒𝐕T)T𝐔𝐒𝐕T = 𝐔𝐒T𝐔T𝐔𝐒𝐕T𝐕𝐒T𝐕T = 𝐕𝐃𝐕 

است. پس دارای خاصیت مثبت معین  نیمه  یک ماتریس متقارن و   𝐀T𝐀)ماتریس 

 قطری شدن است.(

قطری   ،رابطهن یدرا مرتب 𝐃𝑛×𝑛ماتریس  ویژه  مقادیر  به  شامل  بزرگ  از  شده 

متقارن ماتریس  همچنین 𝐀T𝐀 کوچک  و  𝐕𝑛×𝑛 است  بردار    ویژه ماتریس  های 

 )متعامد یکه( متناظر با هرکدام از مقادیر ویژه است. 

 ترتیب جاگذاری این مقادیر ویژه به فرم زیر خواهد بود.  

(28 ) 

𝐃 = [𝑑𝑖𝑗]𝑖,𝑗=1 
𝑛

    𝑑11 ≥ 𝑑22 ≥ ⋯

≥ 𝑑𝑘𝑘
> 𝑑(𝑘+1)(𝑘+1)

= ⋯ = 𝑑𝑛𝑛
= 0 

فرض شده است و مابقی   رصفریغتعداد از این مقادیر ویژه   𝑘   که در این رابطه

مقادیر منفرد   رصفریغبه جذر مثبت هرکدام از مقادیر ویژه    ، درنهایت  .صفر هستند

   :شودگویند و ماتریس مقادیر منفرد به فرم زیر ایجاد می می  𝐀T𝐀ماتریس متقارن 

(29 ) 𝐒 = [
[𝛿𝑖𝑗√𝑑𝑖𝑗]

𝑖,𝑗=1

𝑘

𝟎𝑘×(𝑛−𝑘)

𝟎(𝑚−𝑘)×𝑘 𝟎(𝑚−𝑘)×(𝑛−𝑘)

]

𝑚×𝑛

 

توان از رابطه زیر استفاده کرد و بردارهای ستونی  می 𝐔برای یافتن ماتریس متعامد  

 رصفریغجهت که مقادیر  )ازآن  :را به دست آورد  رصفریغمتناظر با مقادیر تکین  

 شبه معکوس ماتریس مقادیر منفرد معادل معکوس آن است.(   اند،هشددر نظر گرفته

(30 ) 
𝐀 = 𝐔𝐒𝐕T⟹ 𝐀𝐕 = 𝐔𝐒

𝐕 = [𝐯𝑖]𝑖=1 
𝑛 ,   𝐔 = [𝐮𝑗]𝑗=1

𝑚 } ⟹ 𝑢𝑖 =
1

𝑠𝑖
𝐀𝑣𝑖      𝑖 = 1,… , 𝑘 

𝑖=1{𝐯𝑖}به دلیل متعامد یکه بودن مجموعه بردارهای   ،بر طبق رابطه بالا
𝑘 ⊂ ℝ𝑛 

𝑖=1{𝐮𝑖}  شدهبردارها ساخته  ،
𝑘 ⊂ ℝ𝑚 توانمتعامد یکه خواهند بود. می  (𝑚 − 𝑛) 

𝑖=1{𝐮𝑖}   ها بابه شرطی که اجتماع آن   ،یافت ℝ𝑚مانده برای فضای  تا بردار باقی 
𝑘 

با فرایند گرام اشمیت این بردارها را  یک مجموعه باشد و سپس  ی مستقل خطی 

 متعامد یکه کرد. 

های  ولی هرکدام از ماتریس   ؛فرد هستندها، مقادیر منفرد منحصربه همانند جفت ویژه

𝐔   و𝐕  تریس بردارهای منفرد چپ  ها ماممکن است متمایز باشند که به ترتیب به آن

 شود. و راست گفته می

کامل   𝐀𝑚×𝑛چنانچه   رتبه  با  آنگاه   𝑛ماتریسی  باشند(  یکتا  منفرد  )مقادیر  باشد 

{𝐯𝑖}𝑖=1
𝑛   و سطری  فضای  استاندارد  پایه  𝑖=1{𝐮𝑖}بردارهای 

𝑛  پایه بردارهای 

 هستند.  𝐀استاندارد فضای ستونی ماتریس  

ماتریس   که   کامل  دا   𝐀𝑚×𝑛اگر  رتبه  𝑟)رای  < 𝑛)   آنگاه 𝑖=1{𝐮𝑖}باشد، 
𝑟   و

{𝐯𝑗}𝑗=𝑟+1
𝑛

به ترتیب بردارهای پایه زیرفضای برد و زیرفضای پوچ این ماتریس  

 خواهند بود. در این حالت: 

(31 ) 
‖𝑨‖2 = √𝑑11 

‖𝑨‖𝐹 = √𝑑11 + 𝑑22+. . . +𝑑𝑟𝑟 

این    بهباتوجه  ابتدایی  شامل  فصل   ریزتوضیحات  که  ماتریسی  ویژه ،  بردارهای 

همان    ،است 𝐀𝐀Tاز بزرگ به کوچک( ماتریس   مرتب شدهمتناظر با مقادیر ویژه )

 کند. یعنی: را ایجاد میUماتریس 

(32 ) 
‖𝐀‖2 = √𝑑11    

‖𝐀‖F = √𝑑11 + 𝑑22 +⋯+ 𝑑𝑟𝑟 

در مسائلی که هدف فقط یافتن مقادیر منفرد است و یا تعداد کمی از بردارهای منفرد 

های منفرد راست یا چپ  یافته و محاسبه یکی از ماتریس نیاز است. محاسبات کاهش 

)و محاسبه   𝐀T𝐀  سی ماتر  ژهیوکافی است. یعنی با یافتن تعدادی مشخص از مقادیر  

با هر یک می جذر آن با استفاده از بردارهای ویژه متناسب  توان به کمک  ها( و 

 را نیز یافت.  𝐮𝑖روش شبه معکوس بردارهای منفرد  

تجزیه   و  می  SVDاز  معکوس  شبه  کمک  به  جبری  معادلات  حل  برای  توان 

 های حداقل خطای مربعات و حداقل نرم استفاده کرد.  روش

یک تعریف،  کامل    طبق  رتبه  با  می  𝑛ماتریس  بهرا  مجموع  توان  تا  𝑛صورت 

رابطه  طبق  و  اساس  این  بر  کرد.  تجزیه  متمایز،  و  بعد  هم  یک،  رتبه  ماتریس 

ساز    ،نیازاش یپ ماتریس    SVDفاکتور  کامل     𝐀𝑚×𝑛برای  رتبه  صورت  به 𝑟با 

   :تا ماتریس مرتبه یک نوشته خواهد شد 𝑟   مجموع

(33 ) 𝐀 = 𝐔𝐒𝐕T ⇒ 𝐀 =∑𝑠𝒊𝐮𝒊𝐯𝒊
𝑇    

𝑟

𝑖=1

s𝒊 ∈ 𝐝𝐢𝐚𝐠(𝐒) 

𝑙)   اگر حد بالای عملگر جمع ≪ 𝑟) 𝑙  ی شود که تقریب از ماتریس اولیه با مرتبه

𝑙   گویند و برای . خطای حاصل از این تقریب را خطای بازسازی می شودایجاد می

ماتریسکمینه  بازسازی  خطای  قضیهمی  𝐀  سازی  از    Eckart-Youngی  توان 

 و تعریف کرد: کمک گرفت.

(34 ) 

𝐀𝑙 =∑𝑠𝑖𝐮𝑖𝐯𝑖
𝑇   

𝑙

𝑖=1

 

‖𝐀 − 𝐀𝑙‖2√max
𝜆
(𝐀 − 𝐀𝑙 )

T(𝐀 − 𝐀l) = 

√max
𝑠2
[∑𝑠𝑖𝐮𝑖𝐯𝑖

T

𝑙

𝑖=1

+ ∑ 𝑠i𝐮i𝐯i
T

𝑟

𝑖=𝑙+1

−∑𝑠𝑖𝐮𝑖𝐯𝑖
T

𝑙

𝑖=1

]

𝟐

= 𝑠𝑙+1 

‖𝐀 − 𝐀𝑙‖F
2 =∑𝜆𝑖

2

𝑖=1

= 

‖∑s𝑖𝐮𝑖𝐯𝑖
T

𝑙

𝑖=1

+ ∑ 𝑠𝒊𝐮𝑖𝐯𝑖
T

𝑟

𝑖=𝑙+1

−∑𝑠𝑖𝐮𝑖𝐯𝑖
T

𝑙

𝑖=1

‖

F

2

= ∑ 𝑠𝑖
2

𝑟

𝑖=𝑙+1

 

 

باشد، سطر و ستون  𝐀های ماتریس  بیانگر ستون  𝐂𝑗گر سطرها و  بیان  𝐑𝑖   اگر  

 : تقریب یافته به فرم زیر تعریف خواهد شد



 و همکاران رحمان کریمی نوقابی 8
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(35 ) 
𝐑𝑖
𝑙 =∑𝑠𝑘𝑢𝑖𝑘𝐯𝑖

T 

𝑙

𝑘=1

, 𝐂𝑖
𝑙 =∑𝑠𝑘𝑣𝑗𝑘𝐮𝑗

T 

𝑙

𝑘=1

  

𝑖 = 1, … ,𝑚   ∧    𝑗 = 1,… , 𝑛 

𝐀𝐲)هدف از کاهش مرتبه مسائل خطی   = 𝐛)   انتخاب یک زیرفضای مناسب و

پایه برای این منظور باید یکسپس حل مسئله مرتبط بر روی آن زیرفضا است.  

𝐘𝑘 ()متعامد یکهاستاندارد  مرتب   = {𝐲𝑖}𝑖=1 
𝑘 بعدی ساخت شود  𝑘برای زیرفضای  

مناسب در این زیرفضا را یافت که تقریب خوبی برای   𝐱𝑘و سپس باید یک بردار

 ]16-12[باشد. 𝐲)بردار جواب(  

 ،است. در این روش  شدهاستفاده گالرکین  -خاص از روش ریتز  به طوردر این مقاله  

که بردار باقیمانده بر همین زیرفضا  عمود   𝐘𝑚ای در زیرفضای  𝐮𝑚یافتن  هدف  

𝐛) باشد.  − 𝐀𝐮𝑚) ⊥ 𝐘
𝑚]1[ 

 سازیتعریف مسئله و روابط مدل  -3

ادامه انتقال حرارت است که در  باید  مسئله موجود یک مدل  آن  ی  هایی جاجابه ی 

ی حاصل از فشار یکنواخت سیال هایی جاجابه   اضافهبه  ،حاصل از انبساط حرارتی

  پس   ،اینکه مدل حل گذرا دارد  بهباتوجه کمپرسور محاسبه شود.    ییک پره  یبه بدنه 

یی  جاجابه   شدهفی تعری زمانی  هابازه در    ،تا رسیدن به دمای تعادل  که  استلازم  

 محاسبه شود.  هر لحظهحاصل از انبساط حرارتی در 

ی است و همچنین رخط یغیک مسئله    ،به دلیل تابش   ،انتقال حرارت مدل  آنکهبه دلیل  

نیاز است یک مدل کاهش مرتبه   ،شودمحاسبه می  هر لحظهدر    هایی جاجابه یافت  

از  از   بتوان  تا  شود  داده  آموزش  اصلی  یافت   آنمدل  برای  اضطرار  مواقع  در 

 با صرف هزینه محاسباتی بسیار کمتر استفاده کرد. قبولقابل ی تقریبی ها پاسخ 

توابع    سازمدل  از    گرفتهانجام  matlab  افزار نرمدر     PDEبه کمک  شده است و 

 است.  شدهاستفاده ی سازمدل ی تتراهدرال خطی برای هامش 

ی کاهش ها هیپاسپس ساخت    ؛شودی حل معرفی می هاگامی و  سازمدلدر ابتدا روابط  

 مرتبه و اعمال کاهش مرتبه به مدل اصلی  بررسی خواهد شد.  

 

 روابط المان محدود برای مدل پره  -1-3

است.    شدهمیتقسدو مرحله، حل مدل انتقال حرارت و حل مدل استاتیکی    به این مسئله  

جایی  از مدل انتقال حرارت برای محاسبه جابه   آمدهدستبه در مدل استاتیکی از نتایج  

   .است شدهاستفاده

 

 مدل انتقال حرارت غیرخطی  -1-1-3

فرم قوی معادله انتقال حرارت به فرم زیر    ،ی و گذرارخط یغمدل انتقال حرارت  در  

 : شودتعریف می 

(36 ) 

𝜌𝑐𝑝
𝜕𝑇(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= ∇. (𝑘∇𝑇(𝑥, 𝑡))  Ωsolid , 𝑇(𝑥, 0)

= 573K  Ωsolid 

−𝑘
𝜕𝑇

𝜕𝑛
= 𝜎𝜀(𝑇4 − 𝑇amb

4 )   Γ𝑟 

−𝑘
𝜕𝑇

𝜕𝑛
= ℎ(𝑇 − 𝑇𝑎𝑚𝑏)     𝛤ℎ  ,     𝑇 = 𝑇𝑟𝑜𝑜𝑡  𝛤𝑟𝑜𝑜𝑡 

 : وجوه دارای شرایط مرزی زیر هستند، 1شکل  بهباتوجه رابطهنیدراکه 

 

 حرارت گذرا غیرخطی شرایط مرزی در وجوه مدل انتقال  3جدول 

Table 3 Boundary conditions on the faces of the nonlinear transient heat 

transfer model 
Boundary conditions boundary faces 

𝒉 = 𝟑𝟎 𝑾/𝒎𝟐𝑲, 𝑻amb = 𝟒𝟐𝟑 𝑲 

Convection on the 

cooling faces (13, 14, 

15) 

𝒉 = 𝟓𝟎 𝑾/𝒎𝟐𝑲, 𝑻amb = 𝟗𝟐𝟑 𝑲 
Convection on the 

hot gas face (2) 

𝒉 = 𝟒𝟎 𝑾/𝒎𝟐𝑲, 𝑻amb = 𝟗𝟐𝟑 𝑲 
Convection on the 

hot gas face (4) 

𝒉 = 𝟐𝟎 𝑾/𝒎𝟐𝑲, 𝑻amb = 𝟗𝟐𝟑 𝑲 
Convection on the 

hot gas faces (1, 3, 5) 

𝒉 = 𝟏𝟓 𝑾/𝒎𝟐𝑲, 𝑻amb = 𝟔𝟕𝟑 𝑲 

Convection on the 

root faces with gas 

(6, 9, 19) 

𝝈 = 𝟓. 𝟔𝟕𝟎𝟑𝟕𝟑𝒆 − 𝟖  𝑾/𝒎𝟐𝑲𝟒 , 𝜺 = 𝟎. 𝟓 , 𝑻amb = 𝟗𝟐𝟑 𝑲 
Radiation on faces 

(1, 2, 4, 5, 3) 

𝑻root = 𝟓𝟕𝟑 𝑲 
Fixed temperature 

(Dirichlet) on faces 

(8, 7, 11, 17, 18, 10, 

12, 16) 

 

 های مختلف متفاوت است.  سیال بر اساس تماس با مرزی در وجوه شرایط 

، سمت فشار بوده و بیشترین  2  ، مشخص است: وجه1که در شکل    طورهمان و  

، وجه کشش است و ضریب  4را دارا است. وجه  جاییجابهضریب انتقال حرارت 

وجوه فرار هستند و به دلیل   1،3،۵بالایی دارد. وجوه    جاییجابهانتقال حرارت  

 های وجه ،کمتری دارند. وجوه ریشه جایی جابه حرارت جدایش سیال ضریب انتقال 

  انتقال ضریب    ،جریان سیال عبور  بهباتوجه نیز    کنندهخنکنزدیکی ریشه و وجوه  

 متفاوتی دارند. جاییجابهحرارت 

پره   این  برای  حرارتی  هدایت  11.5ضریب 
W

m.K
ویژه     گرمایی  ظرفیت  و  است 

500
J

kg.K
8000و چگالی برابر با  

kg

m3
 است.   

 : ی خواهد شدسیبازنوفرم ضعیف به فرم زیر  ،درنتیجهو 

(37 ) 

(∫𝐍T𝜌𝑐𝑝𝐍𝑑Ω

 

Ω

)

⏞          
𝐌

𝜕𝐓

𝜕𝑡
+ (∫𝐁𝑇𝑘𝐁𝑑Ω

 

Ω

)
⏞        

𝐊

𝐓 = 

−∫ (𝐍𝑇𝜎𝜀𝐓4)𝑑Γ − ∫ 𝐍𝑇ℎ𝑐

 

Γℎ

𝐓𝑑Γ
 

Γ𝑟

⏞                    
𝐟(𝐓)

 

∫ 𝐍𝑇(𝜎𝜀𝐓amb
4 )𝑑Γ − ∫ 𝐍𝑇ℎ𝑐

 

Γ3

𝐓amd𝑑Γ
 

Γ2⏟                        
𝑟

 

 :تیدرنهاو 

(38 ) 𝐌𝐓̇ + 𝐊𝐓 = −𝐟 + 𝐟(𝐓) 

 است.  شدهاستفاده  روندهپساز روش اویلر  ،برای حل گذاری مدل

(39 ) 
𝐫(𝐓(𝑛+1)) = (

𝐌

∆𝑡
+ 𝐊)𝐓(𝑛+1) −

𝐌

∆𝒇
𝐓(𝒏) − 𝒇

+ 𝒇(𝐓(𝒏+𝟏)) 

ی  اهیاولرافسون با بردار حدس  -وتنیناز روش    ،یرخط یغترم    یو برای محاسبه

 است.  شدهاستفاده  ،است آمدهدستبهکه از حل قسمت خطی 

(40 ) 

𝑱𝑘 =
𝜕𝒓𝒌
𝜕𝑻
|
𝑻(𝒌)

=
𝑴

∆𝑡
+ 𝑲 +

𝜕𝒇𝑘(𝑻
(𝑛+1))

𝜕𝑻
, 

𝜕𝒇𝑘(𝑻
(𝑛+1))

𝜕𝑻
= ∫ 𝑩𝑇(4𝜎𝜀𝐹𝑻3 + ℎ𝑐)𝑩𝑑𝛤

 

𝛤ℎ,𝑟

 

𝑻𝑘+1
(𝑛+1)

= 𝑻𝑘
(𝑛+1)

− 𝑱𝑘
−1𝒓𝑘 

 : شرط همگرایی به صور زیر است ،حالت نیادر 

(41 ) 
‖𝐉𝑘
−1𝐫𝑘‖ < tol. (‖𝐓𝑘+1

(𝑛+1)‖ + 𝜀 

‖𝐫𝑘+1‖ < tol. (‖𝐫0‖ + 𝜀) 

 جایی جابهمدل استاتیکی   2-1-3

 : زیر است صورتبه  ،رابطه تعادل و فرم قوی برای این مدل

(42 ) ∇. 𝝈 = 0   𝛀𝒔𝒐𝒍𝒊𝒅   ,   𝝈 = 𝑫 ∶ (𝜺 − 𝜺th) 

کرنش حرارتی   ،بودن خواص مواد  همسانگردبا توجه ضریب انبساط حرارتی و  

 :به فرم زیر نوشته خواهد شد

𝛆th = 𝛼(𝐓 − 𝐓amb)[1   1   1   0  0  0]
T     ,    𝛆 =

𝟏

𝟐
(∇𝐮 + (∇𝐮)T) 

(43 ) 

 : به فرم زیر است  ،1شکل  بهباتوجه  ،شرایط مرزی

 

 جایی جابه شرایط مرزی در وجوه برای مدل  ۴جدول 
Table 4 Boundary conditions on the faces for the displacement model 

Boundary conditions boundary faces 

𝑲𝒖 = 𝟎 𝜞𝒖 
Zero displacement on faces (13, 14, 

15) 

𝑲𝝈. 𝒏 = −𝒑𝒏 𝜞𝒑(𝟐) , 𝒑 = 𝟓𝒆𝟓  Pa 
Pressure (surface tension) on face 

(2) 

𝑲𝝈. 𝒏 = −𝒑𝒏 𝜞𝒑(𝟒) , 𝒑 = 𝟒. 𝟓𝒆𝟓  Pa 
Pressure (surface tension) on face 

(4) 

 

پره  این  برای  انبساط حرارتی  12𝑒ضریب  − 6 
1

K
با   برابر  یانگ  است و مدول 

227𝑒9 Pa  است 

 : به فرم زیر است ،روابط گسسته المان محدود برای مدل خطی 

(44 ) 𝐊𝐮 = 𝐅thermal + 𝐅pressure 
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 اعمال کاهش مرتبه  -2-3

و    یرخطیغروابط و مفاهیم کاهش مرتبه برای مدل انتقال حرارت  بخش،    نیدر ا

 شود. مسئله استاتیکی بیان می 

 

 کاهش مرتبه برای مدل انتقال حرارت غیرخطی  -1-2-3

از دمای   ،ی زمانی بسیار کوتاههاگام رافسون( مدل بر اساس    وتن ینرابطه )  بهباتوجه 

در انتها   .شوددل حرارتی حل می کلوین تا زمان رسیدن به تعا  یدرجه   ۵23  ییابتدا

ی یک ماتریس برداری ذخیره  هاستون   عنوانبهبردار دما    ،و در هر گام زمانی اویلر

جهت   ،)به دلیل گذرا بودن مسئله  .ندیگوی م   «شاتاسنپ»  بردارها  آنبه    .شودمی 

تقسیم    ، هاشاتاین اسنپ  تأثیری ضریب  سازکسان ی نرم خودش  بر  دما  بردار  هر 

 ( .خواهد شد

شود و طبق  سپس مقادیر و بردارهای منفرد از این ماتریس مستطیلی استخراج می 

استخراج    هاآن مقادیر منفرد و بردارهای منفرد متناظر با    نیترمهم  ،الگوریتم انرژی

مرتبه برای بردارهای پایه برای ماتریس کاهش    دربردارندهاین بردارهای    .شودمی 

و خطی است. برای   یرخط یغخواهند بود که شامل ترم    (36ی تابع )بردارفضای  

 زمانی  یهاگام ثانیه با    ۵0مدل مسئله انتقال حرارت از زمان صفر تا زمان    آموزش

∆t =  است.  شدهاستفاده   0.2

(45 ) 
𝐓st = [

𝐓𝑛
‖𝐓𝑛‖𝟐

∈ ℝ𝑁]
𝑛=1

400

⟶ 

𝐓st − 𝐙𝚺𝐕
T  
       𝑘      
→    𝐙𝑘 = [𝐳𝑖 ∈ ℝ

𝑁]𝑖−1
𝑘   

 تمام محاسبات در مرحله آفلاین انجام خواهد شد.

برای مرحله انتقال حرارت و برابر با درجات   نودهابرابر با تعداد   𝑁  در رابطه بالا

دسته از نودها و درجات    آن  یبرااین مقادیر    .جایی استی برای مرحله جابهآزاد

)به طبع محاسبات برای ماتریس سختی و جرم با اعمال   .اندنشدهآزادی است که مقید  

( برای تحلیل  کلهیریدحذف سطر و ستون با متناسب شرایط مرزی  )شرط سازگاری  

ی ثابت مرزها ی با  آزادجایی درجات  حرارتی نود با مرزی دمای ثابت و برای جابه

 شود.( اق میحال آمدهدستبه ی هاپاسخ است و در انتها مقادیر ثابت به 

 .یر خواهد کردیبه فرم زیر تغ افتهیکاهش و مدل 

(46 ) 
𝐌̃ = 𝐙𝑘

𝑇𝐌𝐙𝑘    ,   𝐊̃ = 𝐙𝑘
𝑇𝐊𝐙𝑘 

𝒇̃ = 𝐙𝑘
T𝒇    ,   𝒇̃(𝒂) = 𝐙𝑘

T𝒇(𝐓)   , 𝐓 ≅ 𝐙𝒌𝐚 

دما به کمک ترکیب خطی از بردارهای پایه، تقریب زده خواهد  بردار    ،طبق تعریف

زیر محاسبه خواهند    صورتبه در این حالت    ماندهی باق ماتریس ژاکوبین و بردار    .شد

 .شد

(47 ) 

𝐫̃(𝐚(𝑛+1)) = (
𝐌̃

∆𝑡
+ 𝐊̃) 𝐚(𝒏+𝟏) −

𝐌̃

∆𝑡
𝐚(𝑛) − 𝒇̃ + 𝒇̃(𝐚(𝑛+1)  ) 

𝐚𝑘+1
(𝑛+1)

+ 𝐚𝑘
(𝑛+1)

− 𝐉̃𝑘
−𝟏𝐫̃𝑘 

𝐊̃rad = 𝐙𝑘
T𝐊rad𝐙𝑘     ,    𝐉̃𝑘 =

𝐌̃

∆𝐭
+ 𝐊̃ + 𝐊̃rad 

 

 کاهش مرتبه برای مسئله استاتیکی  -2-2-3

برای    رودانتظار می ( و تعریف فضای ستونی یک ماتریس،  11رابطه )  بهباتوجه 

یک سیستم سازگار )جایی که فضای پوچ یک بردار پایه دارد( که به دلیل حذف و  

ستون  و  تکیه سطر  درجات  با  متناسب  سختی  ماتریس  است،   جادشدهیاگاهی  های 

های پایه برای فضای حل تمام بردار   یدربردارنده های ویژه ماتریس سختی  بردار

  :. به توضیح زیر توجه کنیدباشدی م

گاهی  تکیه   یمهم در این رویکرد این است که گرچه درجات آزادی مقید شدهنکته  

شوند، اما بر ماهیت فضای برداری حل  حل و محاسبات وارد نمی   درروندیا ثابت  

ها تغیر کند آنگاه  ها عوض شود یا نوع آن گاه گذارند. )فرض کنید محل تکیه می   تأثیر

و فضای پوچ و فضای برد نیز تغیر  بود خواهند متغیر  شدهحذفهای سطر و ستون

ها است و این نیروهای  گاه تکیه   بودنثابتکنند. البته در مسائل این مقاله فرض بر  می 

 کند.(ی سیستم است که تغیر مینودها خارجی یا دمای  

  شود در این سیستم ماتریسصورت زیر تعریف می فرض کنید سیستمی سازگار به 

𝐀   یک ماتریس متقارن است 

(48 ) 𝐀𝑛×𝑛𝐱 = 𝐛       ⟶   𝐱 = 𝐀−𝟏𝐛    
𝐀−𝟏=𝐂
→      𝐱 = 𝐂𝐛 

 𝐂ها در فضای ستونی ماتریس 𝐱. تمام این هستندها  شاتها اسنپ𝐱فرض کنید که  

دارند سازگاری(.    قرار  ماتریس    بهباتوجه )شرط  و  𝐂اینکه  مربعی  ماتریس  یک 

مقادیر ویژه و   محاسبه تقریبی از    ،به آن  SVDاعمال تجزیه    ،همچنین متقارن است

پاسخ    به طورهای ویژه  بردار با  خاص در جهت تقویت بردارهای ویژه متناسب 

 . متفاوت خواهد بود یهاحلسیستم در 

( برای توصیف فضای 33ویژه )  ریمقادهای ویژه متناسب با  اهمیت بردار  بهباتوجه  

توان به  مقادیر ویژه در فصل دو می  شدهمطرحو رابط و خواص   𝐂ستونی ماتریس  

 روابط زیر را اثبات کرد.

(49 ) 
SVD(𝐂) =⏟

𝐂=𝐂T

  EIG(𝐶)  → 

𝐂 = 𝐔𝐃𝐔T = 𝐀−𝟏 → 𝐀 = 𝐔−𝐓𝐃−𝟏𝐔−𝟏 

های  یک ماتریس قطری با درایه 𝐃ماتریس ،  𝐂ماتریس    بودنن یمع  مثبت  بهباتوجه 

و   آن    صفر  ریغمثبت  معکوس  ماتریس  ساخت  برای  و  است   است  یکافحقیقی 

قطری  درایه ماتریس  و  شوند  معکوس  قطری  ماتریس   𝐃−𝟏های  ویژه    𝐀مقادیر 

بیان شد    قبلاً وجود دارند. ) 𝐔−𝟏با آن در ماتریس   متناظرهای ویژه  است و بردار

س با فضای ستونی معکو   ریپذمعکوس که فضای ستونی یک ماتریس مثبت معین  

 (  .ن یکی استآ

های ها نیاز به بردارشاتاینکه ما برای توصیف بهتر فضای برداری اسنپ  بهباتوجه 

با   متناظر  )پایه(  و    نیتربزرگویژه  داریم  ویژه  از     𝐃    اینکه  بهباتوجهمقادیر 

  به دستتوان بیان کرد با  آید، می می  به دست  𝐀مقادیر ویژه ماتریس    کردنمعکوس 

بردار با  آوردن  متناظر  ویژه  ماتریس  نیترکوچک های  ویژه  توان می    𝐀 مقادیر 

ابتدا مقادیر    ،ورد. در این صورتآ  به دستبر برد ماتریس را    رگذاریتأث های  پایه 

  . آیدمی   به دستویژه سیستم استخراج و سپس پاسخ آن نسبت به نیروهای خارجی  

 (  .)ممکن است نیاز به ضرب اضافه باشد

شود.  مقدار ویژه کوچک سیستم تقریب زده می   80  ،ابتدا به کمک ژاکوبین دیویدسون

با این مقادیر ویژه کوچک، مسپس از اجتماع بردار ای  جموعههای ویژه متناظر 

شود. و  هایی برای ساخت یک ماتریس تبدیل کاهش بعد دهنده، ایجاد می شامل پایه 

از   حاصل  خارجی  نیروی  برای  آخر  و    یهاگام در  حرارت  انتقال  حل  زمانی 

  .شودهای مختلف مدل کامل حل می فشار

(50 ) 

𝐊 = 𝐕𝐀𝐕T   , 𝐊−1 = 𝐕𝐓 [
1

𝜆𝑖
]
𝑖=1

𝑁

𝐕 

⟶  𝐊−1 = 𝐕𝑚
𝑇 [
1

𝑦𝑖𝑖
]
𝑖=1

𝑚

𝐕𝑚 +𝚿
T [
1

𝑦𝑖𝑖
]
𝑗=𝑚+1

𝑁

𝚿. 

𝐊𝐮𝐢(𝑡) = 𝐅thermal(𝑡) + 𝐅pressure
𝑖   → 

𝐮𝒊(𝑡)|i=1
4   = 𝐕𝑚

𝑇 [
1

𝑦𝑖𝑖
]
𝑖=1

𝑚

𝐕𝑚. (𝐅thermal(t) + 𝐅pressure
𝑖 )

𝑖=1

4
 

  ؛ ی زمانی مختلف با فشار مشخص حل خواهد شدها گامدر رابطه بالا مدل برای  

به ترتیب از    فشارها  . شودسپس همین مسئله برای سه فشار مختلف دیگر حل می

وجوه   برای  راست  به  فر  4و    2چپ   مبه 

{[550,500], [600,400], [450,400]}kPa است . 

اسنپ  ،تیدرنها مدل    بردارهااستخراج    و هاشات ماتریس  برای  منفرد  مقادیر  و 

 : زیر است  صورتبه

(51 ) 
𝐮st = [

𝐮

‖𝐮𝑛‖2
∈ ℝ𝑁]

𝑛=1

1200

   ⟶ 𝐮st = 𝐂𝚺𝐁
T 

𝑘
→  𝐂𝑘 = [𝐂𝑖 ∈ ℝ

𝑁]𝑖=1
𝑘  

   .شودبر اساس معیار انرژی انتخاب می  ازیموردنی ها ه یپامانند قبل تعداد 

و در مرحله آنلاین از این    ردیگیمتمام این محاسبات در مرحله آفلاین صورت  

 .ی برای کاهش مرتبه استفاده خواهد شدها ه یپا

اینجا کاهش زمان محاسبات در مرحله    درواقع بر مرحله    نیآفلاهدف در  علاوه 

آنلاین است این کار با تقریب معکوس ماتریس سختی به کمک بردارهای ویژه آن 

شات در جهت  ی بردارهای اسنپریگجهتو    رفتارشود آنچه اهمیت دارد  انجام می 

در   پاسخ  به  ماتریس سختیهاگام رسیدن  است معکوس  بر    ی زمانی  تقریب شده 

ی ماتریس سختی تقریب شده در جهت  هایژگیوو  شوندیمبردارهای نیرو تصویر 

 شود. بردارهای نیرو تقویت می 

(52 ) 
𝐊̃ = 𝐂𝑘

𝑇𝐊𝐂𝑘     ,   𝐅̃ = 𝐂𝑘
T(𝐅thermal + 𝐅pressure) 

𝐝 = 𝐊̃−1𝐅̃       , 𝐮 = 𝐂𝑘𝐝 

استخراج   حرارت،  انتقال  مدل  از  بردارهادر  تکین  در هاشاتاسنپ ی  دمایی  ی 

نوع  های ژگیو  دربردارندهی دمایی متفاوت  های بارگذار این  انتقال حرارت  ی مهم 

خاص پره کمپرسور )مش و هندسه مدل، شرایط مرزی ثابت ریشه و ضرایب انتقال 

ی پاسخ  بردارهادلیل اینکه از    به  هاشاتاسنپحرارتی وابسته به مسئله( است. این  

در بردارند اطلاعات مهم پاسخ مدل به شرایط مرزی   اندشده)فضای برد( تشکیل  

 ی حرارتی هستند. شارهاحاصل از 

بتوان    کرد    گونهن یاشاید  دارد  بهباتوجهبیان  مشخصی  هندسه  پره،  اصل  و    این 

ی تحت شار حرارتی ثابت  نودهاشرایط مرزی معین )دمای ثابت( در ریشه دارد و  

فقط مقادیر شار حرارتی   تغیر    به باتوجههستند و  مسیر کوتاه    کندی مدمای محیط 
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در فضای   ریمسایجاد کرد که این مسیر در راستای همین مقادیر ثابت است این  

 سیر حل معادله جیری است. در م ارزشکم برداری فاقد اطلاعات اضافی یا 

مشخصات کلیدی   دربردارندهدر مدل استاتیکی، بیان شد که این مقدار ویژه کمینه  

اطلاعات کلیدی مدل هستند هر مدل   دربردارنده  مدهادر فضای برد هستند. )شکل  

البته   که  است  خود  مستقل  و  مشخص  مد  دارای شکل  کمک   توانی مفیزیکی  به 

اعمال شرایط سازگاری این شکل مدها را یافت هر چه    ی المان محدود وسازه یشب

 تر ح یصح  آمدهدستبه ی شوند نتایج  سازهیشب  ترق یدقباشند و مسئله    ترمناسب   هامش 

و نزدیک به واقعیت خواهد بود، اما در اینجا هدف، کاهش مرتبه مدل به کمک این 

  (مدهایافت شکل  فقطنه باشدی مبردارهای ویژه 

 

 سازی و بررسی نتایج مدل  -3-3

 شود.پس از تعریف شرایط مرزی و خواص ماده مدل مش زده می 

سازی مدل فیزیکی به مدل ریاضی به کمک  چون باید فضای برداری که از گسسته

یافته های کامل و کاهش ها در تمامی تحلیل ها ایجادشده است ثابت بماند، پس مش مش 

 یکسان است.

با   برابر  نودها  انتقال   2274تعداد  مدل  برای  جرم  و  ماتریس سختی  پس  است؛ 

2274حرارت، بعدی برابر با  ×  دارد و ماتریس  2274

 

 

متر حجم گرفته   0.02ی پره در جهت عمق پایه  بر حسب واحد متر؛ هندسه دقیق پره 1 شکل
 .است

Figure 1 shows the precise geometry of the blade; the blade base has 

been extruded 0.02 m in the depth direction. 

 

 

 از نمای جلو  هندسه در مقیاس متر با مشخص کردن وجوه( الف 2شکل 
Fig. 2 a) Geometry in meter scale with faces identified from the front 

view 

 

6822جایی بعدی برابر با سختی برای مدل جابه  × های  دارد. تعداد المان  6822

 . است 8856تتراهدرال خطی برابر با 
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 هندسه در مقیاس متر با مشخص کردن وجوه از نمای پشت  (ب 2شکل 
Fig. 2 b) Geometry in meter scale with faces identified from the back 

view 

 

 
   0.04مش با حداکثر اندازه مش  3شکل 

Fig. 3 Mesh with a maximum mesh size of 0.04 

 

 
 انتقال حرارتی    ی ماتریس سختیهاه یدراپرشدگی  ۴شکل 

Fig. 4 Sparsity pattern of the stiffness matrix 

 

 .کندی م ریتغزیر  صورتبهشرایط مرزی  ،در مدل آنلاین

 

شرایط مرزی در وجوه برای مدل تست در حل انتقال حرارت گذرا غیرخطی و حل   ۵جدول 
 جایی جابه 

Table 5 Boundary conditions on the faces for the test model in the 

nonlinear transient heat transfer solution and the displacement solution 
Boundary conditions boundary faces 

𝒉 = 𝟓𝟎 𝑾/𝒎𝟐𝑲, 𝑻amb = 𝟖𝟕𝟑 𝑲 
Convection on the 

hot gas face (2) 

𝒉 = 𝟒𝟎 𝑾/𝒎𝟐𝑲, 𝑻amb = 𝟖𝟕𝟑 𝑲 
Convection on the 

hot gas face (4) 

𝒉 = 𝟐𝟎 𝑾/𝒎𝟐𝑲, 𝑻amb = 𝟖𝟕𝟑 𝑲 
Convection on the 

hot gas faces (1, 3, 5) 

𝝈 = 𝟓. 𝟔𝟕𝟎𝟑𝟕𝟑𝒆 − 𝟖  𝑾/𝒎𝟐𝑲𝟒 , 𝜺 = 𝟎. 𝟓 , 𝑻amb = 𝟖𝟕𝟑 𝑲 
Radiation on faces 

(1, 2, 4, 5, 3) 

𝝈. 𝒏 = −𝒑𝒏 𝜞𝒑(𝟐) , 𝒑 = 𝟓. 𝟐𝒆𝟓  Pa 
Pressure (surface 

tension) on face (2) 

𝝈. 𝒏 = −𝒑𝒏 𝜞𝒑(𝟒) , 𝒑 = 𝟒. 𝟕𝒆𝟓  Pa 
Pressure (surface 

tension) on face (4) 

 

 :زیر است  صورتبهبرای مدل کامل  جی نتاو 

 

 
 مدل کامل انتقال حرارت در گام زمانی نهایی  ۵شکل 

Fig. 5 Full heat transfer model at the final time step 

 

 
 زمانی مختلف  یهاگام جایی نود برای بیشترین دما و جابه  6شکل 

Fig. 6 Maximum temperature and nodal displacement for different time 

steps 

 

شکل   گام   6در  طی  در  جابجایی  و  دما  نود  نمودار  برای  گذرا  حل  زمانی  های 

همانطور که   است.  شده  ترسیم  دارد  را  دما  بیشترین  که  است  مشخصی  مشخص 

های  در گام  ،(۵)شکل    هالبهدر  دلیل شار حرارتی زیاد و ظرفیت گرمایی محدود  به

جابجایی   نود دوچار  ،دلیل انبساط حرارتو به  دهد  اولیه یک جهش دمایی رخ می 

تر شدن به حالت تعادل که به دلیل انتقال حرارت  نزدیکمی شود. با گذشت زمان و  

این امر    .شودکمتر می ها  شده است اختلاف دمایی میان نود های پره ایجاد  بین نود 

 .رخ دهد   ۵0باعث شده که بیشترین جابجایی ثبت شده برای این نود خاص در ثانیه  
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 جایی نودهابرای گام زمانی نهایی و گام با معیار بیشترین جابه   جاییجابه  7 شکل

Fig. 7 Displacement for the final time step and the step with the 

maximum nodal displacement criterion 

 

  4حرارت برابر با رنک    انتقالبر اساس معیار انرژی برای مدل    افتهیکاهش مدل  

این جابجایی ها به دلیل فشار وارد    است.  3جایی برابر با رنک  و برای مدل جابه 

 پره و گرادیان دمایی نودها ایجاد شده است.  یشده از طرف سیال به بدنه 

انتظار می   طورهمان  بالا و دمای که  به دلیل گرادیان حرارتی  رود در نوک پره 

پره کاهش    ییی از نوک پره تا پایهجاجابه این  میزان  است.    ر ، جابجایی بیشتتربالا 

 . ابدیی م

 زیر است.  صورتبه و نتایج برای مدل کاهش بعد یافته 

 

 
 شده داده توزیع دما در مدل کاهش مرتبه  8شکل 

Fig. 8 Temperature distribution in the reduced-order model 

 

 
زمانی مختلف در مدل کاهش مرتبه    یهاگامجایی در  رفتار نود با بیشترین جابه   9شکل  

 شده داده
Fig. 9 Behavior of the node with maximum displacement at different 

time steps in the reduced-order model 

 

 
مرتبه  جابه   10شکل   کاهش  مدل  برای  بیشترین    شدهدادهجایی  با  گام  و  انتهایی  گام  در 

 جایی نود  جابه 
Fig. 10 Displacement for the reduced-order model at the final step and 

the step with the maximum nodal displacement. 

 

 
ت به مدل بنس  شدهدادهدرصد خطای نسبی توزیع دما برای مدل کاهش مرتبه    11شکل  
 کامل

Fig. 11 Percentage relative error of the temperature distribution for the 

reduced-order model with respect to the full model 
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 نسبت ه مدل کامل   افتهیکاهش جایی برای مدل خطای مطلق جابه  12شکل 

Fig. 12 Absolute displacement error for the reduced model with 

respect to the full model 

های و مدل آموزش در مرحله   افتهیکاهش کامل،    هایمدلمقایسه زمان محاسبات برای    6جدول  
 جاییجابه حل انتقال حرارت گذرا غیرخطی و حل 

Table 6 Comparison of computation time for the full, reduced, and training 

models in the solution stages of nonlinear transient heat transfer and the 

displacement solution 

Displacement due to 

thermal expansion and 

pressure 

Nonlinear transient 

heat transfer 
Computational cost 

251.3 s 423.8 s Model training 

63.0 s 96.5 s Full model test 

12.9 s 34.2 s Reduced model test 

 

با    بهباتوجه  متناسب  محاسباتی  هزینه  محاسبات،  با  مرتبت  تحقیقات  در  اینکه 

پردازشگرها  سخت و  مرتبه می افزار  کاهش  روش  کارآمدی  سنجش  معیار  باشد، 

 شود: مستقل از شبکه محاسباتی به شرح زیری بیان می 

(۵3 ) RDOF = 1 −
𝑟

𝑛
    , CDOF =

𝑟

𝑛
    , S =

TFOM
TROM

 

درصد ،  RDOFباشد. ، بعد مدل کاهش مرتبه یافته می 𝑟، بعد مدل کامل و 𝑛در اینجا  

به ترتیب   TROMو   TFOMاست.    سازی نسبت فشرده ،  CDOFو    کاهش درجات آزادی

 . باشدیمزمان حل مدل کامل و مدل کاهش مرتبه یافته 

 

 و   یسازفشردهنسبت    و  افتهیکاهشو    نمایش درصد کاهش درجات آزادی مدل کامل    7جدول  
 و حل استاتیکی    یرخطیغدر دو حل انتقال حرارت    افتهیکاهش نسبت زمان حل مدل کامل و مدل  

Table 7 Showing the percentage reduction in degrees of freedom between 

the full and reduced-order models, the compression ratio, and the solution 

time ratio of the full and reduced-order models in the two nonlinear heat 

transfer and static solutions. 

Displacement due to thermal 

expansion and pressure 

Nonlinear transient heat 

transfer 
 

0.99956 0.99824 RDOF 

0.00044 0.00176 CDOF 

4.813 2.821   S 

 گیری نتیجه  -۴

نتایج خطای نسبی و مطلق نشان   بهباتوجه، و  7در جدول    شدهانجام مقایسه    بهباتوجه 

توان به این نتیجه رسید که این کاهش مرتبه ، می 11و    12ی  هاشکلشده در  داده

ی بسیار کمتری سازره یذخمدل را با دقت قابل قبولی با هزینه محاسباتی و  تواندی م

 سازی کند. شبیه 

کند  بیان می   وضوحبه،  12در شکل    شدهدادهنشان   جاییجابه همچنین خطاهای مطلق  

 تر است.  ها ضعیف تقریب تر است دقتها مش ریز که در لبه جسم که در آن

، در مدل انتقال حرارت غیرخطی، خطا در وجوه تحت تابش  11شکل    بهباتوجه و  

 خطی باشد.تواند به علت ترم غیربیشتر از نقاط دیگر است، که این می

نتیجه گرفت که روش کاهش مرتبه بر اساس  می   آمدهدستبه نتایج    بهباتوجه  توان 

با بردارهای ویژه، تقریب   آنها مختلف و ترکیب  شاتپتجزیه متعامد مناسب از اسن

ی ها مدل. دقت تقریب با افزایش  کندی م ارائه    ترکوتاه ی از مدل در زمان  قبولقابل 

و انتخاب تعداد مناسب بردارهای ویژه متناسب با مقادیر   ابدیی می افزایش  آموزش

 است.  تأثیرگذارویژه کمینه بر افزایش دقت 

مدل   این  زمان می   شدهدادهآموزشاز  در  شبیهتوان  به  نیاز  که  بحران  سازی  های 

همچنین  سریع کرد.  استفاده  است  می   بهباتوجه تر  کمتر  محاسباتی  از  هزینه  توان 

 ی استفاده کرد.  سازمدل تر برای ف عیض ی پردازشیهاستم یس

 فهرست علائم

 محاسبات جبری 

𝔽,ℝ  میدان 

𝔽𝑛, ℝ𝑛  فضای برداری 

𝒩(𝐀),ℛ(𝐀)  زیر فضای برداری 

 مدل انتقال حرارت 

𝑐𝑝    (
J

kg. K
) 

 ظرفیت گرمایی ویژه

ℎ (
W

m2. K
) 

 جاییجابهضریب انتقال حرارت  

𝑘  (
W

m. K
) 

 ضریب هدایت حرارتی 

𝑇(𝑥, 𝑡)   (K) میدان دمایی 

𝜀 گسیلندگی نسبت 

𝜎   (
𝑊

𝑚2. 𝐾4
) 

 بولتزمن-ثابت استافن

 مدل استاتیکی 

𝑫 سور الاستیسیته نت 

𝐊  ماتریس سختی 

𝐮   جایی جابهبردار 

𝑝. 𝐧  (Pa)  فشار بر اساس بردار نرمال بر سطح 

𝛼  (
1

K
) 

 ضریب انبساط حرارتی 

𝜺  تنسور کرنش کل 

𝝈 سور تنش نت 

ی حروف  ی حروف کوچک و بردارها، به شیوه*در تمام مقاله اسکالرها، به شیوه

 .  اندشدهنوشتهی حروف بزرگ و بولد ها، به شیوهکوچک و بولد و ماتریس 

 

از ابزار هوش مصنوعی   کیچیهدر نوشتن و تحقیق از   :بیانیه هوش مصنوعی

 است.  نشدهاستفادهمولد 

 یردولتیغمالی دولتی و    یهانه یهزکمکیک از  چتحقیق از هیدر این   :حامی مالی

 است. نشدهاستفاده

منافع نتا :تعارض  برخی  از  مقاله  این  از    ج ی در  ارشد  نامهان ی پاحاصل   کارشناس 

وجود   است.  شدهاستفادهمسئول    سندهینو اظهار  برای  دیگری  منافع  تعارض  هیچ 

 ندارد.
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