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The combined effects of temperature and moisture variations, known as hygrothermal effects on the bending of a 

rectangular multilayer composite plate are investigated based on first-order shear deformation theory. The plate is 

subjected to transverse mechanical loading, temperature variation, and moisture diffusion. The time-dependent 

moisture distribution through the plate thickness is obtained using an analytical solution of Fick’s moisture diffusion 

equation. Owing to the slow moisture diffusion process in polymer-matrix composites, the plate bending is 

investigated quasi-statically based on the moisture distribution at a specified time. Using the semi-analytical Ritz 

method and the principle of minimum potential energy, the plate deflection is determined for different boundary 

conditions. The governing equations and solution method are validated by comparison with published results, 

followed by analyses of new cases. The effects of various parameters, including the length-to-width and length-to-

thickness ratios, asymmetric stacking sequences, boundary conditions, and asymmetric moisture boundary conditions, 

on the plate deflection are investigated. The results show that increasing the length-to-width ratio increases the 

contribution of hygrothermal loading relative to mechanical loading to the plate deflection, whereas increasing the 

plate thickness reduces this contribution. In addition, in most cases, the moisture-induced deflection at one-tenth of 

the saturation time is greater than half of the deflection at saturation, highlighting the importance of considering time-

dependent moisture diffusion. 
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 گذرا اختلاف دمای پایا و نفوذ رطوبت    اثر بار عرضی،   تحت   مرکب   خمش ورق چندلایه 

  *محمد باغستانیعلی، تارا محمودی

 ، ایران بابل، صنعتی نوشیروانی بابلمهندسی مکانیک، دانشگاه دانشکده 

 چکیده 

 

 اطلاعات مقاله 

گرمایی بر خمش ورق مستطیلی مرکب چندلایه بر مبنای نظریه تغییر  اثرات نم   یا  اثر همزمان تغییرات دما و رطوبت 
دما و نفوذ رطوبت قرار دارد. توزیع  شکل برشی مرتبه اول بررسی شده است. ورق تحت بار مکانیکی عرضی، تغییرات

رطوبت وابسته به زمان در راستای ضخامت ورق با استفاده از حل تحلیلی معادله نفوذ رطوبت فیک به دست آمده  
است. با توجه به کند بودن فرآیند نفوذ رطوبت در مواد مرکب با زمینه پلیمری و بر مبنای توزیع رطوبت در یک زمان 

تحلیلی ریتز و بر مبنای استاتیکی بررسی شده است. با استفاده از روش نیمهصورت شبه  مشخص، خمش ورق به
گذاری معادلات و  صحهگاهی مختلف محاسبه شده است.  اصل حداقل انرژی پتانسیل، خیز ورق برای شرایط تکیه

مقایسه   با  حل  منتشرشده  با  نتایجروش  اثر عوامل    .است   گردیده  تحلیل  جدیدی   موارد   سپس  و  انجام  مطالعات 
گاهی و چینی نامتقارن، شرایط تکیه مختلفی مانند نسبت طول به عرض و نسبت طول به ضخامت ورق، انواع لایه

دهد افزایش نسبت طول به  شرایط مرزی رطوبتی نامتقارن بر خیز ورق بررسی شده است. موارد بررسی شده نشان می
دهند، در حالیکه افزایش ضخامت گرمایی نسبت به بار مکانیکی در خیز ورق را افزایش میعرض ورق، سهم بار نم 

دهم زمان اشباع بزرگتر از  چنین در اکثر موارد، خیز رطوبتی مشاهده شده در زمان یکشود. همباعث کاهش آن می
     دهد.نصف خیز زمان اشباع است که اهمیت تحلیل نفوذ رطوبت وابسته به زمان را نشان می 
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   مقدمه   - 1
ای در صنایع های ساخته شده از مواد مرکب به طور گستردهورق

شوند. ورق مرکب در زمان ساخت و مختلف مهندسی استفاده می
بهره در بسیارییا  تغییرات شرایط    برداری  در معرض  از کاربردها 

گرمایی محیطی مانند تغییرات دما و رطوبت یا به طور خلاصه نم
نمقرار می  شرایط  میگیرد.  تدریجی گرمایی  تضعیف  باعث  تواند 

تغییر   ایجاد  باعث  و  مرکب  مواد  استحکام  و  سفتی  خواص 
نمشکل  گردد  های  رفتار  ]3-1[گرمایی  و  استحکام  بنابراین   .

سازه  نممکانیکی  شرایط  از  مرکب  میهای  تاثیر  و گرمایی  پذیرد 
پیش دقیقبرای  سازهبینی  رفتار  از  تر  بسیاری  در  مرکب  های 

گرمایی در کنار تحلیل بار مکانیکی لازم است کاربردها، تحلیل نم 
. با توجه به اهمیت و کاربرد این مساله، تحقیقات بسیاری ]4-5[

نم اثرات  بررسی  بر سازهبه  پرداختهگرمایی  با   .]۶[اند  های مرکب 
سال   از  پیش  مطالعات  مرور  به  اینجا  ]۶[در    ۲۰۱۹توجه  در   ،

های مرکب تحت مطالعات انجام شده درباره تحلیل خمش ورق
 گردد. گرمایی، منتشر شده پس از این سال، مرور میشرایط نم

مولفه های تنش در یک ورق چندلایه متعامد   ]7[بوکرت و دیگران  
متقارن را با استفاده از روش ناویر محاسبه کردند. در این مطالعه  

به زمان با استفاده از حل معادله فیک    اثرات توزیع رطوبت وابسته
تحلیل استاتیکی ورق    ]8[گرگ و دیگران   در نظر گرفته شده است.

چندلایه متعامد و ساندویچی را با استفاده از تئوری تغییرشکل  
گرمایی  ( تحت شرایط نمHyperbolic Zigzag Theoryای هذلولی )پله

به  ورق  راستای ضخامت  در  رطوبت  و  دما  تغییرات  ارائه کردند. 
جهت  در  و  خطی  صورت  صورت  به  ورق  صفحه  درون  های 

( میSinusoidalهارمونیک  تغییر  و  (  ورق  مرکز  خیز  مقادیر  کند. 
شدهمولفه محاسبه  حالت  چندین  در  تنش  و  های  سبحی  اند. 
-و شرایط نم  به بررسی اثر میدان مغناطیسی دوبعدی   ]9[رادوان  

-رمایی بر خمش میکروورق ساندویچی پرداختند. ورق با رویهگ
های کربنی و هسته ویسکوالاستیک های تقویت شده با نانولوله

بر روی بستر ویسکوالاستیک فرض و از روش ناویر برای حل مساله 
با ارائه نظریه تغییرشکل    ]10[استفاده شده است.  نایک و سیاد  

ورق  بررسی  به  اثرات کرنش عرضی  در نظرگرفتن  و  پنجم  مرتبه 
نانوورق چندلایه    ]11[چندلایه متعامد پرداختند. موناکو و دیگران  

با   اندازه  از  ناشی  غیرموضعی  اثرات  نظرگرفتن  در  با  را  مرکب 
همراه استفاده از روش ناویر بررسی کردند. از تئوری کلاسیک ورق  

نم خطی  تغییرات  فرض  برای  با  ضخامت  راستای  در  گرمایی 
-ییرات نمغهای تنش استفاده شده است.  تمحاسبه خیز و مولفه

نظریه   با  متناسب  صورت  به  ضخامت  راستای  در  گرمایی 
مساله   حل  برای  ناویر  روش  از  و  فرض،  شده  ارائه  تغییرشکل 

سیاد   و  نایک  است.  شده  استوانه  ]12[استفاده  یک خمش  ای 
نظریه   از  استفاده  با  را  ساندویچی  و  متعامد  چندلایه  باریکه 
تغییرشکل مرتبه بالا بررسی کردند. از روش ناویر برای حل مساله 

گرمایی و محاسبه تغییرشکل و تنش در باریکه تحت تغییرات نم

و   استفاده کردند. گرگ  ورق  ضخامت  راستای  در  خطی  و  ثابت 
خمش ورق ساندویچی و چندلایه متعامد را بر مبنای   ]13[چالاک  

ای و به روش اجزای محدود بررسی کردند. نظریه تغییرشکل پله
تغییرات دما به صورت خطی و رطوبت به صورت ثابت در راستای 

دیگران   و  گوپتا  است.  شده  فرض  ورق  تحلیل   ]14[ضخامت 
هندسه استاتیکی و دینامیکی ورق مرکب جندلایه را به روش هم

(Isogeometric  )اسپلاین کسری غیریکنواخت )-مبتنی بر بیNon-

Uniform Rational B-Splines ارائه دادند. تحلیل به صورت غیرخطی )
لایه با  ورق  زاویهبرای  یا  متعامد  مرزی  چینی  شرایط  با  ای 

تکیه ساده  چهارطرف  است. گاه  شده  انجام  گیردار  چهارطرف  یا 
نانولوله   ]15[ماوریا و دیگران   با  مساله خمش ورق تقویت شده 

اثرات کلوخه لحاظ کردن  با  )کربن  را  Agglomerationشدگی  آن   )
بررسی کردند. با استفاده از نظریه تغییرشکل مرتبه سوم و روش  
اجزاء محدود، مقدار خیز ورق تحت تغییرات ثابت دما و رطوبت 

خمش و ارتعاشات   ]16[و دیگران    نیامحاسبه شده است. نمازی 
آزاد ورق ساندویچی را با استفاده از نظریه تغییرشکل مرتبه سوم  

 Generalized Differentialیافته )و روش دیفرانسیل مربعی تعمیم

Quadrature Methodهسته ورق به شکل آگزتیک  ( مطالعه کردند .
(Auxetic( گرافین  نانوصفحات  با  شده  تقویت  رویه  و   )Nano 

Graphene Platelet  تغییرات ثابت دما و رطوبت  تحلیل با فرض  ( و
رادوان    انجام و  سبحی  است.  و    ]17[شده  لوی  روش  ترکیب  با 

( حالت  فضای  ورق State-Space Approachرهیافت  خمش   ،)
را بررسی  چندلایه متعامد تحت چندین نوع بارگذاری نم گرمایی 

مغناطیسی  میدان  تحت  و  الاستیک  بستر  روی  بر  ورق  کردند. 
پاسخ خمش    ]18[دوبعدی در نظر گرفته شده است. ژو و دیگران  

اثرات  نظرگرفتن  در  با  را  چندلایه  نانوورق  یک  غیرخطی 
)الکترومغناطیس   از گرادیان کرنش   Flexomagnetoelectricناشی 

Effectکارمن ( ارائه کردند. معادلات بر مبنای روابط غیرخطی فون
گرمایی حل  استخراج و به روش گالرکین با فرض تغییرات ثابت نم

 شده است. 
تحلیل  مساله  اهمیت  نشاندهنده  پیشین  متعدد  مطالعات 

گرمایی است. مرور این استاتیکی ورق های مرکب تحت شرایط نم
دهد که عمده این تحقیقات مربوط به بررسی مطالعات نشان می

اثرات نم گرمایی در حالت پایا است. معدود مطالعات مرتبط با  
 ]7[تحلیل گذرای حالت رطوبتی مانند مطالعه بوکرت و دیگران  

اند. بنابراین    شرایط تکیه گاهی خاصی را بررسی کرده  و لایه چینی  
این مطالعه اثرات شرایط رطوبتی گذرا بر خمش ورق مرکب با لایه 

را بررسی می کند. با    چینی نامتقارن و شرایط تکیه گاه عمومی 
گرمایی توجه به اینکه تحلیل تنش در ورق مرکب تحت شرایط نم 

از نظریه  استفاده  یا نیازمند  و  بالا  های تغییر شکل برشی مرتبه 
، این مطالعه محدود به  ]6[است    (Layerwiseای )های لایهنظریه 

تحلیل خمش ورق بر مبنای نظریه تغییر شکل برشی مرتبه اول 
برای این منظور ابتدا معادلات حاکم بر رفتار خمش ورق  است.  
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تحت بار مکانیکی عرضی، تغییرات دما و تغییرات رطوبتی پایا و  
نظریه تغییر شکل برشی مرتبه اول به دست آمده گذرا بر مبنای  

است. برای حل معادلات از اصل حداقل انرژی پتانسیل و روشی  
ای جبیشف   نوع چندجمله  از  توابع حدس  با  ریتز  روش  مشابه 
استفاده شده است. بعد از صحه گذاری معادلات و روش حل، با  

ض  حل چندین مساله اثر عوامل مختلف مانند نسبت طول به عر
و نسبت طول به ضخامت، شرایط تکیه گاهی ورق، نوع لایه چینی 

 و نوع بارگذاری رطوبتی بر مقدار خیز ورق بررسی شده است.     

 ه ئل عادلات حاکم بر مس م   - 2
جایی و  بهجا -در این بخش ابتدا معادلات پایه مانند روابط کرنش 

رفتار  کرنش بر مبنای نظریه تغییر شکل برشی مرتبه اول و  - تنش
تحلیلی استفاده  گردد. سپس روش نیمهالاستیک خطی بیان می

  شده در حل مساله بر مبنای اصل حداقل انرژی پتانسیل شرح داده
شود. در انتها توزیع رطوبت وابسته به زمان در راستای ضخامت می

 آید.  ورق به دست می
 

 های تنش روابط پایه و تعریف منتجه   - 1-2
با طول  مرکب چندلایه  ورق  در نظر   ℎو ضخامت  𝑏، عرض 𝑎یک 

,𝑥)بگیرید. دستگاه مختصات   𝑦, 𝑧)  ،بر روی سطح میانی ورق(𝑧 =

و تغییرات  𝑞قرار دارد. ورق تحت بار عرضی گسترده با شدت   (0
قرار دارد. بر مبنای نظریه   پایین  لبه بالا و  دما و رطوبت بر روی 

جایی در ورق به صورت  تغییر شکل برشی مرتبه اول، میدان جابه
 .]19[زیر است 

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑢0(𝑥, 𝑦) + 𝑧 𝜓𝑥(𝑥, 𝑦) 

(1) 
𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑣0(𝑥, 𝑦) + 𝑧 𝜓𝑦(𝑥, 𝑦) 

𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑤0(𝑥, 𝑦) 

,𝑢0که در رابطه بالا   𝑣0   و𝑤0 جایی سطح میانی ورق در جهت جابه
,−𝑥محورهای   𝑦 𝑧و   − و   − ,𝜓𝑥هستند  𝜓𝑦   بر عمود  جهت  دوران 

,−𝑦سطح میانی را در راستای  𝑥 دهد. بار مکانیکی و  نشان می −
تغییرات دما وابسته به زمان نیستند و فرآیند نفوذ رطوبت و توزیع  

ای نشان آن وابسته به زمان است. مطالعات قبلی به طور گسترده
ای داده است که نفوذ رطوبت در مواد مرکب با زمینه پلیمری، پدیده

است   کند  صورت  ]21-20[بسیار  به  اینجا  در  مساله  بنابراین   .
جایی ورق به  شود و میدان جابه استاتیکی در نظر گرفته میشبه

صورت استاتیکی تحت بار مکانیکی و حرارتی و برای یک توزیع  
آید. به همین دلیل میدان رطوبت در زمان مشخص به دست می

 وابسته به زمان نیست.  ( به صورت صریح 1جایی در رابطه )جابه
( روابط  از  استفاده  روابط کرنش1با  زیر جابه-(،  شکل  به  جایی 

 شود: نوشته می
𝜀𝑥 = 𝜀𝑥0 + 𝑧𝜅𝑥 𝜀𝑦 = 𝜀𝑦0 + 𝑧𝜅𝑦 

(2) 𝛾𝑥𝑦 = 𝛾𝑥𝑦0 + 𝑧𝜅𝑥𝑦 𝛾𝑥𝑧 = 𝛾𝑥𝑧0 

𝛾𝑦𝑧 = 𝛾𝑦𝑧0  

کرنش  آن  در  میانی  که  سطح  ,𝜀𝑥0های  𝜀𝑦0, 𝛾𝑥𝑦0, 𝛾𝑥𝑧0, 𝛾𝑦𝑧0  و
,𝜅𝑥تغییرات انحنای  𝜅𝑦, 𝜅𝑥𝑦  با فرض تغییرشکل کوچک و بر مبنای

 . ]19[نظریه الاستیک خطی به صورت زیر است 

𝜀𝑥0 =
𝜕𝑢0

𝜕𝑥
 𝜀𝑦0 =

𝜕𝑣0

𝜕𝑦
 

(3) 

𝛾𝑥𝑦0 =
𝜕𝑢0

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣0

𝜕𝑥
 𝛾𝑥𝑧0 =

𝜕𝑤0

𝜕𝑥
+ 𝜓𝑥 

𝛾𝑦𝑧0 =
𝜕𝑤0

𝜕𝑦
+ 𝜓𝑦 𝜅𝑥 =

𝜕𝜓𝑥

𝜕𝑥
 

𝜅𝑦 =
𝜕𝜓𝑦

𝜕𝑦
 𝜅𝑥𝑦 =

𝜕𝜓𝑥

𝜕𝑦
+

𝜕𝜓𝑦

𝜕𝑥
 

می  فرض  اینجا  از  در  ورق  به  𝑁شود  الیاف  با  شده  تقویت  لایه 
های اورتوتروپ ساخته شده است. زاویه راستای الیاف صورت لایه

لایه   محور  -𝑘در  ورق،  طولی  راستای  با  با  𝑥ام   ،𝜑(𝑘)  داده نشان 
کرنش در لایه -شود. با فرض رفتار الاستیک خطی، رابطه تنشمی

𝑘- 22[ام به صورت زیر است[. 

{
 
 

 
 

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜎𝑦𝑧

𝜎𝑥𝑧

𝜎𝑥𝑦}
 
 

 
 

(𝑘)

=

[
 
 
 
 
 𝑄̅11

(𝑘)

𝑄̅12
(𝑘)

0
0

𝑄̅16
(𝑘)

𝑄̅12
(𝑘)

𝑄̅22
(𝑘)

0
0

𝑄̅26
(𝑘)

0
0

𝑄̅44
(𝑘)

𝑄̅45
(𝑘)

0

0
0

𝑄̅45
(𝑘)

𝑄̅55
(𝑘)

0

𝑄̅16
(𝑘)

𝑄̅26
(𝑘)

0
0

𝑄̅66
(𝑘)

]
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 

{
 
 

 
 

𝜀𝑥

𝜀𝑦

𝛾𝑦𝑧

𝛾𝑥𝑧

𝛾𝑥𝑦}
 
 

 
 

−

{
 
 

 
 𝛼𝑥

(𝑘)
Δ𝑇 + 𝛽𝑥

(𝑘)
Δ𝑐

𝛼𝑦
(𝑘)

Δ𝑇 + 𝛽𝑦
(𝑘)

Δ𝑐

0
0

𝛼𝑥𝑦
(𝑘)

Δ𝑇 + 𝛽𝑥𝑦  
(𝑘)

Δ𝑐}
 
 

 
 

]
 
 
 
 
 

 

(4) 

بالا   رابطه  در  سفتی کاهش  𝑄̅𝑖𝑗که  ماتریس  تبدیل ضرایب  یافته 
𝛼𝑖و    ]۲۲،  ۱۹[شده  

(𝑘)
, 𝛽𝑖

(𝑘)
 𝑖 = 𝑥, 𝑦, 𝑥𝑦 نم انبساط  گرمایی ضرایب 

,Δ𝑇(، 4هستند. در رابطه )  ]2۳[یافته  تبدیل Δ𝑐   مقدار تغییر دما و
 رطوبت نسبت به مقدار مرجع هستند.  

انتگرال منتجه  مبنای  بر  تنش  مولفه های  از  در گیری  تنش  های 
 شوند:راستای ضخامت ورق، به صورت زیر تعریف می

[𝑁𝑥 𝑁𝑦 𝑁𝑥𝑦 𝑄𝑥 𝑄𝑦]

= ∫ [𝜎𝑥 𝜎𝑦
𝜎𝑥𝑦 𝜎𝑥𝑧 𝜎𝑦𝑧]

ℎ
2

−
ℎ
2

𝑑𝑧 

(5) 

[𝑀𝑥 𝑀𝑦 𝑀𝑥𝑦] = ∫ [𝜎𝑥 𝜎𝑦 𝜎𝑥𝑦] 𝑧

ℎ
2

−
ℎ
2

𝑑𝑧 

( و قرار دادن نتیجه آن 4( در رابطه )3( و )2با جایگذاری روابط )
ها و انحنای سطح  های تنش برحسب کرنش (، منتجه5در رابطه )

 آید. میانی به صورت زیر به دست می
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[
 
 
 
 
 
 
𝑁𝑥

𝑁𝑦

𝑁𝑥𝑦

𝑀𝑥

𝑀𝑦

𝑀𝑥𝑦]
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
𝐴11

𝐴12

𝐴16

𝐵11

𝐵12

𝐵16

𝐴12

𝐴22

𝐴26

𝐵12

𝐵22

𝐵26

𝐴16

𝐴26

𝐴66

𝐵16

𝐵26

𝐵66

𝐵11

𝐵12

𝐵16

𝐷11

𝐷12

𝐷16

𝐵12

𝐵22

𝐵26

𝐷12

𝐷22

𝐷26

𝐵16

𝐵26

𝐵66

𝐷16

𝐷26

𝐷66]
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
𝜀𝑥0
𝜀𝑦0

𝛾𝑥𝑦0

𝜅𝑥
𝜅𝑦

𝜅𝑥𝑦 ]
 
 
 
 
 

−

[
 
 
 
 
 
 
𝑁𝑥

𝑇

𝑁𝑦
𝑇

𝑁𝑥𝑦
𝑇

𝑀𝑥
𝑇

𝑀𝑦
𝑇

𝑀𝑥𝑦
𝑇

]
 
 
 
 
 
 

−

[
 
 
 
 
 
 
𝑁𝑥

𝑐

𝑁𝑦
𝑐

𝑁𝑥𝑦
𝑐

𝑀𝑥
𝑐

𝑀𝑦
𝑐

𝑀𝑥𝑦
𝑐

]
 
 
 
 
 
 

 

(6) 

[
𝑄𝑥

𝑄𝑦
] = [

𝐴55 𝐴45

𝐴45 𝐴44
] [

𝛾𝑥𝑧0

𝛾𝑦𝑧0
] 

های های سفتی ورق چندلایه و منتجه که در آن عناصر ماتریس 
 آید.  گرمایی به صورت زیر به دست مینم

(7 ) 

𝐴𝑖𝑗 = ∑𝑄̅𝑖𝑗
(𝑘)(ℎ𝑘 − ℎ𝑘−1)

𝑁

𝑘=1

 ;   𝑖, 𝑗 = 1,2,6 

𝐵𝑖𝑗 =
1

2
∑𝑄̅𝑖𝑗

(𝑘)(ℎ𝑘
2 − ℎ𝑘−1

2 )

𝑁

𝑘=1

 ;   𝑖, 𝑗 = 1,2,6 

𝐷𝑖𝑗 =
1

3
∑𝑄̅𝑖𝑗

(𝑘)(ℎ𝑘
3 − ℎ𝑘−1

3 )

𝑁

𝑘=1

 ;   𝑖, 𝑗 = 1,2,6 

𝐴𝑖𝑗 = 𝐾𝑠 ∑𝑄̅𝑖𝑗
(𝑘)(ℎ𝑘 − ℎ𝑘−1)

𝑁

𝑘=1

 ;   𝑖, 𝑗 = 4,5 

[𝑁𝑥
𝑇 𝑀𝑥

𝑇]

= Δ𝑇 ∑(𝑄̅11
(𝑘)

𝛼𝑥
(𝑘)

+ 𝑄̅12
(𝑘)

𝛼𝑦
(𝑘)

𝑁

𝑘=1

+ 𝑄̅16
(𝑘)

𝛼𝑥𝑦
(𝑘)

) [(ℎ𝑘 − ℎ𝑘−1)
(ℎ𝑘

2 − ℎ𝑘−1
2 )

2
] 

[𝑁𝑦
𝑇 𝑀𝑦

𝑇]

= Δ𝑇 ∑(𝑄̅12
(𝑘)

𝛼𝑥
(𝑘)

+ 𝑄̅22
(𝑘)

𝛼𝑦
(𝑘)

𝑁

𝑘=1

+ 𝑄̅26
(𝑘)

𝛼𝑥𝑦
(𝑘)

) [(ℎ𝑘 − ℎ𝑘−1)
(ℎ𝑘

2 − ℎ𝑘−1
2 )

2
] 

[𝑁𝑥𝑦
𝑇 𝑀𝑥𝑦

𝑇 ]

= Δ𝑇 ∑(𝑄̅16
(𝑘)

𝛼𝑥
(𝑘)

+ 𝑄̅26
(𝑘)

𝛼𝑦
(𝑘)

𝑁

𝑘=1

+ 𝑄̅66
(𝑘)

𝛼𝑥𝑦
(𝑘)

) [(ℎ𝑘 − ℎ𝑘−1)
(ℎ𝑘

2 − ℎ𝑘−1
2 )

2
] 

[𝑁𝑥
𝑐 𝑀𝑥

𝑐]

= ∑(𝑄̅11
(𝑘)

𝛽𝑥
(𝑘)

+ 𝑄̅12
(𝑘)

𝛽𝑦
(𝑘)

𝑁

𝑘=1

+ 𝑄̅16
(𝑘)

𝛽𝑥𝑦
(𝑘)

) (∫ [1 𝑧] Δ𝑐 𝑑𝑧
ℎ𝑘

ℎ𝑘−1

) 
[𝑁𝑦

𝑐 𝑀𝑦
𝑐]

= ∑(𝑄̅12
(𝑘)

𝛽𝑥
(𝑘)

+ 𝑄̅22
(𝑘)

𝛽𝑦
(𝑘)

𝑁

𝑘=1

+ 𝑄̅26
(𝑘)

𝛽𝑥𝑦
(𝑘)

) (∫ [1 𝑧] Δ𝑐 𝑑𝑧
ℎ𝑘

ℎ𝑘−1

) 
[𝑁𝑥𝑦

𝑐 𝑀𝑥𝑦
𝑐 ]

= ∑(𝑄̅16
(𝑘)

𝛽𝑥
(𝑘)

+ 𝑄̅26
(𝑘)

𝛽𝑦
(𝑘)

𝑁

𝑘=1

+ 𝑄̅66
(𝑘)

𝛽𝑥𝑦
(𝑘)

) (∫ [1 𝑧] Δ𝑐 𝑑𝑧
ℎ𝑘

ℎ𝑘−1

) 

 

بالا   رابطه  در  توزیع   𝐾𝑠که  فرض  به  مربوط  برشی  تصحیح  ضریب 
یکنواخت تنش برشی در نظریه تغییر شکل برشی مرتبه اول است 

5و در اینجا مقدار   (، 7. در رابطه )]19،۲۴[شود  برای آن فرض می   ⁄6
ℎ𝑘  دهنده فاصله لبه بالای لایه نشان𝑘- ( ام با سطح میانی𝑧 = 0 )

چینی متقارن به علت صفر شدن عناصر ماتریس  است. در حالت لایه
,𝑁𝑥ای های نیروی درون صفحه ، منتجه𝐵𝑖𝑗سفتی  𝑁𝑦, 𝑁𝑥𝑦  در رابطه

 های منتجه   و   میانی  لایه  ای صفحهدرون   جایی( وابسته به جابه6)
 چینیچنین در حالت لایه هم.  هستند  ورق  انحنای   به  وابسته  ممان

منتجه  در صورتیکه متقارن،  نیز صفر هستند.  حرارتی  ممان  های 
مقدار شدت رطوبت در بالا و پایین ورق یکسان باشد، توزیع متقارن  

های ممان  دهد که منتجه( نتیجه می7رطوبت در ورق در رابطه )
نیز در حالت لایه بود.رطوبتی  در این   چینی متقارن صفر خواهند 

ای از خمش ورق جدا خواهد صفحه صورت معادلات حرکت درون 
  شود. گرمایی موجب خمش ورق نمیبود و شرایط نم 
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تحلیلی  و  دقیق  صورت  به  ورق  تحلیل خمش  اینکه  به  توجه  با 
است  محدود به شرایط تکیه از روش ]19[گاهی خاصی  اینجا  در   ،

و   ریتز  نیمه شناخته شده  انرژی    ]2۶-2۵[تحلیلی  اصل حداقل  و 
شود. بنابراین انرژی پتانسیل، برای بررسی خمش ورق استفاده می 

کل پتانسیل ورق، شامل انرژی کرنشی و کار بار عرضی به صورت  
 .]2۳[شود زیر استفاده می 

𝑈 =
1

2
∫∫∫ [𝜎𝑥(𝜀𝑥 − 𝛼𝑥Δ𝑇 − 𝛽𝑥Δ𝑐)

ℎ
2

−
ℎ
2

𝑏

0

𝑎

0

+ 𝜎𝑦(𝜀𝑦 − 𝛼𝑦Δ𝑇 − 𝛽𝑦Δ𝑐)

+ 𝜎𝑥𝑧𝛾𝑥𝑧 + 𝜎𝑦𝑧𝛾𝑦𝑧 

        +𝜎𝑥𝑦(𝛾𝑥𝑦 − 𝛼𝑥𝑦Δ𝑇 − 𝛽𝑥𝑦Δ𝑐)]𝑑𝑧𝑑𝑦𝑑𝑥

− ∫∫ 𝑞𝑤 𝑑𝑦𝑑𝑥
𝑏

0

𝑎

0

 

(8 ) 

گیری در جهت ضخامت در رابطه ( و انتگرال2با استفاده از رابطه )
تعریف  8) از  استفاده  و  )منتجه (  رابطه  در  تنش  انرژی  5های   ،)

 آید:پتانسیل ورق به صورت زیر در می 

𝑈 =
1

2
 ∫∫ [𝑁𝑥𝜀𝑥0 + 𝑀𝑥𝜅𝑥 + 𝑁𝑦𝜀𝑦0

𝑏

0

𝑎

0

+ 𝑀𝑦𝜅𝑦

+ 𝑄𝑥𝛾𝑥𝑧0 + 𝑄𝑦𝛾𝑦𝑧0 + 𝑁𝑥𝑦𝛾𝑥𝑦0 

        +𝑀𝑥𝑦𝜅𝑥𝑦0 − (𝑁𝑥
𝑇 + 𝑁𝑥

𝑐)𝜀𝑥0 − (𝑀𝑥
𝑇 + 𝑀𝑥

𝑐)𝜅𝑥

− (𝑁𝑦
𝑇 + 𝑁𝑦

𝑐)𝜀𝑦0

− (𝑀𝑦
𝑇 + 𝑀𝑦

𝑐)𝜅𝑦 

        −(𝑁𝑥𝑦
𝑇 + 𝑁𝑥𝑦

𝑐 )𝛾𝑥𝑦0 − (𝑀𝑥𝑦
𝑇 + 𝑀𝑥𝑦

𝑐 )𝜅𝑥𝑦]𝑑𝑦𝑑𝑥

− ∫∫ 𝑞𝑤 𝑑𝑦𝑑𝑥
𝑏

0

𝑎

0

 

        + 𝐶𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 𝑇𝑒𝑟𝑚𝑠  

 

(9 ) 

گیری از برخی جملات شامل  (، از انتگرال9ثابت در رابطه )  جملات
اینکه تغییرات  آیند.  گرمایی به دست میتغییرات نم  با توجه به 

و  انرژی   موثر است  مکانیکی  سامانه  رفتار یک  در  این  پتانسیل 
گیری از انرژی  در اعمال روش ریتز به علت مشتق  ثابت   جملات
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می حذف  ندارند  ؛گردندپتانسیل  ورق  شکل  تغییر  در  . تاثیری 
برای محاسبه انرژی  شوند.  ( و در ادامه ذکر نمی9در رابطه )  بنابراین

مولفه  برحسب  جابهپتانسیل  میدان  ورق، کرنش های  و  جایی  ها 
(، همراه با نتیجه آن  6( در رابطه )3انحنای سطح میانی از رابطه )

 شود که نتیجه نهایی عبارتست از:( جایگذاری می9در رابطه )

(10) 

𝑈 = ∫∫ [
1

2
𝐴11 (

𝜕𝑢0

𝜕𝑥
)

2

+ 𝐴12

𝜕𝑢0

𝜕𝑥

𝜕𝑣0

𝜕𝑦

𝑏

0

𝑎

0

+ 𝐴16

𝜕𝑢0

𝜕𝑥
(
𝜕𝑢0

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣0

𝜕𝑥
)

+
1

2
𝐴22 (

𝜕𝑣0

𝜕𝑦
)

2

        

+ 𝐴26

𝜕𝑣0

𝜕𝑦
(
𝜕𝑢0

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣0

𝜕𝑥
)

+
1

2
𝐴66 (

𝜕𝑢0

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣0

𝜕𝑥
)

2

+
1

2
𝐴44  (

𝜕𝑤0

𝜕𝑦
+ 𝜓𝑦)

2

+ 𝐴45 (
𝜕𝑤0

𝜕𝑥
+ 𝜓𝑥) (

𝜕𝑤0

𝜕𝑦
+ 𝜓𝑦)

+
1

2
𝐴55 (

𝜕𝑤0

𝜕𝑥
+ 𝜓𝑥)

2

+ 𝐵11

𝜕𝑢0

𝜕𝑥

𝜕𝜓𝑥

𝜕𝑥
+ 𝐵22

𝜕𝑣0

𝜕𝑦

𝜕𝜓𝑦

𝜕𝑦

+ 𝐵12 (
𝜕𝜓𝑦

𝜕𝑦

𝜕𝑢0

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣0

𝜕𝑦

𝜕𝜓𝑥

𝜕𝑥
)

+ 𝐵16 (
𝜕𝑢0

𝜕𝑥
(
𝜕𝜓𝑥

𝜕𝑦
+

𝜕𝜓𝑦

𝜕𝑥
)

+
𝜕𝜓𝑥

𝜕𝑥
(
𝜕𝑢0

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣0

𝜕𝑥
))

+ 𝐵26 (
𝜕𝑣0

𝜕𝑦
(
𝜕𝜓𝑥

𝜕𝑦
+

𝜕𝜓𝑦

𝜕𝑥
)

+
𝜕𝜓𝑦

𝜕𝑦
(
𝜕𝑢0

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣0

𝜕𝑥
))

+ 𝐵66 (
𝜕𝑢0

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣0

𝜕𝑥
)(

𝜕𝜓𝑥

𝜕𝑦

+
𝜕𝜓𝑦

𝜕𝑥
)

+ 𝐷26

𝜕𝜓𝑦

𝜕𝑦
(
𝜕𝜓𝑥

𝜕𝑦
+

𝜕𝜓𝑦

𝜕𝑥
) 

+
1

2
𝐷66 (

𝜕𝜓𝑥

𝜕𝑦
+

𝜕𝜓𝑦

𝜕𝑥
)

2

−
𝜕𝑢0

𝜕𝑥
(𝑁𝑥

𝑇 + 𝑁𝑥
𝑐)  

−
𝜕𝑣0

𝜕𝑦
(𝑁𝑦

𝑇 + 𝑁𝑦
𝑐)

−
𝜕𝜓𝑦

𝜕𝑦
(𝑀𝑦

𝑇 + 𝑀𝑦
𝑐)

−
𝜕𝜓𝑥

𝜕𝑥
(𝑀𝑥

𝑇 + 𝑀𝑥
𝑐)

− (
𝜕𝑢0

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣0

𝜕𝑥
) (𝑁𝑥𝑦

𝑇 + 𝑁𝑥𝑦
𝑐 )

− (
𝜕𝜓𝑥

𝜕𝑦
+

𝜕𝜓𝑦

𝜕𝑥
) (𝑀𝑥𝑦

𝑇

+ 𝑀𝑥𝑦
𝑐 )] 𝑑𝑦𝑑𝑥

− ∫∫ 𝑞𝑤0 𝑑𝑦𝑑𝑥
𝑏

0

𝑎

0

 

 

ریتز، میدان جابه و  در روش  از توابعی مستقل  استفاده  با  جایی 
زده   ]2۵[کامل   تقریب  ارضاء کند،  را  هندسی  مرزی  شرایط  که 

، ]2۷[ای چبیشف  شود. در اینجا بر مبنای استفاده از چندجمله می
 شوند:توابع حدس به صورت زیر انتخاب می

𝑢0(𝑥, 𝑦) = 𝜙1(𝑥, 𝑦)∑ ∑ 𝑐1𝑖𝑗  𝑇𝑖−1(𝑥̅)𝑇𝑗−1(𝑦̅)
𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1
 

(11 ) 

𝑣0(𝑥, 𝑦) = 𝜙2(𝑥, 𝑦)∑ ∑ 𝑐2𝑖𝑗  𝑇𝑖−1(𝑥̅)𝑇𝑗−1(𝑦̅)
𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1
 

𝑤0(𝑥, 𝑦) = 𝜙3(𝑥, 𝑦)∑ ∑ 𝑐3𝑖𝑗  𝑇𝑖−1(𝑥̅)𝑇𝑗−1(𝑦̅)
𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1
 

𝜓𝑥(𝑥, 𝑦) = 𝜙4(𝑥, 𝑦)∑ ∑ 𝑐4𝑖𝑗  𝑇𝑖−1(𝑥̅)𝑇𝑗−1(𝑦̅)
𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1
 

𝜓𝑦(𝑥, 𝑦) = 𝜙5(𝑥, 𝑦)∑ ∑ 𝑐5𝑖𝑗  𝑇𝑖−1(𝑥̅)𝑇𝑗−1(𝑦̅)
𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1
 

𝑥̅بعد  ( از متغیرهای بی11در رابطه ) =
2𝑥

𝑎
− 1, 𝑦̅ =

2𝑦

𝑏
− استفاده  1

ای جبیشف نوع اول از درجه جمله دهنده چندنشان  (…)𝑇𝑖شده و  
ام  − 𝑖   مجهول ضرایب  𝑐𝑞𝑖𝑗است.   , 𝑞 = 1,2, . . . روش  5, مبنای  بر 

می دست  به  پتانسیل  انرژی  کردن  حداقل  و  توابع  ریتز  آیند. 
𝜙𝑞(𝑥, 𝑦), 𝑞 = 1,2, . . . ,5 ( رابطه  مرزی  11در  شرایط  ارضای  برای   ،)

 شوند:هندسی در چهار لبه ورق و به صورت کلی زیر انتخاب می 

(12) 𝜙𝑞(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑑1𝑞(𝑎 − 𝑥)𝑑2𝑞𝑦𝑑3𝑞(𝑏 − 𝑦)𝑑4𝑞 ,

𝑞 = 1,2,… ,5 
(، وابسته به وجود شرط مرزی هندسی برای 12در رابطه ) 𝑑𝑖𝑞توان  
یک جابه  مولفه  یا  صفر  صورت  به  موردنظر،  لبه  در  مربوط  جایی 

می  نظریه  انتخاب  مبنای  بر  ورق  برای  مرزی  شرایط  شود. 
،  ۱۹[تغییرشکل برشی مرتبه اول به صورت زیر شناخته شده است  

۲۳[ . 
گیردار  لبه  𝑢0 = 𝑣0 = 𝑤0 = 𝜓𝑥 = 𝜓𝑦 = 0 

(13)  

 𝑥 = = 𝑎 ;  𝑦 یا 0   𝑏 یا 0 

   

𝑣0  لبه ساده = 𝑤0 = 𝜓𝑦 = 0 
 𝑁𝑥, 𝑀𝑥 =  معلوم 

𝑥 =  𝑎 یا 0 

 𝑢0 = 𝑤0 = 𝜓𝑥 = 0 

𝑁𝑦 , 𝑀𝑦 =  معلوم 

𝑦 =  𝑏 یا 0 

   

𝑁𝑥 لبه آزاد  , 𝑁𝑥𝑦 , 𝑄𝑥, 𝑀𝑥, 𝑀𝑥𝑦

=  معلوم 

𝑥 =  𝑎 یا 0 

 𝑁𝑦, 𝑁𝑥𝑦, 𝑄𝑦, 𝑀𝑦,𝑀𝑥𝑦

=  معلوم 

𝑦 =  𝑏 یا 0 

گاه ساده برای تکیه Sگاه گیردار، حرف برای تکیه Cحرف  در ادامه از  
نوشت چهارحرفی برای بیان شرایط  یک کوتهبرای لبه آزاد و   Fو 

لبه تکیه در  = 𝑥های  گاهی   0, 𝑦 =  0, 𝑥 =  𝑎 , 𝑦 =  𝑏    استفاده  
تکیهمی شرایط  مثال  برای  می  CFSCگاهی  شود.  لبه نشان  دهد 

𝑥 = لبه   0  = 𝑦گیردار،  لبه   0  = 𝑥آزاد،   𝑎  لبه  تکیه و  ساده  گاه 
𝑦 =  𝑏   .بنابراین با توجه به شرایط مرزی هندسی ذکر  گیردار است

,𝜙𝑞(𝑥(، توابع 13شده در رابطه ) 𝑦)  گاهی به  برای این شرایط تکیه
 صورت زیر است:
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(41)  

𝜙2(𝑥, 𝑦)

= 𝑥(𝑎 − 𝑥)(𝑏 − 𝑦) 

𝜙1(𝑥, 𝑦) = 𝑥(𝑏 − 𝑦) 

𝜙4(𝑥, 𝑦)

= 𝑥(𝑏 − 𝑦) 
𝜙3(𝑥, 𝑦) = 𝑥(𝑎 − 𝑥)(𝑏 − 𝑦) 

 𝜙5(𝑥, 𝑦) = 𝑥(𝑎 − 𝑥)(𝑏 − 𝑦) 

در رابطه  𝑐𝑞𝑖𝑗بر مبنای اصل حداقل انرژی پتانسیل، ضرایب مجهول 
 گردند.  (، از معادلات زیر تعیین می11)

(15) 
𝜕𝑈

𝜕𝑐𝑞𝑖𝑗

= 0, 𝑞 = 1,2,… ,5;   𝑖 = 1,2,… ,𝑚;   𝑗

= 1,2, … , 𝑛 
5تعداد   ∙ 𝑚 ∙ 𝑛  می را  بالا  زیر  معادله  ماتریسی  صورت  به  توان 
 نوشت. 

(16) 
[
 
 
 
 

𝐾𝑢𝑢

(𝐾𝑢𝑣)𝑡

0
(𝐾𝑢𝜓𝑥)𝑡

(𝐾𝑢𝜓𝑦)
𝑡

𝐾𝑢𝑣

𝐾𝑣𝑣

0
(𝐾𝑣𝜓𝑥)𝑡

(𝐾𝑣𝜓𝑦)
𝑡

0
0

𝐾𝑤𝑤

(𝐾𝑤𝜓𝑥)𝑡

(𝐾𝑤𝜓𝑦)
𝑡

𝐾𝑢𝜓𝑥

𝐾𝑣𝜓𝑥

𝐾𝑤𝜓𝑥

𝐾𝜓𝑥𝜓𝑥

(𝐾𝜓𝑥𝜓𝑦)
𝑡

𝐾𝑢𝜓𝑦

𝐾𝑣𝜓𝑦

𝐾𝑤𝜓𝑦

𝐾𝜓𝑥𝜓𝑦

𝐾𝜓𝑦𝜓𝑦]
 
 
 
 

. 

[
 
 
 
 
𝑋𝑢

𝑋𝑣

𝑋𝑤

𝑋𝜓𝑥

𝑋𝜓𝑦]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
𝐹𝑢

𝐹𝑣

𝐹𝑤

𝐹𝜓𝑥

𝐹𝜓𝑦]
 
 
 
 

 

.)که در آن   )𝑡  نشان دهنده ترانهاده یک ماتریس است و 

(17) 

𝑋𝑢 = [𝑐111, 𝑐112, … , 𝑐11𝑛, 𝑐121,… , 𝑐1𝑚𝑛]𝑡 
𝑋𝑣 = [𝑐211, 𝑐212,… , 𝑐21𝑛 , 𝑐221, … , 𝑐2𝑚𝑛]𝑡 
𝑋𝑤 = [𝑐311, 𝑐312, … , 𝑐31𝑛, 𝑐321,… , 𝑐3𝑚𝑛]𝑡 
𝑋𝜓𝑥

= [𝑐411, 𝑐412,… , 𝑐41𝑛 , 𝑐421, … , 𝑐4𝑚𝑛]
𝑡 

𝑋𝜓𝑦
= [𝑐511, 𝑐512,… , 𝑐51𝑛 , 𝑐521, … , 𝑐5𝑚𝑛]

𝑡 

سفتی  زیرماتریس  ;𝐾𝑒𝑓های   𝑒, 𝑓 ∈ {𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝜓𝑥, 𝜓𝑦}   رابطه در 
ابعاد  ۱6) با  و   )(𝑚 ∙ 𝑛) ∙ (𝑚 ∙ 𝑛) شده ارايه  پیوست  عناصر  در  اند. 

( رابطه  در  نیرو  و  ۱6ماتریس  عرضی  مکانیکی  بار  به  وابسته   )
 اند.  شوند و در پیوست بیان شدهگرمایی محاسبه میتغییرات نم

لایه نمدر حالت  شرایط  و  متقارن  مطابق  چینی  متقارن،  گرمایی 
(، صفر  7( و ) 6برای معادلات )  1-2توضیحات ارایه شده در بخش  

گرمایی باعث صفر شدن عناصر ماتریس های ممان نمبودن منتجه
𝐹𝜓𝑥های  نیرو 

, 𝐹𝜓𝑦
مبنای  می  بر  مساله  تحلیل  به  توجه  با  گردد. 

فقط وابسته  𝐹𝑤نظریه الاستیسیته خطی، عناصر ماتریس نیروی  
می مکانیکی  عرضی  بار  لایهبه  حالت  در  بنابراین  چینی باشند. 

نم شرایط  و  از شرایط  متقارن  تاثیری  ورق  خیز  متقارن،  گرمایی 
پذیرد و به همین دلیل در بخش سوم فقط ورق با  گرمایی نمینم
 گردد.  چینی نامتقارن بررسی می لایه
 

 توزیع رطوبت   - 3-2
بخش   در  که  ورق    1-2همانطور  روی  بر  حرارتی  بار  شده،  اشاره 

بصورت اختلاف دمای ثابت نسبت به محیط است. بنابراین دمای  
نسبت به دمای مرجع محیط  𝑇∆سطح بالا و پایین ورق به مقدار 

𝑇0  متفاوت است. در مورد بار رطوبتی، ورق در ابتدا تحت شدت
و سپس به عنوان شرایط مرزی در معرض شدت  𝐶𝑖رطوبت ثابت  
𝑧در سطح بالا )  𝐶𝑡رطوبت ثابت   = ℎ  𝐶𝑏( و شدت رطوبت ثابت  ⁄2

قرار می پایین ورق  گیرد. برای محاسبه نفوذ رطوبت در در سطح 

ای برای راستای ضخامت ورق از معادله فیک، که به طور گسترده
مانند  پلیمری  در مورد مواد مرکب زمینه  رطوبت  نفوذ  مدلسازی 

، به صورت زیر استفاده  ] 21،  2۸-2۹[  اپوکسی به کار گرفته شده
 شود: می

𝜕𝐶

𝜕𝑡
= 𝐷

𝜕2𝐶

𝜕𝑧2
,      −ℎ 2⁄ < 𝑧 < ℎ 2⁄ ,      𝐶(ℎ 2, 𝑡⁄ ) = 𝐶𝑡,  

𝐶(−ℎ 2, 𝑡⁄ ) = 𝐶𝑏;   𝐶(𝑧, 0) = 𝐶𝑖 
(18) 

𝐷 ( نشان۱8در رابطه ) دهنده ضریب نفوذ رطوبت در ماده بوده که
از رابطه آرنیوس برای   .]20[شدیدا به دما وابسته است   در اینجا 

 .]۳۰[شود به دما به صورت زیر استفاده می 𝐷بیان وابستگی 

𝐷 = 𝐷0 exp(−
𝑅

𝑇
) (19) 

( رابطه  در  ,𝐷0(  ۱9که  𝑅   و بوده  ثابتی  دما  نشان    𝑇اعداد  دهنده 
صورت   به  حرارتی  بار  فرض  به  توجه  با  است.  کلوین  برحسب 

مقدار   ثابت،  دمای  دمای  𝐷تغییرات  هر  در  ثابت  عددی  نیز 
( به صورت  ۱8حل معادله )با این فرضیات،  مشخص خواهد بود.  

 .]۳۱[زیر است 

(20) 

𝐶(𝑧, 𝑡)

= (𝐶𝑡 − 𝐶𝑏)(
𝑧

ℎ
+

1

2
) + 𝐶𝑏

+
4𝐶𝑖

𝜋
∑

𝑒−𝐷(2𝑛+1)2𝜋2𝑡 ℎ2⁄

2𝑛 + 1
𝑠𝑖𝑛 (𝜋(2𝑛 + 1)(

𝑧

ℎ
+

1

2
))

∞

𝑛=0

 

                +
2

𝜋
∑

𝐶𝑡 𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜋) − 𝐶𝑏

𝑛
𝑒−𝐷𝑛2𝜋2𝑡 ℎ2⁄

∞

𝑛=1

𝑠𝑖𝑛 (𝑛𝜋(
𝑧

ℎ

+
1

2
)) 

( برای 20توزیع نفوذ رطوبت به صورت سری بیان شده در رابطه )
برای زمانهای غیرکوچک به سرعت همگرا میزمان و  های شود 

𝐷𝑡اولیه، 

ℎ2
< تر  ( برحسب تابع خطا مناسب۱8؛ پاسخ معادله ) 0.01

 .  ]۳۱[است 

 نتایج و تحلیل  - 3
از معادلات و روش حل توسعه داده شده  در این بخش با استفاده

های عددی متعدد حل و اثرات عوامل مختلف  در بخش قبل، مثال 
شود.  گرمایی بررسی میبر خیز ورق تحت بار مکانیکی عرضی و نم

گذاری ارایه و سپس اثر عوامل مختلف  برای این منظور ابتدا صحه 
 شود. بررسی می

 
 گذاری صحه   - 1-3

صحه در برای  شده  داده  توسعه  معادلات  و  حل  روش  گذاری 
چینی متعامد تحت  های قبلی، خیز یک ورق مربعی با لایهبخش

𝐶∆بار رطوبتی پایا به میزان  =   ]3۲[محاسبه شده و با مرجع   1.5%
گاهی ورق در هر چهار لبه به صورت  شود. شرایط تکیه مقایسه می

ابعاد  تکیه است.  ساده  ورق  گاه  𝑎هندسی  ℎ⁄ = ℎو   20 = 1 𝑚𝑚  ؛
سفتی   𝐸1خواص  = 130 𝐺𝑃𝑎, 𝐸2 = 8.5 𝐺𝑃𝑎, 𝐺12 = 6 𝐺𝑃𝑎, 𝜐12 =

و ضرایب انبساط رطوبتی در راستای الیاف و عمود بر الیاف  0.3
𝛽1برابر   = 0 

1

%
, 𝛽2 = 4.4 × 10−3 1

%
دو   در  ورق  عرضی  خیز  است. 

  4[0/90]و هشت لایه  [0/90]با دو لایه  متعامد چینیحالت لایه
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(a ) 

 

(b ) 

جابه   1  شکل  ورقتغییرات  عرضی  طولی  جایی  راستای  از    در  ناشی 
 4[0/90]، ب(  [0/90]تغییرات رطوبت، الف(  

Fig. 1 The variation of transverse displacement due to moisture along 

the x-axis, (a): [0/90], (b): [0/90]4   

𝑚تعداد جملات   در وسط ورق با = 𝑛 = 𝑚و  9 = 𝑛 = در روش  11
مقایسه شده است. با توجه    ]۳۲[و با مرجع  ریتز حل شده است  

از خیز   نیمی  فقط  تقارن خیز ورق،  در  ورق  به  در راستای طولی 
𝑎−با فرض    1شکل   2⁄ ≤ 𝑥 ≤ 𝑎 همانطور که در    رسم شده است. ⁄2
می  1شکل   و  مشاهده  بوده  کم  مرجع  با  نتایج  اختلاف  شود 

با توجه به   چنینهم  تواند ناشی از تفاوت در روش حل باشد.می
در شکل   داده شده  نشان  مناسب  ادامه  1همگرایی  در  از تعداد  ، 

𝑚 = 𝑛 =    .جمله در روش ریتز استفاده شده است   11
 

 اثر نسبت طول به عرض ورق   - 2-3
گرمایی  نمدر ادامه اثر عوامل مختلف بر خیز ورق تحت شرایط        

 شود. جنس ماده ورق از ماده مرکب گرافیت/اپوکسی بررسی می

 
(a ) 

 
(b ) 

توزیع    2شکل   ب(  زمان،  برحسب  ورق  وسط  در  رطوبت  شدت  الف( 
 رطوبت در جهت ضخامت در چندین زمان 

Fig. 2 (a) Moisture concentration in the mid-surface versus time, (b) 

moisture distribution through the thickness for some times 

 
یکی                 اص مکان 𝐸1  ]3۳[با خو = 181 GPa, 𝐸2 = 𝐸3 =

10.3 GPa, 𝜐12 = 0.28, 𝐺12 = 𝐺13 = 7.17 GPa,𝐺23 = 2.39 GPa      و
𝛼1گرمایی      ضرایب انبساط نم              = 0.02 × 10−6 𝐾⁄ , 𝛼2 =

22.5 × 10−6 𝐾⁄ , 𝛽1 = 0 
1

%
, 𝛽2 = 6 × 10−3 1

%
است. ورق تحت          

𝐷0با فرض  شرایط رطوبتی  = 6.23 𝑚𝑚2𝑠−1, 𝑅 = 5912 𝐾 ]3۴[   در
گاهی ورق به    شود. در این بخش شرایط تکیه       نظر گرفته می 

و  [45/90−/0/45]چینی گاه ساده، لایه  صورت چهار طرف تکیه  
𝑏ابعاد هندسی ورق به صورت       ℎ⁄ = 20, ℎ = 0.02 𝑚    است. در

ه محیط                    ولی در دمای ا تدا  𝑇0بارگذاری حرارتی، ورق اب =

220𝐶 (295 𝐾)    است و سپس به میزانΔ𝑇 = 680𝐶 شود.   گرم می
ر شرایط مرزی رطوبتی       در بارگذاری رطوبتی، مگر در بخش اث
نامتقارن، ورق ابتدا خشک است و سپس در معرض شدت             

𝐶𝑏رطوبت   = 𝐶𝑡 =  گیرد. قرار می 1%
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در راستای برای شناخت بیشتر   رطوبت  توزیع  رطوبتی،  بارگذاری 
ضخامت ورق برای چندین زمان مختلف و مقدار شدت رطوبت در  

𝑡̅بعد  وسط ورق برحسب زمان بی = 𝐷𝑡 ℎ2⁄ نشان داده   2، در شکل
 شده است.  

شود با نفوذ رطوبت از بالا و  مشاهده می  2همانطور که در شکل  
پایین به داخل ورق، شدت رطوبت داخل ورق افزایش یافته و پس  

رسد. با توجه به حل ارایه  به حالت اشباع یا پایا می 𝑡𝑆𝑎𝑡از زمان  
نهایت است اما  (، زمان اشباع از نظر ریاضی، بی20شده در رابطه )

کشد تا شدت رطوبت در مرکز ورق به  در اینجا زمانی که طول می
گردد. حالت پایا برسد، به عنوان زمان اشباع تعریف می  %99مقدار  

𝑡𝑆𝑎𝑡در این مثال،  ≅ 0.5 ℎ2 𝐷 ≅ است. همانطور که انتظار   ⁄ 12سال
رود نفوذ رطوبت در مواد مرکب زمینه پلیمری فرآیندی بسیار می

صورت   به  تحلیل  اینجا  در  علت  همین  به  و  است  کند 
 MLنوشت  استاتیکی در نظر گرفته شده است. در ادامه از کوتاه شبه

- برای بارگذاری مکانیکی  TMLبرای اشاره به بارگذاری مکانیکی، 
HTMLحرارتی،  − tr نم همراه  مکانیکی  بارگذاری  در  برای  گرمایی 
𝑡زمان   = 𝑡𝑆𝑎𝑡 HTMLو   ⁄10 − st  همراه مکانیکی  بارگذاری  برای 

شود. مقدار شدت بار مکانیکی گرمایی در حالت پایا استفاده مینم
𝑞 = 0.1 MPa بعد شده شود و خیز ورق به صورت بیفرض می𝑤̅ =

𝐸2𝑤 (100𝑞𝑏)⁄ می به گزارش  طول  نسبت  اثر  بررسی  برای  شود. 
بعد شده ورق با سه نسبت طول به عرض بر خمش ورق، خیز بی 

𝑎عرض   𝑏⁄ = 1, 2, ؛ در دو راستای طولی و عرضی در میان ورق   4
 رسم شده است.  3در شکل 

شود، با افزایش نسبت طول مشاهده می  3همانطور که در شکل  
𝑎به عرض ورق از حالت مربعی به نسبت  𝑏⁄ = ، مقدار خیز ورق 2

از   𝑤̅در حالت مکانیکی  = 𝑤̅به   1.39 = اما افزایش می 2.76 یابد. 
𝑎با افزایش بیشتر به  𝑏⁄ = ، به علت هموار شدن خیز در راستای  4

شدن  کند. با اضافهطولی، مقدار خیز مرکز ورق تغییر چندانی نمی
شود که نسبت طول به  گرمایی، مشاهده میبارگذاری حرارتی و نم

عرض ورق نه تنها مقادیر عددی خیز ورق بلکه نحوه خمش ورق  
گرمایی باعث خمش قابل توجه ورق در دهد. بار نمرا نیز تغییر می 
لبه   𝑦نزدیکی  = 0, 𝑏   لبه و  مربعی  ورق  حالت  𝑥در  = 0, 𝑎  دو در 

های خمشی  تواند تنشحالت ورق مستطیلی شده است که می

بارگذاری   اثرات  بهتر  فهم  برای  ایجاد کند.  توجهی  قابل  موضعی 
گرمایی بر خیز ورق، مقدار خیز ناشی از بار حرارتی و حرارتی و نم

های   رطوبتی به صورت جداگانه در میانه عرضی ورق برای حالت 
𝑎 𝑏⁄ = 1,  نشان داده شده است.  4در شکل  4

شکل   کوتاه4در  و     TLنوشت  ،  حرارتی  را    HLبار  رطوبتی  بار 
می شکل  مشخص  در  که  همانطور  می  4کند.  شود، مشاهده 

افزایش نسبت طول به عرض ورق باعث تغییر کلی خیز ناشی از  
دهد  نشان می  4و  3شود. مقایسه شکل بار حرارتی و رطوبتی می

𝑎که خیز ناشی از بار رطوبتی در ورق با  𝑏⁄ = چندبرابر بزرگتر از   4
است. هم بار مکانیکی  از  ناشی  در شکل  خیز  مشخص    4چنین 

از زمان   رطوبتی پس  بار  از  ناشی  𝑡𝑆𝑎𝑡است که خیز  تواند می ⁄10
گر اهمیت بزرگتر از نیمی از خیز زمان اشباع رطوبتی باشد که نشان 

 تحلیل گذرا در بار رطوبتی است.
 

 اثر نسبت طول به ضخامت ورق   - 3-3

های ذکر شده در بخش قبل اما در این بخش ورق مربعی با ویژگی
𝑎های متفاوت  با ضخامت  ℎ⁄ = 10, 40, شود. برای  بررسی می 100

این منظور مقدار خیز ورق در میانه طولی و عرضی ورق برای دو  
𝑎ضخامت   ℎ⁄ = 10, بارگذاری  40 شکل  تحت  در  مختلف   5های 

𝑎چنین نتایج مربوط به ضخامت رسم شده است. هم ℎ⁄ = در  20
گردد. زمان اشباع نفوذ  بخش قبل ارایه شده و از آن استفاده می

رابطه   𝑡𝑆𝑎𝑡رطوبت،   بنابر  و  است  وابسته  ورق  ضخامت  𝑡𝑆̅𝑎𝑡به  =

𝐷𝑡𝑆𝑎𝑡 ℎ2⁄ ≅ ضخامت می 0.5 برای  رطوبت  اشباع  زمان  های توان 
 مختلف ورق را محاسبه کرد. 

دهد که با کاهش  نشان می  3و حالت ورق مربعی در شکل    5شکل  
ضخامت، مقدار خیز مکانیکی به دلیل کاهش سفتی ورق، افزایش 

می پیدا  توجهی  همقابل  در  کند.  مکانیکی  خیز  افزایش  چنین 
نم و  حرارتی  تغییر شکل  با  و   گرماییمقایسه  بوده  بسیار بیشتر 

𝑎باعث شده است که در حالت ورق نسبتا نازک   ℎ⁄ = ، تغییر  40
گرمایی نزدیک به تغییر شکل  نم -شکل کلی ورق در حالت مکانیکی

 مکانیکی ورق باشد. 
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(a ) 

  
(b ) 

  

(c ) 

𝑎خیز عرضی در دو راستای میانی ورق الف(    3شکل   𝑏⁄ = 𝑎؛ ب(  1 𝑏⁄ = 𝑎ج(     ؛2 𝑏⁄ = 4 
Fig. 3 Transverse deformation in the mid-line of the plate (a) 𝑎 𝑏⁄ = 1; (b) 𝑎 𝑏⁄ = 2; (c) 𝑎 𝑏⁄ = 4 
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(a ) (b ) 

𝑎خیز در راستای میانه عرضی ورق تحت بار حرارتی و رطوبتی الف(    4شکل   𝑏⁄ = 𝑎؛ ب(  1 𝑏⁄ = 4 
Fig. 4 Transverse deformation in the transverse mid-line of the plate under thermal and thermal and hygroscopic loads (a) 𝑎 𝑏⁄ = 1; (b) 𝑎 𝑏⁄ = 4 

 

نازک  ورق  برای  موضوع  𝑎این  ℎ⁄ = تغییر     100 و  است  شدیدتر 
نم در حالت  ورق  بسیار شکل  بار مکانیکی  با  در مقایسه  گرمایی 

کوچکتر است و به همین دلیل در اینجا نشان داده نشده است. در  
𝑎حالیکه برای ورق نسبتا ضخیم  ℎ⁄ = از  10 ، تغییر شکل ناشی 

بار رطوبتی بزرگتر از خیز مکانیکی است و تغییر شکل کلی ورق در  
گرمایی، کاملا متفاوت با حالت بارگذاری نیرو  نم -حالت مکانیکی

حالت است  در  حداکثر  خیز  مقادیر  کمی،  بررسی  برای  های  . 
نشان داده شده    1بارگذاری مکانیکی، حرارتی و رطوبتی در جدول  

رخ   ورق  وسط  در  مکانیکی  بار  اثر  در  خیز  حداکثر  مقدار  است. 
دهد اما تغییر شکل ناشی از بار حرارتی و رطوبتی مشابه شکل می
 .باشدالف می -5

جدول   می  1نتایج  در نشان  و  مربعی  ورق  حالت  برای  دهد که 
محدوده ضخامت بررسی شده، بیشینه خیز ناشی از بار مکانیکی  

دارد، مثلا با نصف شدن ضخامت مقدار حداکثر   ℎ3نسبت عکس با  
تقریبا   و   8خیز  حرارتی  بارگذاری  در حالت  اما  است.  برابر شده 

با  دارد، مثلا با نصف   ℎرطوبتی مقدار بیشینه خیز نسبت عکس 
تقریبا   خیز  حداکثر  مقدار  ضخامت  است.    2شدن  شده  برابر 

جدول  هم می  1چنین  در  تایید  رطوبتی  بار  از  ناشی  خیز  کند که 
تواند در مقایسه با خیز حالت پایدار، که کسری از زمان اشباع می

چنین  افتد، قابل توجه باشد. هممعمولا در زمان طولانی اتفاق می
نسبت خیز بیشینه در حالت رطوبتی گذرا به حداکثر خیز در حالت 
بررسی  مورد  محدوده  در  ورق  ضخامت  از  مستقل  پایا،  رطوبتی 

 است. 
 

 گاهی اثر شرایط تکیه   - 4-3
تکیه شرایط  با  ورق  خیز  بخش  این  صورت  در  به  مختلف  گاهی 

می  بررسی  آزاد  و  ساده  گیردار،  شرایط  از  خواص  ترکیبی  شود. 

است. بیشینه خیز ورق،    2-3هندسی و مادی ورق مشابه بخش 
بارگذاری  تحت  اندازه،  نظر  و از  حرارتی  مکانیکی،  مختلف  های 

گزارش شده    2گاهی مختلف در جدول  رطوبتی برای شرایط تکیه
گاه ساده است. برای سهولت مقایسه، نتایج حالت چهار طرف تکیه

𝑎مرتبط )  𝑏⁄ = 1, 𝑎 ℎ⁄ =  ، تکرار شده است.1( از جدول 20

وابستگی شدید خیز ورق به شرایط مرزی را تحت    2نتایج جدول  
دهد. باید توجه نمود که مقادیر بیشینه  انواع بارگذاری نشان می 

گاهی مختلف در نقاط مختلفی از ورق ایجاد  خیز در شرایط تکیه 
شود. برای مثال در حالت بارگذاری مکانیکی و در شرایط مرزی  می

CCFF ورق رخ می آزاد  در گوشه  برای سایر  ، خیز بیشینه  و  دهد 
 شرایط مرزی در مرکز ورق، خیز مکانیکی حداکثر است. بنابراین
اثرات  دقیق  بررسی  برای  اعداد  این  مستقیم  صرفا  مقایسه 

گاهی کافی نیست. اما مقایسه نسبی خیز بیشینه نمای کلی  تکیه
دهد. برای مثال خیز مرکز ورق در  از اثرات شرایط مرزی رانشان می 

از افزایش   بارگذاری مکانیکی، نشان  خیز در حالت   %285حالت 
SSSS    به تکیه  CCCCنسبت  اثرات شرایط  در حالت است.  گاهی 

تر است. مقدار خیز  بارگذاری حرارتی و رطوبتی، موثرتر و پیچیده
در    CCCCناشی از بار حرارتی و رطوبتی در حالت چهارطرف گیردار،  

نتیجه  این  البته  است.  کوچک  بسیار  مکانیکی  بار  با  مقایسه 
چینی ورق نیز است. در سایر شرایط وابسته به ابعاد هندسی و لایه

مرتبه یا بزرگتر از خیز  مرزی، خیز ناشی از بار حرارتی و رطوبتی، هم
تر منحنی خیز ورق  ناشی از بار مکانیکی است. برای بررسی دقیق

و    CSCS  ،CFCFدر میانه طولی و عرضی ورق برای شرایط مرزی  
CCFF  رسم شده است.   6و تحت انواع بارگذاری در شکل 
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(a ) 

  
(b ) 

𝑎خیز عرضی در دو راستای میانی ورق الف(    5شکل   ℎ⁄ = 𝑎؛ ب(  10 ℎ⁄ = 40 
Fig. 5 Transverse deformation in the mid-line of the plate (a) 𝑎 ℎ⁄ = 10; (b) 𝑎 ℎ⁄ = 40 

 های مختلف اثر ضخامت بر حداکثر خیز ورق در بارگذاری  1ل  جدو 

Table 1 Effect of thickness on the maximum transverse displacement of a 

plate under various loads. 
𝒂 𝒉⁄ = 𝟏𝟎𝟎 𝒂 𝒉⁄ = 𝟒𝟎 𝒂 𝒉⁄ = 𝟐𝟎 𝒂 𝒉⁄ = 𝟏𝟎 Types of Loading 

𝟏𝟔𝟗. 𝟔𝟖 10.93 1.397 0.189 ML 
𝟎. 𝟔𝟐𝟒 0.249 0.124 0.062 TL 
𝟏. 𝟒𝟏𝟒 0.565 0.281 0.139 HL, 𝑡 𝑡𝑆𝑎𝑡 = 0.1⁄ 
𝟐. 𝟒𝟒𝟎 0.975 0.486 0.240 HL, 𝑡 𝑡𝑆𝑎𝑡 = 1⁄ 

 

 های مختلف گاهی بر حداکثر خیز ورق در بارگذاری اثر شرایط تکیه   2جدول  
Table 2 Effect of boundary condition on the maximum transverse 

displacement under various loads. 
𝐂𝐂𝐅𝐅 𝐂𝐅𝐂𝐅 𝐒𝐒𝐒𝐒 𝐂𝐒𝐂𝐒 𝐂𝐂𝐂𝐂 Types of Loading 

𝟏𝟐. 𝟏𝟔𝟎 0.645 1.397 0.573 0.362 ML 

−𝟒. 𝟗𝟓𝟖 0.645 0.124 −0.438 3.64 × 10−4 TL 

−𝟗. 𝟏𝟓𝟓 1.485 0.281 −0.978 8.16 × 10−4 HL, 𝑡 𝑡𝑆𝑎𝑡 = 0.1⁄ 

−𝟏𝟗. 𝟒𝟑𝟖 2.530 0.486 −1.710 1.43 × 10−3 HL, 𝑡 𝑡𝑆𝑎𝑡 = 1⁄ 

 

شکل   و  6مقایسه  می3.الف  نشان  شرایط .الف  تغییر  که  دهد 
ساده به گیردار، باعث   گاهگاهی لبه چپ و راست ورق از تکیهتکیه

گرمایی شده  تغییر شکل خیز ورق در حالت بارگذاری حرارتی و نم
دهد که خیز مکانیکی در میانه عرضی  .ب نشان می 6است. شکل  

رسد، تغییرات بسیار کمی  ورق که به وسط لبه بالا و پایین آزاد می

ای خم شده است. اما  دارد و در این راستا ورق به صورت استوانه 
گرمایی، مقدار خیز بیشینه ورق در  در شرایط بارگذاری حرارتی و نم

دهد و باعث تفاوت کلی منحنی وسط لبه آزاد بالا و پایین رخ می
است. هم مکانیکی شده  با حالت  این حالت خیز خیز  در  چنین 

نم بار  ملاحظهبیشینه  قابل  صورت  به  بار    ای گرمایی  از  بزرگتر 
مقدار بیشینه    CCFFگاهی  در حالت شرایط تکیهمکانیکی است.  

لبه  در  میخیز  رخ  آزاد  تحت های  ورق  خیز  شکل کلی  اما  دهد 
نم بارگذاری  و  حرارتی  مکانیکی های  حالت  به  نسبت  گرمایی 

چنین تفاوت کلی منحنی خیز در راستای طولی متفاوت است. هم
دهد که تقارن خیز ورق در حالت بار مکانیکی و عرضی نشان می

 رود. در حالت بار حرارتی و رطوبتی از بین می
 

 چینی اثر لایه   - 5-3
تحلیل ارایه شده در این مقاله متمرکز بر بررسی خمش ورق تحت 

گرمایی است. بنابراین با توجه به توضیح ارایه شده در  شرایط نم
 نامتقارن بررسی  چینی در اینجا چندین نوع لایه ،1-2بخش 
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(a ) 

  
(b ) 

  

(c ) 

 CCFFج(    ؛CFCF؛ ب(  CSCSخیز ورق در دو راستای میانی ورق برای شرایط مرزی مختلف الف(    6شکل  
Fig. 6 Transverse deformation in the mid-line of the plate for different boundary conditions (a) CSCS; (b) CFCF; (c) CCFF 
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 های مختلف چینی بر حداکثر خیز ورق در بارگذاری اثر لایه   3جدول  

Table 3 Effect of layups on maximum transverse displacement under various loads. 
HL, 𝒕 𝒕𝑺𝒂𝒕 = 𝟏⁄ HL, 𝒕 𝒕𝑺𝒂𝒕 = 𝟎. 𝟏⁄ TL ML Types of Loading 

𝟎. 𝟏𝟓𝟓 0.104 0.040 0.859 [0/90/0/90] 
𝟎. 𝟔𝟐𝟐 0.353 0.159 1.545 [0/30/60/90] 
𝟎. 𝟎𝟕𝟎 0.036 0.018 0.493 [45/−45/45/−45] 
0.486 0.281 0.124 1.397 [0/45/−45/90] 
0.110 0.070 0.028 0.696 [30/−60/−30/60] 
0.365 0.197 0.094 0.721 [30/−30/60/−60] 

 
گردد. ابعاد هندسی و شرایط مرزی مشابه بخش ورق مربعی می

است. مقدار خیز بیشینه ورق تحت انواع بارگذاری    2-3در بخش  
جدول   لایه  3در  به  مربوط  نتایج  است.  شده  داده  چینی نشان 

همانطور برای سادگی مقایسه، تکرار شده است.   [45/90−/0/45]
بر روی سفتی ورق و مقدار خیز    چینیرود نوع لایهکه انتظار می 

لایه به  مربوط  مکانیکی  سفتی  بیشترین  است.  چینی تاثیرگذار 
چنین مقدار خیز است. هم    [45−/45/45−/45]ای متوازن  زاویه
توجهی کوچک است و بیشینه گرمایی در این حالت به طور قابل نم

بیشینه خیز مکانیکی    %14خیز در حالت بار رطوبتی پایدار حدود  
های ممان تواند ناشی از صفر بودن منتجه است. این موضوع می

𝑀𝑥گرمایی  نم
𝑇,𝑀𝑦

𝑇, 𝑀𝑥
𝑐,𝑀𝑦

𝑐  لایه این  همدر  باشد.  در چینی  چنین 
سفتی   ماتریس  عناصر  بودن  صفر  حالت  ,𝐵11این  𝐵12, 𝐵22   سبب

شود. گرمایی بر خمش ورق می های نیروی نمتضعیف اثر منتجه 
نم خیز  به بیشترین  مربوط  مکانیکی  خیز  با  مقایسه  در  گرمایی 

خیز مکانیکی است.   %40است که حدود   [0/30/60/90]چینی  لایه
گرمایی در  چینی بر پاسخ نم تر نوع لایهنکته مهم دیگر، اثرات قوی 

جدول   در  مکانیکی  پاسخ  با  خیز   3مقایسه  مثال  برای  است. 
بیشتر از    %60حدود   [45/90−/0/45]چینی مکانیکی در حالت لایه

 [0/90/0/90]چینی متعامد پادمتقارن بیشینه خیز مکانیکی لایه
است، در حالیکه اختلاف بیشینه خیز حالت رطوبتی پایدار حدود  

لایه  213% اخیرا  دواست.  چهارجهته  جایگزینی -چینی  برای  دو 
راستاهای لایه با  سنتی  ,45±,0چینی  شده  90 .  ]3۵[اند  پیشنهاد 
عنوان  [60−/30/60−/30]و   [30/60−/60−/30]چینی  لایه به 

لایه نمونه نوع  این  از  نشان ای  بالایی  مکانیکی  سفتی  چینی 
در بیشینه خیز   %4دهند. جالب توجه است که اختلاف حدود  می

نوع لایه  دو  در این  به مکانیکی  پایا  بار رطوبتی  در حالت  چینی، 
 یابد.  افزایش می 230%

چینی مشابه حالت ورق مربعی شکل کلی خیز ورق برای انواع لایه 
است. برای تجسم بهتر، شکل خمش ورق با   5و    4  های در شکل 

در حالت بار مکانیکی و بار رطوبتی  [60−/30/60−/30]چینی لایه
 نشان داده شده است.  7پایا در شکل 

 
 اثر شرایط مرزی رطوبتی نامتقارن   - 6-3

در این بخش به منظور بررسی اثر شرایط مرزی رطوبتی نامتقارن،  
𝐶𝑡ورق در ابتدا خشک است و سپس در معرض شدت رطوبت   =

𝐶𝑏و  2% = می  0 با قرار  پایا  رطوبت  محتوی  حالت  این  در  گیرد. 
𝐶𝑏حالت قبلی   = 𝐶𝑡 =  یکسان است. توزیع رطوبت در راستای  1%

 
(a ) 

 

(b ) 

لایه   7شکل   برای  ورق  ب(   𝑀𝐿   الف(  [60−/30/60−/30]چینی خیز 
𝐻𝐿, 𝑡 𝑡𝑆𝑎𝑡 = 1⁄ 

Fig. 7 Transverse deformation of the plate with layup [30/−30/60/
−60] (a) 𝑀𝐿; (b) 𝐻𝐿, 𝑡 𝑡𝑆𝑎𝑡 = 1⁄  

 

ضخامت ورق در حالت پایا به صورت خطی است که همراه با حالت  
 نشان داده شده است.   8گذرا در شکل 
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𝑡توزیع رطوبت در راستای ضخامت در حالت پایا و  8شکل   𝑡𝑆𝑎𝑡 = 0.1 ⁄ 

𝐶𝑏تحت شرایط مرزی   = 0, 𝐶𝑡 = 2% 

Fig. 8 Moisture distribution through the thickness for steady state and 

𝑡 𝑡𝑆𝑎𝑡 = 0.1 ⁄ under 𝐶𝑏 = 0, 𝐶𝑡 = 2%  
 

 
(a ) 

 

(b ) 

خیز ورق تحت بار رطوبتی نامتقارن در راستای میانه الف( طولی    9شکل  
 ب( عرضی 

Fig. 9 Transverse deformation of the plate under asymmetric 

hygroscopic load in (a) axial mid-line, (b) transverse mid-line 
 

ابعاد هندسی و مشخصات خواص مادی ورق مشابه حالت ورق  
است. منحنی خیز ورق تحت بارگذاری رطوبت  2-3مربعی بخش 

در شکل   ورق  میانی  راستای  در دو  شده   9ذکر شده  داده  نشان 
 است. 

.الف هم تغییر کلی شکل خیز ورق و  4و شکل    9مقایسه شکل  
هم مقادیر آن را در حالت بارگذاری رطوبتی نامتقارن با حالت ورق  

متقارن   رطوبتی  شرایط  𝐶𝑏تحت  = 𝐶𝑡 = می  1% نشان  دهد. را 
متقارن   حالت  به  نسبت  پایا  حالت  در  ورق  مقدار خیز  خصوصا 

دهد. اما نسبت خیز ورق در حالت افزایش قابل توجهی را نشان می
𝑡گذرا     𝑡𝑆𝑎𝑡 = حالت  ⁄ 0.1 با  مقایسه  در  پایا  حالت  به  نسبت 

نامتقارن   در حالت  ورق  مقدار خیز  است.  یافته  متقارن، کاهش 
𝐶𝑡 = 𝐶𝑏و  0% = تقریبا قرینه حالت بررسی شده است اما به   2%

لایه نامتقارن  علت  خیز   [45/90−/0/45]چینی  مقادیر  اندازه 
 بیشینه به مقدار کمی متفاوت است. 

 گیری نتیجه   -4
شرایط   تحت  نامتقارن  چندلایه  مرکب  ورق  خیز  مقاله  این  در 

نفوذ بسیار آهسته   گرمایینم به  با توجه  بررسی شد.  و گذرا  پایا 
صورت  به  معادلات  پلیمری،  زمینه  با  مرکب  مواد  در  رطوبت 

استاتیکی و بر مبنای نظریه تغییر شکل برشی مرتبه اول به  شبه
گذاری معادلات و روش حل با مقایسه خیز ورق  دست آمد. صحه

تحت شرایط رطوبت پایا با مطالعات منتشر شده پیشین، انجام 
های مختلف شد. سپس اثر عوامل مختلف بر خیز ورق با حل مثال

بررسی شد. با افزایش نسبت طول به عرض ورق مشاهده شد که 
و خیز  تغییر یافته  مربعی  به حالت  نسبت  شکل کلی خیز ورق 

گرمایی در مقایسه با خیز مکانیکی افزایش قابل توجهی  حالت نم
می  خیز  دهدنشان  که  شد  مشاهده  ورق  ضخامت  تغییر  با   .

با   عکس  نسبت  بیشینه  بار  ℎ3مکانیکی  بیشینه  خیز  اما  دارد، 
با  نم عکس  نسبت  ورق ℎگرمایی  برای  بنابراین  نازک،  دارد.  های 

گرمایی افزایش تاثیر بار مکانیکی بر خیز ورق در مقایسه با بار نم
گاهی اثر قاطعی بر شکل خیز  یابد. مشاهده شد که شرایط تکیهمی

بارگذاری  تحت  حالت ورق  در  آن  اثرات  و  داشته  مختلف  های 
پیچیده رطوبتی، موثرتر و  و  چنین تر است. همبارگذاری حرارتی 

گاهی گرمایی به خیز مکانیکی کاملا به شرایط تکیه نسبت خیز نم
چینی نامتقارن نشان داد که وابسته است. بررسی شش نوع لایه 

گرمایی عموما موثرتر است. برای چینی بر روی پاسخ نم نوع لایه
متعامد   چینی  لایه  در  مکانیکی  خیز  بیشینه  اختلاف  مثال 

لایه [0/90/0/90]پادمتقارن   زاویه و    [0/30/60/90]ای  چینی 
رطوبتی پایا، اختلاف بیشینه   است، در حالیکه تحت بار  %80حدود  

به   نامتقارن، می  %300خیز  رطوبتی  بارگذاری  بررسی حالت  رسد. 
شدت رطوبت متفاوت در بالا و پایین ورق، نشان دهنده وابستگی 
رطوبتی  بارگذاری  نوع  به  رطوبتی  در شرایط  شکل کلی خیز ورق 
ورق، خیز   پایین  و  در بالا  رطوبت یکسان  در حالت شدت  است. 
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𝑡𝑆𝑎𝑡ناشی از بار رطوبتی پس از زمان  ، بزرگتر از نیمی از خیز   ⁄10
زمان اشباع رطوبتی است که اهمیت تحلیل گذرا در بار رطوبتی را 

دهد. اما در حالت بار رطوبت نامتقارن، نسبت خیز حالت نشان می
  گذرا نسبت به حالت پایا کاهش یافت.

 
 پیوست 

( معادلات  در  نیرو  و  سفتی  ماتریس  زیر  16عناصر  صورت  به   )
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3 + 𝜑𝑖𝑗,𝑦

3 𝜑𝑟𝑠,𝑥
3 )

𝑏

0

𝑎

0

+ 𝐴55𝜑𝑖𝑗,𝑥
3 𝜑𝑟𝑠,𝑥

3 ] 𝑑𝑦𝑑𝑥 

𝐾𝑝𝑞
𝑤𝜓𝑥 = ∫ ∫ [𝐴45𝜑𝑖𝑗,𝑦

3 𝜑𝑟𝑠
4 + 𝐴55𝜑𝑖𝑗,𝑥

3 𝜑𝑟𝑠
4 ]

𝑏

0

𝑑𝑦𝑑𝑥
𝑎

0

 

𝐾𝑝𝑞

𝑤𝜓𝑦 = ∫ ∫ [𝐴44𝜑𝑖𝑗,𝑦
3 𝜑𝑟𝑠

5 + 𝐴45𝜑𝑖𝑗,𝑥
3 𝜑𝑟𝑠

5 ]
𝑏

0

𝑑𝑦𝑑𝑥
𝑎

0

 

𝐾𝑝𝑞
𝜓𝑥𝜓𝑥 = ∫ ∫ [𝐴55𝜑𝑖𝑗

4 𝜑𝑟𝑠
4 + 𝐷11𝜑𝑖𝑗,𝑥

4 𝜑𝑟𝑠,𝑥
4

𝑏

0

𝑎

0

+ 𝐷16(𝜑𝑖𝑗,𝑥
4 𝜑𝑟𝑠,𝑦

4 + 𝜑𝑖𝑗,𝑦
4 𝜑𝑟𝑠,𝑥

4 ) 

            +𝐷66𝜑𝑖𝑗,𝑦
4 𝜑𝑟𝑠,𝑦

4 ]𝑑𝑦𝑑𝑥 

𝐾𝑝𝑞

𝜓𝑥𝜓𝑦 = ∫ ∫ [𝐴45𝜑𝑖𝑗
4 𝜑𝑟𝑠

5
𝑏

0

𝑎

0

+ 𝐷12𝜑𝑖𝑗,𝑥
4 𝜑𝑟𝑠,𝑦

5 + 𝐷16𝜑𝑖𝑗,𝑥
4 𝜑𝑟𝑠,𝑥

5

+ 𝐷26𝜑𝑖𝑗,𝑦
4 𝜑𝑟𝑠,𝑦

5  

            +𝐷66𝜑𝑖𝑗,𝑦
4 𝜑𝑟𝑠,𝑥

5 ]𝑑𝑦𝑑𝑥 

𝐾𝑝𝑞

𝜓𝑦𝜓𝑦 = ∫ ∫ [𝐴44𝜑𝑖𝑗
5 𝜑𝑟𝑠

5 + 𝐷66𝜑𝑖𝑗,𝑥
5 𝜑𝑟𝑠,𝑥

5
𝑏

0

𝑎

0

+ 𝐷26(𝜑𝑖𝑗,𝑥
5 𝜑𝑟𝑠,𝑦

5 + 𝜑𝑖𝑗,𝑦
5 𝜑𝑟𝑠,𝑥

5 ) 

            +𝐷22𝜑𝑖𝑗,𝑦
5 𝜑𝑟𝑠,𝑦

5 ]𝑑𝑦𝑑𝑥 

 

𝐹𝑢 = ∫ ∫ [𝜑𝑖𝑗,𝑥
1 (𝑁𝑥

𝑇 + 𝑁𝑥
𝑐) + 𝜑𝑖𝑗,𝑦

1 (𝑁𝑥𝑦
𝑇 + 𝑁𝑥𝑦

𝑐 )]
𝑏

0

𝑑𝑦𝑑𝑥
𝑎

0

 
 

𝐹𝑣 = ∫ ∫ [𝜑𝑖𝑗,𝑥
2 (𝑁𝑥𝑦

𝑇 + 𝑁𝑥𝑦
𝑐 ) + 𝜑𝑖𝑗,𝑦

2 (𝑁𝑦
𝑇 + 𝑁𝑦

𝑐)]
𝑏

0

𝑑𝑦𝑑𝑥
𝑎

0

 
 

𝐹𝑤 = ∫ ∫ 𝑞 𝜑𝑖𝑗
3

𝑏

0

𝑑𝑦𝑑𝑥
𝑎

0

 
 

𝐹𝜓𝑥
= ∫ ∫ [𝜑𝑖𝑗,𝑥

4 (𝑀𝑥
𝑇 + 𝑀𝑥

𝑐) + 𝜑𝑖𝑗,𝑦
4 (𝑀𝑥𝑦

𝑇 + 𝑀𝑥𝑦
𝑐 )]

𝑏

0

𝑑𝑦𝑑𝑥
𝑎

0

 
 

𝐹𝜓𝜃
= ∫ ∫ [𝜑𝑖𝑗,𝑥

5 (𝑀𝑥𝑦
𝑇 + 𝑀𝑥𝑦

𝑐 ) + 𝜑𝑖𝑗,𝑦
5 (𝑀𝑦

𝑇 + 𝑀𝑦
𝑐)]

𝑏

0

𝑑𝑦𝑑𝑥
𝑎

0

 
 

 که در روابط بالا از تعاریف زیر استفاده شده است.  
𝜑𝑖𝑗

𝑘 = 𝜙𝑘(𝑥, 𝑦)𝑥̅(𝑖−1)𝑦̅(𝑗−1)   

𝜑𝑟𝑠
𝑘 = 𝜙𝑘(𝑥, 𝑦)𝑥̅(𝑟−1)𝑦̅(𝑠−1) 𝑘 = 1,2, . . . ,5;  𝑖, 𝑟

= 1,2, … ,𝑚;  𝑗, 𝑠

= 1,2, … , 𝑛 

 

𝑝 = (𝑖 − 1)𝑛 + 𝑗 𝑞 = (𝑟 − 1)𝑛 + 𝑠  

…,𝑥 = 𝜕 … 𝜕𝑥⁄  …,𝑦 = 𝜕 … 𝜕𝑦⁄   

 
 

مصنوعی: هوش  هوش   بیانیه  ابزارهای  از  متن  این  تهیه  در 
 مصنوعی استفاده نشده است. 

پژوهش   اخلاقی:   تاییدیه  حاصل  مقاله  این  علمی  محتویات 
نویسندگان است و در هیچ نشریه ایرانی و غیرایرانی منتشر نشده 

 است. 

مالی: از   حامی  مالی مشخصی  پژوهش هیچ گونه حمایت  این 
بخش آژانس در  مالی  تامین  یا  های  تجاری  عمومی،  های 

 غیرانتفاعی دریافت نکرده است.

 نویسندگان:    مسئولیت و  نقش  
تصویرسازی،  بررسی و تحقیق، تحلیل محاسباتی،    تارا محمودی:
 . نویسنگارش پیش

ایدهعلی باغستانی:  تحلیل محمد  پژوهش،  مدیریت  پردازی، 
نگارش تصویرسازی،  نتایج،  تایید  و  ،  نویسپیش  محاسباتی 

 ویرایش. بازبینی و 

کارشناسی ارشد   نامهاین مقاله مستخرج از پایان   تعارض منافع:
تعارض  هیچ  و  است  دوم  نویسنده  راهنمایی  به  اول  نویسنده 

 منافعی برای اظهارنظر وجود ندارد. 
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  a


  b


  h


  ( x , y , z )


  ( z = 0 )


  q


  u  ( x , y , z ) =   u 0  ( x , y ) + z     𝜓  x ( x , y )


  v  ( x , y , z ) =   v 0  ( x , y ) + z     𝜓  y ( x , y )


  w  ( x , y , z ) =   w 0  ( x , y )


    u 0 ,     v 0


    w 0


  x − ,   y −


  z −


    𝜓  x ,     𝜓  y


  y − ,   x −


    𝜀  x =   𝜀  x 0 + z   𝜅  x


    𝜀  y =   𝜀  y 0 + z   𝜅  y


    𝛾  x y =   𝛾  x y 0 + z   𝜅  x y


    𝛾  x z =   𝛾  x z 0


    𝛾  y z =   𝛾  y z 0


    𝜀  x 0 ,     𝜀  y 0 ,     𝛾  x y 0 ,   𝛾  x z 0 ,     𝛾  y z 0


    𝜅  x ,     𝜅  y ,     𝜅  x y


    𝜀  x 0 =   𝜕   u 0  𝜕 x


    𝜀  y 0 =   𝜕   v 0  𝜕 y


    𝛾  x y 0 =   𝜕   u 0  𝜕 y +   𝜕   v 0  𝜕 x


    𝛾  x z 0 =   𝜕   w 0  𝜕 x +   𝜓  x


    𝛾  y z 0 =   𝜕   w 0  𝜕 y +   𝜓  y


    𝜅  x =   𝜕   𝜓  x  𝜕 x


    𝜅  y =   𝜕   𝜓  y  𝜕 y


    𝜅  x y =   𝜕   𝜓  x  𝜕 y +   𝜕   𝜓  y  𝜕 x


  N


  k


  x


    𝜑  ( k )


  k


     {      𝜎  x     𝜎  y     𝜎  y z     𝜎  x z     𝜎  x y }  ( k ) =  [           Q - 11  ( k )       Q - 12  ( k )      0   0       Q - 16  ( k )            Q - 12  ( k )       Q - 22  ( k )      0   0       Q - 26  ( k )        0   0          Q - 44  ( k )       Q - 45  ( k )   0        0   0          Q - 45  ( k )       Q - 55  ( k )   0         Q - 16  ( k )       Q - 26  ( k )      0   0       Q - 66  ( k ) ]  [  {      𝜀  x     𝜀  y     𝛾  y z     𝛾  x z     𝛾  x y } −  {      𝛼  x  ( k ) Δ T +   𝛽  x  ( k ) Δ c     𝛼  y  ( k ) Δ T +   𝛽  y  ( k ) Δ c      0   0     𝛼  x y  ( k ) Δ T +   𝛽  x y      ( k ) Δ c } ]


      Q -  i j


    𝛼  i  ( k ) ,   𝛽  i  ( k )   i = x , y , x y


  Δ T ,   Δ c


   [      N  x    N  y       N  x y    Q  x    Q  y ] =   ∫  −  h 2   h 2   [      𝜎  x    𝜎  y       𝜎  x y    𝜎  x z    𝜎  y z ] d z


   [      M  x    M  y    M  x y ] =   ∫  −  h 2   h 2   [      𝜎  x    𝜎  y    𝜎  x y ]   z d z


   [      N  x        N  y     N  x y     M  x        M  y     M  x y ] =  [         A 11     A 12        A 16     B 11        B 12     B 16       A 12     A 22        A 26     B 12        B 22     B 26          A 16     A 26        A 66     B 16        B 26     B 66       B 11     B 12        B 16     D 11        D 12     D 16          B 12     B 22        B 26     D 12        D 22     D 26       B 16     B 26        B 66     D 16        D 26     D 66 ]  [      𝜀  x 0        𝜀  y 0     𝛾  x y 0     𝜅  x        𝜅  y     𝜅  x y ] −  [      N  x  T        N  y  T     N  x y  T     M  x  T        M  y  T     M  x y  T ] −  [      N  x  c        N  y  c     N  x y  c     M  x  c        M  y  c     M  x y  c ]


   [      Q  x     Q  y ] =  [      A 55    A 45     A 45    A 44 ]  [      𝛾  x z 0     𝛾  y z 0 ]


    A  i j =   ∑  k = 1  N      Q -  i j  ( k )  (  h  k −  h  k − 1 )   ;     i , j = 1 , 2 , 6


    B  i j =  1 2   ∑  k = 1  N      Q -  i j  ( k )  (  h  k 2 −  h  k − 1 2 )   ;     i , j = 1 , 2 , 6


    D  i j =  1 3   ∑  k = 1  N      Q -  i j  ( k )  (  h  k 3 −  h  k − 1 3 )   ;     i , j = 1 , 2 , 6


    A  i j =   K  s   ∑  k = 1  N      Q -  i j  ( k )  (  h  k −  h  k − 1 )   ;     i , j = 4 , 5


   [ ]


   [      N  y  T    M  y  T ] = Δ T   ∑  k = 1  N   (     Q - 12  ( k )   𝛼  x  ( k ) +     Q - 22  ( k )   𝛼  y  ( k ) +     Q - 26  ( k )   𝛼  x y  ( k ) )  [     (  h  k −  h  k − 1 )     (  h  k 2 −  h  k − 1 2 ) 2 ]


   [      N  x y  T    M  x y  T ] = Δ T   ∑  k = 1  N   (     Q - 16  ( k )   𝛼  x  ( k ) +     Q - 26  ( k )   𝛼  y  ( k ) +     Q - 66  ( k )   𝛼  x y  ( k ) )  [     (  h  k −  h  k − 1 )     (  h  k 2 −  h  k − 1 2 ) 2 ]


   [      N  x  c    M  x  c ] =   ∑  k = 1  N   (     Q - 11  ( k )   𝛽  x  ( k ) +     Q - 12  ( k )   𝛽  y  ( k ) +     Q - 16  ( k )   𝛽  x y  ( k ) )  (   ∫   h  k − 1   h  k   [    1  z ]   Δ c   d z )


   [      N  y  c    M  y  c ] =   ∑  k = 1  N   (     Q - 12  ( k )   𝛽  x  ( k ) +     Q - 22  ( k )   𝛽  y  ( k ) +     Q - 26  ( k )   𝛽  x y  ( k ) )  (   ∫   h  k − 1   h  k   [    1  z ]   Δ c   d z )


   [      N  x y  c    M  x y  c ] =   ∑  k = 1  N   (     Q - 16  ( k )   𝛽  x  ( k ) +     Q - 26  ( k )   𝛽  y  ( k ) +     Q - 66  ( k )   𝛽  x y  ( k ) )  (   ∫   h  k − 1   h  k   [    1  z ]   Δ c   d z )


    K  s


   5 6


   h  k


  k


  z = 0


    B  i j


    N  x ,     N  y ,     N  x y


  U =  1 2   ∫ 0  a    ∫ 0  b    ∫  −  h 2   h 2   [   𝜎  x  (   𝜀  x −   𝛼  x Δ T −   𝛽  x Δ c ) +   𝜎  y  (   𝜀  y −   𝛼  y Δ T −   𝛽  y Δ c ) +   𝜎  x z   𝛾  x z +   𝜎  y z   𝛾  y z


                  +    𝜎  x y  (   𝛾  x y −   𝛼  x y Δ T −   𝛽  x y Δ c ) ] d z d y d x −   ∫ 0  a    ∫ 0  b  q w   d y d x


                  +    𝜎  x y  (   𝛾  x y −   𝛼  x y Δ T −   𝛽  x y Δ c ) ] d z d y d x −   ∫ 0  a    ∫ 0  b  q w   d y d x


  U =  1 2     ∫ 0  a    ∫ 0  b   [   N  x   𝜀  x 0 +   M  x   𝜅  x +   N  y   𝜀  y 0 +   M  y   𝜅  y +   Q  x   𝛾  x z 0 +   Q  y   𝛾  y z 0 +   N  x y   𝛾  x y 0


                  +   M  x y   𝜅  x y 0 −  (   N  x  T +   N  x  c )   𝜀  x 0 −  (   M  x  T +   M  x  c )   𝜅  x −  (   N  y  T +   N  y  c )   𝜀  y 0 −  (   M  y  T +   M  y  c )   𝜅  y


                  +   M  x y   𝜅  x y 0 −  (   N  x  T +   N  x  c )   𝜀  x 0 −  (   M  x  T +   M  x  c )   𝜅  x −  (   N  y  T +   N  y  c )   𝜀  y 0 −  (   M  y  T +   M  y  c )   𝜅  y


                  −   (   N  x y  T +   N  x y  c )   𝛾  x y 0 −  (   M  x y  T +   M  x y  c )   𝜅  x y ] d y d x −   ∫ 0  a    ∫ 0  b  q w   d y d x


                  −   (   N  x y  T +   N  x y  c )   𝛾  x y 0 −  (   M  x y  T +   M  x y  c )   𝜅  x y ] d y d x −   ∫ 0  a    ∫ 0  b  q w   d y d x


                  +   C o n s t a n t   T e r m s  


                  +   C o n s t a n t   T e r m s  


  U =   ∫ 0  a    ∫ 0  b   [  1 2   A 11    (   𝜕   u 0  𝜕 x ) 2 +   A 12   𝜕   u 0  𝜕 x   𝜕   v 0  𝜕 y +   A 16   𝜕   u 0  𝜕 x  (   𝜕   u 0  𝜕 y +   𝜕   v 0  𝜕 x ) +  1 2   A 22    (   𝜕   v 0  𝜕 y ) 2                 +   A 26   𝜕   v 0  𝜕 y  (   𝜕   u 0  𝜕 y +   𝜕   v 0  𝜕 x ) +  1 2   A 66    (   𝜕   u 0  𝜕 y +   𝜕   v 0  𝜕 x ) 2 +  1 2   A 44      (   𝜕   w 0  𝜕 y +   𝜓  y ) 2 +   A 45  (   𝜕   w 0  𝜕 x +   𝜓  x )  (   𝜕   w 0  𝜕 y +   𝜓  y ) +  1 2   A 55    (   𝜕   w 0  𝜕 x +   𝜓  x ) 2 +   B 11   𝜕   u 0  𝜕 x   𝜕   𝜓  x  𝜕 x +   B 22   𝜕   v 0  𝜕 y   𝜕   𝜓  y  𝜕 y +   B 12  (   𝜕   𝜓  y  𝜕 y   𝜕   u 0  𝜕 x +   𝜕   v 0  𝜕 y   𝜕   𝜓  x  𝜕 x ) +   B 16  (   𝜕   u 0  𝜕 x  (   𝜕   𝜓  x  𝜕 y +   𝜕   𝜓  y  𝜕 x ) +   𝜕   𝜓  x  𝜕 x  (   𝜕   u 0  𝜕 y +   𝜕   v 0  𝜕 x ) ) +   B 26  (   𝜕   v 0  𝜕 y  (   𝜕   𝜓  x  𝜕 y +   𝜕   𝜓  y  𝜕 x ) +   𝜕   𝜓  y  𝜕 y  (   𝜕   u 0  𝜕 y +   𝜕   v 0  𝜕 x ) ) +   B 66  (   𝜕   u 0  𝜕 y +   𝜕   v 0  𝜕 x )  (   𝜕   𝜓  x  𝜕 y +   𝜕   𝜓  y  𝜕 x ) +   D 26   𝜕   𝜓  y  𝜕 y  (   𝜕   𝜓  x  𝜕 y +   𝜕   𝜓  y  𝜕 x )   +  1 2   D 66    (   𝜕   𝜓  x  𝜕 y +   𝜕   𝜓  y  𝜕 x ) 2 −   𝜕   u 0  𝜕 x  (   N  x  T +   N  x  c )   −   𝜕   v 0  𝜕 y  (   N  y  T +   N  y  c ) −   𝜕   𝜓  y  𝜕 y  (   M  y  T +   M  y  c ) −   𝜕   𝜓  x  𝜕 x  (   M  x  T +   M  x  c ) −  (   𝜕   u 0  𝜕 y +   𝜕   v 0  𝜕 x )  (   N  x y  T +   N  x y  c ) −   (   𝜕   𝜓  x  𝜕 y +   𝜕   𝜓  y  𝜕 x )  (   M  x y  T +   M  x y  c ) ] d y d x −   ∫ 0  a    ∫ 0  b  q   w 0   d y d x


    u 0  ( x , y ) =   𝜙 1 ( x , y )   ∑  i = 1  m    ∑  j = 1  n    c  1 i j     T  i − 1 (   x - )   T  j − 1 (   y - )


    v 0  ( x , y ) =   𝜙 2 ( x , y )   ∑  i = 1  m    ∑  j = 1  n    c  2 i j     T  i − 1 (   x - )   T  j − 1 (   y - )


    w 0  ( x , y ) =   𝜙 3 ( x , y )   ∑  i = 1  m    ∑  j = 1  n    c  3 i j     T  i − 1 (   x - )   T  j − 1 (   y - )


    𝜓  x  ( x , y ) =   𝜙 4 ( x , y )   ∑  i = 1  m    ∑  j = 1  n    c  4 i j     T  i − 1 (   x - )   T  j − 1 (   y - )


    𝜓  y  ( x , y ) =   𝜙 5 ( x , y )   ∑  i = 1  m    ∑  j = 1  n    c  5 i j     T  i − 1 (   x - )   T  j − 1 (   y - )


    x - =   2 x  a − 1 ,       y - =   2 y  b − 1


    T  i ( … )


  ا م − i


    c  q i j   ,   q = 1 , 2 , . . . , 5


    𝜙  q  ( x , y ) ,   q = 1 , 2 , . . . , 5


    𝜙  q  ( x , y ) =   x    d  1 q    ( a − x )    d  2 q   y    d  3 q    ( b − y )    d  4 q ,     q = 1 , 2 , … , 5


    d  i q


    u 0 =   v 0 =   w 0 =   𝜓  x =   𝜓  y = 0


  x   =   0   ی ا   a   ;


  y   =   0   ی ا   b


    v 0 =


    w 0 =   𝜓  y = 0


    N  x ,   M  x = م ع ل و م


  x   =   0   ی ا   a


    u 0 =


    w 0 =   𝜓  x = 0


    N  y


  ,   M  y = م ع ل و م


  y   =   0   ی ا   b


    N  x ,   N  x y ,   Q  x ,   M  x ,   M  x y = م ع ل و م


  x   =   0   ی ا   a


    N  y ,   N  x y ,   Q  y ,   M  y ,   M  x y = م ع ل و م


  y   =   0   ی ا   b


  C


  S


  F


  x   =   0 ,   y   =   0 , x   =   a   ,   y   =   b


  CFSC


  x   =   0


  y   =   0


  x   =   a


  y   =   b


    𝜙  q  ( x , y )


    𝜙 2  ( x , y ) = x ( a − x ) ( b − y )


    𝜙 1  ( x , y ) = x ( b − y )


    𝜙 4  ( x , y ) = x ( b − y )


    𝜙 3  ( x , y ) = x ( a − x ) ( b − y )


    𝜙 5  ( x , y ) = x ( a − x ) ( b − y )


    c  q i j


    𝜕 U  𝜕   c  q i j = 0 ,     q = 1 , 2 , … , 5 ;     i = 1 , 2 , … , m ;     j = 1 , 2 , … , n


  5 ∙ m ∙ n


   [         K  u u         (   K  u v )  t      0         (   K  u   𝜓  x )  t      (   K  u   𝜓  y )  t          K  u v        K  v v      0         (   K  v   𝜓  x )  t      (   K  v   𝜓  y )  t        0      0        K  w w         (   K  w   𝜓  x )  t      (   K  w   𝜓  y )  t          K  u   𝜓  x        K  v   𝜓  x        K  w   𝜓  x        K    𝜓  x   𝜓  x      (   K    𝜓  x   𝜓  y )  t       K  u   𝜓  y        K  v   𝜓  y        K  w   𝜓  y        K    𝜓  x   𝜓  y     K    𝜓  y   𝜓  y ] .


   [      X  u     X  v        X  w     X    𝜓  x     X    𝜓  y ] =  [      F  u     F  v        F  w     F    𝜓  x     F    𝜓  y ]


   [      X  u     X  v        X  w     X    𝜓  x     X    𝜓  y ] =  [      F  u     F  v        F  w     F    𝜓  x     F    𝜓  y ]


     ( . )  t


    X  u =    [   c 111 ,   c 112 , … ,   c  11 n ,   c 121 , … ,   c  1 m n ]  t


    X  v =    [   c 211 ,   c 212 , … ,   c  21 n ,   c 221 , … ,   c  2 m n ]  t


    X  w =    [   c 311 ,   c 312 , … ,   c  31 n ,   c 321 , … ,   c  3 m n ]  t


    X    𝜓  x =    [   c 411 ,   c 412 , … ,   c  41 n ,   c 421 , … ,   c  4 m n ]  t


    X    𝜓  y =    [   c 511 ,   c 512 , … ,   c  51 n ,   c 521 , … ,   c  5 m n ]  t


    K  e f ;   e , f ∈  { u , v , w ,   𝜓  x ,   𝜓  y }  


  ( m ∙ n ) ∙  ( m ∙ n )


    F    𝜓  x ,     F    𝜓  y


    F  w


  ∆ T


    T 0


    C  i


    C  t


  z =  h 2


    C  b


    𝜕 C  𝜕 t = D     𝜕 2 C  𝜕   z 2 ,               − h 2 < z <  h 2 ,             C  (  h  2 , t ) =   C  t


  C  ( −  h  2 , t ) =   C  b ;     C  ( z , 0 ) =   C  i


  D


  D


  D =   D 0   exp ⁡  ( −   R  T )


    D 0 ,   R


  T


  D


  C  ( z , t ) =   ( C  t −   C  b ) (   z h +  1 2 ) +   C  b +   4   C  i  𝜋   ∑  n = 0 ∞      e  −   D    ( 2 n + 1 ) 2   𝜋 2 t   h 2  2 n + 1 s i n  ( 𝜋 ( 2 n + 1 ) (   z h +  1 2 ) )


                                  +  2  𝜋   ∑  n = 1 ∞      C  t   c o s  ( n 𝜋 ) −   C  b  n   e  −   D   n 2   𝜋 2 t   h 2 s i n  ( n 𝜋 (   z h +  1 2 ) )


    D t   h 2 < 0 . 01


  ∆ C = 1 . 5 %


    a h = 20


  h = 1   m m


    E 1 = 130   G P a ,     E 2 = 8 . 5   G P a ,     G 12 = 6   G P a ,     𝜐 12 = 0 . 3


    𝛽 1 = 0    1 % ,     𝛽 2 = 4 . 4 ×  10  − 3  1 %


  [ 0 / 90 ]


    [ 0 / 90 ] 4


  [ 0 / 90 ]


    [ 0 / 90 ] 4


  [ 0 / 90 ]


      [ 0 / 90 ] 4


  m = n = 9


  m = n = 11


    − a 2 ≤ x ≤   a 2


  m = n = 11


    E 1 = 181   GPa ,   E 2 =   E 3 = 10 . 3   GPa ,     𝜐 12 = 0 . 28 ,     G 12 =   G 13 = 7 . 17   GPa ,     G 23 = 2 . 39   GPa    


    𝛼 1 = 0 . 02 ×    10  − 6  K ,     𝛼 2 = 22 . 5 ×    10  − 6  K ,     𝛽 1 = 0    1 % ,     𝛽 2 = 6 ×  10  − 3  1 %


    D 0 = 6 . 23     m m 2   s  − 1 ,   R = 5912   K


  [ 0 / 45 / − 45 / 90 ]


    b h = 20 ,   h = 0 . 02   m


    T 0 =  22 0 C   ( 295   K )


  Δ T =  68 0 C


    C  b =   C  t = 1 %


    t - =   D t   h 2


    t  S a t


  99 %


    t  S a t ≅   0 . 5    h 2  D ≅ س ا ل 12  


  ML


  TML


  HTML − tr


  t =     t  S a t 10


  HTML − st


  q = 0 . 1   MPa


    w - =     E 2 w   ( 100 q b )


    a  b = 1 ,   2 ,   4


    a  b = 2


    w - = 1 . 39


    w - = 2 . 76


    a  b = 4


  y = 0 , b


  x = 0 , a


    a  b = 1 ,   4


    a  b = 4


      t  S a t 10


    a h = 10 ,   40 ,   100


    a h = 10 ,   40


    a h = 20


    t  S a t


      t -  S a t =   D   t  S a t   h 2 ≅ 0 . 5


    a h = 40


    a  b = 1


    a  b = 2


    a  b = 4


    a  b = 1 ;  


    a  b = 2 ;


    a  b = 4


    a  b = 1


    a  b = 4


    a  b = 1 ;


    a  b = 4


    a h = 100


    a h = 10


   h 3


  h


    a  b = 1 ,     a h = 20


  CCFF


    a h = 10


    a h = 40


    a h = 10 ;


    a h = 40


    𝒂  𝒉 = 𝟏 𝟎 𝟎


    𝒂  𝒉 = 𝟒 𝟎


    𝒂  𝒉 = 𝟐 𝟎


    𝒂  𝒉 = 𝟏 𝟎


  𝟏 𝟔 𝟗 . 𝟔 𝟖


  10 . 93


  1 . 397


  0 . 189


  𝟎 . 𝟔 𝟐 𝟒


  0 . 249


  0 . 124


  0 . 062


  𝟏 . 𝟒 𝟏 𝟒


  0 . 565


  0 . 281


  0 . 139


    t    t  S a t = 0 . 1


  𝟐 . 𝟒 𝟒 𝟎


  0 . 975


  0 . 486


  0 . 240


    t    t  S a t = 1


  𝐂 𝐂 𝐅 𝐅


  𝐂 𝐅 𝐂 𝐅


  𝐒 𝐒 𝐒 𝐒


  𝐂 𝐒 𝐂 𝐒


  𝐂 𝐂 𝐂 𝐂


  𝟏 𝟐 . 𝟏 𝟔 𝟎


  0 . 645


  1 . 397


  0 . 573


  0 . 362


  − 𝟒 . 𝟗 𝟓 𝟖


  0 . 645


  0 . 124


  − 0 . 438


  3 . 64 ×  10  − 4


  − 𝟗 . 𝟏 𝟓 𝟓


  1 . 485


  0 . 281


  − 0 . 978


  8 . 16 ×  10  − 4


    t    t  S a t = 0 . 1


  − 𝟏 𝟗 . 𝟒 𝟑 𝟖


  2 . 530


  0 . 486


  − 1 . 710


  1 . 43 ×  10  − 3


    t    t  S a t = 1


  CSCS


  CFCF


  CCFF


  CSCS ;  


  CFCF ;


    CCFF


    𝒕    𝒕  𝑺 𝒂 𝒕 = 𝟏


    𝒕    𝒕  𝑺 𝒂 𝒕 = 𝟎 . 𝟏


  𝟎 . 𝟏 𝟓 𝟓


  0 . 104


  0 . 040


  0 . 859


  [ 0 / 90 / 0 / 90 ]


  𝟎 . 𝟔 𝟐 𝟐


  0 . 353


  0 . 159


  1 . 545


  [ 0 / 30 / 60 / 90 ]


  𝟎 . 𝟎 𝟕 𝟎


  0 . 036


  [ 45 / − 45 / 45 / − 45 ]


  1 . 397


  [ 0 / 45 / − 45 / 90 ]


  0 . 070


  [ 30 / − 60 / − 30 / 60 ]


  [ 30 / − 30 / 60 / − 60 ]


  [ 0 / 45 / − 45 / 90 ]


  [ 45 / − 45 / 45 / − 45 ]


    M  x  T ,     M  y  T ,     M  x  c ,     M  y  c


    B 11 ,   B 12 ,   B 22


  [ 0 / 30 / 60 / 90 ]


  [ 0 / 45 / − 45 / 90 ]


  [ 0 / 90 / 0 / 90 ]


  0 ,   ± 45 ,   90


  [ 30 / − 60 / − 30 / 60 ]


  [ 30 / − 30 / 60 / − 60 ]


  [ 30 / − 30 / 60 / − 60 ]


    C  t = 2 %


    C  b = 0


    C  b =   C  t = 1 %


  [ 30 / − 30 / 60 / − 60 ]


  M L


  H L ,     t    t  S a t = 1


  [ 30 / − 30 / 60 / − 60 ]


  M L ;


  H L ,     t    t  S a t = 1


    t    t  S a t = 0 . 1  


    C  b = 0 ,     C  t = 2 %


    t    t  S a t = 0 . 1  


    C  b = 0 ,     C  t = 2 %


    C  b =   C  t = 1 %


    t    t  S a t = 0 . 1  


    C  t = 0 %


    C  b = 2 %


  [ 0 / 45 / − 45 / 90 ]


   h 3


  h


  [ 0 / 90 / 0 / 90 ]


  [ 0 / 30 / 60 / 90 ]


      t  S a t 10


    K  p q  u u =   ∫ 0  a    ∫ 0  b   [     A 11   𝜑  i j , x 1 𝜑  r s , x 1 +   A 16  (   𝜑  i j , x 1   𝜑  r s , y 1 +   𝜑  i j , y 1   𝜑  r s , x 1 ) +   A 66     𝜑  i j , y 1 𝜑  r s , y 1 ] d y d x


    K  p q  u v =   ∫ 0  a    ∫ 0  b   [   A 12   𝜑  i j , x 1   𝜑  r s , y 2 +   A 16   𝜑  i j , x 1   𝜑  r s , x 2 +   A 26   𝜑  i j , y 1   𝜑  r s , y 2 +   A 66   𝜑  i j , y 1   𝜑  r s , x 2 ] d y d x


    K  p q  u   𝜓  x =   ∫ 0  a    ∫ 0  b   [   B 11   𝜑  i j , x 1   𝜑  r s , x 4 +   B 16  (   𝜑  i j , x 1   𝜑  r s , y 4 +   𝜑  i j , y 1   𝜑  r s , x 4 ) +   B 66   𝜑  i j , y 1   𝜑  r s , y 4 ] d y d x


    K  p q  u   𝜓  y =   ∫ 0  a    ∫ 0  b   [   B 12   𝜑  i j , x 1   𝜑  r s , y 5 +   B 16   𝜑  i j , x 1   𝜑  r s , x 5 +   B 26   𝜑  i j , y 1   𝜑  r s , y 5 +   B 66   𝜑  i j , y 1   𝜑  r s , x 5 ] d y d x


    K  p q  v v =   ∫ 0  a    ∫ 0  b   [   A 22   𝜑  i j , y 2   𝜑  r s , y 2 +   A 26  (   𝜑  i j , y 2   𝜑  r s , x 2 +   𝜑  i j , x 2   𝜑  r s , y 2 )  +   A 66   𝜑  i j , x 2   𝜑  r s , x 2 ] d y d x


    K  p q  v   𝜓  x =   ∫ 0  a    ∫ 0  b   [   B 12   𝜑  i j , y 2   𝜑  r s , x 4 +   B 16   𝜑  i j , x 2   𝜑  r s , x 4 +   B 26   𝜑  i j , y 2   𝜑  r s , y 4 +    B 66   𝜑  i j , x 2   𝜑  r s , y 4 ] d y d x


    K  p q  v   𝜓  y =   ∫ 0  a    ∫ 0  b   [   B 22   𝜑  i j , y 2   𝜑  r s , y 5 +   B 26  (   𝜑  i j , y 2   𝜑  r s , x 5 +   𝜑  i j , x 2   𝜑  r s , y 5 ) +    B 66   𝜑  i j , x 2   𝜑  r s , x 5 ] d y d x


    K  p q  w w =   ∫ 0  a    ∫ 0  b   [   A 44   𝜑  i j , y 3   𝜑  r s , y 3 +   A 45  (   𝜑  i j , x 3   𝜑  r s , y 3 +   𝜑  i j , y 3   𝜑  r s , x 3 ) +    A 55   𝜑  i j , x 3   𝜑  r s , x 3 ] d y d x


    K  p q  w   𝜓  x =   ∫ 0  a    ∫ 0  b   [   A 45   𝜑  i j , y 3   𝜑  r s 4 +   A 55   𝜑  i j , x 3   𝜑  r s 4 ] d y d x


    K  p q  w   𝜓  y =   ∫ 0  a    ∫ 0  b   [   A 44   𝜑  i j , y 3   𝜑  r s 5 +   A 45   𝜑  i j , x 3   𝜑  r s 5 ] d y d x


    K  p q    𝜓  x   𝜓  x =   ∫ 0  a    ∫ 0  b   [   A 55   𝜑  i j 4   𝜑  r s 4 +   D 11   𝜑  i j , x 4   𝜑  r s , x 4 +   D 16  (   𝜑  i j , x 4   𝜑  r s , y 4 +   𝜑  i j , y 4   𝜑  r s , x 4 )


    K  p q    𝜓  x   𝜓  y =   ∫ 0  a    ∫ 0  b   [   A 45   𝜑  i j 4   𝜑  r s 5 +   D 12   𝜑  i j , x 4   𝜑  r s , y 5 +   D 16   𝜑  i j , x 4   𝜑  r s , x 5 +   D 26   𝜑  i j , y 4   𝜑  r s , y 5


    K  p q    𝜓  y   𝜓  y =   ∫ 0  a    ∫ 0  b   [   A 44   𝜑  i j 5   𝜑  r s 5 +   D 66   𝜑  i j , x 5   𝜑  r s , x 5 +   D 26  (   𝜑  i j , x 5   𝜑  r s , y 5 +   𝜑  i j , y 5   𝜑  r s , x 5 )


    F  u =   ∫ 0  a    ∫ 0  b   [   𝜑  i j , x 1  (   N  x  T +   N  x  c ) +   𝜑  i j , y 1  (   N  x y  T +   N  x y  c ) ] d y d x


    F  v =   ∫ 0  a    ∫ 0  b   [   𝜑  i j , x 2  (   N  x y  T +   N  x y  c ) +   𝜑  i j , y 2  (   N  y  T +   N  y  c ) ] d y d x


    F  w =   ∫ 0  a    ∫ 0  b    q   𝜑  i j 3 d y d x


    F    𝜓  x =   ∫ 0  a    ∫ 0  b   [   𝜑  i j , x 4  (   M  x  T +   M  x  c ) +   𝜑  i j , y 4  (   M  x y  T +   M  x y  c ) ] d y d x


    F    𝜓  𝜃 =   ∫ 0  a    ∫ 0  b   [   𝜑  i j , x 5  (   M  x y  T +   M  x y  c ) +   𝜑  i j , y 5  (   M  y  T +   M  y  c ) ] d y d x


    𝜑  i j  k =   𝜙  k ( x , y )     x -  ( i − 1 )     y -  ( j − 1 )


    𝜑  r s  k =   𝜙  k ( x , y )     x -  ( r − 1 )     y -  ( s − 1 )


  k = 1 , 2 , . . . , 5 ;   i , r = 1 , 2 , … , m ;   j , s = 1 , 2 , … , n


  p =  ( i − 1 ) n + j


  q =  ( r − 1 ) n + s


   …  , x =   𝜕 …  𝜕 x


   …  , y =   𝜕 …  𝜕 y

