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كمك روش المان محدود مورد بررسي قرار  هبودن خواص مادي جسم، ببا فرض ثابت ،رفتار غيرخطي هندسي تير ،در اين مطالعه - چكيده

شده و بر پايه روابط  بعدي مرتبه دو مدلسازيهاي يكدر رهيافت اول، تير با المان گردد؛ تار تير دو رهيافت ارائه ميبه منظور مطالعه رف. گيرد مي
و ) ثانويه(كه رهيافت دوم با استراتژي اويلري  شود در صورتي بندي ميفرمول) اوليه(كارگيري يك استراتژي لاگرانژي همكانيك محيط پيوسته و با ب

         ها و وضعيت ثانويه، كرنش ،با تعيين گراديان تغيير شكل ،در هر دو رهيافت .دكن هاي دوبعدي رفتار غيرخطي تير را بيان ميبه كمك المان
  .دنآيدست ميههاي موجود در تير بتنش
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Abstract- In this paper, with the assumption of constant material properties, the nonlinear behavior of beams is studied 
using the finite element method. To this end, two approaches are represented: in the first approach, the beam is modeled 
by one dimensional elements of second order that is formulated according to continuum mechanics relationships based 
on the Lagrangian strategy, while in the second approach based on the Eulerian strategy the nonlinear behavior of the 
beam is investigated by making use of two dimensional elements. In both approaches, the second configuration, strains 
and stresses in the beam are obtained via the calculation of deformation gradient.  
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  ـ مقدمه1
ها  بيني رفتار غيرخطي سازهپيش و بزرگ هايشكل تغيير تحليل
اي مورد توجه محققان  گسترده طورههندسه اوليه ب تغيير از پس
هاي بين روشاز محققان بسياري از اين راستا  در. دارد قرار

هاي عددي و به طور خاص روش المان  له روشئتحليل مس
 .اند هكردبراي بررسي غيرخطي هندسي سازه پيشنهاد  را محدود

...  و ]5[، ردي]4[، ريگرز]3[بت ،]2[كريسفيلد ،]1[زينكوويچ
. اند دهكربراي بررسي اين پديده استخراج را روابط المان محدود 

روابط المان محدود در از كاربردي استفاده به منظور 
تواند مياي  هعنوان يك هندسه پايههاي گوناگون، تير ب هندسه

در  ها هاي بزرگ ساير هندسهآغازي براي بررسي تغيير شكل
بيني  طور كلي براي پيشه ب. شود محسوب  هاي مكانيكيتحليل

سه  كه دكرتوان چهار رهيافت پيشنهاد  رفتار غيرخطي تير مي
بعدي و رهيافت چهارم بر پايه هاي يكرهيافت بر پايه المان

هر چهار رهيافت د و شوبندي ميفرمولهاي دوبعدي المان
 .اندهاي كوچكهاي بزرگ و كرنشمبتني بر تغيير شكل

كه در  كندميسه رهيافت براي تحليل تير اشاره به ، ]4[ريگرز
بر  ]2[كريسفيلدو ] 7[رنكين، ]6[ومپنر توسط آن رهيافت اول

شده ارائه  هاي بزرگبر اساس دوران وبعدي هاي يكپايه المان
      هاي رهيافت دوم تحليل غيرخطي تير بر پايه المان. است
بندي بر اساس معادلات مكانيك محيط پيوسته فرمول بعدييك
با ] 2[كريسفيلدو ] 8[ووركيندي ني مانندامحقق. شود مي

يابي المان استفاده از روابط سينماتيك تير و تركيب آن با درون
 رهيافت سوم بر پايه . نداهدكرمحدود اين روش را معرفي 

هاي غيرخطي  بندي تئوريبعدي بر اساس فرمولهاي يكالمان
. استتير و ميله و استفاده از فرضيات كلاسيك تحليل تير 

به صورت صريح اين روابط را استخراج ] 10[آمروو ] 9[گراتمان
كه  بودهبعدي هاي دورهيافت چهارم بر پايه المان. اند دهكر
بر ) جاري(و ثانويه ) لاگرانژي(و استراتژي اوليه تواند با د مي

در اين . بندي شوداساس روابط مكانيك محيط پيوسته فرمول
يك مدل كامل از تحليل غيرخطي هندسي ] 4[ريگرز خصوص

در زمينه تحليل غيرخطي  ،همچنين .دكنادي را معرفي ميمو 
از تير را ارائه  پلاستيكدر حوزه يك تحليل  ]11[اهرليكمادي 

  . داده است
در مقاله حاضر، دو رهيافت از چهار رهيافت ذكرشده به     

هر . دشو منظور بررسي رفتار غيرخطي هندسي تير استفاده مي

بندي دو رهيافت بر اساس روابط مكانيك محيط پيوسته فرمول
    بعدي با هاي يكبدين ترتيب رهيافت بر پايه المان شده و

      و رهيافت بر پايه ) اوليه(كارگيري استراتژي لاگرانژي هب
ارائه و ) جاري(هاي دوبعدي با استفاده از استراتژي اويلري المان
ها هاي دو تحليل با يكديگر و همچنين صحت و دقت آنپاسخ

  .دشو با مراجع مقايسه مي
  
  لهئبندي مسـ فرمول2

، Lبه طول  ييك طرح شماتيك از تير يكسرگيردار 1شكل 
راستاي محور  X1محور  .دهد را نشان مي tو ضخامت  bعرض 

  .استموازي عرض تير  X2تير و راستاي 
  

 
  طرح شماتيك تير 1شكل 

  
  بعديهاي يك المانفت بر اساس ـ رهيا1ـ2

در . ناميم اين رهيافت را در طول مطالعه رهيافت اول مي
روابط مكانيك محيط رهيافت اول يك تير دوبعدي با استفاده از 

 دشو مدل مي 2بعدي مرتبه پيوسته به وسيله يك المان يك
  .)2 شكل(
 

  
  بر روي تير 2بعدي مرتبه المان يك 2شكل 

  
و هاي مكان  يابي كليه ميدانتابع شكل كه وظيفه درون    
  .دشوذيل معرفي مي را برعهده دارد توسط روابط  جاييهجاب

  )1(
2
1)(1 ζζζ −=N  

  2
2 1)( ζζ −=N    

)1(
2
1)(3 ζζζ +=N                                              )1(  
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روابط سينماتيك بر اساس پيكربندي لاگرانژي يا اوليه     
را با اگر مختصات نقاط در وضعيت اوليه . شود بندي ميفرمول

X  و مختصات نقاط پس از تغيير شكل در وضعيت ثانويه باx 
به كمك رابطه زير معرفي  يان تغيير شكلدنشان داده شود، گرا

  :دشو مي

)2(  Xx
X
xF ,=

∂
∂

=    
گراديان تغيير  جايي باشد،ههنده بردار جابدنشان Uاگر    

  :شودميشكل به صورت زير بازنويسي 

)3(  
X
UIFUXx
∂
∂

+=⇒+= ˆ UIF Gradˆ +=⇒  

توان  بدين ترتيب مي. استماتريس واحد  Îكه در رابطه فوق 
  :دكركرنش گرين را بر اساس گراديان تغيير شكل تعريف 

)4(  
2

ÎFFE
T −

=  
و يا  x = Xيعني  ؛اگر سازه در مكان اوليه خود باقي بماند

IF  و اين خواهد بود صورت كرنش گرين صفر در اين ،=ˆ
  .يعني جسم در وضعيت مرجع خود قرار دارد

توان  بر اساس فرضيه سينماتيك براي تغيير شكل تير مي
مكان ثانويه جسم را پس از تغيير شكل بر حسب مكان اوليه و 

  :دكرهاي هر نقطه بيان  جاييهجاب
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  سينماتيك تير 3شكل 

سازي در روش المان محدود و  با استفاده از گسسته    
     جايي به شكل زير هجاب همچنين بسط سري تيلور، ميدان

  .استام  Iتابع شكل مربوط به گره  INآيد كه  دست ميهب
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بوده و از  u, w, ψ)( هر گره المان داراي سه درجه آزادي    
  :دشو صورت زير حاصل ميه جايي بهنمو ميدان جاب) 7(رابطه 
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از يك بردار به يك ماتريس و جايگذاري  UGradبا تبديل
صورت ه گراديان تغيير شكل حاصل و ب) 3(آن در رابطه 

 : شودنمادين زير بيان مي
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ماتريس له غيرخطي پارامتر اساسي به منظور تحليل مسئدو     
مقدمه دستيابي به  .استي مماسي و بردار نيروهاي داخلي فتس

بر اين اساس و هر دو پارامتر تعيين نمو كرنش گرين بوده 
  :به صورت زير خواهد بود) 4(و ) 3(، )2(روابط 
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 ،جايي هر گره از ساير پارامترهاهبا تفكيك پارامتر نمو جاب    
  .دشو بردار نمو كرنش گرين به شكل ذيل بازنويس مي
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 LIB̂و ماتريس ) 9( هاز رابط IB̂دست آوردن ماتريس هبا ب    
  .ي مماسي به صورت زير خواهد بودماتريس سفت) 16(از رابطه 
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T
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T
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امين گره محلي در يك المان را  Kامين و  K، Iو  Iهاي  انديس
 3×3زير ماتريس از نه  KTكند و بدين ترتيب ماتريس  بيان مي

تنش دوم پيلا،  Ŝ ،)17(در رابطه  ،همچنين. شود تشكيل مي
D  ماتريس ضريب الاستيك وdv با  .استحجم المان  جزء

خواص ماده در تمام مراحل تغيير شكل  و بر  بودنثابتفرض 

فرض تنش مسطح، ماتريس  و بر اساسطبق روابط سينماتيك 
  :دشو حاصل مي Dضريب الاستيك 
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رابطه بين . استضريب پواسون  υ ل يانگ وومد ELكه در آن 
كرنش گرين و تنش دوم پيلا با كمك معادله ساختاري زير 

  .دشو ارائه مي
)19(  DES =  

به صورت ) 19(از وضعيت برداري رابطه  Sبا تبديل     
توان تنش موجود در ترم  مي Smس يماتريسي و تشكيل ماتر

دست هرا ب )17رابطه ( يي مماسفتي هندسي ماتريس سفتس
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  :شودماتريس نيروهاي داخلي به كمك رابطه زير استخراج مي

)21(  ∫= SdvBR T
LII

ˆ  
  
  هاي دوبعدي المانبراساس ـ رهيافت 2ـ2

در . ناميم اين رهيافت را در طول مطالعه رهيافت دوم مي
رهيافت دوم نيز همانند رهيافت اول روابط مكانيك محيط 

با اين تفاوت  استگذار تحليل رفتار غيرخطي تير  پيوسته پايه
كار گرفته شده يك المان دوبعدي مربعي كه المان به

و ميدان يابي مكان اي بوده و توابع زير براي درون چهارگره
  .دشونجايي استفاده ميهجاب

  )1)(1(
4
1),( ηηζζηζ IIIN ++=  

  )1,1(),(),1,1(),( 21 −=−−= ηζηζ  
)22(  )1,1(),(),1,1(),( 43 −== ηζηζ  

به . است 4 بندي مطابق شكل محورهاي مختصات و المان    
 .گيريم منظور مطالعه سينماتيكي تير سه وضعيت را در نظر مي

وضعيت اوليه  eΩ مرجع، وضعيت Ω ،5 شكل طبق
)(و) لاگرانژي( eΩϕ دكن وضعيت جاري يا ثانويه را بيان مي. 

نگاشت از  jeنگاشت از وضعيت مرجع به اوليه،  Jeمطابق با آن 
گراديان تغيير شكل نگاشت از  Fوضعيت مرجع به ثانويه و 

  .استوضعيت اوليه به ثانويه 
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 المان دوبعدي بر روي تير 4شكل 

  

  
 ]4[نگاشت تغيير شكل 5شكل 

  
بر اساس روابط زير  5شده در شكل معرفيهاي نگاشت
  :ندشو حاصل مي

T

I I

I

I

I
e N

N
X
X

J ∑
= ⎭

⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

4

1 ,

,

2

1

η

ζ  

)23(                                    
T

I I

I

I

I
e N

N
x
x

j ∑
= ⎭

⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

4

1 ,

,

2

1

η

ζ  

      به ترتيب  IJx يا IJX در Jو  I انديس هايكه در آن 
جايي هبر اين اساس بردار جاب. اندگره  مربوط به راستا و شماره

][تصور هبهر المان  2422122111 ,...,u,u,u,uuu بردار  و نمو =
][صورت هجايي بهجاب 242111 δu,...,δu,uη δ=شود مي بيان. 
توان گراديان تغيير  با تعريف ديگري مي و) 2(رابطه  اساس بر

  :دكرشكل را به صورت زير بيان 
)24(  1

eJejF −=  
توان از دو پيكربندي  بندي المان محدود ميبه منظور فرمول    

در رهيافت دوم برخلاف . دكراويلري يا لاگرانژي استفاده 
. بهره گرفته شده است) جاري(رهيافت اول از پيكربندي اويلري 

به  يسكرنش الماندر اين پيكربندي تنش كيرشهف و نمو 
جايگزين تنش دوم پيلا و نمو كرنش گرين خواهند ترتيب 

  .]4[بود
و با استفاده  تعيين شده) 4(با استفاده از رابطه  كرنش گرين    

توان تنش  مياز اين كرنش تنش دوم پيلا و با انتقال آن 
  :دست آوردهكيرشهف را ب

)25(  EDS ˆ=  
فرض تنش مسطح به منظور تعيين ماتريس ضريب     

  :شود كار گرفته ميهب D)ˆ(الاستيك 

)26(  
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
υ

υ− υ−
υ=

2
1

1
1

ˆ
21

LE
D  

تنش دوم پيلا، تنش كيرشهف به صورت زير با انتقال     
  :]4[دشومعرفي مي

)27(  TFSFτ =  
  .شود نمو كرنش المانسي به صورت زير بيان مي ،همچنين    

� 
)28(  ∑

=

=
4

1I
ILI ηBδe  

  كه در آن

)29(                                        
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

1,2,

2,

1,

0
0

II

I

I

LI

NN
N

N
B  

 ،)29(در رابطه 
m

I
mI x

NN
∂
∂

كننده مشتق تابع شكل بيان ,=

  :دشو كه بدين شكل محاسبه مي استنسبت به مختصات ثانويه 
)30(  { } { } ηζ ,2

1
,1

1
, ImeImemI NjNjN −− +=  

}كه  }imej
  .است ejمؤلفه معكوس ماتريس−1

          فوق بردار نيروهاي داخلي ارائه هاي  با تشكيل ماتريس    
  .دشومي

)31(  dvJBR e
T
LII )det(τ∫=  

كه به همراه نيروهاي داخلي در  يي مماسفتماتريس س  
  : عبارت است ازگيرد  حلقه غيرخطي قرار مي

=TIKK  

∫ +∇∇ dvJBDBINN eLK
T
LIKx

T
Ix )det(]ˆˆ)()[( τ )32 (  
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TIKK  شده وتشكيل  2×2زيرماتريس شانزده از)( Ix N∇  به
  :شود صورت زير تعريف مي

)33(  ][)( 2,1, II
T

Ix NNN =∇  
mINكه    .دشو حاصل مي) 30(از رابطه  ,
مربوط به جزء حجم المان  dv، )32(و ) 31(در روابط     

   توان  استفاده از نقاط گوس مي با وبوده وضعيت مرجع 
  .دست آوردههاي فوق را به صورت زير بانتگرال

∫∫ −−

1

1

1

1
)det(),( ηζηζ ddJg e  

PPPe
p

PP WJg )),(det(),(
4

1

ηζηζ∑
=

= )34(            

),(كه در آن   PP ηζ  نقاط گوس وWP  استضريب وزن.  
  
  ـ حل معادلات غيرخطي3ـ2

ي فتدو پارامتر اساسي ماتريس س ،شدهدر هر دو رهيافت مطرح
و بردار نيروهاي داخلي براي تحليل معادلات غيرخطي  يمماس

يك الگوريتم تكراري توانمند براي حل اين . دشو استفاده مي
عدم به دليل . استرافسون -دسته از مسائل الگوريتم نيوتن

توان اين الگوريتم را  جايي عرضي تير ميهدر جاب 1انشعاب وجود
  .كار بردهب 2همراه با روش افزايش نيرو

  
  گيري ـ بحث و نتيجه3

ر كامل طوه رهيافت ب ودست آمده دههاي بمقايسه جواب
 .شده را مورد تأييد قرار دهدتواند صحت بررسي انجام مي

توان به كمك  هاي هر رهيافت را ميدقت پاسخ ،همچنين
يك تير  ،براي اين منظور. نشان داد ]12[مقايسه با مرجع 

گيريم كه تحت بار گسترده عرضي  يكسرگيردار را در نظر مي

2
P در سطوح فوقاني و تحتاني قرار دارد .  

 
 P عرضيتير يكسرگيردار تحت بار گسترده  6شكل 

                                                 
1. Snapping 
2. Load Control 

 mm 25.4ضخامت و و عرض L=254 mm طول به تير اين
پواسون  ضريب و EL=82.74 Mpa الاستيك مدول با 

2.0=υ تير با  يجايي عرضجابه. شود فرض ميV  نمايش داده
    بعد عرضي تير جايي بيجابه 7بدين ترتيب شكل . شده است

)
L
V ( بر حسب ضريبي از بار)

IE
PLK

L

3

 دهد نشان مي را) =

  .استهمان اينرسي سطح مقطع  Iكه 
 

  
  جايي عرضي انتهاي آزاد تير بر حسب بارهجابمودار ن 7شكل 

  
رهيافت اول و رهيافت دوم  شود گونه كه ملاحظه ميهمان    

هر چند كه  .دارند ]12[تطابق بسيار مناسبي با پاسخ مرجع 
هاي عنوان مبنا قرار دهيم نزديكي پاسخهرا ب ]12[اگر مرجع 

اما  ،استتر به مبنا نزديك) رهيافت دوم(بعدي هاي دوالمان
د كرهاي قابل قبول ارائه با كاهش يك بعد بتوان پاسخ چنانچه

ناچيز خطا، روشي با اغماض  ،صورت در اين) رهيافت اول(
به  ]12[پاسخ مرجع  .تر و با هزينه كمتر خواهيم داشتسريع

ه در آن تحليل ك است دست آمدههبعدي بهاي دوكمك المان
توان اختلاف بدين ترتيب مي .استهر المان داراي هشت گره 
را در تعداد گره هر المان  ]12[بتپاسخ بين رهيافت دوم و 

  .خواهد بودتر مبناي دقيقبت  است كهدانست و واضح 
وضعيت ثانويه تيري با خصوصيات مكانيكي و  8شكل     

اين تير در وضعيت  .دهد هندسي كه قبلاً اشاره شد را نشان مي
گاه  قرار داشته و از سمت چپ به تكيهصورت افقي ه اوليه ب

پس از اعمال بار گسترده عرضي به مقدار .گيردار شده است

m
NP عنوان هب. اندتغيير مكان دادهنقاط مختلف تير ، =6000

جا هنقاط انتهاي آزاد تير تقريبا به اندازه طول تير جاب، نمونه
  .اند شده



مدرس مكانيكمهندسي 1390 زمستان/ 4 شمارة يازدهم، دورة   

 

39 

  
6000ر بار گسترده عرضي وضعيت ثانويه تير بر اث 8شكل  N

m
 

  
همگرايي روش المان محدود را بر حسب تعداد  9شكل     

اين نمودار براي رهيافت اول ترسيم شده  .دهد ها نشان ميالمان
المان بر روي يكديگر  4است و بر طبق آن نمودارها پس از 

بعدي ن معني است كه المان يكاشوند و اين بد منطبق مي
هايي بسيار مناسب و توانمند عمل براي چنين تحليل 2مرتبه 

  .كند مي
   

  
  2بعدي مرتبه هاي يكالمان همگرايي 9شكل 

  
هاي با تعداد المانكه در آن همگرايي رهيافت اول برخلاف     

همگرايي در رهيافت دوم نيازمند تعداد ، آيد دست ميهكم ب
ميزان همگرايي با افزايش  10شكل . هاي بيشتري استالمان
كه در آن تير به چهار قسمت سطري دهد  نشان مي را هاالمان

رهيافت دوم  ،طبق نموداربر ). 4مانند شكل (تقسيم شده است 
  .قابل قبول را ارائه مي نمايد هايپاسخالمان  64با حدود 

و ) بعديتحليل يك(اي را بين رهيافت اول مقايسه 11شكل     
براي دو نسبت طول به ضخامت ) تحليل دوبعدي(رهيافت دوم 

در صورت افزايش نسبت  ،طبق نموداربر . دهدتير نشان مي
بعدي و دوبعدي در هاي تحليل يكطول به ضخامت تير، جواب

20=
t
L 2تري نسبت به تطابق نزديك=

t
L به عبارت  ؛دارند

با افزايش نسبت طول به ضخامت تير اثر فرض رفتار  ،ديگر
  .در راستاي ضخامت ناچيز خواهد بود دوبعدي در خيز

  

  
  هاي دوبعديگرايي المانهم 10شكل 

 

  
بعدي و دوبعدي براي دو نسبت طول به ايسه تحليل يكمق 11شكل 

  ضخامت متفاوت تير
    
كه  يكسرگيردارتار تير رفبا تحليل رهيافت دوم،  ،همچنين    

شده مطالعه قرار دارد گشتاور خمشي تحت خود در طرف آزاد 
ي آزاد تير را بر اثر اين گشتاور تغيير مكان انتها 12شكل . است

           خمشي وضعيت ثانويه تير تحت اثر گشتاور 13و شكل 
 N.m 23  دهدنشان ميرا.  
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حسب گشتاور  جايي عرضي انتهاي آزاد تير برهجاب ودارنم 12شكل 

  خمشي
 

  
 N.m 23 ر بر اثر گشتاور خمشييوضعيت ثانويه ت 13شكل 

  
  بنديجمع -4

و اويلري  رفتار غيرخطي هندسي تير با دو استراتژي لاگرانژي
بعدي و دوبعدي مورد ارزيابي بندي يكهمراه با دو نوع المان

لاگرانژي و  استراتژي بعدي تير به كمكتحليل يك. قرار گرفت
و تحليل دوبعدي تير با ؛ كرنش گرين و تنش دوم پيلا تعيين

تعيين كرنش المانسي و تنش  واستفاده از استراتژي اويلري 
             يك تحليل غيرخطي المان محدود . كيرشهف ارائه شد

         تواند كارگيري تئوري مكانيك محيط پيوسته ميهببا 
كه در  طوريهمان .هاي بزرگ را ترسيم نمايدجاييهجاب

تغيير شكل  تواند، اين تحليل مينمودارها نشان داده شده است
با مدلسازي . دكن را بررسييك تير تقريبا به اندازه خودش 

ه دشهاي مناسبي حاصل بعدي با صرف هزينه كمتر جوابيك
ها را بهبود بعدي اين جوابتوان با مدلسازي دوكه مي است

اي اساس المان چهارگره حاضر بر اين مدلسازي در كار .بخشيد

ها توان جوابها در المان ميانجام شد كه با افزايش تعداد گره
  . دكرتر هاي تحليلي و تجربي نزديكرا به جواب
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