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Abstract- In this study, natural frequencies of rectangular orthotropic plates with piezoelectric patches are obtained. 
Simply supported boundary conditions are assumed at the plate edges. Ritz approach based on the principle of 
minimum potential energy is applied to obtain the frequency parameters of rectangular plate. Since displacement fields 
of the plate are postulated by trigonometric series function, solution is a semi analytical one. For verifying the accuracy 
of this method, results are for the isotropic and piezoelectric plates are compared with those reported in the literature. 
As we see a good conformance is derived from the obtained results and the exact solution. Finally, natural frequencies 
of a rectangular Mindlin plate with surface bounded piezoelectric patches are obtained. 
Keywords: Natural Frequency, Mindlin Plate, Ritz Method, Piezoelectric 
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  مقدمه -1
به دليل نياز صنعت به  ،هاي اخير استفاده از مواد مركب در سال

وزن كم،   هاي متنوع كه از استحكام بالا،توليد موادي با ويژگي
بودن حرارتي و صوتي و عمر پذيري، عايقطافقابليت انع

باشند، رشد  برخوردارتري نسبت به مواد موجود  طولاني
لكتريك به عنوان در اين ميان مواد پيزوا. روزافزوني داشته است

هاي هوشمند  يك نمونه از مواد مركب در طراحي و ساخت سازه
  .اند مورد استفاده قرار گرفته
هاي مكانيكي و الكتريكي به هم يا به  قابليت تبديل انرژي

دقت بالا،   عبارتي كوپلينگ الكترومكانيكي، واكنش سريع،
ي و پهناي باند وسيع و پاسخ خوب به هر دو تغيير شكل عمود

را در طراحي و ساخت  زياديبرشي مواد پيزوالكتريك پتانسيل 
هاي هوشمند  سازه .]2و1[هاي هوشمند موجب شده است سازه

هاي خارجي  توانايي ذاتي يا اكتسابي براي پاسخگويي به محرك
هاي  در گذشته براي مهار ارتعاشات تنها از سيستم. دارند

اما به . شد تفاده ميفنرـدمپر اس ـانفعالي مانند سيستم جرم
دليل دامنه فركانسي كم، استهلاك ارتعاشات و صدا به صورت 

ها دانشمندان به فكر استفاده از  انرژي گرمايي و وزن بالاي آن
  .ندادفتاهاي ديگري براي كنترل ارتعاشات  روش

هاي جديد براي كاهش ارتعاشات و صدا از كنترل  در روش
يك دسته از  .شود تفاده ميفعال ارتعاشات و مواد هوشمند اس

اند كه تحت  هايي تشكيل شده هاي هوشمند از محرك سازه
، جايي مكانيكي نشان دادهتأثير ميدان الكتريكي از خود جابه

ين مجموعه اي ديگر از ا دسته. كنند شتاور ميگايجاد نيرو يا 
جايي و در نتيجه كرنش و ند كه جابهاها شامل حسگرهايي سازه

نوع سوم كه . كنند لات مكانيكي سازه را كشف مييا ديگر حا
ويژه در كاهش دامنه ارتعاشات دارد هم كارايي بيشتري به

 2هاي كنترلي ند و به سازهو هم شامل حسگر 1گرشامل عمل
هاي مواد پيزوالكتريك به سطح بالايي يا  وقتي لايه .ندامعروف

شوند  مي شده با الياف متصلهاي كامپوزيتي تقويت پاييني سازه
تواند به طور  شان مي كارايي  گيرند، ها قرار مي و يا داخل آن

هاي پيزوالكتريك با  علاوه بر اين تركيب لايه. مؤثري بهبود يابد
پاسخ سازه را از ) تصحيح(هاي كامپوزيتي امكان تغيير  سازه
  .]4و3[آورد هاي مذكور فراهم مي يهلاحسگري و عملگري  طريق

                                                            
1. Actuator 
2. Controlled Structures 

  شرح مسئله -2
منـابع  شـده بـر روي    انجـام  هـاي بررسـي  توجه به مطالعات و با  

مطالعـاتي در زمينـه    مراجـع  ءخـلا ، مختلف توسط نويسندگان
هاي پيزوالكتريك يـا  هاي كامپوزيتي با وصلهارتعاشات آزاد ورق

بـا توجـه بـه اهميـت مـواد      . دشـو احساس مي PFRCهاي لايه
د هوشـمند،  پيزوالكتريك به عنوان يك نمونه در حال رشد مـوا 

ــا وصــلهدر ايــن تحقيــق  هــاي ارتعاشــات آزاد ورق مينــدلين ب
تاثير تغيير انـدازه  . پيزوالكتريك مورد بررسي قرار خواهد گرفت

هاي پيزوالكتريك به عنوان متغيرهـاي ورودي مسـئله بـر    وصله
  .گيردروي ارتعاشات آزاد سازه مورد تحليل قرار مي

  
  روش حل -3
   ضخيمصفحات نيمه ري ميندلين برايتئو -3-1

هاي نازك داراي دقت كافي ها براي ورقتئوري كلاسيك ورق
كاسته  نتايج حاصلهاز دقت  آنهااما با افزايش ضخامت  است،
 ميزان خطاي ناشي از استفاده از تئوري كلاسيك . شودمي
ضخيم از مرتبه توان دوم ضخامت نيمه هايورقبراي  هاورق

وري كلاسيك لزوم ايجاد تئوري اين محدوديت تئ. استصفحه 
ها به منظور دستيابي به رفتار قابل تري براي ورقدقيق

  . دهدتر را نشان مياطمينان
 3دهد كه تئوري كلاسيك كيرشهفنشان مي هاآزمايش
هاي هاي ضخيم را كمتر و فركانسورق 4جاييميزان جابه

 ين ها را بيشتر از ميزان واقعي تخمطبيعي و بار كمانش آن
هاي اين اختلاف ناشي از درنظر نگرفتن تأثير كرنش. زندمي

شود در اين تئوري فرض مي ،همچنين. استبرشي عرضي 
مقاطع مسطح كه قبل از بارگذاري عمود بر صفحه مياني 

نيز مسطح و عمود  بارگذاري و تغييرشكل سازهاند، پس از  بوده
  .استواقعيت كه اين امر مغاير با  مانندببر اين صفحه باقي 

ــي از  ــوري يك ــرين تئ ــامعتبرت ــراي  ه ــل ب ــورقتحلي        اي ه
مينـدلين   توسـط ، هاسـت جـايي ضخيم كه بر مبناي جابـه نيمه

هـاي مرتبـه   اين تئوري بر اساس تغيير شـكل . مطرح شده است
  ]:5[ هاي زير استوار استاز فرضاول با استفاده 
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3. Kirchhoff’s Classical Plate Theory 
4. Deflection 
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گرفتن  حال با درنظر. ندادوران صفحات ميانيتوابع  yψو xψكه
  :به شكل زير جاييجابه-روابط كرنش

, ,
1 ( )
2ij i j j iu uε = + )2(                                                 

  :خواهيم داشت )1(فاده از روابط و است 
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با فرض شرط  تروپيكايزورابطه تنش و كرنش براي ماده     
  :استبه شرح زير  z بودن تنش در راستايصفر
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عبارت شامل ميدان الكتريكي و هاي پيزوالكتريك وصله در    
شود و وارد مي رابطه تنش و كرنشالكتريك نيز در ماتريس دي

  :دشوبه صورت زير حاصل مي ماتريس تنش
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ي هاهاي كاهش يافته ماتريسمولفه ijeو ijC،در روابط بالا كه
  .نداالكتريكسختي و دي

  روش مينيمم انرژي پتانسيل - 2- 3
مطـابق   .شـود نشان داده مي Πانرژي پتانسيل كلي سيستم با 

هميلتون براي تشخيص مسير واقعـي حركـت يـك ذره     اصلبا 
در نتيجـه  . كمينه شـود بايد مقدار انرژي پتانسيل كلي سيستم 

  :بايد داشته باشيم
0δ Π =  )6(  

به پايداري  1uجايي واقعي انرژي پتانسيل كلي با جابه    
جايي غيرواقعي به اين ترتيب به ازاي جابه .كنددست پيدا مي

2u خواهيم داشت:≠Πδ.  
جايي با استفاده از يافتن ميزان بنابراين حل دقيق تابع جابه    

  .پايداري براي انرژي پتانسيل كلي سيستم به دست خواهد آمد
انسيل ناشي از بار وارده به سيستم را به صورت زير انرژي پت

  :كنيمتعريف مي
u vδ δ δΠ = +   )7(  

با درنظر گرفتن اينكه انرژي پتانسيل كلي سيستم تابعي از     
  خواهد بود، داريم uجايي جابه

( ) 0d u u
du

δ δΠ
Π= =   )8(  

  :رسيمبه رابطه زير ميبنابراين     
0

du
δΠ

=  )9(  

از آنجايي كه مسير واقعي حركت ذره مستلزم پايداري انرژي     
، اين اصل به نام اصل پايداري انرژي استپتانسيل كلي سيستم 

  .شودپتانسيل خوانده مي
  
  روش ريتز -3-3

در كاربردهاي مهندسي از اصل مينيمم انرژي پتانسيل به 
ها مسائلي كه حل دقيق آن دست آوردن حل تقريبيمنظور به

اما در روش ريتز  .شودمشكل و يا غيرممكن باشد استفاده مي
جايي مسئله اصلي حدس صحيح براي انتخاب تابع صحيح جابه

تواند منجر به عدم همگرايي يا خطا در زيرا اين امر مي است،
  .ها شودجواب

تانسـيل و  ابتدا بايد توابع انرژي پ ،براي استفاده از روش ريتز    
به  zو  x ،y جايي در راستايجنبشي را به صورت توابعي از جابه
ها تابع لاگرانـژين را تشـكيل   دست آوريم و سپس از تفاضل آن

  .ط مرزي صدق كنندايتوابع حدسي بايد در شر .دهيم
  .شودرابطه انرژي كرنشي كل ورق به صورت زير نوشته مي
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∫

انرژي پتانسيل مجموعه برابر مجموع انرژي پتانسيل ورق     
به صورت  وهاي پيزوالكتريك بوده ارتوتروپيك زمينه و وصله

  :شودبيان ميزير 
1 1
2 2S P P

T T T
S P PV V V

U S dV S dV E DdVσ σ= + −∫ ∫ ∫   )11(  

بيانگر  Vp ارتوتروپيك بوده و ورقبيانگر حجم  Vsكه در آن 
  .استهاي پيزوالكتريك وصله حجم

زيني روابط معادل تنش براي ورق ارتوتروپيك و با جايگ    
     بازنويسي به شكل زير ) 11(هاي پيزوالكتريك رابطه وصله
  :دشومي
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∫ ∫
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و روابط معادل كرنش در  Cهاي ماتريس با قرار دادن مولفه    
رابطه بالا و پس از تفكيك عناصر مربوط به كرنش ورق 

هاي پيزوالكتريك، رابطه مربوط به كرنش روپيك و وصلهارتوت
  :شودورق ارتوتروپيك به شكل زير حاصل مي
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  :بنابراين خواهيم داشت    
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  :شودبعدسازي انجام مي يبا تبديلات زير ب    
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  :دشومي بازنويسي در نتيجه روابط بالا به صورت زير    

  
  
  
  
  
  
  
)16( 

1 2 1 2

structure 1 2 1 2

3
2

11 122

2 2
22 442

2
55

2
66

1
2

1 2( )
12

1 1 1 1( ) ( )
4

1 1( )
4

1 1( )
4

yx X

yxY

x

y

U ab

h C C
aba

C C
b ab

wh C
a

w C d d
b

ψψ ψ
ξ η ξ

ψψψ
η η ξ

ψ
ξ

ψ η ξ
η

− −
=

⎧ ∂⎡ ∂ ∂⎪ +⎨ ⎢ ∂ ∂ ∂⎪ ⎣⎩
∂ ⎤∂∂

+ + + ⎥∂ ∂ ∂ ⎦
⎡ ∂

+ − +⎢ ∂⎣
⎫⎤∂ ⎪+ − + ⎬⎥∂ ⎪⎦⎭

∫ ∫

 .انرژي كرنشي براي ورق ارتوتروپيك استبيانگر ) 16( رابطه    
هاي روش مشابه براي وصله با استفاده از ترتيباين به 

  :پيزوالكتريك خواهيم داشت
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  :توان به شكل زير بازنويسي كردرا مي) 18(معادله 
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  :شودبعدسازي انجام مييبا تبديلات زير ب    
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به صورت  هاي پيزوالكتريكوصلهبنابراين انرژي كرنشي     
بيانگر انرژي كرنشي ) 21(رابطه   .آيددست ميبه) 21(رابطه 
بيانگر  2و  1هاي هاي پيزوالكتريك بوده و زيرنويسوصله

هاي پيزوالكتريك واقع در بالا و پايين جملات مربوط به وصله
  .ورق هستند
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در  .نداجاييتق نسبت به زمان توابع جابهشم wوu،v كه
جايي را براي ارتعاشات به هاي بردار جابهصورتي كه مولفه

ترم وابسته به زمان را به صورت يك (صورت زير در نظر بگيريم 
 ،)جايي در همه راستاها فرض كنيمتابع يكسان براي جابه

  :خواهيم داشت
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  :دشوميبيان انرژي جنبشي كل سيستم به صورت زير     
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  :خواهيم داشت zگيري نسبت به با انتگرال    
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  :دادن تابع زماني به شكل زير خواهيم داشتبا قرار    
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براي اينكه عبارت انرژي جنبشي ماكزيمم شود شرط زير     
ژي جنبشي ماكزيمم به در نتيجه عبارت انر. بايد برقرار باشد
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wxyجايي يعنياستفاده از روش ريتز توابع جابه ,,ψψ  را
ت انرژي يم و توابع حدسي حاصل را در معادلاحدس بزن

جنبشي و پتانسيل قرار داده از تابع انرژي پتانسيل كلي 
بديهي . جايي مشتق بگيريمبه ثوابت توابع جابه سيستم نسبت

است كه طبق اصل مينيمم انرژي پتانسيل يا اصل پايداري 

جايي واقعي بودن سيستم و دستيابي به تابع جابهبراي پايدار
  .بايد اين مشتقات برابر صفر باشند
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هـا بـا اسـتفاده از    د كه مقـدار آن انثوابتي Dijو  Aij ،Bij ،Cijكه 
براي راحتي كار تبديل زيـر را   .آيددست ميبه ريتزروش انرژي 
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  :كردن هر مشتق جزئي انرژي پتانسيل كل داريمفرض  با صفر
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به شكل زير خواهيم هاي سختي و جرم با تعريف ماتريس    
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  .استتعداد جملات سري  Nدر روابط بالا 
بـا  ، ωدسـت آوردن مقـادير مختلـف    بدين ترتيب پس از به    

 mB ،1Cتا 1Bو  mAتا  1Aمقادير  ار مشخصهمقدحل معادله 
  .آيدبه دست مي mDتا  1Dو  mCتا 
  

  تايج عددين -4
با حـل  ، ωپس از به دست آوردن مقادير مختلف  بدين ترتيب

تـا   mB ،1Wتـا  1Bو mAتا  1Aمقادير  معادله مقدار مشخصه
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mW  1وC  تاmC مراجـع به دليل اينكـه در   .دست مي آيدبه 
حل دقيق مسئله مورد نظر موجـود نبـوده، بـه منظـور بررسـي      

در ابتـدا مسـئله را بـراي ورق     ،كار گرفته شدهدقت متدلوژي به
مستطيلي ايزوتروپيك و ورق كاملا پيزوالكتريك حل كرده و بـا  

  .كنيمقايسه ميم مراجعنتايج موجود در 
 
مقايسه نتايج حاصل از روش ريتز با نتايج موجود در  - 1- 4

 مراجع
  :گاه سادهتكيه ورق ايزوتروپيك با شرايط مرزي چهار طرف

نتايج زير براي ورق ايزوتروپيك با شرايط مرزي چهار طرف 
دست آمده و با نتايج حاصل از حل دقيق ساده بهگاه تكيه

در اين حالت  .مقايسه شده است ]7[ شماره مرجعموجود در 
ω  استفركانس طبيعي بدون بعد معادل عبارت زير :  

2 ha
D
ρβ ω=

  
  

 با ايزوتروپيك مستطيلي ورق بعد بدون طبيعي هايفركانس 1 جدول
 1/0 طول به ضخامت نسبت و ساده گاهتكيه طرف چهار مرزي شرايط

 مود چهارم  مود سوم  مود دوم  مود اول  روش

4549/66  8636/55  6489/38  6407/19   ريتز

7193/65  586/55  3847/38  5055/19   ]7[مرجع 

1/1  5/0  68/0  69/0  )درصد(اختلاف 

  
 با ايزوتروپيك مستطيلي ورق بعد بدون طبيعي هايفركانس 2 جدول
 01/0 طول به ضخامت نسبت و ساده گاهتكيه طرف چهار مرزي شرايط

 چهارممود   مود سوم  مود دوم  مود اول  روش

7668/98  9876/78  3723/49  7929/19   روش ريتز

5222/98  8455/78  3045/49  7322/19   ]7[مرجع 

24/0  18/0  13/0  3/0  )درصد(اختلاف 

  
  :گاه سادهتكيهورق پيزوالكتريك با شرايط مرزي چهار طرف 

بدون بعد معادل عبارت زير فركانس طبيعي  ωدر اين حالت 
   :]8[است

11

a
C
ρβ ω=  

 با پيزوالكتريك مستطيلي ورق بعد بدون طبيعي هايفركانس 3 جدول
 1/0 طول به ضخامت نسبت و ساده گاهتكيه طرف چهار مرزي شرط

 مود چهارم  مود سوم  مود دوم  مود اول  روش

2222/2  837/1  3199/1  5077/0   ريتزروش 

2211/2  821/1  286/1  4969/0   ]8[مرجع 

05/0  93/0  63/2  1/2  )درصد(اختلاف 

  
 با پيزوالكتريك مستطيلي ورق بعد بدون طبيعي هايفركانس 4 جدول

 01/0 طول به ضخامت نسبت و ساده گاهتكيه طرف چهار مرزي شرط

 مود چهارم  مود سوم  مود دوم  مود اول  روش

2614/0  2096/0  1293/0  0613/0   ريتزروش 

2572/0  2056/0  1287/0  0614/0   ]8[مرجع 

63/1  44/1  4/0  2/0  )درصد(اختلاف 

  
 :هابررسي دقت داده

نتايج با دقت بالايي با نتايج  ،شودميطور كه ملاحظه همان
در نتيجه فرمولاسيون . انطباق دارد ]8[و  ]7[ مراجعموجود در 

ريك كلي مسئله براي ورق ايزوتروپيك و ورق تمام پيزوالكت
  .استقابل قبول 

با كاهش نسبت  ،بالا پيداست هايگونه كه از جدولهمان    
خطاي حاصله بيشتر  ،)شدن ورق ترضخيم(طول به ارتفاع ورق 

شدن ورق به حالت ضخيم شود كه اين امر به دليل نزديكمي
  .است) 1/0نسبت ضخامت به طول (
  
 حل عددي ارتعاشات آزاد سازه مورد نظر - 2- 4

ارتعاشات آزاد سازه مورد نتايج عددي مرتبط با  ،ين قسمتدر ا
دو وصله  همراهبهيك ورق ايزوتروپيك متشكل از نظر كه 

ارائه شده  باشد،ميپيزوالكتريك به طور متقارن در بالا و پايين 
هاي بيانگر نسبت طول وصله A/aدر اين حالت نسبت . است

  .استوتروپيك پيزوالكتريك به طول ورق ايز
هاي با افزايش ابعاد وصله ،پيداست هاطور كه از جدولهمان    

يابد كه يهاي طبيعي مجموعه افزايش مپيزوالكتريك، فركانس
اين امر تاثير اثر پيزوالكتريك در كاهش ارتعاشات مجموعه را 

  .دهدنشان مي
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گاه تكيههاي طبيعي سازه در حالت چهار طرف فركانس 5جدول 
 ساده

A/a مود اول   مود چهارم  مود سوم  مود دوم

4/0  32/458  94/662  2/783  6/1004 

6/0  65/470  1/778  8/845   5/1058 

8/0  13/474  2/781  2/964   7/1132 

1  7/496  3/782  1203  1289 

  
  گيرينتيجه -5

نتايج ارتعاشات آزاد  ،طور كه در بخش قبل مشاهده شدهمان
روپيك و هاي ورق ايزوتورق مستطيلي ميندلين در حالت

پيزوالكتريك حاصله از روش ريتز با دقت مناسبي با نتايج حل 
برخي از عوامل ايجاد . انطباق داشت مراجعدقيق موجود در 

  : استخطا در روش ريتز به شرح زير 
در مواردي ) ميندلين(ضخيم صفحات نيمه تئوري از استفاده -

 .بوده است 10كه نسبت طول به ضخامت ورق كمتر از 
  zzσيعني  zكردن از تنش نرمال در راستاي  نظرصرف -
هاي گيري مجزا از ورق ارتوتروپيك و وصلهانتگرال -

دست آوردن معادلات انرژي پيزوالكتريك در هنگام به
 پتانسيل و جنبشي در روش ريتز

 استفاده از روش انتگرالگيري گوس  -
جايي هع جابافزايش تعداد جملات سري مثلثاتي تقريب تواب -

افزايش جملات باعث كاهش (جمله  10در روش ريتز تا 
به دليل حجم محاسبات، سري تا  ،اما .شددرصد خطا مي

 ).جمله محاسبه شده است 10

هاي در اين روش استفاده از سري كه ذكر است شايان    
هاي تواني جايي نسبت به سريهمثلثاتي به عنوان توابع جاب

  .محاسبات وارد كرده استخطاي كمتري را در 
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