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 یىٙٛاخت ؿؼبػی فـبس ٞبی دایشٚی ٚ حّمٛی ٘بصن دس صیش ثبس٘ب٘ٛٚسق ثشای وٕب٘ؾ ٔتمبسٖ ٚ ٘بٔتمبسٖ ٚ تحّیّی حّی دلیك ،ایٗ ٔمبِٝدس  -چکیده

       ٔتمبسٖ ثب  ثبسٞبی وٕب٘ـیٞب، ثشای ثیبٖ اثشات ٔمیبع ا٘ذاصٜ اص تئٛسی غیشٔحّی اسیٍٙٗ اػتفبدٜ ؿذٜ ٚ ثشای اثجبت دسػتی دادٜؿٛد. اسائٝ ٔی

اص لجیُ ٔذَٚ یبً٘، چٍبِی ٚ ضشیت پٛاػٗ دس ٕٞٝ خبی ٘ب٘ٛسٚسق ثبثت  یاػت وٝ خٛاك فشم ثش آٌٖشدد. ٞبی ٔٛخٛد دس ٔمبلات ٔمبیؼٝ ٔیدادٜ

شٞب چٝ ٚ ایٙىٝ ایٗ پبسأت وٕب٘ؾ ٞبیٌبٞی ٔختّف ٚ پبسأتش غیشٔحّی ثش سٚی ثبساثش تغییشات پبسأتشٞبی ٞٙذػی، ؿشایط تىیٝ ،. ٕٞچٙیٗثبؿذ

ٞب ٞبی ٘بصن اص تئٛسی ٘بصن ٚسقوشدٖ ٘ب٘ٛٚسقداس٘ذ، ٔٛسد ثشسػی لشاس ٌشفتٝ اػت. ثشای ٔذَ ایٗ ثبسٞبتبثیشی ثش ٔتمبسٖ یب ٘بٔتمبسٖ ثٛدٖ 

 ( اػتفبدٜ ؿذٜ اػت.ویشؿٟف)
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Abstract- The present study proposes an analytical solution for the axisymmetric/asymmetric buckling analysis of thin 

circular/annular nanoplates under uniform radial compressive in-plane load. In order to consider small scale effects, 

nonlocal elasticity theory of Eringen is employed. To ensure the efficiency and stability of the present methodology, the 

results are compared with other presented in literature. Material properties including Young’s modulus, density, 

Poison’s ratio are assumed to be constant throughout the body of the nanoplate. In addition, the effect of small scales on 

critical buckling loads for different parameters such as radius of the nanoplate, boundary condition, mode number and 

geometry parameters are investigated. In order to obtain the critical buckling load, the asymmetric modes as well as 

axisymmetric modes are considered. The thin nanoplate is modeled using Kirchhoff plate theory. 
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 مقدمه -1
 ٚ ٔٛاد ثٝ ٔجشْ ٘یبص تىِٙٛٛطی ٚ ػّٓ افضٖٚسٚص پیـشفت

 .اػت داؿتٝ د٘جبَثٝ سا پیـشفتٝ ٚ ثشتش خٛاف ثب ػبختبسٞبیی

 ٔٛاد، اص سؿذی ثٝ سٚ حٛصٜ[ 1]٘ب٘ٛتىِٙٛٛطی ساػتب ایٗ دس

 .داس٘ذ ٚخٛد ٘ب٘ٛ ٔمیبع دس وٝ اػت ٞبییدػتٍبٜ ٚ ػبختبسٞب

       ٔحؼٛة سیضػبختبسٞب ایٗ اص ثبإٞیتی صیشؿبخٝ ٞبٚسق ٘ب٘ٛ

. ا٘ذوشدٜ پیذا د٘یب أشٚصٜ كٙؼت دس فشاٚا٘ی وبسثشد وٝ ؿٛ٘ذٔی

دس ػبخت  ٞبآٖ اػتفبدٜ ثٝ تٛأٖی وبسثشدٞب ایٗ اصخّٕٝ

 ٞبیػَّٛ [،3ؿیٕیبیی] ٚ ثیِٛٛطیىی ، ػٙؼٛسٞبی[2]ٞبثبطشی

 ایٗ .٘بْ ثشدغیشٜ  ٚ [5]تـؼـغ ٔیذاٖ اثضاسٞبی ٚ [4]خٛسؿیذی

 ثیؾ سا سیضػبختبسٞب ایٗ سفتبس ؿٙبػبیی ٘یبص فشاٚاٖ، وبسثشدٞبی

ؿٕبس تدشثی دس ایٗ ساػتب ٞبی ثیدادٜ .ػبص٘ذٔی ٕ٘بیبٖ پیؾ اص

ػبصٜ ٚ  ٘ـبٍ٘ش ایٗ ٔطّت اػت وٝ دس ایٗ اثؼبد اثشات ا٘ذاصٜ

پٛؿی دس خٛاف تبثیش غیشلبثُ چـٓٞب آٖ ٘یشٚٞبی دسٖٚ اتٕی 

ٛٔی ولاػیه یٞبی وب٘تیٙ[، أب تئٛسی8-6]ٞب داس٘ذٔىب٘یىی آٖ

ٔذَ ٔٙبػجی  ٘ظش وشدٖ اص ایٗ اثشات لبدس ثٝ اسائٝدِیُ كشفثٝ

 اسیٍٙٗ 1، تئٛسی غیشٔحّیثیٗاص ایٗ ػبختبسٞب ٘یؼتٙذ. دس ایٗ 

     شویجی خٛد وشدٖ ایٗ اثشات دس ٔؼبدلات تثب ٚاسد ،[9-12]

ٔذَ دلیك ٚ ٔٙبػجی  اسائٝ دس ت ثبلاییذسخٛاف ٔٛاد، ل ػٙٛاٖثٝ

ؿذٜ . اص ایٗ سٚ دس اغّت وبسٞبی اسائٝسا داسداص ایٗ ٘ب٘ٛػبختبسٞب 

 ٞب اص ایٗ تئٛسی اػتفبدٜ ؿذٜ اػت.ثشای ثشسػی سفتبس ٘ب٘ٛٚسق

ٞب دس وٕب٘ـی ٘ب٘ٛٚسق پبػخدا٘ؼتٗ  ثب ٚخٛد إٞیت فشاٚاٖ

ٞب، وبسٞبی آٖ ػبخت ثٟیٙٝ ثشایای صیش ثبسٞبی دسٖٚ كفحٝ

      ٔٛخٛد ٘تبیح ،اػت. ٕٞچٙیٗ اسائٝ ؿذٜوٕی دس ایٗ ساػتب 

حبوی اص ایٗ ٔطّت اػت وٝ ثبس وٕب٘ـی ثحشا٘ی  دس ٔمبلات

ٞبی حّمٛی، ثؼتٝ ثٝ ؿشایط ٔشصی، ضخبٔت ٔشثٛط ثٝ ٘ب٘ٛٚسق

ٕٔىٗ اػت ٔتمبسٖ یب ی ثٝ خبسخی، ٚ ٘ؼجت ؿؼبع داخّ

دػت ٘یؼت ٔٙجؼی دس  ،ایٗ [. ثب ٚخٛد13،14ذ]ثبؿ 2٘بٔتمبسٖ

ٞبی دایشٚی ٚ حّمٛی وٝ ثٝ ثشسػی ایٗ ٔطّت دس ٔٛسد ٘ب٘ٛٚسق

 ٔؼتطیّی ٞبی[ وٕب٘ؾ ٚسق16ٚ  15پشداختٝ ثبؿذ. دس ٔٙبثغ ]

 DQٌشافٗ ثب اػتفبدٜ اص سٚؽ 

 اسائٝ ؿذٜ اػت. اصخّٕٝ 3

ٞبی وبسٞبیی وٝ ثب اػتفبدٜ اص حُ تحّیّی استؼبؿبت ٘ب٘ٛٚسق

 [ 17تٛاٖ ثٝ ٔٙبثغ ]ا٘ذ ٔیایضٚتشٚپیه سا ٔٛسد ثشسػی لشاس دادٜ

[ اؿبسٜ وشد. دس وبس دیٍشی حؼیٙی ٞبؿٕی ٚ 18]ٚ 

                                                            
1. Nonlocal 
2. Asymmetric 
3. Differential Quadrature 

[ پبػخ وٕب٘ـی ٘ب٘ٛٚسق ٔؼتطیّی ایضٚتشٚپیه دس 19ػٕبػی]

ا٘ذ. دس ایٗ ٝ وشدٜسائكٛست تحّیّی اصیش ثبسٌزاسی یىٙٛاخت سا ثٝ

وشدٖ ٘ب٘ٛٚسق ٘ؼجتب ضخیٓ اص تئٛسی ٔشتجٝ اَٚ وبس ثشای ٔذَ

[ 20ثشؿی ٔیٙذِیٗ اػتفبدٜ ؿذٜ اػت. ػٕبػی ٚ ٕٞىبسا٘ؾ]

خٛد سفتبس وٕب٘ـی ٘ب٘ٛٚسق ٔؼتطیّی ثشسٚی ثؼتش  دس ٔمبِٝ

كٛست ثٝ ٔذَ غیشٔحّی ٚسق ٔیٙذِیٗ ثب اػتفبدٜ اص سا 4پؼتش٘بن

 [21ٕٞىبسا٘ؾ دس ]پٛس ٚ ا٘ذ. فشجٔٛسد ثشسػی لشاس دادٜ یتحّیّ

ٞبی دایشٚی ٌشافٗ دس صیش حّی تحّیّی اص وٕب٘ؾ ٔتمبسٖ ٚسق

           [ ساٚسی22ا٘ذ. دس ]وشدٜثبسٌزاسی یىٙٛاخت ؿؼبػی سا اسائٝ 

ٚ ؿٟیذی ثب اػتفبدٜ اص سٚؽ ػذدی تفبضُ ٔحذٚد وٕب٘ؾ 

 ا٘ذ.ثشسػی لشاس دادٜ ٞبی دایشٚی حّمٛی سا ٔٛسد٘ب٘ٛٚسق

دػت آٚسدٖ ثبسٞبی ٝثبس ثشای ثدس ایٗ ٔمبِٝ، ثشای اِٚیٗ

ػلاٜٚ ثش  ،ٞبی دایشٚی ٚ حّمٛیدلیك ثحشا٘ی وٕب٘ـی ٘ب٘ٛٚسق

ٔذٞبی غیشٔتمبسٖ ٘یض ٔٛسد ثشسػی لشاس  ،ٔذٞبی ٔتمبسٖ

ٔٙبثؼی وٝ ثٝ ثشسػی سفتبس وٕب٘ـی  ا٘ذ. دس ایٗ ساػتب ٌشفتٝ

[ 22]ٚ  [21ا٘ذ ٔٙبثغ ]ٚ حّمٛی پشداختٝ ٞبی دایشٚی٘ب٘ٛٚسق

ٚ  [21ؿذٜ دس ایٗ ٔمبِٝ ثب ٔٙبثغ ]اسائٝ . تفبٚت پظٚٞؾٞؼتٙذ

ثب  ،وشد وٝ دس ایٗ دٚ ٔٙجغ كٛست ثیبٖتٛاٖ ثٝ ایٗ [ سا ٔی22]

ایٗ ٔذٞب ٔٛسد ثشسػی  ،ٚخٛد إٞیت ثبلای ٔذٞبی غیشٔتمبسٖ

ٞبی دایشٚی ٘ب٘ٛٚسق[ تٟٙب ثٝ 21ٔٙجغ ] ،ٕٞچٙیٗ ا٘ذ،لشاس ٍ٘شفتٝ

دٞذ ٚ ٘یض ٞب سا ٔٛسد ثشسػی لشاس ٕ٘یاختلبف داسد ٚ ٘ب٘ٛحّمٝ

[ حُ دلیك ٘جٛدٜ اص 22وٕب٘ـی دس ٔٙجغ ] سٚؽ حُ ٔؼبدِٝ

 ،ٕٞچٙیٗ سٚؽ حُ ػذدی تفبضُ ٔحذٚد اػتفبدٜ ؿذٜ اػت.

سأتش ٌبٞی ٚ پبتشٞبی ٞٙذػی ٘ب٘ٛٚسق، ؿشایط تىیٝتبثیش پبسأ

ذ ٔشثٛط ثٝ ثبس ثحشا٘ی وٕب٘ـی ثش ایٗ ٔؼئّٝ وٝ ٔ ،غیشٔحّی

ٔتمبسٖ اػت یب غیشٔتمبسٖ، ٔٛسد ثشسػی لشاس ٌشفتٝ اػت. 

ٞب ٚ ٘یشٚٞبی وشدٖ اثشات ا٘ذاصٜؿبیبٖ روش اػت وٝ ثشای ٚاسد

 دسٖٚ اتٕی اص تئٛسی غیشٔحّی اسیٍٙٗ اػتفبدٜ ٌشدیذٜ اػت.

      بی ٞتش ػیؼتٓٞبی ایٗ پظٚٞؾ ثشای طشاحی ٔٙبػت دادٜ

اػتفبدٜ  ٞبی ٌشافٗاص ٘ب٘ٛٚسق ٞبوٝ دس آٖ ،اِىتشٚٔىب٘یه-٘ب٘ٛ

 .ػٛدٔٙذ خٛاٞذ ثٛدثؼیبس  ،ٌشددٔی
 

 تئوری غیرمحلی -2

تئٛسی غیشٔحّی اسیٍٙٗ تٙؾ دس یه ٘مطٝ اص ػبصٜ سا تبثؼی اص 

اػبع ایٗ تئٛسی ٌیشد. ثشوش٘ؾ تٕبْ ٘مبط وُ ػبصٜ دس ٔی

                                                            
4. Pasternak 
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كٛست تبثؼی ا٘تٍشاِی صیش ثٝ تٙؾ غیشٔحّی ثب اػتفبدٜ اص ساثطٝ

 ؿٛد:اص تٙؾ ٔحّی )ولاػیه( ثیبٖ ٔی

(1)    ' ' '

ij ij
v

t x x x dV   

         ؿٛد؛ٔحبػجٝ ٔی ،Vوٝ ایٗ ا٘تٍشاَ ثش سٚی وُ حدٓ ػبصٜ، 

x ٝای اػت وٝ تٙؾ دس آٖ ثب تٛخٝ ثٝ تٙؾ دس تٕبٔی٘مط  

, ؿٛد؛دس ػبصٜ ٔحبػجٝ ٔی x'٘مبط ,ij r r  ٝٞبی ِٔٛف

ٔختلبت لطجی ٞؼتٙذ؛  'x x  تبثغ وش٘بَ غیشٔحّی

 ،ٞبی دسٚ٘ی ػبختبس ثؼتٍی داسد؛ ٕٞچٙیٗاػت وٝ ثٝ ا٘ذاصٜ

,ij ijt 
 

ثبؿٙذ. اص آ٘دبیی تشتیت تٙؾ ٔحّی ٚ غیشٔحّی ٔیثٝ

ا٘تٍشاِی اػت،  تش اص ٔؼبدِٝآػبٖوٝ حُ یه دیفشا٘ؼیّی 

اص ػٍّٕش  1كٛست تبثغ ٌشیٙیاسیٍٙٗ تبثغ وش٘بَ غیشٔحّی سا ثٝ

 :[12]فشم وشد وٝ £دیفشا٘ؼیّی 

(2)    ' '£ x x x x    

 ( داسیٓ:1( دس )2) وٝ ثب خبیٍزاسی ساثطٝ

(3) £ ij ijt  

 داسیٓ:ثؼذی دٚ دسٟ٘بیت ثشای ٕ٘ٛ٘ٝ

(4)  
2 2 2

0
£ 1 1e l       

ٞبی دسٚ٘ی ٚ ٔمیبع وٛچه، ا٘ذاصٜ lوٝ 
0e          ٝثبثت ٔٛاد و

آیذ ٚ دػت ٔیٝٞبی تدشثی ثثب اػتفبدٜ اص آصٔبیؾ
2 2

2

2 2 2
r r r r

  
   

   
لطجی  ٔختلبت دس لاپلاػیٗ ػٍّٕش

ٔمذاس پبسأتش غیشٔحّی  اػت.  ٌٝبٞی، ػذد ثٝ ؿشایط تىی

ٞب، ٚ ٕٞچٙیٗ ثٝ ٔبٞیت حشوت ٞب ٚ لایٝٔذ، تؼذاد دیٛاسٜ

ثؼتٍی داسد. تب ثٝ أشٚص ٞیچ ٔٙجؼی دس دػت ٘یؼت تب ٔمذاس 

. ٔٙبثغ ٔٛخٛد دس [23]دلیك ایٗ پبسأتش سا تؼییٗ وشدٜ ثبؿذ

وٙٙذ پیـٟٙبد ٔی ،دػت آٚسدٖ ایٗ پبسأتشٝثشای ث ،ایٗ صٔیٙٝ

غیشٔحّی ٚ  ٔىب٘یه ٔحیط پیٛػتٝ 2ٞبی ا٘تـبستب ٔٙحٙی

ثب یىذیٍش ثشای ػبختبسٞبی وشیؼتبِی ٘ب٘ٛٔٛاد  3دیٙبٔیه ؿجىٝ

میك، ٔمذاس ایٗ پبسأتش دس . دس ایٗ تح[9،10،23]ٔمبیؼٝ ؿٛ٘ذ

 [.23ؿٛد]٘ظش ٌشفتٝ ٔیدس nm24تب كفش ثبصٜ 
 

 اسبسی هبیفرض -3
سا ثب  Nٚ تحت ثبسٌزاسی یىٙٛاخت  h٘ب٘ٛٚسلی ثب ضخبٔت وّی 

  .(1)ؿىُ  ٌیشیٓٔیدس٘ظش  ir ٚ orؿؼبع داخّی ٚ خبسخی 
                                                            
1. Green function 
2. Dispersion curves 

3. Lattice dynamics 

 
 یىٙٛاخت ؿؼبػی حّمٛی تحت ثبس سقٚ٘ب٘ٛ 1 شکل

 

ثٛدٜ ٚ خٛاف آٖ دس یضٚتشٚپیه ؿٛد وٝ ٘ب٘ٛٚسق ا فشم ٔی

ٞب شلشاسی تئٛسی ٘بصن ٚسقؿشایط ث خب یىٙٛاخت ثبؿذ.ٕٞٝ

 صیش اػت: فشْف( ثٝ)ویشؿٟ

(5)     0
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(7)    
0

, , , , ,w r z t w r t w   

ٞبی ، وش٘ؾzzεپٛؿی اص وش٘ؾ دس خٟت ضخبٔت ثب چـٓ

      ( ثشای تغییش 7-5ی )ٞبخبیی دس ٔؼبدِٝٝٔتٙبػت ثب خبث

 آیٙذ:فشْ صیش دس ٔیٞبی وٛچه ثٝؿىُ
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ٞبی سٚاثط ٔیبٖ تٙؾ ٔحّی ٚ ٔؤِفٝ ،ثشاػبع لبٖ٘ٛ ٞٛن

 فشْ صیش اػت.خبیی ثٝٝخبث
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دػت آٚسدٖ ا٘شطی پتب٘ؼیُ وُ ٘ب٘ٛٚسق، ا٘شطی ٝثشای ث

فشْ صیش وش٘ؾ ثب ا٘شطی پتب٘ؼیّی ٘بؿی اص ثبسٞبی خبسخی ثٝ

 :[24]ؿٛ٘ذخٕغ ٔی

(10) V U   

 :[23]فشْ صیش اػتٝ ا٘شطی وش٘ـی دس فشْ غیشٔحّی ثٝو

(11)  
/ 2 2

/ 2 0 0

1

2

o
h r

h
rr rr r r

U rdrd dzt t t


      


     

 :[24]فشْ صیشٚ ا٘شطی پتب٘ؼیُ ٘بؿی اص ثبسٞبی خبسخی ثٝ 

(12) 
2 / 2

0 0 / 2

( )o
r h

r

h

uruN
drd dz

h r


 



   

 

 
 
 

   

ٟ٘بیت ثب اػتفبدٜ اص اكُ ٔیٙیٕٓ ا٘شطی پتب٘ؼیُ دس

( 0)V   فشْ تؼبدَ غیشٔحّی ٘ب٘ٛٚسق ویشؿٟف ثٝٔؼبدلات

 روش اػت ؿبیبٖآیٙذ. دػت ٔیٝ( ث15( تب )13) ػٝ ٔؼبدِٝ

ا٘شطی پتب٘ؼیُ ثب ٌشفتٗ ٔـتك خضیی اص ػجبست  ،ٔؼبدلات فٛق

 ضشایت دادٖٚ ٔؼبٚی كفش لشاس وُ ٘ب٘ٛٚسق،
o ov , u  ٚw

 .[23]ا٘ذ تشتیت حبكُ ؿذٜثٝ

(13) 0
r rr

N N NN

r r r

 


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(14) 2 0
r r
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r r r
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

 
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(15) 

2 22
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2

2
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 
  

  

 
  

 
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 
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




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,وٝ دس ایٗ سٚاثط  ( , , )i iN M i r r  ٝٞبی ٘یشٚ ٚ ِٔٛف

 :[23]آیٙذدػت ٔیٌٝـتبٚس ٞؼتٙذ وٝ اص سٚاثط صیش ث

   
/ 2

/2

, , , ,
h

rr r
h

r rN N N tt t dz
  



  (16) 

   
/ 2

/2

, , , ,
h

r r rr r
h

M M M t t zdt z
   



  (17) 

 ( داسیٓ:17( ٚ )16( ٚ )4ثب تٛخٝ ثٝ سٚاثط )

(18) 21 L

ij ijN N     

(19) 21 L

ij ijM M     

 ثٛدٖ دادٜ اػت.٘ـبٍ٘ش ولاػیه Lثبلا٘ٛیغ 

 پبیداری نبنوورق معبدله -3-2

اص تغییش ثؼیبس ٘بچیض دس ٘ضدیىی  تٛاٖسا ٔی پبیذاسی ٔؼبدِٝ

وٕب٘ؾ اص  ػجبست دیٍش ٔؼبدِٝ[. ث25ٝدػت آٚسد]ٝحبِت تؼبدَ ث

2 ساثطٝ
0V  ٞبی ثذیٗ ٔٙظٛس ٔمبدیش ِٔٛفٝآیذ. دػت ٔیٝث

 ؿٛ٘ذ:٘ظش ٌشفتٝ ٔیفشْ صیش دسخبیی ثٝٝخبث

(20) 0 1 0 1 0 1

0 0
, ,u u u v v v w w w      

ٔشثٛط ثٝ حبِت تؼبدَ ٚ ثبلا٘ٛیغ  0وٝ دس ایٗ ساثطٝ ثبلا٘ٛیغ 

 .اػتٞب اص حبِت تؼبدَ دس ِٔٛفٝ ثؼیبس ٘بچیض ٘بؿی اص تغییش 1

 آیٙذ:دػت ٔیٝفشْ صیش ثٞبی ٘یشٚ ٚ ٕٔبٖ ثٝدس٘تیدٝ ِٔٛفٝ

(21) 0 1 0 1
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r r r r r r
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تغییش  وشدٖف خٕلات دسخٝ دٚ ٚ ٕٞچٙیٗ ثب كفشثب حز

0 ،ثبسؿىُ ػٕٛدی حبِت پیؾ
0w [24] ّٕٓٞچٙیٗ ثب ػ ٚ ،

یىٙٛاخت داسیٓ  فـبس ؿؼبػی ثٝ ایٙىٝ دس حبِت ثبس
0 0 0

, 0
r r

N N N N
 

   [25 ،] ٔؼبدلات غیشٔحّی وٕب٘ؾ

( دس ٔؼبدلات تؼبدَ ٚ دسٟ٘بیت 23-21ثب خبیٍزاسی ٔؼبدلات )

كٛستی وٝ ثبس، ثٝٞبی ٔشثٛط ثٝ حبِت پیؾوشدٖ ػجبستثب كفش

 :آیٙذدػت ٔیٝفشْ صیش ثؿذٜ اػت، ثٝ[ ا٘دبْ 24س ٔشخغ ]د
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( ٚ ضشة 19( ٚ )18) ثب اػتفبدٜ اص ساثطٟٝ٘بیت دس

 2

1    ثب تٛخٝ ثٝ ایٗ  ٘یض، ٚ (26( تب )24)دس ٔؼبدلات

اكّی ٚ ( ٔؼبدِٝ 26) ِٝدٔؼب دس تئٛسی ویشؿٟف، ٘ىتٝ وٝ

وٕب٘ؾ ٘ب٘ٛٚسق ٘بصن  دیٍش اػت، ٔؼبدِٝ ٔؼتمُ اص دٚ ٔؼبدِٝ

 :ؿٛدٔیتجذیُ فشْ صیش ثٝ
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 ،دس ایٗ ساثطٝ  3 2
/ 12 1D Eh  

اػتحىبْ خٕـی  

صیش: یبتثبلا ثب فشض وشدٖ ٔؼبدِٝثؼذ٘ب٘ٛٚسق اػت. ثب ثی
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 داسیٓ:

(29) 
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N
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
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 وٝ دس ایٗ ساثطٝ
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*2 * * *2 2
r r r r 
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   
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 ٔؼبدِٝاػت. 

ثب خٛاة  یٝ وشد وٝ دٚ ٔؼبدِٝؿىُ صیش تدضتٛاٖ ثٝ( سا ٔی29)

 ثبؿٙذ:بثغ ثؼُ ٔیت

(30) 
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دٚ خٛاة ثب حُ ٔؼبدِٝ ثبلا، 
1 2

w w w  ٝصیش  كٛستوٝ ث

 :[26]آیذدػت ٔیٝثثبؿٙذ  ٔی

(31)    
*

*

1 1 2
*

log
cos cos

p

p

r
w A r p A p

r

 


 
  
 
  

 

(32)        * *

2 3 2 4 2
cos cos

p p
w A J r p A Y r p     

 وٝ دس آٖ
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(34) 
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روش اػت وٝ  ثؼذ اػت. ؿبیبٖ( ثبس وٕب٘ؾ ثی34) ساثطٝ

( ٚ پبییٗ p=0( ثشای وٕب٘ؾ ٔتمبسٖ )31) لؼٕت ثبلای ساثطٝ

دػت ٟٝ٘بیت ثشای ثدس( اػت. p≠0ثشای وٕب٘ؾ غیشٔتمبسٖ )

( 31ثب اػٕبَ ؿشایط ٔشصی ثٝ ٔؼبدلات ) ،آٚسدٖ ثبسٞبی وٕب٘ـی

 سػیٓ:ػیؼتٓ ٔبتشیؼی ٍٕٞٗ صیش ٔی( ثٝ 32ٚ )

(35   )                                  [H]4 4{Γ}4 1 ={0}41 

ثبلا  وٝ دس ٔؼبدِٝ Γ  ٗٔبتشیغ ضشایت ٘بٔؼی
iA  .حبَاػت 

Hثب ٔؼبٚی كفش لشاسدادٖ دتشٔیٙبٖ ٔبتشیغ   H 0         
تٛاٖ ٔمبدیش ٔی

2
 ( 33) ػت آٚسد وٝ ثب اػتفبدٜ اص ساثطٝدٝسا ث

روش اػت وٝ  ؿبیبٖذ. ٙآیدػت ٔیٝثبسٞبی ثحشا٘ی وٕب٘ؾ ث

 4×4ٔبتشیغ  H ٞبی دایشٚی تجذیُ ثٝ ٔبتشیغ ثشای ٘ب٘ٛٚسق

ٞبی دایشٚی ٚ حّمٛی ؿشایط ٔشصی ثشای ٘ب٘ٛٚسق ؿٛد.ٔی 2×2

 ٞبی ٘بصن ثٝ كٛست صیش اػت:ثشای ٚسق

 w=0, ∂w/∂r=0 ٌبٜ ٌیشداس: تىیٝ

 w=0, ∂M r=0 ٌبٜ ػبدٜ: تىیٝ

 

 نتبیج عددی -4

وٕب٘ـی دس دػت آٚسدٖ ثبس ٝؿذٜ، ثؽ اسائٝدِیُ ػبدٌی سٚثٝ

آػب٘ی ٔیؼش خٛاٞذ ثٛد. ثشای تبییذ ٌبٞی ثٝٞش ؿشایط تىیٝ

) 1ٞب، وش٘ؾ وٕب٘ـیدسػتی دادٜ
bدػت آٔذٜ اص ساثطٝٝ( ث 

ٔمبیؼٝ ٞبی دایشٚی ثشای ٘ب٘ٛٚسق[ 21ؿذٜ دس ]صیش ثب ٘تبیح اسائٝ

 ؿذٜ اػت.

(36)                                                          ɛb=N/Eh 
تٕبٔی  ،ٔـخق اػت 2ٚ ؿىُ  1ٌٛ٘ٝ وٝ اص خذَٚ ٕٞبٖ

[ 22]ٚ  [21ؿذٜ دس ٔٙبثغ ]اسائٝ ٞب دلیمب ٔٙطجك ثش ٘تبیح دادٜ

ٔحّی ثش سٚی اص آ٘دب وٝ دس ایٗ پظٚٞؾ تبثیش پبسأتش غیش اػت.

ٌبٞی ٚ  دایشٚی ٚ حّمٛی ثب ؿشایط تىیٝسفتبس وٕب٘ـی ٘ب٘ٛ ٚسق 

خّٕٝ ٌیشد ٚ ایٗ ػٛأُ اص سػی لشاس ٔیٔذٞبی ٔتفبٚت ٔٛسد ثش

ػٛأّی ٞؼتٙذ وٝ ثش سٚی ٔمذاس دلیك پبسأتش غیشٔحّی دس 

ٚ اص طشفی  ٔحّی تبثیشٌزاس٘ذاػتفبدٜ اص تئٛسی الاػتیؼیتٝ غیش

لیك آٖ سا ثشای ؿشایط طٛس وبُٔ ٚ خبٔغ ٔمذاس دٝٔٙجؼی ث

 ٔمذاس ایٗ پبسأتش دس ثبصٜؿذٜ ٌضاسؽ ٘ىشدٜ اػت، روش

 [.23-21٘ظش ٌشفتٝ ؿذٜ اػت]دس nm24كفش تب  وبسا٘ٝ ٔحبفظٝ

روش اػت وٝ ٞش ٘ب٘ٛٚسق حّمٛی ثب دٚ ػلأت ٘ـبٖ دادٜ  ؿبیبٖ

ؿٛد وٝ ٞش یه ؿشایط ٔشصی سا دس طَٛ ؿؼبع داخّی ٚ ٔی

ٛی اػت ٘ب٘ٛٚسق حّم S-Cوٙٙذ. ثشای ٔثبَ خبسخی ٔـخق ٔی

ٌبٜ ػبدٜ دس طَٛ ؿؼبع داخّی ٚ ؿشایط وٝ داسای ؿشایط تىیٝ

ٌبٜ ٌیشداس دس طَٛ ؿؼبع خبسخی اػت. دس كٛستی وٝ تىیٝ

ٚ ؿشایط ٔشصی اسائٝ ٘ـذٜ  R ،اطلاػبتی ٘ظیش ؿؼبع خبسخی، 

ٚ ٘ب٘ٛٚسق حّمٛی  nm205/0، 2/0، 10كٛست ثٝ تشتیت، ثٝثبؿٙذ

 ؿٛ٘ذ.٘ظش ٌشفتٝ ٔیدس C-Cثب ؿشایط 

ٞبی ٕٞچٙیٗ، ثشای اثجبت دسػتی ٘تبیح ثشای ٘ب٘ٛٚسق

ٞبیی ثؼذ ثشای ٘ب٘ٛٚسق، ثبسٞبی وٕب٘ـی ثی2حّمٛی، دس ؿىُ 

ٞبی خبسخی ٚ داخّی ٚ ؿؼبع C-C  ٚS-Sٌبٞی ثب ؿشایط تىیٝ

[ 22ؿذٜ دس ٔٙجغ ]ٞبی اسائٝ٘ب٘ٛٔتش ثب دادٜ 10ٚ  20تشتیت ثٝ

 ٔمبیؼٝ ؿذٜ اػت.

                                                            
1.Buckling strain 
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ٚسق ایضٚتشٚپیه دایشٚی ثب  وش٘ؾ وٕب٘ـی ثشای ٘ب٘ٛ ٔمبیؼٝ 1جدول 

 (=335/0hٌبٜ ٌیشداس )ؿشایط ٔشصی تىیٝ

)وش٘ؾ وٕب٘ـی  (%)
b
 )  

 (μ=(e0a)2) پبسأتش غیشٔحّی  (nmؿؼبع )

4 25/2 1 25/0 0 

202/0 308/0 492/0 767/0 943/0 4 

202/0 308/0 492/0 767/0 943/0 4[21] 

159/0 219/0 298/0 380/0 419/0 6 

159/0 219/0 298/0 380/0 419/0 6[21] 

123/0 156/0 192/0 223/0 236/0 8 

123/0 156/0 192/0 223/0 236/0 8[21] 

095/0 113/0 132/0 146/0 151/0 10 

095/0 113/0 132/0 146/0 151/0 10[21] 

 

 
ثب  C-C ٚ S-S ٞبیثؼذ ٘ب٘ٛٚسقثیثبسٞبی وٕب٘ـی  ٔمبیؼٝ 2 شکل

 [22ٔٙجغ ]

 

 اثر پبرامتر غیرمحلی و شعبع نبنوورق -4-1

لبثُ ٔـبٞذٜ اػت، ثب افضایؾ ؿؼبع  3ٌٛ٘ٝ وٝ اص ؿىُ ٕٞبٖ

٘ب٘ٛٚسق، اثش پبسأتش غیشٔحّی وبٞؾ یبفتٝ ٚ ثبسٞبی وٕب٘ـی 

 ،ػجبست دیٍشثٝ وٙٙذ.ٔحّی ٔیُ ٔیغیشٔحّی ثٝ ثبس وٕب٘ـی 

تٛاٖ ایٗ ٔی ،ثب افضایؾ ؿؼبع ٘ب٘ٛٚسق ،اصای ؿؼبع ٔؼیٙیثٝ

ٔطّت سا ثیبٖ وشد وٝ پبسأتش غیشٔحّی اثشی ثش ثبسٞبی 

ٕٞخٛا٘ی  ٞبی ٔٙبثغ دیٍشدادٜی ٘ذاسد. ایٗ ٘تبیح وبٔلا ثب وٕب٘ـ

تش اص اثؼبد دسٖٚ ٚ دس حبِتی وٝ اثؼبد ٚسق ثؼیبس ثضسي اؿتٝد

صٜ ٚ ٘یشٚٞبی دسٖٚ اتٕی لبثُ وبٔلا اثشات ا٘ذا ،اتٕی ثبؿذ

تٛاٖ دیٍشی وٝ اص ایٗ ؿىُ ٔی ٘ىتٝ ؿٛ٘ذ.پٛؿی ٔیچـٓ

ذٞبی اَٚ ٔتمبسٖ ٚ ایٗ اػت وٝ اختلاف ثبس وٕب٘ـی ٔ دسیبفت

 ٞبی وٕتش، ثؼیبس وٕتش اػت.٘بٔتمبسٖ دس ؿؼبع

 
تغییشات ثبس وٕب٘ـی ٔتمبسٖ ٚ ٘بٔتمبسٖ ثب ؿؼبع خبسخی  3 شکل

 ٌیشداس( )٘ب٘ٛٚسق دایشٚی ثب ِجٝ ٘ب٘ٛٚسق
 

 گبهیاثر پبرامتر غیرمحلی و شرایط تکیه -4-2

ٌبٞی افضایؾ ؿذٖ ؿشایط تىیٝتشتبثیش پبسأتش غیشٔحّی ثب ػفت

تٛاٖ دیذ، ٔی 4ؿىُ  اص ٌٛ٘ٝ وٕٝٞبٖ ،ػجبست دیٍشثٝ یبثذ.ٔی

 C-Cٌبٞی اثش وبٞٙذٌی پبسأتش غیشٔحّی ثشای ؿشایط تىیٝ

 ٔمذاس سا داسد.  ٗوٕتشی S-Sثیـتشیٗ ٚ ثشای 

اػت وٝ آیذ ایٗ دػت ٔیٝدیٍشی وٝ اص ایٗ ؿىُ ث ٘ىتٝ

تٛا٘ذ ثبس ثحشا٘ی وٕب٘ـی ثؼتٝ ثٝ ؿشایط ٔشصی ٘ب٘ٛٚسق ٔی

ؿٛد وٝ ثب ٔـبٞذٜ ٔی ،ٔتمبسٖ یب ٘بٔتمبسٖ ثبؿذ. ٕٞچٙیٗ

افضایؾ ػفتی ؿشایط ٔشصی، ٔذ ٔتمبسٖ وٕب٘ـی ٔؼئَٛ ثبس 

ػجبست دٞذ. ثٝٛد سا ثٝ ٔذ ٘بٔتمبسٖ ٔیثحشا٘ی وٕب٘ؾ خبی خ

ٕچٙیٗ دس ٔمبدیش وٕتش تش ٚ ٌٞبٞی ػفتدس ؿشایط تىیٝ ،دیٍش

پبسأتش غیشٔحّی ٔذ ٔؼئَٛ ثبس ثحشا٘ی وٕب٘ؾ اص ٘ٛع ٘بٔتمبسٖ 

 (( اػت. 1،0)ٔذ )
 

 
تغییشات ثبس وٕب٘ـی ٔتمبسٖ ٚ غیشٔتمبسٖ ثب پبسأتش  4 شکل

 غیشٔحّی ثشای ؿشایط ٔشصی ٔختّف
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ٕ٘بیبٖ ٚالغ ایٗ ٘ىتٝ سا دس 4٘تبیح ٘ـبٖ دادٜ ؿذٜ دس ؿىُ 

ػبصد وٝ پبسأتش غیشٔحّی ٔمبدیش ثبسٞبی وٕب٘ـی وٝ ٔمذاس ٔی

دس٘تیدٝ  .دٞذثیـتشی داس٘ذ سا ثیـتش تحت تبثیش لشاس ٔی

ثب  ،تشٌبٞی ػفتٞبیی ثب ؿشایط تىیٝثبسٞبی ثحشا٘ی ٘ب٘ٛٚسق

 یبثٙذ.وبٞؾ ثیـتشی ٔی ،افضایؾ پبسأتش غیشٔحّی
 

 یکمبنش مداثر پبرامتر غیرمحلی و  -4-3

     ٛد، ؿوٕب٘ؾ ثیـتش ٔی ٔذسفتٗ ثب ثبلا ،اثش پبسأتش غیشٔحّی

ٞبی ٔذپبسأتش غیشٔحّی ثبسٞبی وٕب٘ـی ثب  ،ػجبست ثٟتشثٝ

ٚضٛح دس تٛاٖ ثٝوٙذ. ایٗ ٘ىتٝ سا ٔیثبلاتش سا ثیـتش وٓ ٔی

دِیُ ایٗ افضایؾ اثش پبسأتش غیشٔحّی  ٕ٘ٛد. ٜٔـبٞذ 5ؿىُ 

ط دا٘ؼت وٝ دس تجایٗ ٘ىتٝ ٔش ثب تٛأٖی سا دس ٔذٞبی ثبلاتش

تش )ٔذٞبی ثبلاتش( وٙؾ ٚ ٚاوٙؾ ٔیبٖ ٞبی وٛچهطَٛ ٔٛج

یبثذ وٝ ایٗ أش ثبػث افضایؾ تبثیش پبسأتش ٞب افضایؾ ٔیاتٓ

 ،روش اػت ٌشدد. ؿبیبٖدس ٔذٞبی وٕب٘ـی ثبلاتش ٔیغیشٔحّی 

ٞبی ٔتمبسٖ ٔذٞبی ثبلاتش اختلاف ٔذثب تٛخٝ ثٝ ایٗ ؿىُ، ثشای 

 ؿٛد.٘بٔتمبسٖ وٕتش ٔی ٚ
 

 رمحلی و نسبتاثر پبرامتر غی -4-4

تغییشات ثبسٞبی ٔتمبسٖ ٚ غیشٔتمبسٖ وٕب٘ـی ثشای  ،6دس ؿىُ 

، اسائٝ ؿذٜ ٞبی ٔختّف ضخبٔت ثش ؿؼبع خبسخی، ٘ؼجت

تغییشات  ،ٌٛ٘ٝ وٝ اص ایٗ ؿىُ لبثُ ٔـبٞذٜ اػتاػت. ٕٞبٖ

ایٗ ٘ؼجت ثش اثش وبٞٙذٌی پبسأتش غیشٔحّی تبثیش چٙذا٘ی 

ٚالغ تبثیش ایٗ پبسأتش ٔب٘ٙذ پبسأتش ؿؼبع خبسخی دس ٘ذاسد.

٘ب٘ٛٚسق اػت أب اص آ٘دبیی وٝ افضایؾ ٚ وبٞؾ ٘ؼجت ضخبٔت 

، ثٙبثشایٗ ایٗ ؿٛدا٘دبْ ٔی وٛچىی ثبصٜثٝ ؿؼبع خبسخی دس 

 سٞبی وٕب٘ـی ٘خٛاٞذ داؿت.پبسأتش تبثیش چٙذا٘ی دس ثب
 

 R اثر پبرامتر غیرمحلی و نسبت -4-5

ثحشا٘ی  ثٛدٖ ثبسمبسٖ یب ٘بٔتمبسٖػبُٔ دیٍشی وٝ دس تؼییٗ ٔت

، اػت.  R، وٕب٘ؾ ٔٛثش اػت، ٘ؼجت ؿؼبع داخّی ثٝ خبسخی

ایٗ ٘ؼجت  وٕتش ٔمبدیش دس ،اػت ٔـخق 7 اص ؿىُ وٝ طٛسٕٞبٖ

ٚ دس ٔمبدیش ثبلا ثبس ثحشا٘ی  ثبس ثحشا٘ی وٕب٘ؾ اص ٘ٛع ٘بٔتمبسٖ

وٝ  ٘ىتٝ دیٍشی ،وٕب٘ؾ ٘ب٘ٛٚسق اص ٘ٛع ٔتمبسٖ اػت. ٕٞچٙیٗ

 تٛاٖ ٔـبٞذٜ ٕ٘ٛد ایٗ اػت وٝ تبثیش پبسأتشاص ایٗ ؿىُ ٔی

ٞبی ثیـتش، غیشٔحّی ثشسٚی ثبس وٕب٘ـی ٘ب٘ٛٚسق ثب ٘ؼجت ؿؼبع

  یبثذ.ٔی وبٞؾ پبسأتش ایٗ اثش ٞبؿؼبع ٘ؼجت وبٞؾ ثب ٚ ثٛدٜ ثبلاتش

 
تغییشات ثبسٞبی وٕب٘ـی ٔتمبسٖ ٚ ٘بٔتمبسٖ ثب پبسأتش  5 شکل

 غیشٔحّی ثشای ٔذٞبی ٔختّف وٕب٘ـی

 

 
ٞبی تغییشات ثبس وٕب٘ـی ثشای ٘ب٘ٛٚسق حّمٛی ثب ٘ؼجت 6 شکل

 ٔختّف ضخبٔت ثش ؿؼبع خبسخی

 

 
تغییشات ثبسٞبی وٕب٘ـی ٔتمبسٖ ٚ ٘بٔتمبسٖ ثب پبسأتش  7 شکل

 Rٞبی ٔختّف غیشٔحّی ثشای ٘ب٘ٛٚسق حّمٛی ثب ٘ؼجت
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ای اػت تب تٕبٔی ثبسٞبی ٌٛ٘ٝثٝ تبثیش پبسأتش غیشٔحّی

ٞبی ٔختّف وبٞؾ یبفتٝ ٚ ثٝ ٔمذاس خبكی وٕب٘ؾ دس حبِت

ٞب ثیـتش ثبسٞبیی وٝ ٔمذاس آٖ ،دس ایٗ ساػتب ،ثٙبثشایٗ .ٔیُ وٙٙذ

یبثٙذ ٚ تبثیش ثیـتشی اص پبسأتش اػت، ثیـتش وبٞؾ ٔی

ثبس ، Rثب افضایؾ ٘ؼجت  ،ٌیش٘ذ. دس ایٗ ٔیبٖغیشٔحّی ٔی

٘تیدٝ اثش وبٞٙذٌی پبسأتش غیشٔحّی دس وٕب٘ـی افضایؾ یبفتٝ ٚ

 یبثذ.ثش سٚی آٖ افضایؾ ٔی

 

 گیرینتیجه -5

 ،ٞبی ٘بصنوٕب٘ؾ ٔتمبسٖ ٚ غیشٔتمبسٖ ٘ب٘ٛٚسق ،پظٚٞؾدس ایٗ 

ثب اػتفبدٜ اص حّی دلیك ٚ  ،ویشؿٟفٌیشی اص تئٛسی ثب ثٟشٜ

وشدٖ ، ثشای ٚاسدٔٛسد ثشسػی لشاس ٌشفت. ٕٞچٙیٗ یتحّیّ

اتٕی تئٛسی غیشٔحّی اسیٍٙٗ  ٞب ٚ ٘یشٚٞبی دسٖٚتبثیشات ا٘ذاصٜ

ٔٛسد اػتفبدٜ لشاس ٌشفتٝ ٚ تبثیشات پبسأتشٞبی ٞٙذػی ٘ب٘ٛٚسق، 

سأتش غیشٔحّی ثش سٚی سفتبس وٕب٘ـی ٌبٞی ٚ پبؿشایط تىیٝ

٘دبیی وٝ ثؼتٝ ثٝ ٘ب٘ٛٚسق ٔٛسد ثشسػی لشاس ٌشفت. اص آ

خّٕٝ ؿشایط ٔشصی، ٘ؼجت ؿؼبع داخّی ثٝ پبسأتشٞبیی اص

خبسخی ٘ب٘ٛٚسق حّمٛی ٚ ٕٞچٙیٗ ضخبٔت ٘ب٘ٛٚسق ثبس ثحشا٘ی 

دػت آٚسدٖ ثبسٞبی ٝتٛا٘ذ ٔتمبسٖ یب ٘بٔتمبسٖ ثبؿذ، ثشای ثٔی

ٞبی غیشٔتمبسٖ ٘یض ٔٛسد ثشسػی لشاس ٌشفت. ٔذٕب٘ـی ثحشا٘ی و

٘تبیح ایٗ وبس حبوی اص ایٗ اػت وٝ پبسأتش غیشٔحّی اثش 

وٕب٘ـی داسد ٚ ایٗ اثش ثب تغییش دس  ٞبیوبٞٙذٌی ثش سٚی ثبس

ٌبٞی، ؿؼبع خبسخی ٘ب٘ٛٚسق، ٘ؼجت ؿؼبع داخّی ؿشایط تىیٝ

وٙذ. ش ٔیوٕب٘ؾ تغیی ٔذ ٝ خبسخی ٘ب٘ٛٚسق ٚ ٕٞچٙیٗ ؿٕبسٜث

ٌبٞی ٚ وبٞؾ ؿؼبع ٘ب٘ٛٚسق ٚ تش ؿذٖ ؿشایط تىیٝثب ػفت

اثش پبسأتش  ،ٕٞچٙیٗ افضایؾ ٘ؼجت ؿؼبع داخّی ثٝ خبسخی

تش ٚ دس ؿشایط ٔشصی ػفت ،یبثذ. ٕٞچٙیٗغیشٔحّی افضایؾ ٔی

ٞبی وٕتش ٘ؼجت ؿؼبع داخّی ثٝ خبسخی ٕٞچٙیٗ دس ٘ؼجت

 ،، اص ایٗ سٚتٙذحشا٘ی وٕب٘ؾ اص ٘ٛع ٘بٔتمبسٖ ٞؼثبسٞبی ث

ٞبی غّط ٚ سد وٝ ٔٙدش ثٝ دادٜٞب أىبٖ دأذپٛؿی اص ایٗ چـٓ

 ٘تیدٝ طشاحی ٘بدسػت ٌشدد.دس
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