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از سـاخته شـده    متقارن محوري ضخيم جدار  هاي  استوانه، معادله حاكم بر     (PET) مستوي ة الاستيسيت با استفاده از  ر اين مقاله     د -چكيده

 هاي  ريشهازاي    به هاي  تواناس شعاعي   جايي  جابهي شعاعي و محيطي و نيز       ها  تنش در حالت كلي استخراج شده و سپس         FGمواد ناهمگن   

بسته و  دو سر باز، دو سر      : فاوت استوانه  مختلط معادله مشخصه با در نظر گرفتن شرايط انتهايي مت          هاي  هريش مضاعف و    هاي  ريشهحقيقي،  

 و  مطالعه با تغييرات ضرايب ناهمگني      جايي  جابه و   ها  تنش.  آمده است  دست  به)  دقيق حل(  تحليلي صورت  بهنامقيد،   و    و دو سر بسته    مقيد

  تنها آمده و سپس بادست به ، متفاوتهاي وضعيتدر اين مقاله، روابط تحليلي در .  شده است همگن مقايسهضخيمبا حالت استوانه جدار 

جنس استوانه، مـاده نـاهمگن و    . وضعيت تحليل شده توسط يكي از پژوهشگران مقايسه و اشتباه مقاله ايشان تصحيح و تكميل شده است                

  .است تواني و با نسبت پواسون ثابت صورت بههمسانگرد با تغييرات مدول الاستيسيته در راستاي شعاعي 

  . مستويةالاستيسيت، FG ناهمگن ة، مادضخيم جدار ةاستوان: واژگان كليد

General Solution of Plane Elasticity of Axisymmetric 
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Abstract- In this paper, an analytical formulation of FGM axisymmetric thick-walled cylinders, based on the 
plane elasticity theory is presented. The stress and displacements in thick cylindrical shell are calculated using 
the real, double and complex roots of characteristic equation. Solutions are obtained under generalized plane 
stress, plane strain and closed-ends cylinder assumptions. It is assumed that the material is isotropic and 
heterogeneous with constant Poissn's ratio and radially varying elastic modulu. The results have been compared 
with findings of the researcher (2001) [hoop stress is incorrect], and we have present corrected version as well as 
supplementary findings.  
Keywords: Thick-Walled Cylinder, FGM, Plane Elasticity. 
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  مقدمه-1
 خميـده هـستند كـه در برابـر          هـايي   سازه كليّ،   طور  به ها  پوسته

 ةمطالع ـ.  دارنـد  اي  ويژهنيروها و لنگرهاي وارد شده، مطلوبيت       

 قـرار   پژوهـشگران  ي نه چندان دور مـورد     ا اين رفتار از گذشته   

از . همچنان ادامه دارد  اين توجه    فراوان،    كاربرد  و به دليل   گرفته

 جدار نازك و جدار     هاي  تواناسي  ها  پوسته،  ها  پوستهميان انواع   

 در پـي  ان  شگرانپژوه تري دارند و همواره      ، اهميت ويژه  ضخيم

  تااند  بودهها پوسته بر روي ضخامت و ماده اين يتغييرات اعمال

وانند مقاومت آنها را در برابر نيروهاي وارد شده افزايش و در            بت

  .صورت امكان، وزن آنها را كاهش دهند

 نظريـه بـا اسـتفاده از      ] 1[ 1852  سـال  درنخستين بار    1هلام

 متقـارن  ضـخيم  هـاي  اسـتوانه  دقيـق  حل، 2 مستويالاستيسيتة

 همگن و همسانگرد تحت فـشار       مادةاز   با جدار ثابت     محوري

 توخـالي   ة كرد و توزيـع تـنش را در اسـتوان          ارائهت را   يكنواخ

  مسايل مختلف مهندسـي اسـتفاده       حل كه آن در      آورد دست  به

  .]2[ و در كتب درسي گنجانيده شدشده 

 اجـسام   الاستيـسيتة  نظريـه ] 3[ 1950  سـال   در 3لخنيتسكي

ي ساخته شده از مـواد      ها  پوستهدر  .  كرد بندي  فرمول را   4مركب

 مـادة ير ناگهاني ساختار ماده و يا تركيـب دو          دليل تغي   به مركب

نتيجه تغييـر ناگهـاني در رفتـار     ناهمساز در كنار يكديگر و در

 كـه تمركـز    آيـد   مـي وجود   مواد، مسايل و نواقصي در پوسته به      

مـواد بـا تغييـر      . شود  ميايجاد  ها   تنش و گسستگي در مرز لايه     

 FGM5يـا   ) مكانيكي، حرارتي، مغناطيـسي   ( تدريجي خواص 

مطرح شد كه پس از آن      ] 4[ 1984 و همكاران در     6توسط نينو 

هاي آخر قرن بيستم و شـروع قـرن جديـد، مطالعـات              در سال 

 ساخته شده از اين مواد      هاي  سازهتحليلي قابل توجهي بر روي      

 .شددر نقاط مختلف جهان انجام 

                                                           
1. Lamé  
2. Plane Elasticity Theory (PET)  

3. Lekhnitskii 
4. Composite Bodies 
5. Functionally Graded  Materials  
6. Niino  

روابط الاستيك حاكم بـر     ] 5[ 1992 در   7فوكويي و ياماناكا  

 تحت فشار داخلي را در حالـت        FGM ضخيم هاي جدار  لوله

 اسـتخراج و آنهـا را       ه لام هاي  معادله كمك  به 8اي  صفحهكرنش  

 1994 در   9ابُاتـا و نـودا    . ندكرد حلكوتا  -نگا عددي ر  روش  به

 توخـالي  ةاسـتوانه و كـر    ي حرارتـي پايـدار را در        هـا   تنش] 6[

FGM    هورگـان و   .  آوردنـد  دسـت   به بهينه را    مادة استخراج و

اسـتوانه توخـالي     حـاكم بـر      هـاي   معادله] 7[ 1999در   10چان

FGM      بـا توزيـع تـواني مـدول         اي  صفحه را در حالت كرنش 

 استخراج  ه لام هاي  معادله كمك  بهالاستيسيته در راستاي شعاعي     

.  آوردنـد  دست  به مثبت   هاي  توانازاي   و توزيع تنش را به    كردند

ي دوار  هـا   را در ديسك   ها  تنشهورگان و چان با همين منطق،       

  ].8[ نيز بررسي كردند

 دقيق مخـازن تحـت      حل] 9[ 2001 در   11توتونچو و ازُترك  

.  كردنـد  ارائـه را   FGM  و كروي جـدار ثابـت      هاي  تواناسفشار  

 با توزيع تواني مدول     اي  صفحهكرنش  استوانه را در حالت     ايشان  

oE الاستيسيته E r          در راستاي شـعاعي، تحليـل و توزيـع 

 مثبت و منفي ضريب     هاي  توان ازاي  بهتنش شعاعي و محيطي را      

ناهمگني در محـدوده      2  مثبـت  هـاي  ريـشه  ازاي بـه  2

 ـ . ندكردمعادله مشخصه بررسي     ار كـرد  ايـشان رابطـه و       ةدر مقال

 كـه در    دارد اشتباه   ار تنش شعاعي  كرد و   مربوط به تنش محيطي   

، جبـاري .  اسـتفاده شـده اسـت      هـاي بعـدي    برخي از پـژوهش   

ي هـا   تـنش  كلـي  حـل  ]10[ 2003اسـلامي در     و   پـور  سهراب

استوانه توخالي تحت بارهاي پايـدار      مكانيكي و حرارتي در يك      

نامتقارن محوري را با توزيع تواني خواص مكانيكي و حرارتـي           

 محـور و ديـسك      حـل  2006 در   12اراسلان و آكيز  .  كردند ارائه

 اي  صفحه و كرنش    13اي  صفحههاي تنش    توپر دوار را در حالت    

و ] 11[  نمـايي و سـهمي     صـورت   به مكانيكي   ةبا خواص پيوست  

                                                           
7. Fukui & Yamanaka  
8. Plane Strain  
9. Obata & Noda  
10. Horgan & Chan  
11. Tutuncu & Ozturk  
12. Eraslan & Akis 
13. Plane Stress  
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پلاستيك لوله تحت فـشار را در حالـت كـرنش           - الاستيك حل

ــد] 12[ اي صــفحه ــگ. بررســي كردن ــاي و هون  در 1جــون ژيف

 توخـالي بـا تغييـرات خطـي         هـاي   استوانه دقيق   حل] 13[2006

اي  اعي را بـا روش چنـد لايـه        خواص مكانيكي در راستاي شـع     

 همگن با خـواص     صورت  بهها   كردن استوانه، كه هر كدام از لايه      

 ارائـه اند،   در نظر گرفته شده   ) همگن و همسانگرد  (مكانيكي ثابت 

همانند گذشـته بـا در نظـر گـرفتن          ] 14[2007ايشان در   . ندكرد

اسـتوانه   خطـي و تـواني،       صـورت   بهتغييرات خواص مكانيكي    

FGM   حـل استوانه، تحليـل و بـا       اي كردن    وش چند لايه   را با ر 

نـد و در نتيجـه بـه دليـل تفـاوت            كردمقايـسه   ) 2001(توتونچو

توتونچـو در   .  مـورد نظـر بردنـد      ارها، پـي بـه اشـتباه مقالـة        كرد

 با در نظر گرفتن تغييرات مدول       اما پيشين   مشابه مقالة ] 15[2007

 ـ   هـا   تـنش  نمايي، توزيع    صورت  بهالاستيسيته   اسـتوانه  ك   را در ي

 در  جـايي   جابه و   ها  تنش حاضر،   ةدر مقال .  آورد دست  بهناهمگن  

 متقارن محـوري تحـت فـشار        FGM ضخيم جدار   هاي  استوانه

 . آمده استدست بههاي مختلف  يكنواخت داخلي در حالت

  

  روابط اساسي-2
 كه مقـاطع مـستوي      شود  مي مستوي، فرض    الاستيسيتة نظريهدر  

انه، پـس از اعمـال فـشار و تغييـر           اسـتو عمود بر محور مركزي     

. ماننـد   مستوي و عمود بر محور استوانه باقي مي        همچنانشكل،  

هاي ايجاد شده نـسبت بـه محـور اسـتوانه، متقـارن              تغيير شكل 

تغيير . كند باشند و مقدارشان در امتداد طول استوانه تغيير نمي         مي

مكان شعاعي در امتـداد محـيط ثابـت اسـت ولـي در راسـتاي                

عبارت ديگر، تغيير مكـان شـعاعي فقـط         كند، به   تغيير مي  شعاعي

 x  و كرنش طوليx بنابراين تنش طولي. است ur(r)تابع شعاع 

  .هستندي اصلي ها تنشي عمودي، ها تنشداراي مقادير ثابتند و 
  

)1( x r     
  

  :معادله تعادل تنش در غياب نيروهاي حجمي برابر است با

                                                           
1. Zhifei & Hongjun 

 

)2( 

-rrd

dr r
   0  

  

  .و روابط سينماتيك در حالت تقارن محوري
 

r   و    )3( r
r

du u

dr r    

  

  .و روابط رفتاري براي مواد ناهمگن و همسانگرد
 

)4( ( )r rA B
E r

B A 

 
 
⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎡ ⎤

⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥
⎣ ⎦⎩ ⎭ ⎩ ⎭

 

  

A و B ــون ــسبت پواس ــابع ن ــست) const. = (  ت ند و ه

مـدول  . شـوند   تعريـف مـي    اسـتوانه اساس شـرايط انتهـايي       بر

  .شود مي تواني، تابعي از شعاع فرض صورت بهالاستيك 
  

)5( ( ) i i
i i

r r
E r E E r r

r r


⎛ ⎞

  ⎜ ⎟
⎝ ⎠

     و   

  

iE و ir         اسـتوانه   مدول الاستيك و شعاع در سطح داخلي

ــاهمگني  و  ــادةضــريب ن ــه  . آن اســتم ــت ك ــديهي اس  ب

اگر 0      ه        باشد، مدول الاستيك ثابت مـيمانـد، يعنـي مـاد

  .همگن است

  .)2(در رابطه ) 4 و 3(با جايگزيني روابط
  

)6( 

( )

( )( - ) -

r r

r r

du ud
E r A B

dr dr r

du u
E r A B

r dr r

⎡ ⎤⎛ ⎞⎜ ⎟⎢ ⎥
⎝ ⎠⎣ ⎦

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎢ ⎥
⎝ ⎠⎣ ⎦

1
0

  

 

( )E r 0  
 

)7( ( ) -r r
r

d u du B
r r u

dr dr A
 ⎛ ⎞   ⎜ ⎟

⎝ ⎠

2

2

2
1 1 0  

  

  . كوشي است- اويلرةادليك مع) 7(معادله 
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)8(  *( ) -r r rr u b ru bn u    2

1 1 0   

  

Bمقدار  

A
   شرايط انتهايي استوانه تعريف     براساس 

)مقـدار ) 7(اگـر در معادلـه      . شود  مي ) m
ru r r   گذاشـته 

  :آيد مي دست بهشود، معادله زير 
  

)9(  * -m m   2

1 0  

  

  : معادلههاي ريشهو 
  

)10(    &m          2

1,2

1
        4 1

2

 

  

 معادلـه، ممكـن     هـاي   ريـشه   مقادير مختلف    براساس

 3 مـضاعف و     هـاي   ريـشه  2 حقيقـي،    هـاي   ريشه 1: است

هـا،   كدام از ايـن حالـت       مختلط باشند كه در هر     هاي  ريشه

، اي  صـفحه تـنش   ) الـف (: توانـد  شرايط انتهايي استوانه مي   

 .استوانه بسته باشد) پ( و اي صفحهكرنش ) ب(

  

  شرايط انتهايي استوانه-3
  مـستوي  الاستيـسيتة  نظريـه دو سر استوانه با حفظ شرايط       

تواند باز يا بسته باشـد، يعنـي         مي) بعدي مسايل  تحليل دو (

  .تنش و كرنش طولي، مقداري ثابت دارند
  

  ):ا دو سر بازاستوانه ب( اي صفحهتنش ) الف(

x   و    x  0 0 
 

A B

B

A


 
   

⇒    

2 2

1
    و   

1 1  )11( 

  

 ):مقيد -استوانه با دو سر بسته(اي صفحهنش رك) ب(

x   و    x  0 0 

( )( ) ( )( )
A B

B

A


   
       


⇒   

 

1
    و   

1 1 2 1 1 2

1

 )12( 

  

 ):نامقيد -استوانه با دو سر بسته(1استوانه بسته) پ(

x   و    x  0 0  
 

x x
E 



1 2

 )13( 

( )( ) ( )( )
A B

B

A


   
       


⇒   

 

2 3
    و   

2 1 1 2 2 1 1 2

3

2

 )14( 

 

   ناهمگنهاي استوانه حل -4

 حقيقـي،   هـاي   ريـشه را با در نظر گرفتن      ) 7(اكنون معادله   

مضاعف و مختلط و لحاظ كردن شرايط انتهـايي اسـتوانه،           

ابط  آمده، رو  دست  بههاي    كدام از حالت    هر  كرده و در   حل

 شـعاعي   جايي  جابهپارامتري تنش شعاعي، تنش محيطي و       

  .يمكن را استخراج مي

  

   حقيقيهاي ريشه -4-1

،)10(اگر در رابطه     0     هـاي   ريـشه  باشد، معادله داراي 

  .شود ميحقيقي 
 

)15( 
 

m m
 

  

      

   

1 2

2

   و  

2 2 2 2

4 1

 

  

  :در اين حالت) 8(پاسخ معادله 
  

)16( ( ) m m
ru r C r C r 1 2

1 2
 

                                                           
1  . Closed Cylinder 



1389 پاييز/ 3شمارة دورة دهم،   مكانيك-درسفني و مهندسي م  
 

35 

r 

 آورده و   دست  به) 3 (هاي  معادله را با استفاده از      و  

  .گذاريم مي) 4(در معادله 
  

)17(  
- -( ) ( )m m

r iE r C Am B r C Am B r ⎡ ⎤   ⎣ ⎦
1 2
1 1

1 1 2 2
 

  

  :با اعمال بارگذاري در سطح داخلي و خارجي استوانه
 

)18( - r   و    r

oi

s P s
r rr r

 


0 

  

 C1هاي  در نتيجه ثابت

  .آيند  ميستد به C2و 
  

)19( 

( - )

( - )

-
( )( - )

( )( - )

m m
i

m m
i

o

i

m m
i

m m
i

Pk r
C

E Am B k k

r
k

r

Pk r
C

E Am B k k

⎧
⎪ ⎪

⎪⎪ ⎨
⎪
⎪
⎪ 

⎪⎩

2 1

2 1

1 2

2 1

1

1

1

1

2

2

 

  

C1 

  :دهيم قرار مي) 4 و 16 (هاي معادله را در C2و 

  

)20-1(  
-

-
-

b
m m m m

r m m

Pr
s k r k r

k k
 2 1 1 2

1 2

1

 

)20-2( 

-

-

-

m m
m m

m m

A BmPr
k r

k k Am B

A Bm
k r

Am B




⎛  ⎜ ⎝

⎞
⎟ ⎠

2 1

1 2

1 2

1

1

1

2

2

 

)20-3( 

Pr

( - )

-

m mi
r m m

i

m m

u k r
E k k Am B

k r
Am B

⎛
 ⎜ ⎝

⎞
⎟ ⎠

2 1

1 2

1 2

1

2

1

1

 

 B و   Aمـستقيم بـه     طـور     بـه  r كـه    شـود   ميملاحظه  

 به امايست،  وابسته ن  
.  بستگي داردو ضريب ناهمگني   

 

ــه urو  ــد  B و A ب ــستقيم دارن ــستگي م ــون .  واب اكن

بـا توجـه بـه شـرايط انتهـايي اسـتوانه،            ) 20 (هـاي   همعادل

 .شوند  زير نوشته ميصورت به

  :اي صفحهتنش ) الف(

    

)21-1( 

-

-

-

m m
m m

m m

mPr
k r

k k m

m
k r

m










⎡  ⎢ ⎣

⎤
⎥ ⎦

2 1

1 2

1 2

1

1

1

2

2

1

1

 

)21-2( 

Pr ( - )

( - )

-

i m m
r m m

i

m m

u k r
E k k m

k r
m






⎡
 ⎢ ⎣

⎤
⎥ ⎦

2 1

1 2

1 2

2

1

2

1 1

1

 

  

 :اي صفحهكرنش ) ب(

*

-





1

 

)22-1( 

-

-

( - )

( - )

( - )
-

( - )

b

q m m

m m

m m

Pr
s

k k

n nm
k r

n m n

n nm
k r

n m n


⎡ 
⎢ ⎣

⎤
⎥ ⎦

1 2

2 1

1 2

1

1

1

2

2

1

1

1

1

 

)22-2( 

Pr ( )( - )

( - ) ( - )

-
( - )

i
r m m

i

m m

m m

n n
u

E k k
k r

n m n

k r
n m n




⎡
⎢ ⎣

⎤
⎥ ⎦

1 2

2 1

1 2

1

2

1 1 2 1

1

1

1
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  : بستهةاستوان) پ(

  

*

-




 3

2

 

)23-1( 

-

-

( - )

( - )

( - )
-

( - )

b

q m m

m m

m m

Pr
s

k k

n nm
k r

n m n

n nm
k r

n m n


⎡ 
⎢ ⎣

⎤
⎥ ⎦

1 2

2 1

1 2

1

1

1

2

2

2 3

2 3

2 3

2 3

 

)23-2( 

Pr ( )( - )

( - ) ( - )

-
( - )

i
r m m

i

m m

m m

n n
u

E k k
k r

n m n

k r
n m n




⎡
⎢ ⎣

⎤
⎥ ⎦

1 2

2 1

1 2

1

2

2 1 1 2 1

2 3

1

2 3

 

  

 ازاي  بـه تنش شعاعي و تنش محيطي را فقـط         ] 9[مرجع

 0    آورده است  دست  به اي  صفحهدر حالت كرنش  .r 

ــه ( ــه9رابط ــه  (را درســت و )  مقال ــه10رابط را )  مقال

 جاي براي تصحيح رابطه، به   .  آورده است  دست  بهنادرست  

a

R


⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1

rR بايد 

a


⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1

 نمادهاي مقالـه مـذكور      براساس را   

اي نتهمرجع مذكور اشتباه است كه در ا      ) 2(اركرد. قرار داد 

 .شود مياين مقاله، صحيح آن نشان داده 

  

   مضاعفهاي ريشه -4-2

،  )10(اگر در رابطه     0    هـاي   ريشهداراي   باشد، معادله 

  .شود ميمضاعف 
  

)24( -m m m
  

1 2

2

 

  

  :در اين حالت) 8(پاسخ معادله 
  

)25(  ( ) ln m
ru r C C r r 

1 2
 

r 

 آورده و   دست  به) 3 (هاي  معادله را با استفاده از      و  

  .گذاريم مي) 4(در معادله 
  

)26(  

   -( ) ( )lnb m
r is E r C Am B C A Am B r r     1

1 2
 

  

ــا اعمــال  ، در نتيجــه )18رابطــه ( بارگــذاريايط شــرب

Cهاي  ثابت
1 

Cو
2

  .آيند  ميدست به
 

)27( 

 
-

-

( ) ln
-

( ) (ln )

( )(ln )

o

m
i i

o

i

m
i i

P A Am B r
C

E Am B k r

r
k

r

P
C

E Am B k r

⎧  
⎪ ⎪

⎪⎪ ⎨
⎪
⎪

⎪
⎪⎩

1 2 1

2 1

 

  

C1 

  :يمده قرار مي) 4(و ) 25 (هاي معادله را در C2و 

 

)28-1( 
( - )

- ln
ln

m

r

Pr k

k r






⎛ ⎞ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

1

 

)28-2(

( - )

ln

-
- ln

( )

m b

q

Pr
s

k

B A A Bm k

Am B Am B r




⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎣ ⎦

1 2 2

2

 

)28-3( 
Pr

- ln
( )ln

m

i
r

i

r A k
u

E Am B k Am B r
 

 
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
  

 مستقيماً بـه    r كه مشابه حالت پيشين      شود  ميملاحظه  

A   و B    ،بـه  امـا  وابسته نيست   ضـريب نـاهمگني       و  

 . بستگي دارد 

.  وابستگي مـستقيم دارنـد     B و   A به   ur و

ه بـه      ) 28 ( معادلهاكنون   شـرايط انتهـايي اسـتوانه،      با توجـ

 .شوند  زير نوشته ميصورت به
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  :اي صفحهتنش ) الف(

  

)29-1(  
( - )

-
ln

-
ln

( )

m b

q

Pr
s

k

n nm k

m n m n r




⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎣ ⎦

1 2

2

1 1  

)29-2( Pr -
- ln

( ) ln

( )m

i
r

i

r k
u

E m k m r


 

 
 

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

2

1 1  

  

  :اي صفحهكرنش ) ب(

 

)30-1(

 
( - )

-
ln

- ( - )
ln

( - )( - )

m b

q

Pr
s

k

n n nm k

n m n rn m n




⎧ ⎫⎪ ⎪⎨ ⎬⎪ ⎪⎩ ⎭

1

2

1 2 1

11
 

  

)30-2(  

 
Pr -

-
ln

( )( ) -
ln

( - ) ( - )

m

i
r

i

r n
u

E k

n n k

n m n n m n r


⎡ ⎤ ⎢ ⎥ ⎣ ⎦

1 21 1

1 1

 

  

  : بستهةاستوان) پ(

  

)31-1(  
( - )

-
ln

( )( - )

( - )

( - )
ln

( - )

m b

q

Pr
s

k

n n

n m n

n nm k

n m n r




⎧ ⎪
⎨

⎪⎩

⎫ ⎬ ⎭

1

2

4 1 1 2

2 3

2 3

2 3

 

)31-2(  

 
 
Pr ( )( - )

-
-

ln
( - ) ln ( - )

i

i

m

r

n n

E

r n k
u

n m n k n m n r




⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎣ ⎦

2 1 1 2 2

2 3 2 3

 

 

  مختلطهاي ريشه -4-3

0،)10 (ةاگر در رابط        هـاي   ريـشه  باشد، معادله داراي 

  .شود ميمختلط 
  

)32(  

 *

-   و  

-
-          &   - -

m z iy m z iy

z y
  

  

  

1 2

2

4 1

2 2

 

  

  :در اين حالت) 8 (ةپاسخ معادل
  

)33(  ( ) cos( ln ) sin( ln ) z
ru r C y r C y r r 

1 2
 

  

r 

 آورده و در    دسـت   به) 3 ( معادله را با استفاده از      و  

  .يمده قرار مي) 4(معادله 
  

)34(   

 
  -

( ) cos( ln ) - sin( ln )

( )sin( ln ) cos( ln )

b
r i

z

s E r C Az B y r Ay y r

C Az B y r Ay y r r

 

  
1

1

2

 

 

ــذاري زا ــرايط بارگ ــال ش ــه ( اعم ــه )18رابط ، در نتيج

 C1هاي  ثابت

  .آيند  ميدست به C2و 
  

)35(  
( )

( )

Pr
( )sin( ln ) cos( ln )

Pr
( )cos( ln ) sin( ln )

z
i

o o
i

z
i

o o
i

C Az B y r Ay y r
E D

C Az B y r Ay y r
E D





⎧
   ⎡ ⎤⎪ ⎣ ⎦

⎪
⎨
⎪   ⎡ ⎤⎣ ⎦⎪
⎩

1

1

1

2

 

)36(  

( ) sin( ln )o

i

r
k D Az B A y y k

r
   ⎡ ⎤

⎣ ⎦
2 2 2

    و  

C1 

  :دهيم قرار مي) 4(و ) 33 (هاي معادله را در C2و 
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)37-1( 
( )Pr

sin ln
sin( ln )

z

r
k

y
y k r




 
⎛ ⎞  ⎜ ⎟
⎝ ⎠

1

 

 
)37-2(  

 

   

( )
P r

cos ln

sin ln

z

D

k
A B y y

r

k
AB z y A B z y

r




 

 

    

⎧ ⎛ ⎞
⎨ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎩

⎫⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎬⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎭

1

2 2

2 2 2 2

1

 

 
 )37-3( 

Pr
( ) sin ln cos lni

i

z

r
E

r k k
u Az B y Ay y

D r r
   ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 
  

 وابـسته   B و   A مـستقيماً بـه      r كـه    شـود   ميملاحظه  

 به امانيست،        و ضريب ناهمگني    بـستگي دارد  . 

و 

ur   به A   و B   هـاي   معادلـه اكنـون   .  وابستگي مستقيم دارند 

 زيـر   صـورت   بـه با توجه به شرايط انتهايي اسـتوانه،        ) 37(

 .شوند نوشته مي

  :اي صفحهتنش ) الف(
  

)38-1(  

 

   

( - )

-
( ) sin( ln )

- cos ln

sin ln

z b

q

Pr

z n y y k

k
s n y y

r

k
z y n z y

r
n



 


    

⎧ ⎛ ⎞
⎨ ⎜ ⎟

⎡ ⎤ ⎝ ⎠⎩⎣ ⎦

⎫⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎬⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎭

1

2 2

2

2 2 2

1

1 1

 

  

)38-2( 

Pr

( ) sin( ln )

( )
( )sin ln

cos ln

i

i

z

r
E z y y k

r
u

k
z y

r

k
y y

r



  
 

⎡ ⎛ ⎞⎢ ⎜ ⎟
⎡ ⎤ ⎝ ⎠⎣⎣ ⎦

⎤⎛ ⎞ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎦

2 2

2
1

                                             

 

  :اي صفحهكرنش ) ب( 

 )39-1(  

 

   

 

( - )

-
( - ) sin( ln )

- cos ln

sin ln

( - )

( - )

-                      

z b

q

Pr

n y y k
s

k
n y y

r

k
y

r

n z n

n n z y

n n z









⎡ ⎤⎣ ⎦

⎧ ⎛ ⎞ ⎡  ⎨ ⎜ ⎟ ⎣⎝ ⎠⎩

⎫⎛ ⎞⎤ ⎬⎜ ⎟⎦ ⎝ ⎠⎭

1

2 2
2

2 2

2

1

1 2

1

1 1

1 2 2

 

 

)39-2(  

 

 

Pr

( ) sin( ln )

( )( )

( )

( ) sin ln ( ) cos ln

i

i

z

r
E y y k

r
u

z

k k
z y y y

r r



 
 

  

 
 

 


⎡ ⎤ 
⎣ ⎦

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞   ⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭

2 2
2

1

1 1 2

1

1 1

 

  

  :استوانه بسته) پ(

  

 

)40-1(  

 

  

   

( )
P r

( ) sin( ln )

cos ln

sin ln

( )

( ) ( )

z

y y k

k
y y

r

k
y

r

z

z y z










 

  

 

 


 








⎡ ⎤ 
⎣ ⎦

⎧ ⎛ ⎞  ⎨ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩

⎫⎛ ⎞⎤     ⎬⎜ ⎟⎦ ⎝ ⎠⎭

1

2 2
2

2 2 2

2

1 2

2

2 3

4 1 3 2

1 2 2 5

 

 

)40-2(  

 

 

Pr

( ) sin( ln )

( )( )

( )

( ) sin ln ( ) cos ln

i

i

z

r
E y y k

r
u

z

k k
z y y y

r r



 
 

  

 
 

 


⎡ ⎤ 
⎣ ⎦

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞   ⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭

2 2
2

2

2

1 1 2

2 3

2 3 2

 

 

  

   همگنهاي استوانه حل -5

نگرد، مـدول الاسـتيك و       همگـن و همـسا     هاي  استوانهدر  

) 5(اگـر در معادلـه      . ندهـست نسبت پواسون، هر دو ثابـت       

0مقدار    ،آيد مي دست به همگن مادةگذاشته شود.  
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)41( .iE E const   
  

  :كوشي-و معادله اويلر
 

)42( -r r rr u ru u  2

0  
  

  . آنهاي ريشهمعادله مشخصه و 
 

)43( m m  ⇒  2

1,2
1 0    1  

  

 معادلـه مشخـصه، حقيقـي       هـاي   ريشه كه   شود  ميمشاهده  

0 هـا در مجموعـه     باشند و از اين رو پاسـخ       مي    قـرار 

 جـاي  ، بـه  هـا   معادلـه و بقيـه    ) 16(اگر در معادله    . گيرند مي

m  
1

2m و 1  1     گذاشــته شــود، همــان روابــط

  .آيند  ميدست به همگن هاي استوانهشناخته شده 
 

)44( ( )r
C

u r C r
r

  2

1
 

  

  :شود ميبا اعمال شرايط بارگذاري، نتيجه 
 

)45( 
( )( )

Pr

( )( )
o

P
C

E A B k

C
E A B k

⎧ ⎪  ⎪
⎨
⎪ 
⎪  ⎩

1 2

2

2 2

1

1

 

  

C1 

  :دهيم قرار مي) 4(و ) 44 (هاي معادله را در C2و 
 

)46-1( PH
r

k

k r


⎛ ⎞
 ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠

2

2 2
1

1

 

)46-2( PH k

k r


⎛ ⎞
 ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠

2
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1
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)46-3( Pr

( )
H i
r

r k
u

A B A BE k r

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎢ ⎥⎜ ⎟  ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

2

2 2

1 1

1

 

  و   r كه   شود  ميملاحظه  

 وابسته نيـست    B و   A به   

در حقيقـت تـنش شـعاعي و        .  وابستگي نـدارد   Eو نيز به    

 همگـن و    هـاي   اسـتوانه تنش محيطـي ايجـاد شـده بـراي          

تيك متفاوت تحت فـشار ثابـت و        همسانگرد با مدول الاس   

هندسه يكسان، به يك ميزان است كه اين مقدار مستقل از           

 E و نيـز     B و   A بـه    ur امـا . اسـت شرايط انتهايي استوانه    

 شـعاعي در    جـايي   جابهوابستگي مستقيم دارد، يعني مقدار      

ها با شرايط بالا، با تغيير مدول الاسـتيك و شـرايط             استوانه

را در شرايط   ) 3-46( اكنون معادله    .انتهايي، يكسان نيست  

  .نويسيم  زير ميصورت بهانتهايي استوانه، 

  :اي صفحهتنش ) الف(
  

)47(  Pr
( )

( )
H i
r

r k
u

E k r
 

⎡ ⎤
   ⎢ ⎥

 ⎢ ⎥⎣ ⎦

2

2 2
1 1

1

 

  

  :اي صفحهكرنش ) ب(

 

)48( Pr ( )
( )

( )
H i
r

r k
u

E k r

 
⎡ ⎤

  ⎢ ⎥
 ⎢ ⎥⎣ ⎦

2

2 2

1
1 2

1

 

  

  :استوانه بسته) پ(
  

)49(  Pr
( )

( )
H i
r

r k
u

E k r
 

⎡ ⎤
   ⎢ ⎥

 ⎢ ⎥⎣ ⎦

2

2 2
1 2 1
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   بررسي نتايج-6

 آمـده از    دسـت   بهارهاي  كردمطالعه موردي و بررسي     براي  

 با مشخصات زيـر را      ضخيم جدار   اي  نتايج عددي، استوانه  

 مـدول الاسـتيك در امتـداد جـدار در نظـر             متغيربا توزيع   

ir شعاع داخلي    ا جدار ثابت ب   ةاستوان. گيريم مي mm 40  

or شــعاع خــارجيو mm حــت فــشار يكنواخــت  ت 60
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P داخلي MPa مـدول الاسـتيك    .  قرار گرفته اسـت     80

ــتوانه   ــي اس ــطح داخل ــرس iEبراب GPa ــسبت 200  و ن

برابرپواسون  0/3 است.  

 
  استوانه همگن-6-1

 همگـن و    هـاي   اسـتوانه ي شعاعي و محيطي در      ها  تنش

تقل از خواص مكانيكي و شرايط انتهايي       همسانگرد مس 

 شـعاعي بـه آنهـا وابـسته         جايي  جابه اماند،  هستاستوانه  

 براسـاس  توزيع تنش شعاعي فـشاري را        1شكل  . است

 توزيع تنش محيطي كششي را      2و شكل   ) 1- 46(رابطه  

در اســتوانه نــسبت بــه شــعاع ) 2- 46( رابطــه براســاس

بعد بي
i

r
r

r
 شـعاعي در    جـايي   جابـه . دهـد   مـي   نشان 

 در همان استوانه،    49 و   48،  47 روابط   براساس 3شكل  

 شعاعي در استوانه    جايي  جابهست كه مقدار     ا نشانگر آن 

) نامقيد(بيشترين و در استوانه بسته    ) اي  صفحهتنش  ( باز

  .استكمترين 

  

  
  

  توزيع تنش شعاعي در استوانه همگن1شكل 

  
  توزيع تنش محيطي در استوانه همگن2شكل 

  

 
 جايي شعاعي در استوانه همگن  توزيع جابه3شكل 

  

  ناهمگنة استوان-6-2

ي شـعاعي و    ها  تنش ناهمگن و همسانگرد،     هاي  استوانهدر  

 شــعاعي، مــستقل از خــواص جــايي جابــهمحيطــي و نيــز 

 ايط انتهايي استوانه نيستند، بلكه از طريق        مكانيكي و شر  

Bو  

A
            اسـتوانه  به خواص مكانيكي و شرايط دو سـر

مدول الاستيك استوانه در راستاي شـعاع       . شوند وابسته مي 

)با تابع تواني     )  iE r E r      تعريـف كـه     در محـدوده 

  2 شـكل  . شـود   ميدر نظر گرفته    ] 9،13،14،15 [2
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ــه شــعاع اســتوانه  4  توزيــع مــدول الاســتيك را نــسبت ب

i i

E r

E r


⎛ ⎞

 ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 .دهـد   نـشان مـي     مقـادير صـحيح      ازاي  به 

نسبت پواسون استوانه، ثابت      0  براساس كه   است 0/5

آن   0  ـ. شـود  مـي  1 ن مقالـه، در اي 0/3    در نظـر

گرفته شده كه مقدار        شـرايط انتهـايي برابـر       براسـاس 

  :است با
  

)50( 

   اي صفحهتنش 

 اي صفحهكرنش 

  استوانه بسته

 

⎧
⎪
⎪ ⎨
⎪
⎪⎩

0/3     

0/4286

0/5294

 

  

 در شـرايط انتهـايي      جـايي   جابـه  و   ها  تنشتوزيع نرمال   

اي بـا يكـديگر ندارنـد، از          تفاوت قابـل ملاحظـه     مختلف،

 براي حالت اسـتوانه بـسته       7 تا   4ارهاي اشكال   كردرو   اين

  .م شده كه نتايج مانند نتايج دو حالت ديگر استيرست

نـاهمگن را     توزيع نرمال تنش شعاعي اسـتوانه      5شكل  

  اين نسبت در لايـه    . دهد نسبت به استوانه همگن نشان مي     

در ] 14[و ] 9[در (  اسـت يـك  استوانه رج و لايه خا داخل

 مـادة ، يعنـي رفتـار      )م نشده اسـت   يرست يكلايه خارجي   

  در جدار اسـتوانه    .است همگن   مادة همانند رفتار    ناهمگن

0 ازاي  به     0 ازاي  بـه و   ، كـاهش   تـنش شـعاعي  

كاهش يا افزايش تنش    ميزان  . يابد تنش شعاعي افزايش مي   

  . بستگي داردبه مقدار 

 توزيع نرمال تنش محيطي اسـتوانه نـاهمگن را          6شكل  

اين نسبت در لايـه     . دهد نسبت به استوانه همگن نشان مي     

ار كـرد ار مـشابه    كـرد اين  ] 9[در  ( نيست يكداخل استوانه   

).  اسـت  اصلاح شده ] 14[  در اما م شده يرستتنش شعاعي   

ازاي  بهتنش محيطي    0  داخلي جدار، بيشتر از      در نيمه

 همگـن   مادة همگن و در نيمه خارجي جدار، كمتر از          مادة

ازاي  به و   است 0      برعكس در نيمه داخلي جدار، كمتر 

 مـادة  همگن و در نيمـه خـارجي جـدار، بيـشتر از              مادةاز  

 در حالـت ) تنش بيشينه( تنش محيطي. استهمگن  1 

ماند كه از نظر كنتـرل تـنش         در طول جدار تقريباً ثابت مي     

در .  باشـد  اي  ويـژه  امتياز   تواند ، مي ضخيمدر استوانه جدار    

محدوده لايه مياني استوانه، رفتار تنش محيطي مانند رفتار         

  .شود مي همگن مادة

 شـعاعي اسـتوانه     جـايي   جابـه  نرمـال     توزيع 7شكل  

ايـن  . دهـد  ناهمگن را نسبت به استوانه همگن نشان مي       

 يــكهــاي مختلــف در هــيچ حــالتي   ازاي بــهنــسبت 

 ازاي  به. شود  مين 0 اسـتوانه نـسبت بـه       جايي  جابه 

 ازاي  به همگن بيشتر است و      مادة 0   شود  مي كمتر ،

ماند، يعنـي     اين نسبت در طول جدار تقريباً ثابت مي        اما

 نـاهمگن مـشابه تغييـرات       مـادة  در جايي  جابهتغييرات  

 همگن است و ميزان تفاوت به مقدار مادة در جايي  جابه

بستگي دارد . 

  

 گيري  نتيجه-7
تـنش   مثبت يا منفي،      ازاي  بهتوان نتيجه گرفت كه      مي

محيطي در يك نيمه، كاهش و در نيمـه ديگـر افـزايش             

 مثبــت، تــنش شــعاعي افــزايش و  ازاي بــه. يابــد مــي

  ازاي  بـه دهـد و      شعاعي كاهش نـشان مـي      جايي  جابه

 شعاعي افزايش   جايي  جابهمنفي، تنش شعاعي كاهش و      

 و اي صـفحه ، كـرنش    اي  صفحهدر شرايط تنش    (يابد   مي

بزرگتر باشـد، تغييـرات      و هر چقدر    ) استوانه بسته 

ازاي  بـه  بنابراين. شود  ميبيشتر مشاهده     1   حـدود 

 همگــن مــادةتغييــرات در رفتــار مــاده نــسبت بــه % 20

 يا جايي  جابهحسب نياز به كاهش       كه بر  شود  مي مشاهده

 يـا   تـوان از مقـدار مثبـت       تنش در استوانه ناهمگن، مي    

  .كردمنفي آن استفاده 
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  توزيع مدول الاستيك در راستاي شعاعي4شكل 

  

 
  توزيع تنش شعاعي در استوانه ناهمگن5شكل 

  

 
  توزيع تنش محيطي در استوانه ناهمگن6شكل 

  

 جايي شعاعي در استوانه ناهمگن جابه توزيع 7شكل 
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