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تراشكاري به كمك  فرايندكار در  قطعه فنري برگشتدر اين مقاله شود.  كار تراشكاري مي ايجاد خطا در قطعه كار باعث قطعه فنري برگشت -چكيده

شـبيه بـه    كـار در برابـر ارتعاشـات فركـانس بـالا واكنشـي       شود كه قطعه و تراشكاري معمولي مدل شده است. نشان داده مي ارتعاشات آلتراسونيك

بـه تراشـكاري معمـولي    فنري آن نسـبت   هم از نظر تئوري و هم از نظر تجربي، مقدار برگشت دهد. اين در حالي است كه استاتيك از خود نشان مي

نظرگرفتن مجموعه اسـپيندل   دن خطاي ناشي از صلب درآور دست بهكمتر است و بنابراين خطاي ناشي از آن نيز كمتر خواهد بود. روشي نيز براي 

  پيشنهاد شد و از آن در تصحيح نتايج استفاده گرديد. در روابط تحليلي

  . قطري  همراه ارتعاشات آلتراسونيك، تراشكاري معمولي، خطايفنري، تراشكاري به برگشتكليدواژگان: 
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Abstract- The spring-back of a work-piece during machining operation causes dimensional error of the work-piece. In 

the present study, the spring-back of work-piece in ultrasonic-vibration assisted turning and conventional turning has 

been modeled. It is illustrated that the reaction of the work-piece in high frequency vibration cutting is similar to a static 

behavior, whereas the spring-back in this process is theoretically and experimentally smaller than the conventional 

cutting leading to smaller error. A method has also been proposed to obtain the errors caused by rigid assumption of the 

spindle assembly used for correction of the results.  
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  مقدمه -1

توليدي، توليد قطعات با كيفيت بالا و هزينه  فرايندهدف هر 

ي را از نظـر  يدقتي در توليـد قطعـات، ضـررها    بيكمتر است. 

از طرفي با اقتصادي و رقابت صنعتي به همراه خواهد داشت. 

ظهور مواد ترد و سخت در صنايع مهمي مانند هوافضا نياز به 

هايي فراينـد است. بنابراين  هاي نوين بيشتر شدهفرايندايجاد 

ماننــد تراشــكاري بــه كمــك ارتعاشــات آلتراســونيك ظهــور  

از اعمال ارتعاش آلتراسونيك به سر ابـزار   فراينداين  اند. يافته

ــي   ــاد م ــولي ايج ــكاري معم ــود و  تراش ــاي  ش ــاهش نيروه ك

سطح و دقت ابعـادي را بـه همـراه     ماشينكاري، افزايش صافي

  .]6- 1[دارد

كـار اثـر    عـواملي كـه روي خطـاي قطعـه    يكي از مهمتـرين  

ــر نيروهــاي كــا گــذارد، الاستيســيته قطعــه مــي ــر اث ــزار ب ر و اب

ماشينكاري است. اين عامل كمتر مورد بررسي قرار گرفته است 

هــاي جديــد  شــيوهگيــري آن نيازمنــد بكــارگيري  زيــرا انــدازه

. در تحليـل  ]10-7[گيـري و بنـابراين هزينـه زيـاد اسـت      اندازه

كـار در تراشـكاري ممعمـولي     قطعـه طاي قطـري  و خالاستيك 

از  1نمونـه كيانـگ   طور بههاي مختلفي انجام شده است.  فعاليت

كار چندقطري اسـتفاده   روش تفاضل متناهي براي تحليل قطعه

و همكارش با استفاده از المان محدود  2. ملوك]11[نموده است

 شـينكاري و كار نـازك را بـر اثـر نيروهـاي مـا      شكل قطعه تغيير

و همكـارانش ابتـدا از    3. ميـر ]12[بنـدي بررسـي نمودنـد     گيره

طريق المان محدود خطاي قطري را تحليل كردنـد و همچنـين   

كـار چنـدقطري    از طريق روش استاتيكي، تحليلي بـراي قطعـه  

سـپس بـا اسـتفاده از روش المـان محـدود       ،] 13[ دادندانجام 

ودنـد.  گيـردار را تحليـل نم   كار يك سر خطاي قطري يك قطعه

. ]14[برشي را نيز در نظـر گرفتنـد  تغييرشكل البته در اين كار 

مهمي در ايجـاد مـدل مناسـبي بـراي خطـاي       مسألهمدل نيرو 

و همكارانش درابتدا مدل نيرويي مناسـبي   4قطري است. كارينو

را كه آرمارگو پيشنهاد داده بود، بررسـي كردنـد و سـپس يـك     

هـاي برشـي و    تن تـنش كار با در نظر گرف قطعهتغييرشكل مدل 

                                                            

1. Qiang 

2. Malluck 

3. Mayer 

4. Carrino 

و همكارش يك مـدل   5. توپال]16و15[خمشي پيشنهاد نمودند

و  6. بنـاردوس ]17[آوردنـد  دسـت  بـه تجربي از خطـاي قطـري   

همكارانش از طريق تئـوري دوم كاسـتيگليانو و شـبكه عصـبي     

و همكارش اثـر   7. جيانليانگ]9[خطاي قطري را تحليل نمودند

گـاه   ادند كه هرچقـدر تكيـه  و نشان د گاه را بررسي نمودند تكيه

. همـانطور  ]18[تر به منطقه برش باشد خطا كمتر اسـت  نزديك

كه مشخص است در تمامي كارهـايي كـه قـبلا انجـام شـده از      

  هاي مقاومت مصالحي و يا آماري استفاده شده است.  روش

هاي ارتعاشات در ماشـينكاري معمـولي بـراي     تاكنون تئوري

هـاي  فراينـد كار در  ات آن بر قطعهبررسي لرزه و اختلالات و اثر

] 20و19[مانندتراشـكاري  انـد،  مورد بررسي قرار گرفتـه مختلف 

، ]23[فرزكــاري  ،]22[ســوراخكاري  ]،21[بورينــگ  فراينــد

افزار  ( با استفاده از المان محدود در نرم ]25و24[ميكروفرزكاري

  . ]28-26[)و بررسي مجموعه اسپيندل8انسيس

كار، ناشي از  ماشينكاري در قطعهدر اين مقاله بررسي خطاي 

الاستيسيته آن بر اثر نيروهاي برشي و شـعاعي ماشـينكاري در   

تراشـكاري بـه كمـك ارتعاشـات آلتراسـونيك از طريـق        فرايند

از بـراي اينكـه    گيرد. هاي ارتعاشات مورد بررسي قرار مي تئوري

كار قابل بررسي باشد فـرض   قطعهتغييرشكل مقدار نظر تجربي 

كار تنها به سه نظام متصل است. البته مدل  كه قطعه شده است

ارتعاشي اين مجموعه بدليل پيچيدگي شكل مـودش كمتـر در   

  تحقيقات قبلي مورد بررسي قرار گرفته است.

در قسمت تحليل براي رسيدن به بهترين حالت مقايسـه بـا   

آمـده از آزمـايش   نتايج تجربي، از نيروهاي ماشينكاري به دست

مولي هـم در مـدل تراشـكاري معمـولي و هـم در      تراشكاري مع

  مدل تراشكاري به كمك ارتعاشات آلتراسونيك استفاده شد. 
  

  كار بر اثر نيروي ماشينكاري تحليل حركت قطعه - 2

تراشـكاري   فراينـد كار بـراي دو   قطعه تغييرشكلدر اين قسمت 

معمولي و تراشكاري بـه كمـك ارتعاشـات آلتراسـونيك بـر اثـر       

  آيد.  مي دست بهينكاري نيروهاي ماش

                                                            

5. Topal 

6. Benardos 

7. Jianliang 

8. ANSYS 
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  كار در تراشكاري معمولي تحليل الاستيك قطعه -2-1

شـود يعنـي    در اين قسمت حداقل شرايط مرزي در نظر گرفته مي

كار تنها به يك سه نظام بسته شده و از مرغك استفاده نشده  قطعه

كار يك سر  تراشكاري يك قطعه 1و شرايط اوليه صفر است. شكل 

پيشـروي برحسـب    rfدهـد. در ايـن شـكل     يگيردار را نشان م ـ

revmm / ،N كار برحسـب   سرعت دوراني قطعهmin/rev ،t 

كـار و   نيروي ماشينكاري وارد بر قطعه tF)(زمان برحسب دقيقه، 

l در تراشـكاري ارتعاشـي    كار بيرون از سه نظام است. طول قطعه

شود  نيرو به زمان وابسته است ولي در تراشكاري معمولي فرض مي

FtF، 1كند بنابراين در شكل نيرو با زمان تغيير نمي   است. )(=

  

  

  كار اعمال نيروي برش (ارتعاشي و معمولي) بر قطعه 1شكل 

  

ردار ي ـك سـر گ ي ـر تي ـ صـورت  بـه  محـور با در نظـر گـرفتن   

 كار در تراشكاري معمولي قابل استخراج اسـت.  قطعهتغييرشكل 

  .]29[زير است صورت به، 1شكل كاري با  و براي قطعه
  

)1(  
EI3

tNfF
tw

3
r )(

)(
××

=  
  

كار بر اثر نيروي ماشينكاري،  قطعه تغييرشكل wدر اين رابطه،

E  مدول الاستيسيته وI باشد. كار مي ممان اينرسي قطعه  

  

اشكاري به كمـك  كار در تر تحليل الاستيك قطعه -2-2

  ارتعاشات آلتراسونيك

كار در هر نقطه از آن و در  قطعه تغييرشكلآوردن  دست بهبراي 

هاي ارتعاشات تيرهـا اسـتفاده    هر زمان در اين قسمت از تئوري

شود. از آنجايي كه مقدار نيرو و شكل آن نقش مهمـي را در   مي

ال اجم ـكـار دارد در ابتـدا نيـروي ارتعاشـي بـه      قطعه تغييرشكل

  شود.  بررسي مي

  

  نيروي ارتعاشي -2-2-1

در  ]3[چندين رابطه نيرويـي در جهـت برشـي بـا روش آمـاري     

ــهكارهــاي قبلــي  ــد همچنــين از روش شــبكه  آمــده دســت ب ان

براي برآورد نيرو استفاده شده است. ايـن روابـط، بـر     ]6[عصبي

تغييرشـكل  پايه متوسط نيرو بودند. ولي در اينجا بـراي تحليـل   

شـود و در روابـط    سـازي  مـدل ر بايـد نيـروي ارتعاشـي    كا قطعه

  كار قرار داده شوند.  قطعه تغييرشكل

رابطه حركت ابزار بـا نيـروي برشـي و شـعاعي را در      2شكل

سـرعت   v]. در اين شكل 30دهد[ تراشكاري ارتعاشي نشان مي

حـداكثر   Pزمـان تنـاوب ارتعـاش و     Tزمان تراش،  ctبرشي،

  نيروي برش شعاعي يا برشي است.

  

  
 tسـرعت برشـي و    vرابطه حركت ابزار با نيـروي برشـي (   2شكل 

   ]30[ زمان است)

  

نيروي تراشكاري (شـعاعي يـا برشـي) بـه كمـك ارتعاشـات       

آوردن سـري فوريـه منحنـي نيـروي      دست بهواند از طريق ت مي

  .]31[زير بيان گردد صورت به 2ارتعاشي شكل
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ω در رابطـه نيـروي ارتعاشـي نسـبت      اي ابزار اسـت.  سرعت زاويه

Ttc توان ملاحظه نمـود   شود. مي ت برشي كنترل ميبا تنظيم سرع

كه نيروي برشي برشكاري ارتعاشي با كـاهش سـرعت برشـي، كمتـر     

  كوچكتر شده است.   Ttcشود. اين موضوع نشانگر آن است كه  مي

بايد با توجه به شرايط ماشينكاري تعيـين شـود.    Ttcپارامتر 

vaf2اگر  >π )باشد رابطه ميان سرعت برشيv)فركانس ،(f ،(

  .]32و30[زير خواهد بود صورت به ها ) و زمانaدامنه ارتعاش(
  

)3(  




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−−

−
=

−
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v
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v
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عـددي   صورت به، اين رابطه بايد Ttcآوردن  دست بهبراي 

  اي براي حل آن نوشته شده است.  حل شود. در اين مقاله برنامه

  

  هاي برشي كار بر اثر نيروي الاستيك قطعه تغييرشكل - 2- 2- 2

كـار   شود تغيير عمق برش اثري بر ممان اينرسي قطعه فرض مي

كار شكل  سي قطعهندارد بنابراين مطابق پيوست الف رابطه فركان

  زير خواهد شد.  صورت به 1
  

)4(  1coshcos −=ll ii ββ  
  

هاي اين رابطه مودهاي درگير در محاسبات را مشخص  ريشه

ــراي  مــي ــد. ب ــهكن ــن رابطــه در آوردن ريشــه دســت ب                                    هــاي اي

ريشه اول آن  10لب استفاده شده است. افزار مت اين مقاله از نرم

  جدول زير خواهد بود. صورت به
  

  كار ده مود ارتعاشي اول قطعه liβ 1 جدول

1.87510406871196 l1β  

4.69409113297418 l2β  
7.85475743823760 l3β  

10.9955407348756 l4β  
14.1371683910468 l5β  
17.2787595320882 l6β  

20.4203522510413 l7β  
23.5619449018064 l8β  
26.7035375555183 l9β  
29.8451302091028 l10β  

… .... 

كار نيز از پيوست الف و با استفاده  هاي طبيعي قطعه فركانس

  شود. زير مي صورت به 1از جدول 
  

)5(  
m

EI2
ii βω =  

  

m شود نيروي ابـزار روي   جرم بر واحد طول است. فرض مي

 Nfrا سرعت بار متمركز متحرك است كه ب صورت بهكار  قطعه

كند. بنابراين با توجه به پيوست الف و  كار حركت مي روي قطعه

كـار تراشـكاري بـه     الاسـتيك قطعـه   تغييرشكل، رابطه 2رابطه 

كمك ارتعاشات آلتراسونيك بر نيـرو نسـبت بـه زمـان و مكـان      

  آيد. مي دست بهرابطه زير  صورت به
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)6(  dzzzz iii
2))sinh(sin)cosh βββ −+−

   

  آزمايش تجربي - 3

كار در تراشـكاري   فنري قطعه به منظور بررسي تجربي برگشت

ــهمعمــولي و ارتعاشــي، وســايل آزمايشــي      3شــكل صــورت ب

  فراهم شد. 
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  تجهيزات آزمايشگاهي 3 شكل

  

ارتعاش از طريق يك ژنراتور و يك ترانسديوسر ايجـاد شـد و   

به ابزار اعمال گرديـد. و از طراحـي هـورن و ابزارگيـر كارهـاي      

  ). 4استفاده شد(شكل ]4[قبلي

  

  
  مجموعه ابزارگير سيستم ارتعاشي 4شكل 

  

گيري نيرو از دينامومتر شـركت كيسـتلر و بـراي     براي اندازه

) 2(جدول  AL7075-T6اي از جنس  كار استوانه تراشيدن قطعه

  فاده گرديد. است TME40مدل  CNCاز تراش 

  

 ]33[ 7075كارآلومينيمي  خواص قطعه 2جدول 

دانسيته ضريب پوآسون )( 3
mkg )مدول الاستيسيته  Pa ) 

31244/0  2823  1010 ×4426/7  

 

درجـه،   5 با زاويـه آزاد   Sandvik VBMT 160404از ابزار  

(كـه بـا    متـر  ميلـي  03/0درجه و شعاع لبـه ابـزار   4زاويه براده 

اسـتفاده شـد. عمـق بـرش يـك      گيري شد)  ميكروسكوپ اندازه

دور  300، سرعت اسـپيندل  revmm (1/0، پيشروي(متر ميلي

بر دقيقـه در نظـر گرفتـه شـد. بـه كمـك ميكرومتـر دقيقـي،         

گيري سه بار تكرار  كار انجام شد. هر اندازه گيري قطر قطعه اندازه

اي  در فاصـله زاويـه    انگين آنها ثبت شـد. سـه انـدازه   و مقدار مي

بود  متر ميلي 600كار  گيري شدند. طول قطعه درجه اندازه 120

  ).1آن از اسپيندل بيرون گذاشته شد (شكل متر ميلي 500كه 

و در  متر ميلي UAT  ،36/30آزمايش  كار در قطر اوليه قطعه

راشـكاري بـه   ت فراينـد بـود. در   متـر  ميلـي  CT ،16/30آزمايش 

ــاش (    ــانس ارتع ــونيك، فرك ــات آلتراس ــك ارتعاش  f (20كم

  ميكرون تنظيم شد. a (8كيلوهرتز و دامنه ارتعاش (

كـار   با بررسي نيروهـاي ماشـينكاري در مقـاطع مختلـف قطعـه     

ديده شد كه جهت نيروي برشي تا نزديكي فاصـله   ماشينكاري شده،

ي از اسپيندل، خلاف جهت مورد انتظار است و از نظر متر ميلي 170

كـار ابـزار را بـه سـمت خـود       دهد كه قطعـه  تجربي اين معني را مي

گيـري قطـر بـه دليـل      ها اندازه از طرفي در اين قسمتكشيده است. 

توانـد   مـي هـا  پديدهاين . سطح نامناسب، با مشكل مواجه است صافي

گيـري و   باشد. از طرفـي نقـاط انـدازه    گرچتر و  خطاهاي دي ناشي از

كار براي دو حالت تراشـكاري معمـولي و بـه     قطعه مورد بررسي روي

گاه)  (از نظر فاصله تا تكيهبايست در يك مكان  كمك آلتراسونيك مي

بـا  مقطـع   13بنـابراين  باشند تا بتوان آنها را با يكديگر مقايسه نمود. 

 170(از فاصـله  كـار   قطعـه  از يكـديگر در طـول   متر ميلي 10فاصله 

   ي اسپيندل) در نظر گرفته شد.متر ميلي 290تا  متر ميلي

كار را بر اثـر نيـروي ماشـينكاري     فنري قطعه برگشت 5شكل

تغييرشـكل  بـه ترتيـب    xδو  yδدر اين شـكل  دهد.  نشان مي

قطــر اوليــه  D كــار در جهــت برشــي و شـعاعي هســتند.  قطعـه 

  عمق نامي برش است.  paكار و  قطعه
  

 

  تراشكاري فرايندكار در  فنري قطعه برگشت 5شكل 
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 6تمركز شود شكل  5كه بر منطقه برش در شكل  در صورتي

  خواهد آمد. دست به

  

'O

  
  قه برششكل هندسي منط 6 شكل

  

ــه ــه Tك ــام      نقط ــرش را انج ــل ب ــزار عم ــه اب ــت ك اي اس

ــي ــد. م ــه  ′oوoده ــز قطع ــب مرك ــه ترتي ــد   ب ــل و بع ــار قب   ك

  آن اســت. از قضــيه فيثــاغورس رابطــه زيــر      تغييرشــكلاز 

  آيد. مي دست به
  

)7(  222
AOATTO '' +=  

  

زير  صورت بهكار پس از ماشينكاري  بنابراين قطر واقعي قطعه

  خواهد شد.
  

)8(  )()(')( zza
2

D
2TO2zd y

2
2

xp δδ +
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




+−=×=  

  

كـار و قطـر نـامي     خطاي قطري از اختلاف قطر واقعي قطعـه 

  آيد.   مي دست به
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
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za)(عمق واقعي ماشينكاري ( p′  نيز از اختلاف عمق نـامي (

  آيد. مي دست بهو خطاي قطري با رابطه زير 
  

)10(  
2

zDa2
za

p
p

)(
)(

∆−
=′  

  

) در دو 1هاي الاسـتيك (رابطـه   تغييرشكلگذاري  با جاي

هندسـي  - رابطـه تحليلـي   9جهت شعاعي و برشي در رابطه 

ــولي    ــكاري معم ــري در تراش ــاي قط ــهخط ــورت ب ــر  ص   زي

  خواهد شد.
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p
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نيروي برش در جهت سرعت برشـي   yFكه در اين رابطه 

ابع زير راديكـال  باشد. ت نيروي برش در جهت شعاع مي xFو 

اي درجه شش خواهد بـود كـه بـا اعمـال      يك تابع چندجمله

  يك تابع درجه سه درخواهد آمد. صورت بهراديكال 

تراشــكاري بــه كمــك ارتعاشــات آلتراســونيك  فراينــددر 

كه بيان شد، هركدام از مودهاي طبيعـي، سـهمي    گونه همان

رين و كنند. ولـي مهمت ـ  كار ايفا مي قطعه تغييرشكلدر مقدار 

اصلي ترين مود در تراشكاري ارتعاشي مود اصـلي اسـت كـه    

ــي    ــابه منحن ــكل آن مش ــولا ش ــتري دارد و معم ــرژي بيش ان

و در اكثــر  ]34[باشــد كــار مــي اســتاتيك قطعــه تغييرشــكل

هاي تقريب فركانس طبيعي مثل ريلي به عنـوان شـكل    روش

 توان بيان نمود كـه  گيرد. بنابراين مي مود اول مدنظر قرار مي

ــات     ــك ارتعاش ــه كم ــكاري ب ــري در تراش ــاي قط ــابع خط ت

آلتراسونيك مشابه مطالبي كـه در تراشـكاري معمـولي بيـان     

يـك تـابع    صورت بهشد با تقريب بسيار خوبي از نظر تحليلي 

  درجه سه خواهد بود.

، بــه ترتيــب نتــايج خطــاي قطــري  8و  7هــاي  شــكل

ل، آمده از آزمايش را نسبت به فاصـله از اسـپيند   دست به

هـا،   دهد. در اين شكل نشان مي UATو  CT فراينددر دو 

اي درجه سه بر نتايج آزمـايش بـرازش    يك تابع چندجمله

  است.شده 
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نتايج تجربي خطاي قطري نسبت به فاصله از اسپيندل در  7شكل 

  CT فرايند

  

  
خطاي قطري نسبت به فاصله از اسپيندل در نتايج تجربي  8شكل 

  UAT فرايند

  

مشخص اسـت بـا نزديـك شـدن بـه       ها همانطور كه از شكل

يابـد و   كـاهش مـي   فراينـد اسپيندل خطـاي قطـري در هـر دو    

همچنين ارتعاشات آلتراسونيك موجب كـاهش خطـاي قطـري    

  شده است.

در برازش نمودن تابع چنـد نكتـه فيزيكـي را بايـد در نظـر      

: اول اينكه مشتق اول منحني برازش شده تا نقطـه صـفر   گرفت

تغييرشـكل  (در مكان اسپيندل) علامتش تغيير نكند، زيرا روند 

كار از سـطح آزادش تـا اسـپيندل از نظـر فيزيكـي تغييـر        قطعه

آمـده در طـول    دست بهنخواهد كرد. دوم اينكه مشتق دوم تابع 

كي، نقطه عطفي منحني تغيير علامت ندهد زيرا باز از نظر فيزي

كار ايزوتروپيكي كه يك بار متمركـز بـر آن    قطعه تغييرشكلدر 

قرار دارد وجود ندارد. تابع درجه سـه حاصـل از بـرازش كـردن     

افزار متلب بـراي تراشـكاري معمـولي     نتايج تجربي به كمك نرم

و بــراي تراشــكاري بــه كمــك ارتعاشــات  12رابطــه  صــورت بــه

  خواهد بود.  13رابطه  صورت بهآلتراسونيك 
  

2-063-09 z101  z107 D ××+××=∆  
)12(  0.1775  z0.0009  +×+  

  

 z103  z107  2-063-10 ××+××=∆D  
)13(  0.1005  z0.0007 +×+  

  

رسـيد كـه تـابع     با توجه به نتايج حاصل از تحليل، بـه نظـر   

باشـد   اي درجه سـه   د جملهيك تابع چن صورت بهخطاي قطري 

افزار متلب توابع  براي بررسي بيشتر اين مطلب با استفاده از نرم

آمـده از آزمـايش    دسـت  بـه اي تا مرتبه نه بـر نقـاط    چند جمله

 دسـت  بـه بـراي هـر منحنـي     R-squarبرازش شدند و پـارامتر  

  .]35[آمد

 اين پارامتر را نسبت به درجـه تـابع چنـد    10و  9هاي  شكل

ــه ــه كمــك ارتعاشــات   ا جمل ــراي تراشــكاري ب ــب ب ــه ترتي ي ب

  دهند. آلتراسونيك و تراشكاري معمولي نشان مي
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تراشـكاري بـه كمـك ارتعاشـات      فراينـد  R-squareمقدار  9شكل 

  اي آلتراسونيك نسبت به درجه تابع چندجمله
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تراشـكاري معمـولي نسـبت بـه      فراينـد  R-squareمقدار  10شكل 

  اي درجه تابع چندجمله
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تـوان بيـان    كه از نمودارها مشـخص اسـت مـي    گونه همان

اي، منحنـي   داشت كه با بيشتر شدن درجـه تـابع چندجملـه   

بينـي نيـز بـود. از     آيد كه البته قابل پـيش  مي دست بهبهتري 

 3درجـه   توان يافت كه از تـابع  ها اين نكته را نيز مي منحني

كمـي در پارامترهـاي حاضـر اتفـاق      به بعـد تغييـرات نسـبتاً   

يك تغيير ناگهـاني   3به  2افتد در صورتيكه از تابع درجه  مي

اتفاق افتاده است. بنابراين با توجه به اينكه خطاهاي زيـادي  

هاي تحليلـي (بـه    هاي تجربي و هم در فرمول هم در آزمايش

رد بنـابراين بـه نظـر    هـاي زيـاد) وجـود دا    دليل اعمال فرض

رسد كه تـابع درجـه سـه حاصـل از نتـايج تجربـي قابـل         مي

  تر از بقيه توابع با نتايج تحليلي خواهد بود. مقايسه

، مقـدار خطـاي قطـري در    13و12از طريق برونيابي روابـط  

آيد و اين مقـادير، بـراي تراشـكاري     مي دست بهمكان اسپيندل 

ــه  ــراي تر 1775/0)، 12معمولي(رابط ــك  و ب ــه كم ــكاري ب اش

باشـد.   مـي  متـر  ميلي 1005/0)، 13ارتعاشات آلتراسونيك(رابطه

خطاي ناشـي از  اين مقادير براي جبران خطا در قطعات ديگر و 

صلب در نظـر گـرفتن مجموعـه ابـزار، ماشـين و اسـپيندل در       

  تحليل مناسب خواهند بود.

  

كـار در دو   فنري قطعه مقايسه تحليل برگشت -4

  UATو  CT فرايند

تراشـكاري بـه كمـك ارتعاشـات      فرايندكار در  قطعهييرشكل تغ

و بـا توجـه بـه شـكل و جـنس       6آلتراسونيك از طريـق رابطـه   

آيـد.   مـي  دسـت  بههاي طبيعي و شكل مودها  كار، فركانس قطعه

كـار كـه در روابـط مـدنظر قـرار      آخرين فركانس طبيعي قطعـه 

اين امر بـه   تر از فركانس ارتعاش ابزار باشد.گيرد، بايد بزرگ مي

اين دليل است كه اگر فركانس ارتعاش ابـزار بزرگتـر از تمـامي    

شود انتظار  هاي مودهاي طبيعي تحليل باشد ديگر نمي فركانس

كار بـا فركانسـي معـادل فركـانس     داشت كه مود ارتعاشي قطعه

ارتعاش ابزار تحريك شود و روابط تحليلي، خطاي زيادي خواهد 

مودهاي زيادي در نظر گرفتـه شـود،   داشت. از طرفي اگر تعداد 

شـود كـه آن موقـع ديگـر      روابط محاسباتي چنـدين برابـر مـي   

حـل نمـود.    مسـأله توان بـا كامپيوترهـاي نيمـه قـوي نيـز       نمي

كـم   مسألههمچنين با افزايش شماره مودها، تاثير آنها بر جواب 

 20يعنـي  براي فركانس ارتعـاش ابـزار    lfβخواهد شد. پارامتر

kHz20fكيلوهرتز ( ) و شرايط آزمايش انجام شـده (مـدول   =

كـار و جـرم بـر واحـد طـول)       الاستيسيته و ممان اينرسي قطعه

5528lfبرابر  .=β   خواهد شد (روند محاسبات در پيوسـت ب

  . آمده است)

5528lfاز مقـدار   1مود دهم جـدول  .=β   و  بيشـتر اسـت

ــود جــدول  ــين ده م ــابراين هم ــدنظر  1بن ــل م   در انجــام تحلي

  د.گير قرار مي 

كمـك  با استفاده از روش نيوتن و بـه   3با حل عددي رابطه 

براي شرايط آزمايش انجـام شـده (    Ttcمقدار ، افزار متلب نرم

ــه  ــانس  8دامنـ ــرون و فركـ kHz20fميكـ ــا ) = ــر بـ ، برابـ

  . خواهد شد 455594326476624/0

 تغييرشـكل نوشته شـد و رابطـه    1افزار ميپل اي در نرم برنامه

 فراينـد كار بر حداكثر نيرو نسبت به زمـان و مكـان بـراي     قطعه

 صـورت  بـه ) 6تراشكاري به كمك ارتعاشات آلتراسونيك (رابطه 

  رسم گرديد.  11شكل

  

  
داكثر كــار بــر نيــروي بــرش حــ قطعــه تغييرشــكلرابطــه  11شــكل 

)Ptzw    ) نسبت به زمان و مكان),(/

  

كـار بـر نيـروي برشـكاري      قطعـه  تغييرشكلهمچنين رابطه 

) 1تراشـكاري معمـولي (رابطـه     فراينـد نسبت بـه زمـان بـراي    

  شد. رسم  12شكل صورت به

                                                            

1. MAPLE13 
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Ftw(كار بر نيروي برشكاري  قطعهتغييرشكل رابطه  12شكل  )( (

  نسبت به زمان

  

) Pاز آنجايي كه نيروي ماكزيمم تراشكاري با آلتراسونيك (

) اسـت بنـابراين بـا    Fبرابر نيروي تراشـكاري معمـولي (   تقريباً

كـه مقـدار    توان نتيجـه گرفـت   مي 12و  11هاي  مقايسه شكل

) در تراشــكاري معمــولي wكــار ( يك قطعــهالاســت تغييرشــكل

دو برابــر تراشــكاري بــه كمــك ارتعاشــات آلتراســونيك  تقريبــاً

  مانند يكديگر است.  تقريباًباشد ولي روند تغيير دو منحني  مي

  

 تحليليو  تجربيمقايسه نتايج  - 5

براي مقايسه نتايج حاصل از آزمايش تجربي و تحليل در اين 

  از خطاي قطري استفاده شده است.  مقاله

  

قطري از روابط تحليلي و مقايسه   آوردن خطاي دست به -5-1

    UATو  CT فراينددو

الاسـتيك   تغييرشكلآوردن  دست بهخطاي قطري در تحليل با 

  آيد.  مي دست بههاي برشي و شعاعي  كار در جهت قطعه

ال كـار نيـاز بـه اعم ـ    فنري قطعه آوردن برگشت دست بهبراي 

  نكتـه را بايسـتي در    جـا دو  نيروي برش در روابط اسـت در ايـن  

  نظر گرفت:

براي اينكه امكان مقايسه نتايج تحليلي و تجربـي باشـد    •

مقدار نيروي اعمالي به قطعه در روابط تحليلـي هماننـد   بايد 

كـار   نيروهايي كه از آزمايش تجربـي در همـان مقطـع قطعـه    

  باشد.   آمده، دست به

ايي كه هـدف ايـن مقالـه بررسـي تفـاوت      از آنجهمچنين  •

بايستي ماهيت ارتعاشي بودن ابزار و غيرارتعاشي بودن آن است 

مقدار حداكثر نيرو در دوحالت تراشكاري معمـولي و بـه كمـك    

  آلتراسونيك يكسان باشد.

توان اينگونه برداشت نمود كه براي اينكه هـر دو   بنابراين مي

تغييرشـكل  در رابطـه   Fو  Pبـه جـاي   نكته ارضا شـود بايـد   

) و تراشــكاري 6الاســتيك تراشــكاري بــا آلتراســونيك (رابطــه 

آمده از آزمايش تراشـكاري   دست به)، نيروهاي 1معمولي (رابطه

معمولي را گذاشت. از آنجايي كه اين نيروها در هـر مقطعـي از   

 13هـاي الاسـتيك در    كلتغييرش ـكار متفاوتنـد بنـابراين    قطعه

مقطع آزمايش تجربي با در نظـر گـرفتن نيروهـاي هـر مقطـع      

  آمد.  دست به

نيــروي بــرش تراشــكاري معمــولي در جهــت  CExpFاگــر 

نيــروي  RExpFآمــده از آزمــايش و  دســت بــهســرعت برشــي 

بـا  آمده از آزمايش باشـد،   دست بهشعاعي تراشكاري معمولي 

كـار در   هاي الاسـتيك قطعـه   تغييرشكل 14استفاده از روابط 

دوحالت تراشكاري معمولي و به همـراه آلتراسـونيك و در دو   

ــي   ــعاعي و برش ــت ش ــهجه ــت ب ــي دس ــد.  م Fzwآين و  )(

Ptzw ر كا در هر مقطعي از قطعه 6و 1به ترتيب از روابط ),(

  آيند. مي دست به
  

  

  

  

  

  

)14(  CExpyUAT
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ــا جايگــذاري   هــاي الاســتيك  تغييرشــكلخطــاي قطــري ب

 9) در رابطـه 14كار در دو جهت شعاعي و برشـي (روابـط    قطعه

  نشان داده شده است. 3آيد و نتايج آن در جدول  مي دست به

  

t (Sec) 

W
 (

t)
/F
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 از تحليلخطاهاي قطري حاصل  3جدول 

∆DCT(mm) ∆DUAT(mm) Z(m) 

0.146788 0.0700436 0.29 

0.093231 0.04332832 0.28 

0.083877 0.03937688 0.27 

0.080418 0.03830826 0.26 

0.065768 0.03130402 0.25 

0.053994 0.02562952 0.24 

0.051033 0.02454852 0.23 

0.062413 0.03038194 0.22 

0.064093 0.03135386 0.21 

0.053271 0.02610676 0.2 

0.05174 0.02548092 0.19 

0.037226 0.0183499 0.18 

0.037263 0.01848518 0.17 

  

آمده از برونيابي توابع بـرازش شـده منحنـي     دست بهمقادير 

و تراشكاري  1775/0تراشكاري معمولي، تجربي خطاي قطري (

) بـه مقـادير   متر يميل 1005/0به كمك ارتعاشات آلتراسونيك، 

آمده از تحليل اضافه شدند تا جبران خطاهاي ناشـي از   دست به

نتايج حاصل بـراي دو  فرض صلب گرفتن ابزار و اسپيندل شود. 

 13، نسبت به فاصله از اسـپيندل در شـكل   CTو  UAT فرايند

  .نشان داده شده است

  
  آمـده از تحليـل نسـبت بـه فاصـله       دسـت  بهخطاي قطري  13شكل 

   اسپيندلاز 

  

كه از شكل مشـخص اسـت از نظـر تحليلـي نيـز       گونه همان

خطاي قطري تراشكاري به كمك ارتعاشات آلتراسونيك كمتر از 

  تراشكاري معمولي است.

  

   ج تجربـي و تحليلـي بـا درنظـر گـرفتن     مقايسه نتـاي  -5-2

  قطري    خطاي

براي مقايسه نتايج تجربـي و تحليلـي از دو پـارامتر قطرنهـايي     

) اسـتفاده  10) و عمـق واقعـي بـرش (رابطـه    8ار(رابطـه  ك قطعه

مقدار درصد خطاي حل تحليلي را نسـبت بـه    4شود. جدول مي

) نشـان  zd)(كـار(  تجربي با در نظر گرفتن قطـر نهـايي قطعـه   

اين مقدار را با در نظـر گـرفتن عمـق واقعـي      5جدول دهد.  مي

za)(برش ( p′دهد. ي) نشان م  

  

  كار مقايسه حل تحليلي و تجربي با در نظر گرفتن قطر نهايي قطعه 4جدول 

 فاصله از اسپيندل تحليل آزمايش تجربي درصد خطا

CT UAT )()( mmCTzd
 

)()( mmUATzd
 

)()( mmCTzd
 

)()( mmUATzd
 Z(m) 

1.438448997 1.210029086 28.9 28.88 28.48428824 28.5305436 0.29 

1.419101595 1.268346657 28.84 28.87 28.4307311 28.50382832 0.28 

1.656133426 1.213598336 28.9 28.85 28.42137744 28.49987688 0.27 

1.360923985 1.114475156 28.81 28.82 28.4179178 28.49880826 0.26 

1.13724873 1.087297275 28.73 28.805 28.40326844 28.49180402 0.25 

1.143822563 1.089828056 28.72 28.8 28.39149416 28.48612952 0.24 

1.085249826 0.921570365 28.7 28.75 28.3885333 28.48504852 0.23 

0.942055598 0.901280209 28.67 28.75 28.39991266 28.49088194 0.22 

0.797787356 0.759826332 28.63 28.71 28.40159348 28.49185386 0.21 

0.800941509 0.708934263 28.62 28.69 28.39077054 28.48660676 0.2 

0.840937618 0.71111565 28.63 28.69 28.38923956 28.48598092 0.19 

0.822347151 0.597382548 28.61 28.65 28.37472648 28.4788499 0.18 

0.787540979 0.700888494 28.6 28.68 28.37476328 28.47898518 0.17 
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  مقايسه حل تحليلي و تجربي با در نظر گرفتن عمق واقعي برش 5جدول 

 فاصله از اسپيندل تحليل آزمايش تجربي درصد خطا

CT UAT )()( mmza CTp′  
)()( mmza UATp′  

)()( mmza CTp′  
)()( mmza UATp′  

Z(m) 

24.80807081 19.10165227 0.63 0.74 0.83785588 0.9147282 0.29 

23.66716362 19.72725282 0.66 0.745 0.86463445 0.92808584 0.28 

27.52883639 18.82257772 0.63 0.755 0.86931128 0.93006156 0.27 

22.50652696 17.257316 0.675 0.77 0.8710411 0.93059587 0.26 

18.59883248 16.76462124 0.715 0.7775 0.87836578 0.93409799 0.25 

18.5753325 16.74984922 0.72 0.78 0.88425292 0.93693524 0.24 

17.58241913 14.13111128 0.73 0.805 0.88573335 0.93747574 0.23 

15.34511009 13.86311895 0.745 0.805 0.88004367 0.93455903 0.22 

12.98940361 11.67714534 0.765 0.825 0.87920326 0.93407307 0.21 

12.95645733 10.8569432 0.77 0.835 0.88461473 0.93669662 0.2 

13.59644334 10.88671306 0.765 0.835 0.88538022 0.93700954 0.19 

13.17856997 9.098162874 0.775 0.855 0.89263676 0.94057505 0.18 

12.61663047 10.6865091 0.78 0.84 0.89261836 0.94050741 0.17 

  

كه از جداول مشخص است اختلاف نتايج تحليـل و   گونه همان

توان بيان نمود كه با نزديك شدن بـه   مي تقريباًتجربي كم است و 

شود و اين نشانگر اين مطلب است  اسپيندل اين خطا كمتر نيز مي

  فنري مناسب است. تكه اين حل تحليلي براي بررسي برگش
  

  گيري نتيجه -6

كار يك سر گيردار كـه بـه دليـل شـكل مـود       تحليل ارتعاشي قطعه

آن تاكنون كمتر مورد بررسي قرارگرفته بود، براي تراشكاري پيچيده 

فنـري   به كمك ارتعاشات آلتراسـونيك انجـام شـد و مـدل برگشـت     

طـاي  روشـي ارائـه شـد تـا از خ     آمد. دست به فرايندكار در اين  قطعه

قطري براي صحت سنجي و مقايسه نتايج تحليل و آزمايش استفاده 

كار هم از نظر  شود.  نشان داده شد كه ارتعاشات فركانس بالاي قطعه

كـار   فنـري در قطعـه   تئوري و هم تجربـي موجـب كـاهش برگشـت    

 تغييرشـكل شود. همچنين نشان داده شـد كـه    ماشينكاري شده مي

ــه كمــك ارتعاشــات  ت فراينــدكــار در  الاســتيك قطعــه راشــكاري ب

روش جديـدي بـراي بررسـي     آلتراسونيك يك روند اسـتاتيكي دارد.  

خطاهاي روش تحليلي بر اثر صلب فرض نمودن مجموعـه ماشـين،   

  ابزار و اسپيندل و اعمال آنها در نتايج تحليل معرفي شد.
  

  تقدير و تشكر -7

از آقاي مهندس صابر عزيزي، آقاي مهنـدس بابـك غلامـزاده و    

هاي شايان در روابـط   اي مهندس مرتضي شنكايي براي كمكآق

  هاي تجربي كمال قدرداني را دارم. تحليلي و آزمايش

  پيوست -8

آوردن رابطه ارتعاشـي تيـر    دست بهپيوست الف:  -8-1

  ]34،36،37[گيردار سر يك

نشان داده شـده در  گيردار  سر يكدر اين قسمت ارتعاشات تير 

  شود.  بررسي مي 1-شكل الف

  

  
),(عرضي تيري بر اثر نيروي خارجي تغييرشكل  1-شكل الف tzF  

  

عرضي تير در هر نقطه از آن  تغييرشكلآوردن  دست بهبراي 

شود.  و در هر زمان در اين قسمت از روش هاميلتون استفاده مي

 تغييرشـكل د و شـو  كار جدا مي در اين روش، يك المان از قطعه

كـار از آن   گردد و سپس در كـل طـول قطعـه     در آن بررسي مي

شود. بـراي اينكـه از    شود و يا تعميم داده مي انتگرال گرفته مي

آوردن رابطـه حركـت تيـر كـاهش      دست بهدر  مسألهپيچيدگي 

شود: يك بعد (جهت محوري) بـه   داده شود موارد زير فرض مي

ت، مـاده الاسـتيك خطـي    روشني بزرگتـر از دوتـاي ديگـر اس ـ   

شود، سـطح مقطـع    پوشي مي (هوك) است، از اثر پوآسون چشم

متقارن است بنابراين محورهاي خنثي و مركزي منطبـق بـرهم   

عمـود   تغييرشكلهستند، صفحات عمود به محور خنثي بعد از 
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ماند، زاويه گردش كوچك است بنـابراين فـرض زاويـه     باقي مي

 .توان استفاده نمود كوچك را مي

درنهايت معادلـه حركـت از حـداقل نمـودن انتگـرال زمـاني       

آيـد و بـراي    مي دست بهتفاضل انرژي جنبشي و انرژي پتانسيل 

),(تيري كه تحت نيـروي خـارجي    tzF   صـورت  بـه قـرار دارد 

از اثـر نيـروي    مسـأله است. ( به دليـل پيچيـدگي    1-رابطه الف

ديناميـك المـان) صـرفنظر    برشي و اينرسي گردشي المان (اثر 

ــر واحــد طــول اســت.  mشــده اســت) در ايــن رابطــه  جــرم ب

wجايي عرضي هر نقطه از تيـر،   جابهE    مـدول الاستيسـيته و

)(zI :.ممان اينرسي تير است  
  

)(),(  )1-(الف tzF
z

w
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w
m

2

2

2

2

2
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
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مودهـا و   تيـر ابتـدا بايـد شـكل    تغييرشكل آوردن  دست بهبراي 

آيند. بدليل اينكه نيروي خـارجي در   دست بههاي طبيعي  فركانس

مود و فركانس طبيعي نقشي ندارد، اثر نيروي خارجي حـذف   شكل

شود. همچنين براي سادگي ممان اينرسي ثابت در نظر گرفتـه   مي

  زير خواهد شد. صورت به 1- شود. بنابراين رابطه الف مي
  

0  )2-(الف
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w
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از روش جداسازي متغيرهـا اسـتفاده    2-براي حل رابطه الف

ضـرب   صـورت  بهرا  wشده است، در اين روش تابع دو متغيره 

  توان نوشت. زير مي صورت بهدو تابع يك متغيره 
  

),()()(  )3-(الف tqztzw φ=  
  

عمليـات رياضـي    2-در رابطه الف 3-با جايگذاري رابطه الف

  شود. زير انجام مي
  

  

  )4-(الف
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بـر حسـب    4-از آنجايي كه هر كدام از دو طرف رابطـه الـف  

تـوان بيـان    يك متغير مستقل (يعني زمان يا مكان) اسـت، مـي  

رابطـه   نمود كه هنگامي اين شرايط برقرار اسـت كـه دو طـرف   

باشد. از طرفي ايـن ثابـت بايـد منفـي      λبرابر يك مقدار ثابت 

)2ωλ زيـر   صـورت  به w) باشد. بنابراين تابع دو متغيره −=−

  شود. تبديل به دو رابطه يك متغيره مي
  

  

  

  )5-(الف

0q
t

q 2

2

2

=+
∂

∂
ω )1  

EI

m
0

z

2
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4

4 ω
βφβ

φ
==−

∂

∂
, )2  

  

فركـانس طبيعـي    ωكه رابطه دومـي، رابطـه شـكل مـود و    

نيـز علامتـي اسـت     βسيستم بر حسب راديان بر ثانيه است.

  كه براي سادگي در روند محاسبات آورده شده است. 

  بود. زير خواهد صورت بهگيردار نيز  سر يكشرايط مرزي براي تير 
  

  

  

  

 )6-(الف

( ) ( )
0

dz

zd
0z

0z
0z

==
=

=

φ
φ )1  

( ) ( )
0

dz

zd
0

dz

zd

lz

3

3

lz

2

2

==

==

φφ
 )2 

  

كـه همـان    5-الـف شود جواب معادلـه دوم رابطـه    فرض مي

)صورت بهشكل مود است  ) Sz
cez =φ )باشدc  وS اند).  ثابت

  شود.  ياين جواب در معادله دوم گذاشته م

بنابراين معادله شكل مود با اعمـال دو شـرط مـرزي رابطـه     

  خواهد آمد. دست بهزير  صورت به 6-الفدر فرمول  1-الف
  

)cosh(cos
)sinh(sin

)cosh(cos
)( zz

ll

ll
z ii

ii

ii
i ββ

ββ

ββ
φ −

−

+
=  

sinh(sin(  )7-(الف zz ii ββ −+  
  

با اعمال دو شرط مرزي ديگـر يـك دسـتگاه معـادلات بوجـود      

  زير خواهد شد. صورت به آيد. و از اين دستگاه، رابطه فركانسي مي
  

1ll  )8-(الف ii −=ββ coshcos  
  

  زير است. صورت بهام  iبراي فركانس  βكه پارامتر 
  

  )9-(الف
m

EI2
ii βω =  
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ــل  ــراي تحلي ــكلب ــاي    تغييرش ــر نيروه ــر اث ــر ب عرضــي تي

 1-رابطـه الـف   ، بايـد حـل شـود.   1-الفرابطه  )w(ماشينكاري

  قابل نوشتن است. 10-رابطه الف صورت به
  

)()(),( )10-(الف tzFwLwM =+&&  
 

M  وL  11-روابـط الـف   صـورت  بهعملگرهايي هستند كه 

  :]35[شوند تعريف مي
  

....
2

2

210 +
∂

∂
+

∂

∂
+=

z
b

z
bbM 

... )11-(الف
2

2

210 +
∂

∂
+

∂

∂
+=

z
a

z
aaL 

  

 1-خصوصــي بــراي رابطــه الــف طــور بــه Lو  Mبنــابراين 

  باشند. مي12-روابط الف صورت به
  

  

  

 )12-(الف
EIa

z
EI

z
L

mbM
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2

2

2

0

=












∂

∂

∂

∂
=

==

,
 

  

نهايت درجه آزادي است كه بايـد   به دليل اينكه سيستم داراي بي

شود. جـواب ارتعاشـات    ل مودال استفاده ميبا هم حل شوند از تحلي

  زير خواهد شد: صورت بهاجباري با توجه به تحليل مودال 
  

∑ )13-(الف
∞

=

=
1j

jj tqztzw )()(),( φ  

  

tq)(شكل مود و  zjφ)(كه  j  .مختصات عمومي سيستم است

شـود. سـپس    قرار داده مي 10- پاسخ فوق در معادله ديفرانسيل الف

)(ziφ شود و بر روي كل محيط انتگرال  در طرفين رابطه ضرب مي

  آيد. مي دست به 4- الفشود كه در نتيجه رابطه  گرفته مي
  

)())(()()(
11

0
∑∑ ∫

∞

=

∞

=

+
j

j

j

ji

l

j tqdzzMztq φφ&&  

dzztzFdzzLz )14-(الف  i

l

ji

l

)(),())(()(
00

φφφ ∫∫ =×  

  

jiبا توجه به مبحث تعامد مودهـا، در صـورتيكه    باشـد   =

شـود بنـابراين از روابـط     ، صـفر نمـي  14-الفهاي رابطه  انتگرال

  آيد. مي دست به 15-، روابط الف14-الفو  12-الف

)()(

))(()(,)(
0

2

0

tqktqm

dzzLzkdzzmm

iiiiii

i

l

iiii

l

ii

+

== ∫∫
&&

φφφ
 

),()()(  )15-(الف
0

tQdzztzF ii

l

== ∫ φ 

  

 nشود تحليل مـودال معادلـه را بـه     همانطور كه ملاحظه مي

ستم يك درجه آزادي معادله غيركوپل تبديل نمود كه مانند سي

  قابل حل است. 

متمركـز بـر تيـر     صورت به tF)(اگر نيروي محرك ارتعاشي

اعمال شود و مكانش روي تير با زمان عوض شود اثر نيـرو تنهـا   

) باشـد و در بقيـه   tψ)(مثـال   طـور  بـه بايد در موقعيت نيرو (

عمـال ايـن شـرايط در روابـط،     جاهاي تير بايد صفر شود براي ا

  شود. زير در روابط ظاهر مي صورت بهنيرو 
  

),()())((  )16-(الف tztFtzf ψδ −=  
  

  شود: زير تعريف مي صورت بهتابع دلتاي ديراك است و  δكه 
  





==−

≠=−

)(1))((

)(0))((

tztz

tztz

ψψδ

ψψδ  

 )17-(الف 
∫

∞

∞−
=− ))(()())(( tdxztz ψφφψδ  

  

، 15-غير ميـراي تيـر از روابـط الـف    رابطه ارتعاشات اجباري 

  باشد. زير مي صورت به 17-و الف 16-الف
  

))(()()())(()(

)(

0
ttFdxztztF

zQ

ii

L

i

ψφφψδ =−

=

∫
  

)()()())((  )18-(الف ttFtqktqm iiiiiii ψφ=+⇒ &&  
  

 18-از روش انتگرال كانولوشن، پاسخ خصوصـي رابطـه الـف   

  آيد: مي دست بهزير  صورت به
  

  

ττωψφτ  )19-(الف
ω

dttF
m

1
tq i

t

0
i

iii

i )(sin))(()()( −= ∫  

شود  رايط اوليه، پاسخ عمومي نيز صفر ميبه دليل صفر بودن ش

  20- رابطـــه الـــف 7- و بنـــابراين از رابطـــه بـــالا و رابطـــه الـــف

  آيد. مي دست به 
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)((sin)))(cosh)((cos

)sinh(sin

)cosh(cos
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τβψτβψτβψ

ββ

ββ

ω

τ

+−×
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i
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ττωτβψ  )20-(الف dti )(sin)))(sinh −×−  
  

iim   ــف ــط ال ــز از رواب ــف 7-ني ــه 15-و ال ــورت ب ــر  ص   زي

  شد. خواهد
  

z
ll

ll
mm i

l

ii

ii
ii β

ββ

ββ
(cos

)sinh(sin

)cosh(cos
(

0
×

−

+
= ∫  

dzzzz )21-(الف iii
2))sinh(sin)cosh βββ −+−  

  

- (رابطه الف zjφ)(گذاري  ) با جايwعرضي تير ( تغييرشكل

ــف  tqi)() و 7 ــه الـــ ــف 20- (رابطـــ ــه الـــ    13- ) در رابطـــ

  آيد.  مي دست به
  

    lfβآوردن  دست به: پيوست ب-8-2

lfβ   حدي معرف تعداد مودهايي است كه بايد در روابط تحليلـي در

نظر گرفته شوند. از آنجايي كـه فركـانس نيـروي تحريـك بايـد جـزو       

آيند باشد و همچنين از آنجا كه  هايي كه در روابط تحليلي مي فركانس

گرفتـه  افزايش تعداد فركانس يا مودهاي طبيعي كه در روابط در نظـر  

دهند بنـابراين در ايـن    شوند، حجم محاسبات را شديدا افزايش مي مي

كيلوهرتز)  20مقاله با توجه به جنس و شكل و فركانس تحريك نيرو (

  آيد.   مي دست بهزير  صورت به lfβمقداري براي 
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