
  :خچه مقالهيتار

  18/6/90افت يدر

  10/7/90 رشيپذ

 11/7/90ت يارائه در سا
 

 

 

 

 

 

 ضخيم

  پيزوالكتريك 

- پاسخو ارائه يك حل دقيق 

ي مقابل ورق داراي 

توان به عنوان محرك 

شش  ،ماكسول ي

استفاده  يرهااز روش جداسازي متغ

در حل دقيق . شود

ورق مانند شرايط  

Exact 
Thick 

Abstract- In this paper
of Mindlin plate theory. This structure 
has two opposite edges simply supported (
be used as a
properties vary continuously through the thickness of host 
equation, six complex coupled equations
potential and auxiliary functions as well as using separation of variables method
verified by the available literature and 
only the out of plane, but also the in
boundary condition
Keywords: Mindlin theory

تار

در

پذ

ارائه در سا
 

ضخيم سبتاً

پيزوالكتريك 

  ، تهران

و ارائه يك حل دقيق ميندلين 

ي مقابل ورق داراي در اين حل فرض بر آن است كه دو لبه

توان به عنوان محرك اند، بنابراين از اين ورق مي

يبا استفاده از اصل هميلتون و معادله الكترواستاتيك

از روش جداسازي متغو 

شودتاييد ميد تحليل المان محدو

ورق مانند شرايط  يتاثير پارامترها شود. همچنين،

Exact closed
hick Rectangular

1- Assoc. Prof. of Mech

2- M.Sc. Student of Mech

3- P.h.d. Student of Mech

In this paper, free vibration analysis of moderately thick smart FG rectangular plate is presented on the basis 
of Mindlin plate theory. This structure 
has two opposite edges simply supported (
be used as an actuator. According to 
properties vary continuously through the thickness of host 

six complex coupled equations
potential and auxiliary functions as well as using separation of variables method
verified by the available literature and 
only the out of plane, but also the in
boundary conditions, gradient index

Mindlin theory, 

سبتاًن يهاورق

پيزوالكتريك  لايه

����� ���	 
�
  

  

، تهراندانشجوي كارشناسي ارشد، دانشكده مهندسي مكانيك، دانشگاه علم و صنعت ايران

  ، تهراندانشجوي دكترا، دانشكده مهندسي مكانيك، دانشگاه علم و صنعت ايران

Shh@iust.ac.ir  

ميندلين  يهوشمند براساس تئور

در اين حل فرض بر آن است كه دو لبه

اند، بنابراين از اين ورق ميپيزوالكتريك مدار بسته در نظر گرفته شده

با استفاده از اصل هميلتون و معادله الكترواستاتيك

از روش جداسازي متغو شده  يمعرفو پتانسيل جديد 

تحليل المان محدوهمچنين 

شود. همچنين،ر مي

  .گيردميقرار 

losed-form 
Rectangular

Bonded Piezoelectric Layers

Sh. Hosseini
Assoc. Prof. of Mech

M.Sc. Student of Mech

P.h.d. Student of Mech

*P.O.Box 16846

free vibration analysis of moderately thick smart FG rectangular plate is presented on the basis 
of Mindlin plate theory. This structure 
has two opposite edges simply supported (

actuator. According to 
properties vary continuously through the thickness of host 

six complex coupled equations
potential and auxiliary functions as well as using separation of variables method
verified by the available literature and the 
only the out of plane, but also the in

gradient index and thickness of piezoelectric layers 
, Natural Frequency, 

http://mechanics.journals.modares.ac.ir

57-74

ورق آزاد 

لايهبا  ساخته شده از مواد هدفمند

��
�� ��� 
������ ���	 


  ، تهرانمكانيك، دانشگاه علم و صنعت ايران

دانشجوي كارشناسي ارشد، دانشكده مهندسي مكانيك، دانشگاه علم و صنعت ايران

دانشجوي دكترا، دانشكده مهندسي مكانيك، دانشگاه علم و صنعت ايران

16846 ،Shh@iust.ac.ir

هوشمند براساس تئورهاي لايهبا 

در اين حل فرض بر آن است كه دو لبه .باشديمپيزوالكتريك 

پيزوالكتريك مدار بسته در نظر گرفته شده

با استفاده از اصل هميلتون و معادله الكترواستاتيك شود.

و پتانسيل جديد  توابع كمكي

همچنين مقالات موجود و 

ر مييسم يبا دقت بسيار بالاي

قرار  يمورد بررس ورق

form Free V
Rectangular Functionally Graded

Bonded Piezoelectric Layers

Sh. Hosseini-Hashemi
Assoc. Prof. of Mech. Eng. Dept., Iran Univ

M.Sc. Student of Mech. Eng. Dept., Iran Univ

P.h.d. Student of Mech. Eng. Dept., Iran Univ

P.O.Box 16846-13114, Tehran, Iran

free vibration analysis of moderately thick smart FG rectangular plate is presented on the basis 
of Mindlin plate theory. This structure is composed of
has two opposite edges simply supported (i.e., Levy-type rectangular plates). 

actuator. According to a power-law distribution of the volume fraction of the constituents, m
properties vary continuously through the thickness of host 

six complex coupled equations are introduced.
potential and auxiliary functions as well as using separation of variables method

the finite element method
-plane modes of FG plate.

and thickness of piezoelectric layers 
requency, FGM, Power

http://mechanics.journals.modares.ac.ir

يپژوهش يمجله علم  

 

57ص  ص 1390 پاييز 3شماره 

آزاد ارتعاشات

ساخته شده از مواد هدفمند
   

����� ����� ������*��
�� ��� 


مكانيك، دانشگاه علم و صنعت ايران

دانشجوي كارشناسي ارشد، دانشكده مهندسي مكانيك، دانشگاه علم و صنعت ايران

دانشجوي دكترا، دانشكده مهندسي مكانيك، دانشگاه علم و صنعت ايران

، 16846-13114تهران، صندوق پستي 
  

با  )FGهدفمند ( ضخيم

پيزوالكتريك  لايهدو  و

پيزوالكتريك مدار بسته در نظر گرفته شده

شود. يم استفاده يك مدل تابع توان

توابع كمكي يكسريبه منظور حل معادلات مذكور، 

مقالات موجود و اي با مطالعات مقايسه

با دقت بسيار بالاياي صفحه- 

ورق طبيعي هايروي فركانس

  .مدل تابع تواني
  

Vibration 
Functionally Graded

Bonded Piezoelectric Layers
 

Hashemi
1*

, H. Akhavan
Eng. Dept., Iran Univ. 

Eng. Dept., Iran Univ

Eng. Dept., Iran Univ

13114, Tehran, Iran
 

free vibration analysis of moderately thick smart FG rectangular plate is presented on the basis 
is composed of a host FG plate and two bonded 

type rectangular plates). 
law distribution of the volume fraction of the constituents, m

properties vary continuously through the thickness of host plate. Using H
are introduced. These equations

potential and auxiliary functions as well as using separation of variables method
finite element method. 

plane modes of FG plate.
and thickness of piezoelectric layers 

ower-Low Distribution

http://mechanics.journals.modares.ac.ir 

 

شماره  11دوره   

ارتعاشات بسته - 

ساخته شده از مواد هدفمند

����� ����� �����

مكانيك، دانشگاه علم و صنعت ايراندانشيار، دانشكده مهندسي 

دانشجوي كارشناسي ارشد، دانشكده مهندسي مكانيك، دانشگاه علم و صنعت ايران

دانشجوي دكترا، دانشكده مهندسي مكانيك، دانشگاه علم و صنعت ايران

تهران، صندوق پستي 

ضخيم سبتاًارتعاشات آزاد ورق مستطيلي ن

و FGيك ورق  متشكل از

پيزوالكتريك مدار بسته در نظر گرفته شده يهالايه ) باشند.

FG ك مدل تابع تواني، از

يبه منظور حل معادلات مذكور، 

مطالعات مقايسهانجام يكسري 

- خارج مدهايعلاوه بر 

روي فركانسبر پيزوالكتريك 

FGM، مدل تابع تواني

ibration Analysis of 
Functionally Graded

Bonded Piezoelectric Layers

, H. Akhavan
2
, M. Fadaee

of Science and Tech

Eng. Dept., Iran Univ. of Science and Tech

Eng. Dept., Iran Univ. of Science and Tech

13114, Tehran, Iran.  Shh@iust.ac.ir

free vibration analysis of moderately thick smart FG rectangular plate is presented on the basis 
a host FG plate and two bonded 

type rectangular plates).  The closed circuit piezoelectric layers 
law distribution of the volume fraction of the constituents, m

plate. Using Hamilton's principle and
These equations are 

potential and auxiliary functions as well as using separation of variables method
 The present exact solution can accurately predict not 

plane modes of FG plate. Finally, the effects of 
and thickness of piezoelectric layers on the natural frequency 

istribution.

 

- پاسخل دقيق 

ساخته شده از مواد هدفمند 

����� ����� �����

دانشيار، دانشكده مهندسي  

دانشجوي كارشناسي ارشد، دانشكده مهندسي مكانيك، دانشگاه علم و صنعت ايران 

دانشجوي دكترا، دانشكده مهندسي مكانيك، دانشگاه علم و صنعت ايران 

تهران، صندوق پستي *

ارتعاشات آزاد ورق مستطيلي ن

متشكل ازاين ساختار 

) باشند.Levy-typeشرط مرزي ساده (يعني ورق مستطيلي 

FG توزيع خواص در ماده

به منظور حل معادلات مذكور،  .آيد

انجام يكسري وسيله هب ي بدست آمده

علاوه بر نيز  ايصفحه- 

پيزوالكتريك  لايه و افزايش ضخامت

FGM، هاي طبيعيفركانس

nalysis of 
Functionally Graded Plate

Bonded Piezoelectric Layers 

M. Fadaee
3
 

of Science and Tech. Tehran, 
of Science and Tech. Tehran

of Science and Tech.Tehran

Shh@iust.ac.ir 

free vibration analysis of moderately thick smart FG rectangular plate is presented on the basis 
a host FG plate and two bonded piezoelectric

The closed circuit piezoelectric layers 
law distribution of the volume fraction of the constituents, m

milton's principle and
are exactly solved 

potential and auxiliary functions as well as using separation of variables method. The accuracy of the frequencies is 
he present exact solution can accurately predict not 

he effects of various 
on the natural frequency 

 

ل دقيق تحلي

 يمستطيل

1- 

2- 

3- 

ارتعاشات آزاد ورق مستطيلي نتحليل اله، مقدر اين 

اين ساختار  .قرار گرفته است 

شرط مرزي ساده (يعني ورق مستطيلي 

توزيع خواص در مادهان نحوه يب

آيديبدست مل وابسته 

ي بدست آمدههادقت فركانس

- مدهاي درونبيني 

و افزايش ضخامت ي، انديس گراديان

فركانس ،تئوري ميندلين

nalysis of Moderately 
Plates with

 
 Iran 

Tehran, Iran 
.Tehran, Iran 

free vibration analysis of moderately thick smart FG rectangular plate is presented on the basis 
piezoelectric layers

The closed circuit piezoelectric layers 
law distribution of the volume fraction of the constituents, m

milton's principle and Maxwell electrostatic 
solved introducing the new 

e accuracy of the frequencies is 
he present exact solution can accurately predict not 

various parame
on the natural frequency are investigated.

 

تحلي

مستطيل

در اين  - چكيده

 يمورد بررسبسته، 

شرط مرزي ساده (يعني ورق مستطيلي 

ب يبرااستفاده كرد. 

ل وابسته يفرانسيدمعادله 

دقت فركانس شود. يم

بيني امكان پيش حاضر

، انديس گراديانيمرز

تئوري ميندلين واژگان: كليد

oderately 
ith Two 

free vibration analysis of moderately thick smart FG rectangular plate is presented on the basis 
layers. The plate 

The closed circuit piezoelectric layers can 
law distribution of the volume fraction of the constituents, material 

Maxwell electrostatic 
introducing the new 

e accuracy of the frequencies is 
he present exact solution can accurately predict not 

parameters such as
are investigated. 

 

چكيده

بسته، 

شرط مرزي ساده (يعني ورق مستطيلي 

استفاده كرد. 

معادله 

م

حاضر

مرز

كليد

free vibration analysis of moderately thick smart FG rectangular plate is presented on the basis 
he plate 

can 
aterial 

Maxwell electrostatic 
introducing the new 

e accuracy of the frequencies is 
he present exact solution can accurately predict not 

such as 





و همكاران شاهرخ حسيني هاشمي ... هاي نسبتاًورق آزاد ارتعاشات بسته- تحليل دقيق پاسخ  
 

58 

  مقدمه - 1

نسـل  شـوند  ناميـده مـي   FGMكـه اصـطلاحاً    1ددفمنهمواد 

هستند كه اولين بار توسط  يكامپوزيت ياز ساختارها يجديد

 شـدند.  يمعرف ـ 1984در سال  يژاپنيك گروه از دانشمندان 

ــواد  ــوادFGMم ــاهمگن ي، م ــ 2ن ــتند.   يول ــروپ هس ايزوت

 ـ  ياگونههريزساختار اين مواد ب صـورت پيوسـته و   هاست كـه ب

كـاملاً   يامـاده مشـخص بـه   ياز يك مـاده در راسـتا   يتدريج

كند. اين تغييرات پيوسته خواص در مقايسـه  يمتفاوت ميل م

 يمواد مركب، مشكل تغيير ناگهـان با تغييرات گسسته خواص 

در سطح تماس دو مـاده گونـاگون را برطـرف كـرده و توزيـع      

  .]2,1 [ شوديتنش پيوسته را سبب م

، بـين  يخواص ـ يهسـتند كـه دارا   يهـا مـواد  پيزوالكتريك

باشند. با توجـه بـه اسـتفاده    مي يو الاستيك يخواص الكتريك

دارنـد،   4هـا و محـرك  3كه ايـن مـواد در حسـگرها    ياگسترده

 دباشنيپيزوالكتريك م لايه يهايي كه داراورق يمطالعه بر رو

   خود معطوف ساخته است.از محققين را به  يبسيارتوجه 

هـا  امروزه استفاده از مواد پيزوالكتريك همراه با كامپوزيـت 

ايـن مـواد در    يدارند. از جمله كاربردهـا  يمختلف يكاربردها

ــ 5هوشــمند يكنتــرل ارتعاشــات و ســاختارها . ]3[ باشــديم

هـا  به آن اصطلاحاً كه ياصل يهاها و حسگرها به سازهمحرك

host ها ها به شكلشوند و اتصال آنيشود، متصل ميگفته م

و  يگيرد كه بـه شـرايط محيط ـ  يصورت م يمختلف يهاو فرم

  .]4[ دارد يمختلف بستگ يعمليات ينيازها

 يو اينرس ـ يتاثير تغيير شـكل برش ـ  6كلاسيك ورق يتئور

 يگيرد و نتـايج حاصـل از آن فقـط بـرا    يرا در نظر نم يدوران

نازك قابل قبـول اسـت. بـه منظـور برطـرف كـردن        يهاورق

ورق نسبتاً ضخيم،  يكلاسيك برا يمربوط به تئور يهايكاست

) كه تاثير تغيير FSDT( 7تغيير شكل برشي مرتبه اول يتئور

                                                            
1. Functionally Graded Materials 

2. Inhomogeneous 

3. Sensors  

4. Actuators 

5. Smart 

6. Classical plate Thoery 

7. First-Order shear Deformation Plate Theory 

، بوسـيله  گيرديرا نيز در نظر م يدوران يو اينرس يشكل برش

- يدر مقايسه با تئور .]5[ و همكارانش پيشنهاد شد 8ميندلين

 يمحاسبات يميندلين حجم و پيچيدگ يمرتبه بالاتر تئور يها

حاصـل از آن   يهـا بسيار كمتري دارد و در عين حـال پاسـخ  

  كنند. دقت مورد نياز را تامين مي

، FGهاي مستطيلي متعددي روي ورقهاي تاكنون بررسي

9پيزوالكتريك، 
FGPM  و ورقFG  هـاي پيزوالكتريـك   لايهبا 

 يطبيع ـ يهافركانس، ]6[ و همكاران 10فريرا. انجام شده است

مختلف بدست آوردنـد.   يشرايط مرز يبرا را FG يورق مربع

سـاده بـا   مـرزي   شـرايط بـا   يارتعاشات آزاد ورق مربع تحليل

توسط پراديامنا و استفاده از يك روش المان محدود مرتبه بالا 

ــديوپاديا ــت.    ]7[ 11يبان ــرار گرف ــه ق ــورد مطالع ــينم  يحس

ــمي ــاران 12هاش ــل  ،]9,8[ و همك ــق تحلي ــخدقي ــته - پاس بس

 يمبنـا را بر FG يضـخيم مسـتطيل   سبتاًارتعاشات آزاد ورق ن

مختلـف   يشرط مرزشش نوع  يبرا 13يو ردميندلين  يتئور

، كمـانش و  ]10[ 14چنـگ و بـاترا  مورد بررسـي قـرار دادنـد.    

 شـرايط بـا   16يچنـد ضـلع   FGورق  15ارتعاشات حالت پايـدار 

- فركـانس  يتحليل دقيق سه بعـد   دادند.ارائه را  سادهمرزي 

بـا   يورق پيزوالكتريك مسـتطيل  يو شكل مودها يطبيع يها

مدار باز  يالكتريك يشرط مرز دو نوع يبراساده  شرايط مرزي

 .گرفـت قرار  يمورد بررس ]11[ 17توسط كيوپيال و مدار بسته

، ارتعاشــــات آزاد يــــك ورق ]12[ كــــارانشمو ه 18چــــن

ناميـده   FGPMكه اصطلاحاً  هدفمند يپيزوالكتريك مستطيل

مورد مطالعه قرار  19حالت ياستفاده از روش فضارا با شود  مي

يـك سـاختار   بصـورت   يرا بطور تقريب ـ FGPMدادند و ورق 
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شرايط مرزي مختلـف   يمدل كردند و حل دقيق را برا يالايه

 ي، حل دقيق سـه بعـدي بـرا   ]13[ 1ژانگ و يو بدست آوردند.

ــار   ــات آزاد و اجب ــل ارتعاش ــك   يتحلي ــك ورق پيزوالكتري ي

FGPM را ارائـه كردنـد.  سـاده  مـرزي   شـرايط بـا   يمستطيل 

فوريـه   يشـكل سـر  بـه  را ورق يجابجايي و پتانسيل الكتريك ـ

   بسط داده و سپس معادلات حالت را استخراج كردند.

يك ورق  شامل FGيك ورق هوشمند ، ]14[ و چنگ يرد

 عنـوان پيزوالكتريـك بـه   لايه كه ،هدفمندساخته شده از مواد 

 اسـت  نصب شدهآن  2شده از فلز يسطح غن يروفقط  محرك

 شـده از  يسـطح غن ـ  . هنگـامي كـه  را مورد مطالعه قرار دادند

ــرار يترمومكــانيك يســراميك در معــرض بارگــذار  ،گرفــت ق

و دامنه ارتعاشات را  ندتحت كنترل درآورد را جابجايي و تنش

فخـاري و   كردنـد.  يخنث ـ يبوسيله محرك بـا منبـع الكتريك ـ  

با  FGورق آزاد و اجباري  غيرخطي ارتعاشات ،]15[همكاران 

ــك ــه پيزوالكتري ــانيكي و   دو لاي ــي، مك ــاي حرارت ــت باره تح

جابجـايي غيـر خطـي    - با استفاده از روابط كرنش را الكتريكي

  مورد بررسي قرار دادند. و روش المان محدود 3فون كارمن

يك روش دقيق براي تحليل ارتعاشات آزاد  در اين مقاله

بـراي   پيزوالكتريك يهالايهبا  FGورق ميندلين مستطيلي 

گفته  4گونه- شش نوع شرط مرزي مختلف كه اصطلاحاً لوي

 هـاي تـاثير تغييـر شـكل    همچنين. ه استارائه شد شود،يم

 ـ    در نظـر گرفتـه شـده اسـت.     يبرشي و اثـر اينرسـي دوران

، انـد هپيزوالكتريك مدار بسته در نظـر گرفتـه شـد    يها لايه

 كنـد. يبنابراين اين ساختار به عنوان يك محـرك عمـل م ـ  

 يماكسـول بـرا   ياصل هميلتون و معـادلات الكترواسـتاتيك  

در  .ه استبكار گرفته شد ،حاكم برمسئلهاستخراج معادلات 

ــرزي،    ــر شــرايط م ــاثير پارامترهــاي ورق نظي ــز ت ــان ني پاي

 بررسـي مورد  يلايه پيزوالكتريك و انديس گراديانضخامت 

از جمله نكات مثبت مقالـه حاضـر، در    .ه استقرار داده شد

                                                            
1. Metal-rich 

2. Ceramic-rich 

3. Von karman  

4. Levy-type 

و  6ياصـفحه - بـين ارتعاشـات درون   5وابسـتگي نظر گرفتن 

- هـاي درون باشـد، بنـابراين فركـانس    يم ـ 7ياصفحه- خارج

ها يباشند. همچنين بررسگيري مياي نيز قابل اندازهصفحه

 يخطاهـا وابسـتگي  اند كه در نظر نگـرفتن ايـن   نشان داده

بـراي بدسـت آوردن نتـايج حـل      كند.يايجاد م يگيرچشم

انجام شـده و   Mathematicaكدنويسي در نرم افزار  ،دقيق

 ABAQUSمده با نتايج حاصل از نرم افـزار  آنتايج بدست 

مـورد تاييـد   حل حاضر  صحتدقت و  و  مقايسه شده است

   .قرار گرفته شده است

  

  معادلات حاكم بر مسئله - 2

  يآرايش هندس - 1- 2

و  aبـه طـول   مسطح  ضخيم و نسبتاً يمستطيل FGيك ورق 

بـه   پـايين در بـالا و  يكسان  دو لايه پيزوالكتريك ، كهbعرض 

 )1( همانطور كـه در شـكل  آن متصل شده را در نظر بگيريد. 

ــده،   ــان داده ش ــخامت ورق نش ــه   FG ،h2ض ــخامت لاي و ض

مقابل ورق كـه در امتـداد    يدو لبه باشد.مي hpپيزوالكتريك 

)  x1=aو x1=0 يهـا در امتـداد لبـه   يقرار دارد (يعن x2محور 

كـه دو   يدرحـال د، نباش ـيساده م ـ مرزي شرايط يهمواره دارا

ساده و يـا گيـردار باشـد. سيسـتم      د آزاد،نتوانديگر مي يلبه

 ياستخراج معادلات رياض ـ يبرا) x1,x2,x3مختصات كارتزين (

مبـدا مختصـات در يـك    طوريكه ه در نظر گرفته شده است، ب

 يميـان  يدر صـفحه  x1,x2محورهـاي  گوشه ورق واقع شده و 

هر لايه پيزوالكتريك  يپايينسطح بالايي و . اندورق واقع شده

 .شـده اسـت   پوشاندهطور كامل از الكترودهاي اتصال كوتاه هب

فرض   FGكوچكتر از ضخامت ورق  يضخامت الكترودها خيل

كه در ادامه آورده شده، از تاثير  يروابطبنابراين در  شده است.

 يمكانيكي الكترودها چشم پوشـي شـده اسـت. هـر دو لايـه     

در جهت مثبـت   يپيزوالكتريك در امتداد عمود بر صفحه ميان

  اند.شده يضخامت قطب

                                                            
5. Coupling 

6. In-plane 

7. Out of plane 



و همكاران شاهرخ حسيني هاشمي
 

ــه اول  ــر شــكل برشــي مرتب ــدلين تغيي ، مين

 ضـخامت عنوان تـابع خطـي از   

در امتداد ضخامت ورق 

طوريكـه در ادامـه   

1 2 3 1 2 3 1 1 2

1 2 3 1 2 3 2 1 2

1 2 3 1 2

( , , , ) ( , , ) ( , , )

( , , , ) ( , , ) ( , , )

( , , , ) ( , , )

U x x x t u x x t x x x t

V x x x t x x t x x x t

W x x x t w x x t

ورق،  يميان يدر صفحه

 صـفحات ميـاني  

  كند.

صورت زير داده شده است:

   

11 ,1 1,1

22 ,2 2,2

33

12 ,2 ,1 1,2 2,1

13 1 ,1

23 2 ,2

0

u z

v z

u z

w

w

ε ψ

ε ψ

ε

γ ν ψ ψ

γ ψ

γ ψ

= +

= +

=

= + + +

= +

= +

ترتيـب مشـتق   

بايد خاطر نشـان  

براساس  صفر فرض شده است.

:صورتبه

   

11

22

12 12

13

23

( )

1

h

h

h

h

h

E x

σ

σ

σ γ
ν

σ

σ

 
 
 
   

=   
−   

   
   
 

                                        
2. Transverse deflection

3. Slope rotations 

شاهرخ حسيني هاشمي

ــه اول  ــر شــكل برشــي مرتب تغيي

عنوان تـابع خطـي از   

در امتداد ضخامت ورق  2عرضي

 ـ  طوريكـه در ادامـه   ه. ميدان جابجـايي ب

16[:  

1 2 3 1 2 3 1 1 2

1 2 3 1 2 3 2 1 2

1 2 3 1 2

( , , , ) ( , , ) ( , , )

( , , , ) ( , , ) ( , , )

( , , , ) ( , , )

U x x x t u x x t x x x t

V x x x t x x t x x x t

W x x x t w x x t

ν ψ

= +

= +

=

در صفحه ياصفحه

صـفحات ميـاني   3هـاي چرخش

كند.زمان را مشخص مي

صورت زير داده شده است:

11 ,1 1,1

22 ,2 2,2

12 ,2 ,1 1,2 2,1

13 1 ,1

23 2 ,2

( )

u z

v z

u z

w

w

ε ψ

ε ψ

γ ν ψ ψ= + + +

ترتيـب مشـتق   هقرار دارد ب 3و2

بايد خاطر نشـان   دهد.يرا نشان م

صفر فرض شده است. 

به ورق مياني يجابجايي برا

3
12 122

1 0 0 0

1 0 0 0

1
0 0 0 0

( ) 2

0 0 0 0

0 0 0 0

E x

ν

ν

σ γ
ν

 
 
 
 −
    
    

−     
    
    
 
  

                                                           
Transverse deflection 

rotations  

 شاهرخ حسيني هاشمي

  ميدان جابجايي

ــه اول  ــر شــكل برشــي مرتب تغيي

عنوان تـابع خطـي از   هب ياصفحه-

عرضيخمش اند و بسط داده شده

 ـ است . ميدان جابجـايي ب

16[ كار برده شده است

1 2 3 1 2 3 1 1 2

1 2 3 1 2 3 2 1 2

1 2 3 1 2

( , , , ) ( , , ) ( , , )

( , , , ) ( , , ) ( , , )

( , , , ) ( , , )

U x x x t u x x t x x x t

V x x x t x x t x x x t

W x x x t w x x t

ψ

ν ψ

= +

= +

صفحه-درون يها

 وجابجايي عرضي 
1ψ  و

2ψ چرخش

x1,  وt زمان را مشخص مي

  روابط تنش و كرنش 

صورت زير داده شده است:هجابجايي ب

12 ,2 ,1 1,2 2,1( )

 

1،2 علامت كاما كه به دنبال آن

x1 ،x2  وx3 را نشان م

 يكنيم كه تنش عرضي عمود
33σ 

جابجايي برا- قانون هوك، روابط تنش

12 12

1 0 0 0

1 0 0 0

1
0 0 0 0

2

1
0 0 0 0

2

1
0 0 0 0

2

ν

σ γ
ν

 
 
 
 −
    
    

−    
    
    

− 
  

                    

ميدان جابجايي -3

ــا ــور يبرمبن ــه اول  يتئ ــر شــكل برشــي مرتب تغيي

-درون هايجابجايي

بسط داده شده 

استثابتي  دارمق ي

كار برده شده استهبيان شده، ب

1 2 3 1 2 3 1 1 2

1 2 3 1 2 3 2 1 2

( , , , ) ( , , ) ( , , )

( , , , ) ( , , ) ( , , )

U x x x t u x x t x x x t

V x x x t x x t x x x t  

u  وv هاجابجايي

جابجايي عرضي 

x2,حول محور ورق 

  

روابط تنش و كرنش  -4

جابجايي ب-روابط كرنش

علامت كاما كه به دنبال آن

1نسبت به مختصات 

كنيم كه تنش عرضي عمود

قانون هوك، روابط تنش

(  

11

22

12 12

13

23

1 0 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

1

2

ε

ε

σ γ

γ

γ
ν

 
 

  
  
     

    
    
    
     − 
  

 

60 

  
پيزوالكتريـك در بـالا و   

خــواص 

كسـر  

 مواد تشكيل دهنده، معمـولاً در امتـداد ضـخامت ورق   

در اين مطالعه، فرض بر آن است كه خواص ورق 

 كند. سطح بالايي

ورق 

در طـول  

ثابت درنظر گرفته شـده اسـت. مـدول يانـگ و چگـالي      

صـورت بيـان   

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

E x E E V x E

ρ ρ ρ ρ

را نشـان  

f
V x

اسـت و فقـط   

                                        
1. Volume fraction

2-3

ــا برمبن

جابجايي

 ورق

يدارا

بيان شده، ب
  

  

  

)3(  

  

u

w  جابجايي عرضي

ورق 

  

2-4

روابط كرنش
  

  

  

  

  

)4(  

  

علامت كاما كه به دنبال آن

نسبت به مختصات 

كنيم كه تنش عرضي عمود

قانون هوك، روابط تنش
  

  

  

  

  

  

 )5(

 ... هاي نسبتاً

پيزوالكتريـك در بـالا و   

خــواص  ) مــواد مركبــي هســتند كــه 

كسـر   يتـدريج دليـل تغييـرات   

مواد تشكيل دهنده، معمـولاً در امتـداد ضـخامت ورق   

در اين مطالعه، فرض بر آن است كه خواص ورق 

كند. سطح بالاييي

ورق  يدر حاليكــه ســطح پــايين

در طـول   νضريب پوآسون 

ثابت درنظر گرفته شـده اسـت. مـدول يانـگ و چگـالي      

 ـ  صـورت بيـان   هطور پيوسته در امتداد ضـخامت ورق ب

3 3

3 3

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

c m f m

c m f m

E x E E V x E

x V xρ ρ ρ ρ

= − +

= − +

را نشـان   يسـراميك 

3
3

1
( ) ( )

2 2
f

x
V x

h
= +

اسـت و فقـط    يانـديس گراديـان  

                                        
. Volume fraction 

هاي نسبتاًورق آزاد ارتعاشات

پيزوالكتريـك در بـالا و    لايـه بـا دو   

  

) مــواد مركبــي هســتند كــه 

دليـل تغييـرات   ه

مواد تشكيل دهنده، معمـولاً در امتـداد ضـخامت ورق   

در اين مطالعه، فرض بر آن است كه خواص ورق 

يتغيير م تواني 

در حاليكــه ســطح پــايين ،

ضريب پوآسون مقدار 

ثابت درنظر گرفته شـده اسـت. مـدول يانـگ و چگـالي      

 ـ  طور پيوسته در امتداد ضـخامت ورق ب

3 3

3 3

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

c m f m

c m f m

E x E E V x E

x V xρ ρ ρ ρ

= − +

= − +

سـراميك ترتيب اجـزا فلـزي و   

:صورت
   

1
( ) ( )

2 2

g= +  

g   انـديس گراديـان

                                                           

ارتعاشات بسته- تحليل دقيق پاسخ

 FGورق نسبتاً ضـخيم  

   آن

  هدفمندخواص مواد 

) مــواد مركبــي هســتند كــه FGMs(هدفمنــد 

هپيوسته ب طورهها ب

مواد تشكيل دهنده، معمـولاً در امتـداد ضـخامت ورق   

در اين مطالعه، فرض بر آن است كه خواص ورق 

 مدل تابعدر امتداد ضخامت با 

،ســراميك كــاملاً

مقدار  باشد.كاملاً فلز مي

ثابت درنظر گرفته شـده اسـت. مـدول يانـگ و چگـالي      

 ـ  طور پيوسته در امتداد ضـخامت ورق ب

  :كندشده در ادامه تغيير مي

c m f m

c m f m

E x E E V x E

ρ ρ ρ ρ
 

ترتيب اجـزا فلـزي و   هب c و 

صورتهب Vf دهد و كسر حجمي

 g. رفته شده است

  پذيرد. يمقادير مثبت را م

                    

تحليل دقيق پاسخ

ورق نسبتاً ضـخيم   1شكل 

آن پايين

  

خواص مواد  -2-2

هدفمنــد مــواد 

ها بمكانيكي آن

مواد تشكيل دهنده، معمـولاً در امتـداد ضـخامت ورق    1حجمي

در اين مطالعه، فرض بر آن است كه خواص ورق  كند.مي تغيير

در امتداد ضخامت با 

كــاملاً) x3=h( ورق

)x3=-h (كاملاً فلز مي

ثابت درنظر گرفته شـده اسـت. مـدول يانـگ و چگـالي       تحليل

طور پيوسته در امتداد ضـخامت ورق ب ـ هجرمي ب

شده در ادامه تغيير مي

 

  

)1(  

  

 mزيرنويس 

دهد و كسر حجميمي
  

  

)2(  

  

رفته شده استدر نظر گ

مقادير مثبت را م

  

شكل 

2

مــواد 

مكانيكي آن

حجمي

تغيير

در امتداد ضخامت با 

ورق

)

تحليل

جرمي ب

شده در ادامه تغيير مي

)

مي

  

)

مقادير مثبت را م
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 ـ νو E(x3)باشد. كـه  مي ترتيـب مـدول يانـگ و ضـريب     هب

منظور مدل كـردن تـابع پتانسـيل    بههستند.  FGپوآسون ورق 

نحوي كه اين شود بهالكتريكي از يك تابع سينوسي استفاده مي

طور تقريبي ارضا نمايد. اين تابع هتابع بتواند معادله ماكسول را ب

صورت زير درنظر گرفته شده است:هب

   

  

3
1 2 3

1 2 3

3
1 2 3

( )
( , , ) ,

( , , , )
( )

( , , ) ,

p

p

x h
x x t Sin h x H

h
x x x t

x h
x x t Sin H x h

h

π
ϕ

φ
π

ϕ

−
≤ ≤


=

− + − ≤ ≤ −


 

)6(  
  

1 كه در رابطه بالا 2( , , )x x tϕ سـطح  يرو يپتانسيل الكتريك 

و  لايه پيزوالكتريك يميان
p

H h h= گونـه كـه از   هماناست.  +

-است پتانسيل الكتريكي در بالا و پايين لايهتابع فوق مشخص 

  باشد.هاي پيزوالكتريك صفر مي

صورت زيـر  هدر لايه پيزوالكتريك ب 1معادلات تشكيل دهنده

   شود:نوشته مي
  

 

11 1111 12 31

22 2212 11 31 1

12 44 12 2

55 15 31313

55 152323

44 11 12

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

1 2( )

p

p

p

p

p

C C e

C C e E

C E

C e E

C e

C C C

σ ε

σ ε

σ γ

γσ

γσ

      
      

            
   = −     
        

       
           

= −

 

)7(  
  

 كه
44 12 11, ,C C C و 

55C     ميـدان  مـدول الاستيسـيته تحـت

؛ ثابــت يالكتريكــ
31e و

15e ثوابــت پيزوالكتريــك؛ 
2 1,E E  و

3E 

در جهت  ترتيبهب يالكتريكهاي بردار ميدان مؤلفه
2 1,x x  و

3x 

هـاي پيزوالكتريـك، در اينجـا از    علت تقارن لايـه هكه ب ،هستند

ي ميـدان الكتريكـي   بـراي محاسـبه   6ي ي اول در معادلهرابطه

:صورت زير استفاده شده است به
     

3
1

1 1

( )

p

x h
E Sin

x x h

πφ ϕ −∂ ∂
= − = −

∂ ∂
 

  

)8a-(  

                                                            
1. Constitutive relations 

3
2

2 2

( )

p

x h
E Sin

x x h

πφ ϕ −∂ ∂
= − = −

∂ ∂
)8b-(  

3
3

3

( )

p p

x h
E Cos

x h h

πφ πϕ −∂
= − = −

∂
)8c-(  

  

هاي الكتريكـي  نهايتاً بردار جابجايي 8جايگذاري معادلات  با

متناظر 
2 1,D D  و

3D :در ادامه آورده شده است  
  

3
1 15 13 11 1 15 1 ,1 11

( )
( )

p

x h
D e E e w Sin

x h

πϕ
γ ψ

−∂
= + Ξ = + − Ξ

∂
 

)9a-(  

3
2 15 23 11 2 15 2 ,2 11

( )
( )

p

x h
D e E e w Sin

y h

πϕ
γ ψ

−∂
= + Ξ = + − Ξ

∂
 

)9b-(  

  
)9c-(  

3 31 11 22 33 3 31 ,1 ,2

3
3 1,1 2,2 33

( ) [( )

( )
( )]

p p

D e E e u v

x h
x Cos

h h

ε ε

ππϕ
ψ ψ

= + + Ξ = + +

−
+ − Ξ

 

  

11Ξ  و
33Ξ الكتريك هستند. يثوابت د  

  

   معادلات حركت -2-5

حـاكم   Vكرنشي  يو انرژ Tجنبشي  يبراي ارتعاشات آزاد، انرژ

:صورت زير بيان شده استهبر مسئله ب

   

  

  

  

  

)10(  

2 2 2

3 3

2 2 2

3

1
( ) ( )

2

( )

h

h
A

H

p
h

A

T x U V W dx dA

U V W dx dA

ρ

ρ

−
= + + +

+ +

∫∫ ∫

∫∫ ∫

& & &

& & &

 

  
  

  

  
  

)11(  

11 22 12 12 23 23 13 13 3

11 11 22 22 12 12 23 23 13 13 1 1 2 2

3 3 3

1
( )

2

(

)

h
h h h h h

x y
h

A

H
p p p p p

h
A

V dx dA

DE D E

D E dx dA

σ ε σ ε σ γ σ γ σ γ

σ ε σ ε σ γ σ γ σ γ

−
= + + + + +

+ + + + + +

+

∫∫∫

∫∫∫

 

  

ρ و 
p

ρ چگـــالي ورق  ،ترتيـــبهبـ ـFG  و چگـــالي لايـــه

  باشند.پيزوالكتريك مي

:باشديي زير مرابطه صورتهدانيم كه اصل هميلتون بمي
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)12(  
2

1

( ) 0
t

t
T V dtδ δ− =∫  

  

 پـنج معادلـه  نهايتـاً  ، )12بـالا در ( بعداز قرار دادن معـادلات  

 يلايـه دو بـا   FGورق مسـتطيلي   حـاكم بـر  حركت  ديناميكي

-در بالا و پايين آن بر مبناي تئوري مينـدلين بـه   پيزوالكتريك

:شكل زير استخراج شده است
   

  

)-a13(  1,1 12,2 1 2 1:u N N I u Iδ ψ+ = + &&&&  

)-b13(  2,2 12,1 1 2 2:v N N I v Iδ ψ+ = + &&&&  

)-c13(  1 1,1 12,2 1 2 3 1: M M Q I u Iδψ ψ+ − = + &&&&  

)-d13(  2 2,2 12,1 2 3 2:
y

M M Q I v Iδψ ψ+ − = + &&&&  

)-e13(  1,1 2,2 1:w Q Q I wδ + = &&  

  

-ههاي تنش ب ـمنتجههاي اينرسي و براي مسئله موجود ترم

باشند:) مي15) و (14صورت روابط (
   

  

  

)14(  
2

1 2 3 3 3 3

2

3 3 3

( , , ) ( )(1, , )

2 (1, , )

h

h

H

p
h

I I I z x x dx

x x dx

ρ

ρ

−
=

+

∫

∫
 

  
)-a15(  

1 2 12 11 22 12 3

11 22 12 3

( , , ) ( , , )

2 ( , , )

h
h h h

h

H
p p p

h

N N N dx

dx

σ σ σ

σ σ σ

−
=

+

∫

∫
 

  
)-b15(  

1 2 12 3 11 22 12 3

3 11 22 12 3

( , , ) ( , , )

2 ( , , )

h
h h h

h

H
p p p

h

M M M x dx

x dx

σ σ σ

σ σ σ

−
=

+

∫

∫
 

)-c15(  2

1 2 13 23 3 13 23 3( , ) [ ( , ) 2 ( , ) ]
h H

h h p p

h h
Q Q dx dxκ σ σ σ σ

−
= +∫ ∫

 
  

ــايي (  ــط جابج ــاس رواب ــنش ( 3براس ــع ت )، 7)و (5) و توزي

هاي پيچشي و نيروهاي برشي برحسب هاي خمشي، ممان ممان

u ،v ،w ،
1ψ،2ψ  وϕ آيد ميصورت روابط زير بدست هب:

   

  

)-a16( 

1 ,1 ,2 1,1 2,2

1 11 ,1 12 ,2 2 11 1,1 12 2,2

( ) ( )

( ) ( )

N A u v B

P C u C v P C C

ν ψ νψ

ψ ψ

= + + + +

+ + +
 

  

)-b16( 

2 ,1 ,2 1,1 2,2

1 12 ,1 11 ,2 2 12 1,1 11 2,2

( ) ( )

( ) ( )

N A u v B

P C u C v P C C

ν νψ ψ

ψ ψ

= + + +

+ + + +
 

  

  

)-c16(  

12 ,2 ,1 1,2 2,1

44 1 ,2 ,1 2 1,2 2,1

1
[ ( ) ( )]

2

[ ( ) ( )]

N A u v B

C P u P

ν
ψ ψ

ν ψ ψ

−
= + + +

+ + + +

 

  

  

)-d16(  

1 ,1 ,2 1,1 2,2 2 11 ,1

12 ,2 3 11 1,1 12 2,2 31

( ) ( ) (

) ( ) 4
p

M B u v D P C u

h
C v P C C e

ν ψ νψ

ψ ψ ϕ
π

= + + + +

+ + + −

 

  

  

)-e16(  

2 ,1 ,2 1,1 2,2 2 12 ,1

11 ,2 3 12 1,1 11 2,2 31

( ) ( ) (

) ( ) 4
p

M B u v D P C u

h
C v P C C e

ν νψ ψ

ψ ψ ϕ
π

= + + + +

+ + + −

 
  

  

)-f16(  

12 ,2 ,1 1,2 2,1

44 2 ,2 ,1 3 1,2 2,1

1
[ ( ) ( )]

2

[ ( ) ( )]

M B u v D

C P u P

ν
ψ ψ

ν ψ ψ

−
= + + +

+ + + +

 

  

  

  

)-g16(  

2 2

1 1 ,1 1 55 1 ,1

15 ,1

1
( ( )) ( )

2

4
p

Q A w PC w

h
e

ν
κ ψ κ ψ

ϕ
π

−
= + + +

+

 

  

  
  

)-h16( 

2 2

2 2 ,2 1 55 2 ,2

15 ,2

1
( ( )) ( )

2

4
p

Q A w PC w

h
e

ν
κ ψ κ ψ

ϕ
π

−
= + + +

+

 

  

2κ كه در تئوري مينـدلين   است ضريب تصحيح برشي ورق

هـاي  جهت جبران خطاي حاصل از ثابـت فـرض نمـودن تـنش    

ــي ( ــي عرض برش
23 13,σ σ ــخامت ورق ــر ض ــي) در سراس   معرف

  شده است. 

2 در اينجا مقدار 5 6κ   در نظر گرفته شده است. =

,B A وD  ضرايب سختي ورقFG   هسـتند و
i

P   هـا بـراي

اند.ساده سازي در معادلات فرض شده
     

2 3
3 3 32

( )
, , (1, , )

1

h

h

E x
A B D x x dx

ν−
=

−∫  
  

)17(  
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1

2

2

2 2 3

3

2

(2 )

2
(3 3 )

3

p

p p

p p p

P h

P hh h

P h h hh h

=

= +

= + +

 

  

  
  

)18(  

  

:شود) جايگذاري مي13) در (16حال روابط (

   

  

2 21 2
11 12 11 12 1

1
11 12 ,1 ,2 ,1

2
11 12 1,1 2,2 ,1 1 2 1

[ (1 ) ( )] [ (1 ) ( )]
2 2 2 2

[ (1 ) ( )]( )
2 2

[ (1 ) ( )]( )
2 2

P PA B
C C u C C

PA
C C u v

PB
C C I u I

ν ν ψ

ν

ν ψ ψ ψ

− + − ∇ + − + − ∇

+ + + + + +

+ + + + = + &&&&

 

)19a-(  

2 21 2
11 12 11 12 2

1
11 12 ,1 ,2 ,2

2
11 12 1,1 2,2 ,2 1 2 2

[ (1 ) ( )] [ (1 ) ( )]
2 2 2 2

[ (1 ) ( )]( )
2 2

[ (1 ) ( )]( )
2 2

P PA B
C C v C C

PA
C C u v

PB
C C I v I

ν ν ψ

ν

ν ψ ψ ψ

− + − ∇ + − + − ∇

+ + + + +

+ + + + = + &&&&

 

)19b-(  

2 232
11 12 11 12 1

2
11 12 ,1 ,2 ,1

3
11 12 1,1 2,2 ,1

2 1
1 55 1 ,1 31 15 ,1 2 3 1

[ (1 ) ( )] [ (1 ) ( )]
2 2 2 2

[ (1 ) ( )]( )
2 2

[ (1 ) ( )]( )
2 2

1
[ ]( ) 4( )

2

PPB D
C C u C C

PB
C C u v

PD
C C

h
A PC w e e I u I

ν ν ψ

ν

ν ψ ψ

ν
κ ψ ϕ ψ

π

− + − ∇ + − + − ∇

+ + + + +

+ + + + +

−
− + + − + = + &&&&

 

)19c-(  

2 232
11 12 11 12 2

2
11 12 ,1 ,2 ,2

3
11 12 1,1 2,2 ,2

2 1
1 55 2 ,2 31 15 ,2 2 3 2

[ (1 ) ( )] [ (1 ) ( )]
2 2 2 2

[ (1 ) ( )]( )
2 2

[ (1 ) ( )]( )
2 2

1
[ ]( )] 4( )

2

PPB D
C C v C C

PB
C C u v

PD
C C

h
A PC w e e I v I

ν ν ψ

ν

ν ψ ψ

ν
κ ψ ϕ ψ

π

− + − ∇ + − + − ∇

+ + + + +

+ + + + +

−
− + + − + = + &&&&

 

)19d-(  

2 2 21
1 55 1,1 2,2 15 1

1
[ ]( ) 4

2

h
A PC w e I w

ν
κ ψ ψ ϕ

π

−
+ ∇ + + + ∇ = && 

)19e-(  

شـكل زيـر   هاست، كه ب ـلاپلاس  عملگر ∇2 در معادلات بالا

:باشدمي
     

2 2
2

2 2

1 2x x

∂ ∂
∇ = +

∂ ∂
 

  

)20(  

  

 توابـع  كنـيم كـه  براي ارتعاشات آزاد فرض مـي 
2 1,ψ ψ  وw 

iصورت تـابعي از  هب طور هارمونيك نسبت به زمان هب t
e

ω   تغييـر

  .كندمي

باشد:يزير م يرابطه شكلهمعادله ماكسول ب
     

31 2
3

1 2 3

( ) 0
H

h

DD D
dx

x x x

∂∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂∫  
  

)21(  

  

در  )9هاي الكتريكـي از معادلـه (  با جايگذاري بردار جابجايي

  معادله ماكسول خواهيم داشت:

 

  

  
  

)22(  

2

15 31 1,1 2,2 15

2

11 33

( ) ( )

2 2
0

p p

p

p

e e h e h w

h
E E

h

ψ ψ

π
ϕ ϕ

π

+ + + ∇

− ∇ + =
 

  

  )w(جابجايي عرضي  يدقيق براروند حل  -2-6

و  يتوابـع كمك ـ منظور حل شش معادله ديفرانسيل حركـت،  به

 پتانسيل
4 3 2 1, , ,f f f f  و

2 1,g g 9[معرفي شده است[:  
  

)23a-(    
1 1(1 ) (1 )

2 2

A B
f uν ν ψ= − + −  

)23b-( 
2 2(1 ) (1 )

2 2

A B
f vν ν ψ= − + −  

)23c-( 
3 1(1 ) (1 )

2 2

B D
f uν ν ψ= − + −  

)23d-( 
4 2(1 ) (1 )

2 2

B D
f vν ν ψ= − + −  

)24a-( 1 1,1 2,2g f f= +  

)24b-( 2 3,1 4,2g f f= +  
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) b24) و (a24) و (d23) تـا  ( a23با جايگذاري معـادلات ( 

 شكلهبو ماكسول حركت معادلات  )22و ( )e19) تا (a19در (

شوند:زير بازنويسي مي
   

  

2 2

11 1 12 3 13 1,1 14 2,1 15 1 16 3B f B f B g B g B f B f∇ + ∇ + + = +  

)25a-(  

2 2

11 2 12 4 13 1,2 14 2,2 15 2 16 4B f B f B g B g B f B f∇ + ∇ + + = +  

)25b-(  

  

)25c-(  

2 2

31 1 32 3 33 1,1 34 2,1 35 ,1

36 1 37 3 38 ,1

B f B f B g B g B

B f B f B w

ϕ∇ + ∇ + + − =

+ +
 

  

)25d-(  

2 2

31 2 32 4 33 1,2 34 2,2 35 ,2

36 2 37 4 38 ,2

B f B f B g B g B

B f B f B w

ϕ∇ + ∇ + + − =

+ +
 

)25e-(  2 2

51 1 52 2 53 54 55B g B g B B w B wϕ− + − ∇ = + ∇  

)26( 2 2

61 1 62 2 63 64 63B g B g B B B wϕ ϕ− − ∇ + = − ∇  

  

ضرايب 
ij

B در ضميمه A .آورده شده است   

منظور يافتن حل دقيق بايد ابتدا با تركيـب شـش معادلـه    به

)25-a) 25) تا-eيك معادله برحسب) 26( ) و w  بدست آوريم

 كه براي يافتن اين معادله بايد مراحل زير را اجرا كنيم:

سبت ) نb-25و از معادله ( x1 نسبت به )a-25(از معادله . 1

گيـريم و دو معادلـه حاصـل را بـا هـم جمـع       مشتق مـي  x2به 

كنيم: مي
   

  

)27(  2 2

1 1 2 2 15 1 16 2B g B g B g B g∇ + ∇ = +  

  

و از معادلـه   x1 نسبت به )c-25طور مشابه، از معادله (هب. 2

)25-d نسبت به (x2 آوريم:دست ميهگيريم و بمشتق مي
     

2 2 2 2

3 1 4 2 35 36 1 37 2 38B g B g B B g B g B wϕ∇ + ∇ − ∇ = + + ∇  

)28( 
  

:گيريمفرضيات زير را در نظر مي سازيبراي ساده

   

  

  

)29(  

1 11 13

2 12 14

3 31 33

4 32 34

( )

( )

( )

( )

B B B

B B B

B B B

B B B

= +

= +

= +

= +

 

  

شش معادله بـه چهـار معادلـه كـاهش      2و1با انجام مراحل 

) و e-25) و (28) و (27و فقط لازم است كه معادلات (يابد مي

  ) را به نحوي تركيب كرده و معادله مورد نظر را بيابيم.26(

كنـيم  طور همزمان حل ميهرا ب) 26) و (e-25. معادلات (3

و 
1gو

2g  2را برحسب 2, , ,w wϕ ϕ∇   آوريم.دست ميهب ∇

4. 
1gو

2g و 27را در معـادلات (  3دست آمده در مرحله هب (

 بــين ايــن دو معادلــه،  ϕو بــا حــذف ) جايگــذاري كــرده  28(

يـك معادلـه    يسازسرانجام بعد از انجام عمليات رياضي و ساده

ضـرايب ثابـت   بـا   wبرحسـب   مرتبه هشـت  1ديفرانسيل جزئي

  شود:حاصل مي

 

  

)30(  8 6 4 2

1 2 3 4 0w a w a w a w a∇ + ∇ + ∇ + ∇ + =  
  

)ثابت كه ضرايب  1 4)
i

a i =   آورده شده است.  B در ضميمه −

صورت زير حل نمود:هتوان ب) را مي22معادله (
 

  

)31(  1 2 3 4w W W W W= + + +   

) پتانسيل كه توابع 1 4)
i

W i = شوند:زير تعريف مي شكلهب −
   

  

)32-a(  2 2

1 1 1 0W Wα∇ + =  

)32-b(  2 2

2 2 2 0W Wα∇ + =  

)32-c(  2 2

3 3 3 0W Wα∇ + =  

)32-d(  2 2

4 4 4 0W Wα∇ + =  

  

2و  ( 1 4)
i

iα =   زير هستند: ممعادله مرتبه چهار يهاريشه −
  

)33(  4 3 2

1 2 3 4 0z a z a z a z a+ + + + =  

  

اند:محاسبه شدهصورت زير هكه ب
   

  

2 1
1 2

1 3 22
32 1 3 41 2 1
1 1 2 3 21 3

1

1 1

4 2 2

2 ( 3 12 )4
( 4 8 ) / (4 )

2 3 3 32

a
m

a a a aa a m
a a a a m

m

α
−

= − −

− +
× − − − − − + −

)34a-(  

                                                            
1. Partial Differential Equation 
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2 1
2 2

1 3 22
32 1 3 41 2 1
1 1 2 3 21 3

1

1 1

4 2 2

2 ( 3 12 )4
( 4 8 ) / (4 )

2 3 3 32

a
m

a a a aa a m
a a a a m

m

α
−

= − +

− +
× − − − − − + −

)34b-(  
2 1
3 2

1 3 22
32 1 3 41 2 1
1 1 2 3 21 3

1

1 1

4 2 2

2 ( 3 12 )4
( 4 8 ) / (4 )

2 3 3 32

a
m

a a a aa a m
a a a a m

m

α
−

= + −

− +
× − − − + − + −

)34c-(  
2 1
4 2

1 3 22
32 1 3 41 2 1
1 1 2 3 21 3

1

1 1

4 2 2

2 ( 3 12 )4
( 4 8 ) / (4 )

2 3 3 32

a
m

a a a aa a m
a a a a m

m

α
−

= + +

− +
× − − − + − + −

)34d-(  
  

و 
2 1,m m باشندشكل زير ميدر روابط بالا به:

     
3 2 2

1 2 1 2 3 3 4 1 2 4

1

2 3 3 2 2 2 3
2 1 3 4 2 1 2 3 3 4 1 2 4

(2 9 27( ) 72

4( 3 12 ) (2 9 27( ) 72 ) )

m a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a a

= − + + −

+ − − + + − + + −

)35a-(  

)35b-(  

1 3 22

2 1 3 41 2 1
2 1 3

1

2 ( 3 12 )2

4 3 3 32

a a a aa a m
m

m

− +
= − + +

 

  

حال نوبت به يافتن توابع 
2 1,g g وϕ برحسب w رسد.مي  

ــور 5 ــن منظ ــه اي ــذاري . ب ــا جايگ  ب
2 1,g g ــه در  3 از مرحل

4دو معادلـــه برحســـب ) 28) و (27معــادلات (  2, ,ϕ ϕ ϕ∇ و ∇
4 2, ,w w w∇ ايـن دو  همزمـان  بـا حـل   كـه   شـود حاصل مي ∇

 آيـد كـه  مـي  دستهب ايمعادلهها بين آن ∇4ϕمعادله و حذف 
2ϕ∇  4را برحسب 2, ,w w w∇   .كندارائه مي ϕو ∇

6 .2ϕ∇ يـا  27را در يكي از معـادلات (  5از مرحله  حاصله (

عمليــات رياضــي تــابع  يو بــا انجــام يــك ســر داده) قــرار 28(

:آورديمدست هرا ب ϕ الكتريكي پتانسيل
   

  

)36(  6 4 2

1 2 3 4b w b w b w b wϕ = ∇ + ∇ + ∇ +  

  

7 .2ϕ∇ وϕ را در  6و  5دست آمده از مرحله هب
2 1,g g  كه

ــرار مــي 3در مرحلــه    ســازي و بعــد از ســاده دهــيمداشــتيم ق

خواهيم داشت:
 

  

6 4 2

1 1 2 3 4g n w n w n w n w= ∇ + ∇ + ∇ +  )37a-(  

6 4 2

2 5 6 7 8g n w n w n w n w= ∇ + ∇ + ∇ +  )37b-(  

) b37)و (a37)، (36در ( )d32) تا (a32در اين مرحله، (. 8

كنيم:جايگذاري مي
   

  

)38(  1 1 2 2 3 3 4 4eW e W e W e Wϕ = + + +  

)39a-(  1 1 1 2 2 3 3 4 4g d W d W d W d W= + + +  

)39b-(  2 5 1 6 2 7 3 8 4g d W d W d W d W= + + +  

,ضرايب حجم زياد دليل به ( 1 4)
i i

b e i = ,و − ( 1 8)
i i

n d i = − 

 دست آوردن اين ضـرايب همقاله، روند بها در آن يارائهو عدم امكان 

بـا انجـام مراحـل بيـان شـده       .طور كامـل شـرح داده شـد   هب در بالا

  دست آورد.هتوان اين ضرايب را بسادگي مي هب

  

يروند حل دقيق برا -2-7
2 1, , ,v uψ ψ  

 )b39) و (a39)، (38)، (d32) تـا ( a32با جايگذاري معادلات (

توابع توان مي )d25(تا  )a25( در
3 2 1, ,f f fو

4f صورت زير هرا ب

بيان كرد:
   

  

1 5 1,1 6 2,1 7 3,1 8 4,1 9 5,2 10 6,2f C W C W C W C W C W C W= + + + + +  

)40a-(  

2 5 1,2 6 2,2 7 3,2 8 4,2 9 5,1 10 6,1f C W C W C W C W C W C W= + + + − −  

)40b-(  

3 1 1,1 2 2,1 3 3,1 4 4,1 5,2 6,2f C W C W C W C W W W= + + + + +  

)40c-(  

4 1 1,2 2 2,2 3 3,2 4 4,2 5,1 6,1f C W C W C W C W W W= + + + − −  

)40d-(  
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توابع 
5W  و

6W شوند:زير تعريف مي شكلهب
   

  

)41a-(  2 2

5 5 5 0W Wα∇ + =  

)41b-(  2 2

6 6 6 0W Wα∇ + =  

  

2

5α 2و

6α هاي معادله درجه دو زير هستند:ريشه
   

  

)42(  2

1 2 0S Sγ γ+ + =  
  

:باشندشكل زير ميهب 2γو  1γضرايب كه 
     

  

)43a-(  
2 12 1 16 3 11

1

1 12

r B r B r B

r B
γ

− −
=  

  

)43b-(  

2 16 3 15
2

1 12

r B r B

r B
γ

− +
=  

  

ــرايب ) و ضـ 1 10)
i

C i = )و  − 1 3)
i

r i = ــميمه −  C در ضـ

  .اندآورده شده

در نهايت، حل دقيق ميـدان جابجـايي ورق مطـابق تئـوري     

 با يافتن ميندلين
2 1, , ,v uψ ψ 23( با استفاده از معادلات-a( 

در  )d-40) تـــا (a-40(و جـــايگزيني معـــادلات  )d-23(تـــا 

آيد:دست ميهمعادلات زير ب
     

)44a-(  
3 1( )

D
u f f

B
ξ= −  

)44b-( 
4 2( )

D
v f f

B
ξ= −  

)44c-( 
1 1 3( )

A
f f

B
ψ ξ= −  

)44d-( 
2 2 4( )

A
f f

B
ψ ξ= −  

  

باشد:صورت زير ميبه ξكه ضريب 

   

  

  

)45(  
2

2

(1 )(1 )
AD

B
B

ξ
ν

=

− −

 

  

  اروش جداسازي متغييره -2-8

توان يك دسته حـل  متغييرها، ميبا استفاده از روش جداسازي 

  صورت ه) بb-41) و (41-a)، (d-32) تا (a-32براي معادلات (

زير نوشت:
     

  

)46a-(  
  

1 1 1 2 2 1 2 1 1

1 1 2 2 1 2 1 1

[ ( ) ( )] ( )

[ ( ) ( )] ( )

W A Sinh x A Cosh x Sin x

B Sinh x B Cosh x Cos x

µ µ ξ

µ µ ξ

= +

+ +
 

  

)46b-(  

  

2 3 2 2 4 2 2 2 1

3 2 2 4 2 2 2 1

[ ( ) ( )] ( )

[ ( ) ( )] ( )

W A Sinh x A Cosh x Sin x

B Sinh x B Cosh x Cos x

µ µ ξ

µ µ ξ

= +

+ +
 

  

)46c-(  

  

3 5 3 2 6 3 2 3 1

5 3 2 6 3 2 3 1

[ ( ) ( )] ( )

[ ( ) ( )] ( )

W A Sin x A Cos x Sin x

B Sin x B Cos x Cos x

µ µ ξ

µ µ ξ

= +

+ +
 

  

)46d-(  

  

4 7 4 2 8 4 2 4 1

7 4 2 8 4 2 4 1

[ ( ) ( )] ( )

[ ( ) ( )] ( )

W A Sinh x A Cosh x Sin x

B Sinh x B Cosh x Cos x

µ µ ξ

µ µ ξ

= +

+ +
 

  

)46e-(  

  

5 9 5 2 10 5 2 5 1

9 5 2 10 5 2 5 1

[ ( ) ( )] ( )

[ ( ) ( )] ( )

W A Sinh x A Cosh x Cos x

B Sinh x B Cosh x Sin x

µ µ ξ

µ µ ξ

= +

+ +
 

  

)46f-(  

  

6 11 6 2 12 6 2 6 1

11 6 2 12 6 2 6 1

[ ( ) ( )] ( )

[ ( ) ( )] ( )

W A Sinh x A Cosh x Cos x

B Sinh x B Cosh x Sin x

µ µ ξ

µ µ ξ

= +

+ +
 

  

  

)47a-(  
  

2 2 2 2 2

1 1 1 1 1, 0, 0α µ ξ ξ µ= + > <  

)47b-(  

  

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2, 0, 0α µ ξ ξ µ= + > <  

)47c-(  

  

2 2 2 2 2

3 3 3 3 3, 0, 0α µ ξ ξ µ= + > <  

)47d-(  

  

2 2 2 2 2

4 4 4 4 4, 0, 0α µ ξ ξ µ= + > <  

)47e-(  

  

2 2 2 2 2

5 5 5 5 5, 0, 0α µ ξ ξ µ= + > <  

)47f-(  

  

2 2 2 2 2

6 6 6 6 6, 0, 0α µ ξ ξ µ= + > <  



1390 پاييز/ 3شمارة يازدهم،ة دور مدرس كيمكان مهندسي  
 

67 

  شرايط مرزي در تئوري ميندلين -2-9

در سـه شـرط مـرزي سـاده، گيـردار و آزاد       مطالعه، ازدر اين 

مينـدلين،   يتئـور  يبرمبنـا  .هاي ورق اسـتفاده شـده اسـت    لبه

يعنـي   x1ي مـوازي بـا محـور    شرايط مـرزي بـراي يـك لبـه    

ادامـه بيـان    صورتي كـه در هب تواندمي ،b=x2و  x2=0 هاي لبه

شده بر قرار باشد:
 

  

 ساده يشرط مرز �
 

)48a-(  2 1 20 0 0 0 0u N w Mψ= = = = =  
 

 گيردار يشرط مرز �
 

)48b-(  1 20 0 0 0 0u v w ψ ψ= = = = =  
 

 آزاد يشرط مرز �
 

)48c-(  12 2 12 2 20 0 0 0 0N N M M Q= = = = =  

  

 )،c- 48) تـا ( a- 48در معـادلات (  2و  1انديس  با عوض كردن

  آيد.دست ميهبa= x1و x1 =0هاي لبهمرزي براي شرايط 

  

  1گونه-حل لوي -2-10

ي مقابـل داراي  گونه به اين صورت اسـت كـه دو لبـه   -حل لوي

تواننـد هـر   ي ديگر ورق مـي شرط مرزي ساده هستند و دو لبه

   شرط مرزي داشته باشند.

سـاده   a= x1و x1 =0، شرايط مرزي ورق در )1(مطابق شكل 

زيـر   شكل) بهf -46) تا (a-46(اند، بنابراين معادلات فرض شده

شوند:بازنويسي مي
   

  

)49a-(  
1 1 1 2 2 1 2 1 1[ ( ) ( )] ( )W A Sinh x A Cosh x Sin xµ µ ξ= +  

)49b-(  
2 3 2 2 4 2 2 2 1[ ( ) ( )] ( )W A Sinh x A Cosh x Sin xµ µ ξ= +  

)49c-(  
3 5 3 2 6 3 2 3 1[ ( ) ( )] ( )W A Sin x A Cos x Sin xµ µ ξ= +  

)49d-(  
4 7 4 2 8 4 2 4 1[ ( ) ( )] ( )W A Sinh x A Cosh x Sin xµ µ ξ= +  

)49e-(  
5 9 5 2 10 5 2 5 1[ ( ) ( )] ( )W A Sinh x A Cosh x Cos xµ µ ξ= +  

                                                            
1. Levy-type solution 

)49f-(  6 11 6 2 12 6 2 6 1[ ( ) ( )] ( )W A Sinh x A Cosh x Cos xµ µ ξ= +  

)50(  
1 2 3 4 5 6 , 1,2,3,...

m
m

a

π
ξ ξ ξ ξ ξ ξ= = = = = = =  

  

و  x2=0هـاي  با اعمال شرايط مرزي مناسب در امتـداد لبـه  

b=x2 دسـت آورد.  هتوان معادله مشخصه فركانسي ورق را بمي

  صــورت يــك دترمينــانهمســئله حاضــر بــ يايــن معادلــه بــرا

باشـد. بـا مسـاوي    مي ωباشد كه تماماً برحسب مي 12×12

هاي فركانس توانمي mهر  يصفر قرار دادن اين دترمينان برا

   دست آورد.هطبيعي ورق را ب

  

  نتايج عددي يبحث و بررس -3

 FGارتعاشـات آزاد ورق هوشـمند    تحليـل نتايج عددي بـراي  

هـا و شـرايط مـرزي    ضخيم مسـتطيلي بـراي ضـخامت    نسبتاً

وضوح و سادگي روند حل  دليلهبمختلف محاسبه شده است. 

ارتعاشات آزاد  دقيق هايفركانس ارائه شده، بسته- پاسخ دقيق

گونـه بـا تركيبـات مختلـف شـرايط      - لوي FGورق مستطيلي 

بسادگي قابل محاسبه  )C) و گيردار (S)، ساده (Fمرزي آزاد (

بـراي مقـادير گونـاگون انـديس     . در اين بخش نتـايج  باشدمي

 انـد. الكتريـك آورده شـده  راديان و افزايش ضخامت لايه پيزوگ

ايـن جـدول    نشان داده شـده اسـت.   1خواص مواد در جدول 

و  Al/Al2O3بـــراي پيزوالكتريـــك و   PZT4خصوصـــيات 

Al/ZrO2  را برايFGM يهـا طبـق بررسـي   دهـد. نشان مي 

كـه   مشـاهده شـد  ، ]17[ 2انجام شـده توسـط چـي و چانـگ    

خـواص مكـانيكي    يرو يتغييرات ضريب پوآسون تـاثير انـدك  

ر اين توان آن را ثابت فرض كرد. د، بنابراين ميدارد FGورق 

و  2κمقاله براي تمـامي محاسـبات، ضـريب تصـحيح بـرش      

 .اند شده گرفتهدر نظر  3/0و  6/5ترتيب هب ν ضريب پوآسون

صـورت   بـه  يمنظور تسهيل در ساختار نوشتن، شرايط مـرز به

ترتيـب   بـه  SFSCنمـاد   طور مثال هب شوند.يمختصر نوشته م

  يهـا  شرايط مرزي سـاده، آزاد، سـاده، گيـردار در لبـه     معرف

0= x1 ،0=x2 ،a=x1 و b=x2 باشد.مي  

                                                            
2. Chi and Chung 
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  اينتايج مقايسه -3-1

 پيزوالكتريك لايهبدون  FGMورق  -3-1-1

دست هحاضر، نتايج ب بسته- پاسخ منظور بررسي دقت حل دقيقه ب

 ]8[ ارائه شده توسـط حسـيني هاشـمي و همكـاران    آمده با نتايج 

با صـفر  مقايسه شده است.  FGبراي ورق  برمبناي روش ميندلين،

هاي مربوط بـه ورق  فركانس ،ضخامت لايه پيزوالكتريك قرار دادن

FG از حـل   حاصـله  نتـايج  يمقايسـه است. از انجام ه دمدست آهب

كه توافق بسيار  شوديممشاهده  FGمربوط به ورق  با نتايج حاضر

 به نحوي كه با دقت چهار رقم اعشـار  ،خوبي بين نتايج وجود دارد

  .باشديدرصد اختلاف نتايج صفر م

) سـاخته  =1a=bفركانس طبيعي اول براي ورق مربعي ( دو

(متنـاظر بـا    05/0، در سه ضـخامت مختلـف   Al/ZrO2شده از 

(متناظر با ورق نسبتاً ضـخيم) و هفـت    2/0و  1/0ورق نازك)، 

 2 در جـدول  SFSCمقدار انديس گرادياني براي شرايط مرزي 

لازم به ذكر است كه در مقاله ياد شده، پارامتر  است. آورده شده

2صورت رابطه بعد بهفركانس طبيعي بي /
c c

a E hβ ω ρ=

)β .پارامتر فركانسي ناميده شده) تعريف شده است  

 ـ nو  mشكل مودهاي متناظر  ترتيـب بـه تعـداد نـيم     هكه ب

كننـد، بـراي هـر پـارامتر     اشـاره مـي   x2و  x1ها در راستاي موج

. براي مثال بـالانويس  استارائه شده  2 در جدول βفركانسي 

) و يك نيم مـوج  x1 )2=mبه معني دو نيم موج در راستاي  21

  باشد.) ميx2 )1=nدر راستاي 

  

  پيزوالكتريك لايهبا  FGMورق  -3-1-2

بـا   FGاين بخش، تحليل ارتعاشـات آزاد ورق مسـتطيلي   در 

 3پيزوالكتريك مورد بررسي قرار گرفته است. در جداول  لايه

- پاسـخ منظور حصول اطمينان از درستي حل دقيـق  به، 4و 

اي با روش المان محدود صورت پذيرفتـه  بسته حاضر مقايسه

ورق  SFSCو  SSSSبــراي شــرايط مــرزي نتــايج عــددي  و

پيزوالكتريــك  لايــهبــا  FG )1a=b= (Al/Al2O3مربعــي 

PZT4 1 در حالــت=g     آورده شــده اســت. بــراي بررســي

. كـرديم اسـتفاده   ABAQUSاز نرم افزار  D3ارتعاشات آزاد 

هـاي مـورد نيـاز، همگرايـي پاسـخ را      تعداد المان يافتنبراي 

مورد توجه قرار داديـم. بـه ايـن ترتيـب كـه افـزايش تعـداد        

ــان ــه  الم ــايي ادام ــا ج ــا ت ــده ــك   داده ش ــه ي ــخ ب ــه پاس   ك

  همگرايي برسد.

هــاي پيزوالكتريــك لايــهســه ضــخامت مختلــف بــراي ورق و 

) مورد بررسي قرار گرفته است 05/0، 5/0؛ 01/0، 1/0؛ 2/0،02/0(

، FGپيزوالكتريك به ضخامت ورق  لايهكه نسبت ضخامت طوريبه

/مقدار ثابت  2 1/10
p

h h   در نظر گرفته شده است.  =

  

  خواص مواد 1جدول 

  پيزوالكتريك

  
مدول الاستيسيته                                             

)GPa(  

ثوابت پيزوالكتريك            

)C/m2(  

ثوابت دي الكتريك  

)nV/Vm( 

چگالي 

)Kg/m3

( 

 

PZT4  
11

C  
12

C  
1̀3

C  
33

C  
55

C  
15

e  
31

e  
33

e  
11

Ξ  
22

Ξ  
33

Ξ ρ 

132  71  73 115 26  5/10  1/4 -  1/14  124/7  124/7  841/5  7500  

FGM 

 

Al/Al2O3  
3( / )c Kg mρ  ( )

c
E Gpa  3( / )m Kg mρ  ( )

m
E Gpa  

3800  380  2702  70  

Al/Al2O3 5700 200 2702 70 
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  ]8[با نتايج مقاله SFSC، شرط مرزي Al/Al2O3 رامترهاي فركانسي براي ورق مربعيسه پامقاي 2 جدول

ضخامت 

 FGورق 

)h(  

  
  شماره

  مود

انديس 

 )gگرادياني (
      

0  0.5 1 2 5 8 10 

05/0  

 حل حاضر

 ]8[حسيني هاشمي

 حل حاضر

 ]8[حسيني هاشمي

1β  

1β  

2β  

2β  

796211/3  

796211/3  

748712/9  

748712/9  

573211/3  

573211/3  

183612/9  

183612/9  

492011/3  

492011/3  

975512/8  

975512/8  

487711/3  

487711/3  

959512/8  

959512/8  

566511/3  

566511/3  

149112/9  

149112/9  

570611/3  

570611/3  

156212/9  

156212/9  

558411/3  

558411/3  

124412/9  

124412/9  

1/0  

 حل حاضر

 ]8[حسيني هاشمي

 حل حاضر

 ]8[حسيني هاشمي

1β  

1β  

2β  

2β  

706811/3  

706811/3  

202112/9  

202112/9  

493611/3  

493611/3  

695312/8  

695312/8  

414611/3  

414611/3  

500612/8  

500612/8  

407411/3  

407411/3  

467012/8  

467012/8  

476611/3  

476611/3  

601812/8  

601812/8  

478611/3  

478611/3  

596412/8  

596412/8  

466411/3  

466411/3  

565112/5  

565112/5  

2/0  

 حل حاضر

 ]8[حسيني هاشمي

 حل حاضر

 ]8[حسيني هاشمي

1β  

1β  

2β  

2β  

438311/3  

438311/3  

793712/7  

793712/7  

252811/3  

252811/3  

417012/7  

417012/7  

180411/3  

180411/3  

255312/7  

255312/7  

165111/3  

165111/3  

189412/7  

189412/7  

209211/3  

209211/3  

189412/7  

189412/7  

205511/3  

205511/3  

191612/7  

191612/7  

193611/3  

193611/3  

162812/7  

162812/7  

  

اي  صـفحه  -مودهاي درون ]4 ،3[مقادير برجسته در جداول 

درصد خطاي داده شده در جداول مربوطه  كنند.را مشخص مي

ي زير بدست آمده است:از رابطه
     

(((( )))) (((( ))))
(((( ))))

FEM Present mehod
% Diff = 100

FEM

    −−−−     ××××  

  

سـازگاري   شودمشاهده مي )4(و  )3(از جداول  همانگونه كه

در  D3بسيار خوبي بين نتايج حل حاضر و روش المان محـدود  

ها در بـدترين  هاي بالا و پايين وجود دارد و اختلاف آنفركانس

  كند.تجاوز نمي 77/2حالت از 

با افزايش ضـخامت ورق افـزايش پيـدا    ي طبيعي هافركانس

باشـد.  اين پديده ناشي از افزايش صلبيت ورق مـي  كه كنندمي

هاي ورق مقيـدتر باشـند صـلبيت سـازه بـالاتر      هنگامي كه لبه

 افـزايش سيستم طبيعي  يهافركانسمقادير  و در نتيجه رود مي

هايي بـالاتر   گيردار همواره فركانس يشرط مرزبنابراين  .ديابيم

نتايج بدست آمـده نشـان    نمايد.يتوليد م يط مرزاياز ساير شر

اي را با دقت بسيار صفحه-دروندهد كه حل حاضر مودهاي مي

دهـد كـه   كند. نتايج همچنين نشـان مـي  بالايي پيش بيني مي

اي در هشت فركـانس طبيعـي اول   صفحه-درونتعداد مودهاي 

يابند، اي افزايش ميطور قابل ملاحظههبا افزايش ضخامت ورق ب

كه ناشي از اين حقيقت است كه انرژي خمشي ورق حساسـيت  

اي صـفحه -خـارج ت به ضخامت دارد. مودهاي بسيار بالايي نسب

طور مستقيم به انرژي خمشي ورق بستگي دارند. بنابراين هنيز ب

اي بــا افــزايش ضــخامت ورق و صــفحه-خــارجتعــداد مودهــاي 

  يابد.اي كاهش ميصفحه-درونافزايش تعداد مودهاي 

  

  ايصفحه-اي و خارجصفحه-مودهاي درون -3-1-3

تـوان بـه دو دسـته اصـلي     را مـي  FGمودهاي ارتعاشي ورق 

اي (عرضي) و مودهاي مودهاي خارج صفحه - 1نمود:  تقسيم

ــفحه - درون ــاي درونص ــراي موده ــفحه- اي. ب ــدار ص اي، مق

 vو   uايصـفحه - جابجايي عرضي نسبت بـه جابجـايي درون  

  خيلي كوچكتر است.
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  =1gو انديس گرادياني  PZT4پيزوالكتريك  لايهبا Al/Al2O3  مربعي SSSS براي ورق(برحسب هرتز) هشت فركانس طبيعي  3 جدول

 روش
 شماره مود

1 2 3 4 5 6 7 8 

2h= 05/0  

hp= 005/0  

 نتايج حاضر

  روش المان محدود

  خطا%

84/333  

81/333  

18/1  

82/822  

74/832  

19/1  

82/822  

74/832  

19/1  

61/1298  

9/1313  

16/1  

96/1608  

7/1628  

21/1  

96/1608  

7/1628  

21/1  

89/2064  

5/2089  

18/1  

89/2064  

5/2089  

18/1  

2h= 1/0  

hp= 01/0  

 نتايج حاضر

  روش المان محدود

 خطا%

30/649  

90/656  

16/1  

87/1543  

6/1562  

20/1  

87/1543  

6/1562  

20/1  

54/2207  

5/2203  

18/0 -  

54/2207  

5/2203  

18/0 -  

39/2363  

6/2392  

22/1  

93/2875  

0/2914  

31/1  

93/2875  

0/2914  

31/1  

2h= 2/0  

hp= 02/0  

 نتايج حاضر

  روش المان محدود

 خطا%

69/1181  

2/1196  

21/1  

56/2206  

7/2193  

59/0 -  

56/2206  

7/2193  

59/0 -  

58/2570  

0/2610  

51/1  

58/2570  

0/2610  

51/1  

61/3118  

1/3085  

09/1 -  

56/3708  

0/3774  

73/1  

19/4378  

7/4302  

75/1 -  

  

  =1gو انديس گرادياني  PZT4پيزوالكتريك  لايهبا Al/Al2O3  مربعي SFSCهرتز) براي ورق برحسب طبيعي ( هشت فركانس 4 جدول

 شماره مود روش

1 2 3 4 5 6 7 8 

2h= 05/0  

hp= 005/0  

 نتايج حاضر 

  روش المان محدود
  خطا%

90/210  
91/216  

77/2  

52/545  
10/556  

90/1  

10/690  
25/704  

00/2  

35/1027  
7/1046  

85/1  

89/1177  
8/1194  

42/1  

26/1470  
6/1496  

76/1  

02/1649  
2/1675  

56/1  

31/1793  
4/1823  

65/1  

2h= 1/0  

hp= 01/0  

 نتايج حاضر 

  روش المان محدود
 خطا%

14/411  
67/422  

73/2  

09/1026  
7/1043  

69/1  

37/1301  
0/1327  

93/1  

02/1878  
0/1910  

67/1  

6/2116  

2/2139  

06/1  

05/2361  

4/2348  

54/0 -  

32/2640  
0/2686  

70/1  

41/2882  
8/2925  

48/1  

2h= 2/0  

hp= 02/0  

 نتايج حاضر 

  روش المان محدود
 خطا%

07/759  
28/778  

47/2  

85/1721  
9/1738  

98/0 

39/2197  
2/2236  

74/1  

56/2360  

5/2336  

03/1 -  

56/2981  
2/3017  

18/1  

33/3234  
4/3254  

62/0  

92/3662  

9/3590  

00/2 -  

77/4081  
7/4112  

75/0  

  

اي ورق صــفحه-يــك اخــتلاف اساســي بــين مودهــاي درون

وجود دارد. وقتي يك ورق ايزوتروپيـك   FGايزوتروپيك و ورق 

اي باشد، جابجايي عرضي وجود ندارد و صفحه-داراي مود درون

 ـ  اي ميصفحه-ورق فقط داراي حركت درون دليـل  هباشـد. امـا ب

اي صفحه-اي و درونصفحه-خارجبين ارتعاشات  وابستگيوجود 

دو نوع حركـت   هر اي دارايصفحه-درون، مودهاي FGدر ورق 

  اي غالب است. صفحه-درونهستند درحاليكه ارتعاشات 

  

  هاي طبيعيروي فركانس gتاثير انديس گراديان  -3-1-4

 (برحسب هرتز)  اساسي طبيعيهاي تغييرات فركانس )2( شكل

 )=1a=b( بـراي يـك ورق مربعـي    gدر مقابل انديس گراديـان  

FG ممكـن بـراي    شرط مرزيدر شش  پيزوالكتريك، لايه دو با

، FGجنس ورق در اين بررسي  دهد.گونه را نشان مي-حل لوي

Al/Al2O3  1با انديس گراديان=g  2/0و ضخامت=h2  و جنس

گرفته در نظر hp=02/0 و ضخامت آن PZT4ورق پيزوالكتريك 

   شده است.

 ها با افزايش انديس گراديان بـه خـوبي در  روند كاهش فركانس

نحوي كه با افـزايش انـديس گراديـان    اين شكل مشخص است، به

ايـن ميـزان كـاهش در    نمايد. شيب نمودار به سمت صفر ميل مي

باشد و هنگامي كه ايـن شـاخص   ابتدا داراي شيب نسبتاً تندي مي

چنـين رفتـاري   شـود.  مـي  ترنرخ كاهش كمگردد، اين بزرگتر مي

  برشي است. هايو تغيير شكل دورانيدليل تاثير اينرسي  هب
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دليل اين كه با افزايش ضخامت پيزوالكتريك صلبيت سازه 

نيز افـزايش يابنـد؛   

شود، در ابتدا بـا افـزايش ضـخامت    

يابند، اين پديده به اين دليل 

ها كه در اين مودها اثر پيزوالكتريسيته در كاهش فركانس

نمايد و در نهايت موجب 

  
 PZT4لايه پيزوالكتريـك  

  
FG )1a=b= ( 

شمارة يازدهم،ة دور

 تجاوز نكند. 0/

دليل اين كه با افزايش ضخامت پيزوالكتريك صلبيت سازه 

نيز افـزايش يابنـد؛   ها رود كه فركانس

شود، در ابتدا بـا افـزايش ضـخامت    

يابند، اين پديده به اين دليل ها كاهش مي

كه در اين مودها اثر پيزوالكتريسيته در كاهش فركانس

نمايد و در نهايت موجب بر اثر افزايش صلبيت خمشي غلبه مي

 Al/Alلايه پيزوالكتريـك   با

FGاساسـي ورق مربعـي   

 دور

/25يعني ي ورق ميندلين 

دليل اين كه با افزايش ضخامت پيزوالكتريك صلبيت سازه 

رود كه فركانسيابد، انتظار مي

شود، در ابتدا بـا افـزايش ضـخامت    كه مشاهده مي

ها كاهش ميپيزوالكتريك فركانس

كه در اين مودها اثر پيزوالكتريسيته در كاهش فركانس

بر اثر افزايش صلبيت خمشي غلبه مي

 گردد.كاهش فركانس مي

a=b= (Al/Al2O3

اساسـي ورق مربعـي    طبيعـي (برحسـب هرتـز)   

  g =1و  2

ي ورق ميندلين محدوده

دليل اين كه با افزايش ضخامت پيزوالكتريك صلبيت سازه به

يابد، انتظار ميافزايش مي

كه مشاهده مياما همانگونه 

پيزوالكتريك فركانس

كه در اين مودها اثر پيزوالكتريسيته در كاهش فركانساست 

بر اثر افزايش صلبيت خمشي غلبه مي

كاهش فركانس مي

=FG )1a=bاساسي ورق مربعي 

(برحسـب هرتـز)   

h2=1/0گونه در حالتي كه 
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هـاي  

ي (برحسـب  

پيزوالكتريـك بـراي ورق   

نشـان  

در نظر گرفته شده 

افـزايش داده  

  بيشترين حـد مجـاز در  

محدوده

به

افزايش مي

اما همانگونه 

پيزوالكتريك فركانس

است 

بر اثر افزايش صلبيت خمشي غلبه مي

كاهش فركانس مي

  
اساسي ورق مربعي  طبيعي

0= hp  

  

  

(برحسـب هرتـز)    هـاي فركـانس زمينـه بر 

گونه در حالتي كه -در شرايط مرزي لوي

هـاي  پيزوالكتريك روي فركـانس 

ي (برحسـب  اساس ـ

پيزوالكتريـك بـراي ورق   

نشـان   )2( مربعي مشابه با خصوصيات ورق بيان شده در شـكل 

در نظر گرفته شده 

افـزايش داده   075/0

بيشترين حـد مجـاز در  

طبيعي(برحسب هرتز) 

02/0و  h2=2/0گونه در حالتي كه 

زمينـه بر  FGتاثير افزايش ضخامت پيزوالكتريك به ورق 

در شرايط مرزي لوي 

پيزوالكتريك روي فركـانس 

اساس ـ هاي طبيعـي تغييرات فركانس

پيزوالكتريـك بـراي ورق    لايـه در مقابل افزايش ضخامت 

مربعي مشابه با خصوصيات ورق بيان شده در شـكل 

FG، 1/0=h2  در نظر گرفته شده

075تـا   0ضخامت لايه پيزوالكتريك از 

بيشترين حـد مجـاز در   كه ضخامت كل از 

(برحسب هرتز)  هايفركانس

گونه در حالتي كه 

تاثير افزايش ضخامت پيزوالكتريك به ورق 

PZT4 لايه پيزوالكتريك 

 مدرس ك

پيزوالكتريك روي فركـانس  لايهتاثير ضخامت 

تغييرات فركانس

در مقابل افزايش ضخامت 

مربعي مشابه با خصوصيات ورق بيان شده در شـكل 

FGشده است. ضخامت ورق 

ضخامت لايه پيزوالكتريك از 

كه ضخامت كل از طوري

فركانستاثير انديس گراديان بر

گونه در حالتي كه -در شرايط مرزي لوي

تاثير افزايش ضخامت پيزوالكتريك به ورق 

Al/Alلايه پيزوالكتريك  با

كيمكان مهندسي

تاثير ضخامت  -3-1-5

  طبيعي

تغييرات فركانس )3( در شكل

در مقابل افزايش ضخامت  هرتز)

مربعي مشابه با خصوصيات ورق بيان شده در شـكل 

شده است. ضخامت ورق  داده

ضخامت لايه پيزوالكتريك از است و 

طورياست، به شده

 

  
تاثير انديس گراديان بر 2شكل 

در شرايط مرزي لوي

 

  

تاثير افزايش ضخامت پيزوالكتريك به ورق  3شكل 

Al/Al2O3

 

 

3

طبيعي

در شكل

هرتز)

مربعي مشابه با خصوصيات ورق بيان شده در شـكل 

داده

است و 

شده

 

شكل 

 

  

شكل 
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  نتيجه گيري -4

نسـبتاً   ورق ارتعاشـات آزاد  بسـته -پاسخر اين مقاله حل دقيق د

 پيزوالكتريك در بـالا و پـايين   هايلايهبا  FG ضخيم مستطيلي

ــوي  آن ــرزي ل ــرايط م ــا ش ــه-، ب -SSSS-SCSC-SFSF( گون

SCSF-SSSF-SSSC   ــي ــه اول برش ــوري مرتب ــاي تئ ) برمبن

در نظـر   سـته هاي پيزوالكتريك مدار بلايه .گرديدميندلين ارائه 

معادله ماكسول با اسـتفاده از تـابع توزيـع پتانسـيل     . گرفته شد

الكتريكي سينوسي در امتداد ضخامت لايه پيزوالكتريـك ارضـا   

پنج معادله ديفرانسـيل جزئـي   برمبناي تئوري ميندلين  گرديد.

بــا و معادلــه ماكســول،  FGحركــت بــراي ارتعاشــات آزاد ورق 

ــتفاده از روش     ــده و اس ــي ش ــي معرف ــع كمك ــتفاده از تواب اس

براي تاييد دقـت و   طور دقيق حل شدند.هجداسازي متغييرها ب

و روش  پيشـين صحت حل حاضر نتايج بدست آمده با مقـالات  

ــردن ضــخامت    D3محــدود  المــان ــا صــفر ك مقايســه شــد. ب

حاضر سازگاري بسيار بـالايي   لپيزوالكتريك مشاهده شد كه ح

دارد. براي ارزيابي نتـايج مربـوط    FGبا نتايج موجود براي ورق 

 ABAQUSاز نـرم افـزار   پيزوالكتريك نيـز   لايهبا  FGبه ورق 

 دقت و كارايي حل حاضر مورد تاييد واقع شد. واستفاده گرديد 

ــزايش    ــان و اف ــديس گرادي ــل ان ــاي ورق از قبي ــاثير پارامتره ت

براي شرايط  هاي طبيعيروي فركانسبر ضخامت پيزوالكتريك 

  .قرار گرفتمورد بررسي  گونه-مرزي لوي
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  :Cضميمه  -5-3
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