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 هَضز ؾیؿتن زض. گیطز هی لطاض هغبلقِ هَضز آظازی زضخِ چْبض ثب غیطَّلًََهیه ای نفحِ ؾیؿتن یه حطوت وٌتطل همبلِ، ایي زض -چکیده

 لیس یه ای، ظاٍیِ تىبًِ ثَزى نفط ٍ ذبضخی گكتبٍض فسم فطو ّوچٌیي. زاضًس فْسُ ثط ضا ؾیؿتن قىل وٌتطل ٍؽیفِ وٌتطلی فولگط ؾِ ثطضؾی،

 ؾیؿتن هقبزلات ثِ تجسیل لبثل اگطچِ ؾیؿتن ایي حطوت ٓقس ؾبزُ هقبزلات وِ قَز هی زازُ ًكبى اثتسا. افعایس هی هؿألِ ثِ غیطَّلًََهیه

 هَز ضٍـ زٍ ثِ ؾیؿتن، ایي ثطای آًگبُ. ؿتًی پبؾرگَ ؾیؿتن ایي هَضز زض آًْب، وٌتطل هتقبضف ّبی ضٍـ اؾت، ای ظًدیطُ فطم ّبیعًجطي ٍ

 ؾیؿتن ضؾبًسُ زلرَاُ تقبزل ٍضقیت ّط ثِ اٍلیِ قطط ّط اظ ضا آى وِ قَز هی عطاحی هساض ثؿتِ وٌتطلی لَاًیي هؿیط، ای لحؾِ عطاحی ٍ لغعقی

 .زّس هی ًكبى ضا پیكٌْبزی ّبی ضٍـ وبضآهسی ،ؾبظی قجیِ ًتبیح. ًوبیس پبیساض آى حَل ضا

 .ّبی هتهل ثب ووٌس، غیطَّلًََهیه، وٌتطل، تغییط قىل هبَّاضُ واشگان:‌کلید
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Abstract- Motion control of a planar nonholonomic system with four DOM is addressed in this paper. Three actuators 

(are responsible for) shape control for this system. Furthermore, assuming no external forces and zero angular momentum 

imposes a nonholonomic constraint to the problem. First it is shown that although the simplified equations of motion for 

this system could be converted to Heisenberg and chained-form systems, the conventional control methods for these 

systems may not be applied to the considered problem. Then, using sliding modes and online path planning, two different 

closed-loop control laws are designed, bringing the system to and stabilizing around any desired equilibrium state started 

from any initial condition. Simulation results show the efficiency of the proposed methods. 
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‌مقدمه‌-1
 تَخِ هَضز ظیطفقبل، ّبی ؾیؿتن پبیساضؾبظی اذیط، ّبی زِّ زض

 زض وٌتطلی ّبی ٍضٍزی تقساز .اؾت گطفتِ لطاض ظیبزی

 ٍ ثَزُ ووتط آًْب آظازی زضخبت تقساز اظ ظیطفقبل، ّبی ؾیؿتن

 وبهلاً ّبی ؾیؿتن اظ تط پیچیسُ ضا آًْب وٌتطل هؿألِ هَضَؿ، ایي

 اؾت ّبیی هبَّاضُ زض ظیطفقبل ؾیؿتن ًوًَِ یه .ًوبیس هی فقبل

 ثبقس زازُ زؾت اظ ضا ذَز القولی فىؽ ّبی چطخ اظ تقسازی وِ

 اظ زیگطی ًوًَِ ًیع لغعًسُ یه ضٍی ثط هقىَؼ پبًسٍل .[1]

 ًوًَِ ؾمَط حبل زض گطثِ .[2اؾت ] ظیطفقبل ّبی ؾیؿتن

 تىبًِ پبیؿتگی وِ ّبؾت ؾیؿتن گًَِ ایي اظ زیگطی هكَْض

 آى ٍ وطزُ ضویوِ آى ثِ ؾطفت ًبپصیط اًتگطال لیس یه ،ایِ ظاٍی

 ّبی ضثبت .[3وٌس ] هی تجسیل غیطَّلًََهیه ؾیؿتن یه ثِ ضا

 .ّؿتٌس غیطَّلًََهیه ّبی ؾیؿتن اظ ّبیی ًوًَِ ًیع زاض چطخ

 اظ یىی فٌَاى ثِ زاذلی ّبی قىل تغییط ّب ؾیؿتن ایي زض

 زض هثبل، فٌَاى ثِ .گیطز هی لطاض تَخِ هَضز وٌتطلی فَاهل

 اظ خع ؾیؿتن گیطی خْت تغییط ،ایِ ظاٍی تىبًِ پبیؿتگی حضَض

 ؾَی اظ .[1یؿت ]ً پصیط اهىبى زاذلی ّبی قىل تغییط عطیك

 ٍ ّوَاض وٌتطلی لبًَى یه ،[4] 1ثطاوت لضیِ اؾبؼ ثط زیگط

ثِ نَضت  ضا ّبیی ؾیؿتن چٌیي تَاًس ًوی ظهبى، اظ هؿتمل

 لَاًیي ؾوت ثِ ضا هحممبى تَخِ لضیِ ایي .وٌس پبیساض هدبًجی

 یب ٍ ًبپصیط هكتك لَاًیي ظهبى، اظ نطیح تبثقیت ثب وٌتطلی

 ٌّسؾی زیسگبُ فلاٍُ ثِ [.7-5اؾت ] وطزُ ّسایت ًبپیَؾتِ

 هؿیط عطاحی تحلیل، ،ؾبظی هسل ثطای لسضتوٌسی اثعاضّبی ًیع،

 .[5،8،9] اؾت زازُ لطاض اذتیبض زض ّب ؾیؿتن ایي وٌتطل ٍ

 هَضز فولگط ؾِ ثب آظازی زضخِ 4 ؾیؿتن یه همبلِ، ایي زض

 تكىیل ای نفحِ خطم ؾِ اظ ؾیؿتن ایي .گیطز هی لطاض ثطضؾی

 هثلثی آضایف یه ٍ قسُ هتهل یىسیگط ثِ هیلِ ؾِ ثب وِ قسُ

 اؾت، هحطوِ ًیطٍی گًَِ ّط فبلس ؾیؿتن ایي .اًسُ وطز ایدبز

 قىل ٍ زٍضاًی حطوت ٍ ثَزُ تٌؾین لبثل ّب هیلِ عَل اهب

 ای، ظاٍیِ تىبًِ پبیؿتگی .اؾت وٌتطل لبثل عطیك ایي اظ آضایف

 .اؾت وطزُ تجسیل غیطَّلًََهیه ؾیؿتن یه ثِ ضا آضایف ایي

 هتهل ّبی هبَّاضُ آضایف هغبلقِ زض ٍیػُ ثِ ؾیؿتن ایي وبضثطز

  وِ اؾت هبَّاضُ تقسازی قبهل ّب هبَّاضُ آضایف .اؾت 2ووٌس ثب

 آًْب، هیبى ووٌس اتهبل ٍ اًسُ وطز ایدبز فضب زض ضا ذبنی قىل

                                                      
1. Brockett 
2. Tethered Satellite Formation 

 زاضز هی ًگِ ثبثت پیكطاى، ًیطٍی ثِ ًیبظ ثسٍى ضا آضایف قىل

 ثطزاضی، تهَیط ّب، ؾیؿتن ایي انلی ّبی وبضثطز اظ .[10،11]

 ثطز ًبم تَاى هی ضا فضب زض ههٌَفی خبشثِ ایدبز ٍ اًطغی تَلیس

 ثب هتهل ّبی آضایف تطیي هْن اظ یىی ٍ تطیي ؾبزُ .[12-14]

 ثِ هتهل هبَّاضُ ؾِ اظ وِ اؾت ّب هبَّاضُ هثلثی آضایف ووٌس،

 هتقسز همبلات زض آى وٌتطل ٍ زیٌبهیه ٍ قسُ تكىیل یىسیگط

 ضٍـ ٍ هسل .[17-11،15] اؾت گطفتِ لطاض هغبلقِ هَضز

 يای  ِهغبلق زض تَاًس هی حبضط، همبلِ زض قسُ اضائِ وٌتطلی

  .گیطز لطاض اؾتفبزُ هَضز هكبثِ ّبی ؾیؿتن ٍ ؾیؿتن

 ایي گیطی خْت ٍ قىل ظهبى ّن وٌتطل همبلِ، ایي ّسف

 هغلَة ٍضقیت ّط ثِ اٍلیِ ٍضقیت ّط اظ آى ّسایت ٍ آضایف

 ؾیٌوبتیىی هسل یه اثتسا ؾیؿتن ایي ثطای هٌؾَض . ثسیياؾت

 آى هجٌبی ثط ای ظاٍیِ تىبًِ پبیؿتگی هقبزلِ ٍ قسُ اضائِ

 هكبثِ هَاضز ثب ؾیؿتن يای  ِهمبیؿ ثب آًگبُ .قَز هی اؾترطاج

 تقطیف ثبظُ هحسٍزیت ثِ تَخِ ثب وِ قَز هی هكبّسُ زیگط،

 ثطای قسُ، پیكٌْبز وٌتطلی ّبی ضٍـ اوثط حبلت، هتغیطّبی

 هرتلف ضٍـ زٍ ثِ آى اظ پؽ .اؾت اؾتفبزُ لبثل ؾیؿتن ایي

 آى ؾبظی قجیِ ًتبیح ٍ عطاحی وٌتطلی لبًَى ؾیؿتن ایي ثطای

 ثطضؾی هَضز وسام ّط لَت ًمبط آًْب، همبیؿِ ثب ٍ قَز هی اضائِ

 .گیطز هی لطاض

 

 سازی‌مدل‌-2

 گطفتِ ًؾط زض ای ًمغِ خطم ؾِ اظ هتكىل هغبلقِ هَضز ؾیؿتن

 فطو. اًس قسُ هتهل یىسیگط ثِ خطم ثسٍى ّبی هیلِ ثب وِ قسُ

ّؿتٌس  وٌتطل لبثل ٍ هتغیط عَل زاضای ّب هیلِ وِ اؾت ایي ثط

 اظ تطویت ایي ثب. اؾت ؾیؿتن وٌتطلی فَاهل تٌْب آًْب عَل ٍ

. ًیؿتٌس پصیط وٌتطل ای ظاٍیِ ٍ ذغی ّبی تىبًِ ّب، ٍضٍزی

 آى ّبی حطوت ؾبیط اظ خطم هطوع اًتمبلی حطوت اٍلاً ثٌبثطایي

. قَز هی توطوع خطم هطوع زؾتگبُ زض حطوت ثط ٍ قسُ تفىیه

 ثط ذبضخی گكتبٍض گًَِ ّیچ وِ اؾت ایي ثط فطو ّوچٌیي

 ثطاثط ّوَاضُ ؾیؿتن ول ای ظاٍیِ تىبًِ ٍ ًكسُ افوبل ؾیؿتن

 ایي لطاضگیطی نفحِ وِ آًدب اظ فلاٍُ ثِ .هبًس هی ثبلی نفط

ثِ  حطوت وٌس، ًوی تغییط اتهبلات عَل وٌتطل ثب هثلثی، آضایف

 هقبزلات اثتسا ّوچٌیي. قَز هی هغبلقِ نفحِ زضٍى عَض ولی

 ؾپؽ ٍ اؾترطاج قسُ اخؿبم خطم زلرَاُ تطویت ثطای حطوت

 .گیطز هیهَضز ثطضؾی لطاض  یىؿبى ّبی خطم ثطای حبلت ذبل
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 ایي .اؾت قسُ زازُ ًكبى 1 قىل زض ؾیؿتن قوبتیه ًوبی

 چْبض زاضای خطم، هطوع زؾتگبُ زض ای نفحِ حطوت زض ؾیؿتن

 ٍاضز ؾیؿتن ثِ ٍضٍزی ؾِ تٌْب وِ حبلی زض ؛اؾت آظازی زضخِ

 هیبى ای هقبزلِ ،ایِ ظاٍی تىبًِ ثَزى نفط ایي ثط فلاٍُ .قَز هی

 َّلًََهیه غیط لیس یه فٌَاى ثِ وِ وٌس هی ثطلطاض ّب ؾطفت

  .ضٍز هی قوبض ثِ ؾیؿتن ثطای

 وِ اؾت هرتهبتی زؾتگبُ اًتربة ّسف لؿوت ایي زض

 .ًوبیس پیسا ای ؾبزُ ثیبى آى زض حطوت هقبزلات

 زض ای ًمغِ ّبی خطم هىبى ثطزاض X1، X2 ،X3 چٌبًچِ

 :تَاى ًَقت ، هیثبقس خطم هطوع ٌطؾیای  ُزؾتگب

1 1 2 2 3 3X X X = 0m m m  (1) 

 ثِ X1، X2 ،X3 ثبثت ضئَؼ ثطزاضّبی ثب پبیِ هثلث یه تقطیف ثب

 :وِ عَضی

1 1 2 2 3 3x x x = 0m m m  (2) 

 :قَز ًَقتِ (3) ضاثغِ نَضت ثِ تَاًس هی ّب خطم هىبى ثطزاض

X = A( )x , =1,2,3i it i (3) 

 آى ّبی زضایِ ٍ ثَزُ زٍ زض زٍ هطثقی هبتطیؽ یه  Aآى زض وِ

 .قَز گطفتِ ًؾط زض یبفتِ  تقوین هرتهبت فٌَاى ثِ تَاًس هی

 تدعیِ ًوَز: لغجیتَاى ثِ نَضت  ضا هی  A هبتطیؽ

A QS (4) 

 قَز زازُ هی ًكبى .اؾت ٍیػُ هتقبهس Q ٍ هتمبضى S آى زض وِ

 تَاى هی نَضت ایي زض .ّبؾت هیلِ عَل تبثـ تٌْب S هبتطیؽ وِ

S قىل تغییط هبتطیؽ ضا ٍ Q ِث ٍ زاًؿت زٍضاى هبتطیؽ ضا 

 ٍ قىل تغییط ثرف زٍ ثِ ضا خطم هطوع حَل حطوت تطتیت يای 

 ّبی هیلِ عَل تقطیف اظ هٌؾَض ایي ثطای .ًوَز تدعیِ زٍضاى

l1، l2 ٍ l3 ُقَز هی اؾتفبز . 

ّوَاضُ ثطلطاض  QTQ=I تؿبٍی  Qهبتطیؽ ذَالثب تَخِ ثِ 

تَاى  هی (1,2,3)اظ  (i, j, k) ّط خبیگكتثطای ثٌبثطایي  ٍ اؾت

  .ًَقت ( ضا5ضاثغِ )

 

 
 هَضز هغبلقِ ؿتنیؾ هیقوبت یًوب 1شکل‌

       

  
  ‖     ‖

 }    
 

 (     )
 
  (     ) (5) 

 S هبتطیؽ آًْب( قبهل ؾِ هقبزلِ هؿتمل اؾت وِ اظ 5ضاثغِ )

 فقلاً ثٌبثطایي. آیس هی زؾت ثِ l1، l2 ٍ l3 اظ  تبثقی فٌَاى ثِ

 𝜃  زٍضاى ظاٍیِ ٍ l1، l2 ٍ l3 نَضت ثِ ضا یبفتِ تقوین هرتهبت

 ًوبیٌسُ 𝜃  ظاٍیِ. قَز گطفتِ هی ًؾط زض Q ًؾیط هبتطیؽ زٍضاى

 هبًسى ثبثت نَضت زض ٍ ثَزُ نفحِ زض آضایف ولی گیطی خْت

 ؾیؿتن نلت زٍضاى هیعاى یبًگطثآى  تغییطات ّب، هیلِ عَل

 ّبی ٍضٍزی فٌَاى ثِ u1 ،u2  ٍu3تقطیف  ثب تطتیت ایي ثِ . اؾت

 ضاثغِ:ؾِ  اظ آى وٌتطلی هقبزلات ؾیؿتن،

(6)  

  
      

 

  
        

 

  
      

 ای ظاٍیِ تىبًِ. قَز هی تكىیل ای، ظاٍیِ تىبًِ پبیؿتگی هقبزلِ ٍ

 :آیس هی زؾت ( ث7ِضاثغِ ) اظ

3

=1

H = X Xi i i

i

m  (7) 

 :قَز هی هحبؾجِ Xiزاض ثط( 3)0 هكتك گیطی اظ ضاثغِ  ثب

X = QSx X = Q( JS S)x ,

0 1
J =

1 0

i i i i 

 
 
 

 

(8) 

 :قَز ( ثبظًَیؿی هی9ثِ قىل ضاثغِ ) (7)ضطة ثطزاضی زض ضاثغِ 

X X = (Sx ) (( JS S)x )i i i i   (9) 

 نفحِ ثط فوَز ثطزاضی a  ٍbای  نفحِ ثطزاض زٍ ذبضخی ضطة

 ثِ زؾت 3=-aTJb(a×b)ضاثغِ  اظ آى ؾَم هؤلفِ وِ اؾت

 نفحِ ثط فوَز ثطزاضی ای ظاٍیِ تىبًِ ثطزاض ثٌبثطایي. آیس هی

 :قَز هی هحبؾجِ ظیط قىل ثِ آى هؤلفِ تٌْب وِ اؾت حطوت

  ∑   

 

   

(  
  ) ((𝜃̇    ̇)  )

 ∑    
 

 

   

(𝜃̇      ̇)  

 ∑  

 

   

( 𝜃̇      ̇        
  ) 

(10) 

زاقتِ ثبقین وِ قَز اًتربة چٌبى پبیِ قىل اگط
3

=1
x x = I

2

T
i i ii

m
m ِآى زض و I ّوبًی هبتطیؽ ٍ  ̅ 

تَاى ثِ نَضت  ( ضا هی10ضاثغِ ) اؾت، خؿن ؾِ هتَؾظ خطم
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 :وطزثبظًَیؿی  (11ضاثغِ )

 

 ̅
  𝜃̇̅    ̇        ̅  

 

 
          

  ̇  
 

 
     ̇    (11) 

 :تَاى ًَقت هی H=0 فطو ثب ؾپؽ

 𝜃̇̅    ̇    (12) 

ثبیس  اوٌَى. وٌس هی هكرم ̇  ٍ   ثب ضا𝜃̇ ضاثغِ هقبزلِ ایي

 ّب خطم پؽ ایي اظ. قَز هحبؾجِ ّب هیلِ عَل حؿت ثط Ī ضطیت

 قَز: ٍ تقطیف قىل پبیِ ثِ نَضت ظیط ؾبزُ هی قسُ فطو ثطاثط

∑    
 

 

   

 
 

 
  (13) 

 dk  ٍDkثطزاضّبی  (1,2,3)اظ  (i,j,k)ظٍج  خبیگكت ثطای 

 :قَز هی ثِ قىل ظیط تقطیف

d = x x

D = X X

k j i

k j i




 (14) 

 تَاى ًَقت: هی( 3) ثٌبثطایي ثب تَخِ ثِ ضاثغِ

(15) 
        

         

         
            

 :قَز هی هحبؾجِ ظیط ضٍاثظ ووه ثِ فَق هقبزلِ چپ ؾوت

(16) 
  

    
 

 
(  

    
    

 ) {     }  {     } 

  
      

  

         تقطیف بث
 زاضین: (15)اظ ضاثغِ  S2هبتطیؽ  ،   

2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 3 3 1 2 3

2 1
S = ( φ φ φ ) ( )I

3 3
l l l l l l     (17) 

 :قَز هحبؾجِ هی (11)0 زض ضاثغِ  Ī ضطیت ثٌبثطایي ٍ

2 2 2 2
1 2 3

1 1
= tr(S ) = ( )

2 3
I l l l 

 
(18) 

ثِ نَضت تبثقی  (11)زض ضاثغِ   ̇  ّوچٌیي وویت فسزی 

ٍ ًطخ تغییط عَل آًْب لبثل ثیبى اؾت، ّط چٌس   ّب اظ عَل هیلِ

ثَزُ ٍ هؿتلعم هحبؾجِ  Ī تط اظ فطآیٌس هحبؾجِ ایي وبض پیچیسُ

ٍ ؾپؽ  (17)ّب اظ ضاثغِ  ثط حؿت عَل هیلِ S هبتطیؽ

 گیطی اظ آى ًؿجت ثِ ظهبى اؾت.  ثب هكتك ̇ هحبؾجِ 

ثِ  Ī قَز وِ اگطچِ ضطیت ثب اًدبم ایي هطاحل هكبّسُ هی

 ای ثیبى قسُ اؾت، ثِ نَضت ؾبزُ l1، l2  ٍ l3فٌَاى تبثقی اظ 

ّب ٍ ًطخ تغییط عَل آًْب قىل  ثط حؿت عَل هیلِ  ̇  ضاثغِ 

قىل ؾبزُ ذَز  (12) گیطز ٍ لصا هقبزلِ ای ثِ ذَز هی پیچیسُ

ضا اظ زؾت ذَاّس زاز. ثٌبثطایي هٌبؾت اؾت وِ هرتهبت 

تقطیف  (l1,l2,13, 𝜃) تقوین یبفتِ وِ پیف اظ ایي ثِ نَضت

ثیبى ؾبزُ ذَز ضا ثِ ( 12)قسُ چٌبى ثبظ تقطیف قَز وِ هقبزلِ 

 1فطآیٌس تغییط هرتهبت تقوین یبفتِ زض خسٍل  زؾت آٍضز.

 ًكبى زازُ قسُ اؾت. 

 
 هتَالی هتغیطّبی تغییط 1جدول‌

 هتغیطّب تغییط ًتبیح هتغیطّب تقطیف

  √
 

 
 √

 

  
 

   
  
 

  
 

    
    

    
  

      
   

    
   

    
   

      
    

    
     

                    

 ̅  
 

 
       

 

 
 

 

 

                           
   ̇   

√ 

 
    ̇     ̇   

 𝜃̇  
 √ 

 
    ̇     ̇   

  √
 

  
    

    
    

   

              
 

 

  

 √ 
  

                
 

 

  

 √ 
  

   
 

 
 √        

   
 

 
 √       

  

 
  

   
 

 
 √       

  

 
  

   
 

 
          

 

  𝜃̇     ̇ 
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ؾِ هتغیط  l1، l2 ٍ l3ّبی  ثط ایي اؾبؼ ثِ خبی وویت

ِ قىل ظیط ثِ هقطفی قسُ وِ ّط وسام اظ آًْب ث ρ ،   ٍμخسیس 

 ّب لبثل ثیبى اؾت: نَضت تبثقی اظ عَل هیلِ
    

    
    

  

      
   

    
   

    
   

      
    

    
   

     
√  

 
 

     
√    

    
  

   
    

    
  (19) 

 زاضین: ظیط ضٍاثظ ضا اظ ρ ،   ٍμحؿت  ثط اضلاؿ عَل

 2 2

1 2 3

= 1 2 1 cos( )
3

2 2
= , = , = 0

3 3

i il


   

 
  

   

   

 
 
(20) 

فٌَاى هرتهبت تقوین  ثِ  𝜃       زض ایي نَضت ثب اًتربة

 قَز: ثِ نَضت ظیط ؾبزُ هی (12یبفتِ، ضاثغِ )
2=   (21) 

ٍ تقطیف  ًؿجت ثِ ظهبى (20) گیطی اظ ضٍاثظ هكتكّوچٌیي ثب 

1

d
w

dt
 ،2

d
w

dt


 
ٍ3

d
w

dt
ّبی وٌتطلی  ، ٍضٍزی

u1، u2 ٍ u3 ثط حؿت w1 ،w2  ٍw3  قَز هی (22) ضاثغِهثل: 

 

 

3

2

1
2

2
2

2

1 2
cos

3 1

1 sin
3

i
i i

i

i

i

i

ld
u l w

dt

w
l

w
l



 
 




   

 


  



   

 

 

 

 

 

(22) 

ّبی  ثِ فٌَاى ٍضٍزی w1 ،w2  ٍw3ؾپؽ ثب هقطفی 

ثِ  تَاى خبیگعیي ثِ ؾیؿتن وٌتطلی، هقبزلات حطوت ضا هی

 :وطز ثبظًَیؿی (23ضاثغِ )نَضت 

 ̇          ̇         ̇      𝜃̇       (23) 

ٍ  (6)ثسیي تطتیت، هقبزلات وٌتطلی وِ پیف اظ ایي زض ضٍاثظ 
 ٍ (19ت )تَاًس ثب تَخِ ثِ هقبزلا هقطفی قسُ اؾت، هی( 12)
 μ  ،(20ضاثغِ ) ثِ تَخِ ثب ( خبیگعیي قَز.23، ثب ضٍاثظ )(22)

 ضا هثلثی آضایف وَچىی ٍ ثعضگی ٍ ثَزُ عَل هطثـ ثقس زاضای
 هتؿبٍی قىل اظ اًحطاف هیعاى ρّوچٌیي  زّس؛ هی ًكبى

 آضایف زٌّسُ ًكبى ρ = 0وِ  عَضی ثِ وٌس هی ثیبى ضا الاضلاؿ
 ایي .اؾت ذغی آضایف ثیبًگط    √  = ρ ٍ الاضلاؿ هتؿبٍی

تَاى  هی ٍ ًساقتِ ای ؾبزُ ٌّسؾی تقجیط ϕوِ  اؾت حبلی زض

 (.2پصیطفت )قىل  ضیبضی تقطیف فٌَاى ثِ ضا آى
 

 
 زض قىل آضایف هثلثی ρ  ٍϕًمف  2شکل‌

 

 تغییط هدبظ هحسٍزُ (23) هقبزلات زض تَخِ خبلت ًىتِ

 ρتغییطات  هدبظ هحسٍزُ 1 خسٍل ثِ تَخِ ثب. اؾت هتغیطّب

⁄  √,0] ثبظُ  تَاًس هی 𝜃 ٍ   هتغیطّبی وِ حبلی زض. اؾت [

 ثگیطز. ذَز ثِ هثجتی همساض ّط μ ٍ زلرَاُ، همساض ّط

. 

‌کنترلی‌قانون‌تشکیل‌-3
 حَل آى ؾبظی پبیساض وِ همبلِ، ایي زض هغبلقِ هَضز ؾیؿتن

 ٍ اؾت ظیطفقبل ؾیؿتن یه هَضز تَخِ اؾت، تقبزل ًمغِ یه

 هدبًجی پبیساضؾبظ وٌتطلی لبًَى یه [4] 1ثطاوت لضیِ ثٌبثط

. ثبقس ظهبى اظ هؿتمل ٍ ّوَاض تبثقی ّوعهبى تَاًس ًوی آى، ثطای

 1 خسٍل زٍم ضزیف زض وِ قىلی ثِ ؾیؿتن ایي زٍضاى هقبزلِ

 ثِ هقطٍف وٌتطلی هقبزلِ ثِ ؾبزُ، هتغیط تغییط ثب قسُ، ًَقتِ

 . قَز هی تجسیل 2غیطَّلًََهیه گیط اًتگطال

 3ای ظًدیطُ فطم ثِ ظیبزی قجبّت (23) هقبزلات ّوچٌیي

 ٍ هصوَض ؾیؿتن زٍ. قًَس هی تجسیل آى ثِ ؾبزگی ثِ ٍ زاضًس

 ثَزُ هحممبى تَخِ هَضز ثؿیبض [،18آًْب ] یبفتِ تقوین ّبی فطم

 ثطای. قسُ اؾت پیكٌْبز آى ثطای هتٌَفی وٌتطلی ّبی ضٍـ ٍ

 هؿألِ زٍ هؿیط وطزى زًجبل ٍ پبیساضؾبظی ّبیی ؾیؿتن چٌیي

 ظهبى، ثب هتغیط وٌتطلی لَاًیي عطاحی. اؾت هتفبٍت وبهلاً

                                                      
1. Brockett 
2. Nonholonomic Integrator 
3. Chained Form 
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 اظ اؾتفبزُ ٍ ًیع آى وطزى زًجبل ٍ هغلَة هؿیط یه عطاحی

 هَضز ّبی ضٍـ اظ ،(لغعقی هَز هبًٌس) ًبپیَؾتِ وٌتطلی لَاًیي

 [.6،19،20ضٍز ] هی قوبض ثِ ّب ؾیؿتن ایي وٌتطل زض تَخِ

ثِ  يییهطتجِ پب یا طُیٍ فطم ظًد هیطَّلًََهیغ طیگ اًتگطال

)هبًٌس حطوت  یا نفحِ یّب هتحطن یؾبظ عَض فوسُ زض هسل

 یٍ چٌبًچِ زضخبت آظاز قَز یه سُینفحِ( ز یچطخ  ثط ضٍ

هحسٍز قسُ ثبقس،  یذبن ِیزض ًبح طییثِ تغ ّب ؿتنیگًَِ ؾ يیا

 قَز یه سُیز ؿتنیؾ يیآًْب ثب آًچِ زض ا یحطوت یسّبیل

 آى وٌتطل زض هتقبضف ّبی ضٍـ اوثط ضٍ ایي اظ هتفبٍت اؾت.

 لبًَى اؾت لاظم ٍ ًجَزُ افوبل لبثل هؿألِ ایي ثط ّب، ؾیؿتن

  .قَز عطاحی آى ثطای هٌبؾجی وٌتطلی

 وٌتطلی لبًَى ؾیؿتن ایي ثطای ضٍـ زٍ ثِ همبلِ ایي زض

 لغعقی، هَز وٌتطل اظ اؾتفبزُ ثب اٍل ضٍـ. قَز هی عطاحی

 ًْبیی همساض ثِ زلرَاُ اٍلیِ همساض ّط اظ ضا حبلت هتغیطّبی

 لبًَى یه ّسف ایي ثطای زٍم ضٍـ زض ٍ وطزُ ّسایت زلرَاُ

 . قَز هی اضائِ پیَؾتِ وٌتطلی

 (23) هقبزلات هجٌبی ثط ضٍـ زٍ ّط زض وٌتطلی لبًَى

 عَل زض ضا    >ρ2ًبهؿبٍی  وِ عَضی ثِ قَز هی عطاحی

 . ًوبیس تضویي حطوت، هؿیط

ضاثغِ  زض μثِ  هطثَط وٌتطلی هقبزلِ ایي وِ زیگط ًىتِ

 وٌتطلط عطاحی هؿألِ لصا، ٍ ثَزُ زیگط هقبزلات اظ هؿتمل (23)

 قَز. هی هتوطوع هبًسُ ثبلی هقبزلِ ؾِ ثط

ضاثغِ  زض μثِ  هطثَط وٌتطلی هقبزلِ ایي وِ زیگط ًىتِ

 وٌتطلط عطاحی هؿألِ لصا، ٍ ثَزُ زیگط هقبزلات اظ هؿتمل (23)

 قَز. هی هتوطوع هبًسُ ثبلی هقبزلِ ؾِ ثط

 

 لغسشی‌مود‌:‌اول‌طراحی‌-3-1

 ظیط هفطٍو اؾت: نَضت ثِ وٌتطلی ؾیؿتن

 ̇            ̇        

𝜃̇             
  

 

 
 

 

(24) 

 ًحَی ثِ اؾت آى ثطای وٌتطلی لبًَى یه عطاحی ّسف،

 ًْبیی ٍضقیت ثِ ( ρ0,  0,𝜃) اٍلی قطط ّط اظ ضا ؾیؿتن وِ

(ρf,  f, 𝜃 ) تَاًس هی فَق، هقبزلات اظ ٌّسؾی تهَیط .ثطؾبًس 

 زؾتگبُ .گیطز لطاض اؾتفبزُ هَضز هٌبؾت، لبًَى عطاحی زض

ثِ ذَثی ثِ تهَیط وكیسُ  3 قىل زض    ρلغجی هرتهبت

  .اؾت قسُ

 
 

     ρ هرتهبت لغجی 3شکل‌

 

 نَضت يای  ِث (24) ضاثغِ اظ ؾَم هقبزلِ ثب تَخِ ثِ قىل،

 حیي زض وِ اؾت هؿبحتی ثطاثط زٍ 𝜃 ظاٍیِ تغییط قَز هی ثیبى

 پبیبًی ًبهؿبٍی .قَز هی خبضٍة هجسأ حَل نفحِ زضٍى حطوت

 .وٌس هی هقطفی ⁄  √=ρ زایطُ ضا حطوت هدبظ هطظ ًیع

ثِ  (ρ,  , 𝜃) تهبت تقوین یبفتِهر زؾتگبُ چٌبًچِ هجسأ

هٌتمل قَز عطاحی لبًَى وٌتطلی  ( ρf,  f, 𝜃) ًمغِ ّسف

 تط ذَاّس ثَز.  ؾبزُ

ثط اؾبؼ  (  ,ρf)ثِ     ρثب اًتمبل هجسأ هرتهبت لغجی

ρ  )وِ ثب ، هَلقیت ّط ًمغِ زض زؾتگبُ خسیس 4قىل  ) 

زض اضتجبط     ρ ثب هَلقیت آى زض زؾتگبُقَز  ًوبیف زازُ هی

 :اؾت

cos( ) = cos cos

sin( ) = sin sin

f f f

f f f

      

      

  

  
 

(25) 

 

 

 
 تهَیط ٌّسؾی هتغییطّبی حبلت 4شکل‌

 

dϕ 

𝑑𝐴  
 

 
𝜌 𝑑𝜙  

 

 
𝑑𝜃 

𝜌𝑚𝑎𝑥  
√ 

 
       

 

o ϕ 

ρ 

o 

ρ 

ϕ 
ρf 

A 

ρ̃ 

P 



 همکاران‌و‌هادی‌مکارم‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌ .‌.‌.‌‌جرم‌سه‌آرایش‌وضعیت‌سینماتیکی‌کنترل

 

 133      7 هشمار 29ه دور، 2931 مهر، مهندسي مکانیک مدرس
 

 ثِ زض زؾتگبُ خسیس وٌتطلی بزلاتقه      تقطیفثب 

  :قَز هی ثیبى ظیط قىل

 ̇̃            ̇̃          𝜃̇̃   ̃    

 ̃     ̃     ̃     
 

 
 (26) 

 𝜃̃0  اٍلیِ قطط ّوچٌیي
 :قَز هی هحبؾجِ ظیط ضاثغِ اظ 

0 0
0 0

sin
=

2
f

a 
    (27) 

 .آیس هی زؾت ثِ (25) ضٍاثظ اظ گیطی هكتك ثب viٍ wi  اضتجبط ٍ

 ρρ ٍ 𝜃̃ ضؾبًسى نفط ثِ ّسف خسیس، هرتهبت زض تطتیت يیسث

 خسیس زؾتگبُ ،-ρ اٍلی هرتهبت زؾتگبُ ثب همبیؿِ زض .اؾت

 ًبهؿبٍی زض هَضَؿ ایي ٍاؾت  زازُ زؾت اظ ضا ذَز تمبضى

 هطوع زض لجلاً وِ زؾتگبُ هجسأ ٍالـ زض .اؾت هقلَم آذط ؾغط

 قسُ هٌتمل ّسف ًمغِ ثِ اوٌَى زاقتِ لطاض ⁄  √=ρ زایطُ

 تغییط ایي زض همبثل، .ثبقس زایطُ زضٍى ای ًمغِ ّط تَاًس هی وِ

 ًْفتِ آى وٌتطل هؿألِ زض وِ زاضز ًیع ثعضگی هعیت هرتهبت

 ّط وِ اؾت ٌّگبهی هغلَة ٍضقیت - ρ زؾتگبُ زض .اؾت

 حبلی زض قًَس؛ ّوگطا هكرهی همبزیط ثِ ρ،  ٍ 𝜃هتغیط ؾِ

̃  ٍضقیت ثِ ضؾیسى ّسفρ   زؾتگبُ زض وِ    ٍ 

𝜃̃  هجسأ ّسف، .ًساضز اّویتی  ًْبیی همساض ٍ اؾت   

 ضا هجسأ ؾوت ثِ ّوگطایی ظاٍیِ نطفبً  ظاٍیِ ٍ اؾت زؾتگبُ

 وٌتطلی لَاًیي وِ اؾت آى تط ؾبزُ اؾبؼ، ثطایي .زّس هی ًكبى

 حفؼ زض زلت الجتِ .قَز عطاحی ρ   زؾتگبُ زض ثؿتِ هساض

 (.5)قىل  اؾت اّویت حبئع ثؿیبض  ρ  تغییطات هدبظ هحسٍزُ

 ایي ثطای لغعقی هَز وٌتطل عطاحی ثرف تطیي هْن

هرتهبت  زؾتگبُ. اؾت آى ثطای لغعـ ؾغح اًتربة ؾیؿتن

ρ , )ای  اؾتَاًِ ,  𝜃̃) ّسف. اؾت قسُ زازُ ًكبى 6قىل  زض 

 ٍ  ⁄  √=ρاؾتَاًِ  زضٍى ًمغِ ّط اظ قطٍؿ ثب وِ اؾت ایي

 ثِ ؾیؿتن هتغیطّبی (26حبلت ) هقبزلات اؾبؼ ثط حطوت

 چٌس لغعـ ؾغح هٌؾَض ایي ثطای. قَز ّوگطا هرتهبت هجسأ

 فجَض هرتهبت هجسأ اظ ایٌىِ ثط فلاٍُ. ثبقس زاقتِ ثبیس ٍیػگی

 وٌس تضویي وِ ثگیطز لطاض اؾتَاًِ زضٍى چٌبى ثبیس وٌس، هی

 ضٍز هی اًتؾبض لصا،. ًكَز ذبضج اؾتَاًِ اظ وٌتطلی هؿیط ّیچ

 5قىل  قجیِ عطحی ρ -  نفحِ  ضٍی ثط لغعـ ؾغح تهَیط

𝜃̃ زض. وٌس ایدبز  ثب ٍ اؾت هرتهبت هجسأ آى تهَیط   

 همبزیط ثعضگتطیي زض تب قسُ  تط ثعضي تهَیط هٌحٌی 𝜃̃ افعایف

𝜃̃، یقٌی𝜃̃  . قَز ًعزیه ̃ هدبظ  هحسٍزُ هطظ ثِ   

 
̃  تهَیط ؾغح لغعـ ثط ضٍی نفحِ 5شکل‌   ̃ 

 

 
  𝜃̃ ̃  ̃  ای  هرتهبت اؾتَاًِ 6شکل‌

 

 قَز، ایي فطو ⁄  √   زایطُ  ρ لجَل لبثل هطظ اگط

 :قَز هی ثیبى ظیط نَضت ثِ ρ  هرتهبت زض زایطُ
2 2 2= cos sina R a    (28) 

 آى تهَیط وِ قَز گطفتِ هی ًؾط زض چٌبى لغعـ ؾغح ثٌبثطایي

 ثب ٍ قسُ هٌغجك ρ=R زایطُ ثط|𝜃̃|  همساض ثعضگتطیي اظای ثِ

 :قَز هتوطوع هجسأ زض قسُ تط وَچه آى تهَیط ،|𝜃̃| وبّف 

 
 

(29) 

𝜃̃         ̃    

𝜃̃   𝜃      

  ̃  (     ̃  √           ̃)    
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 .اؾت |𝜃̃| ثطای هحتول همساض ثعضگتطیي  𝜃زض ضاثغِ فَق

 ٍ f (0)=0  زٍ قطط ثب  |𝜃̃|   ثب تقطیف تبثـ نقَزیثٌبثطایي 

f (𝜃 )=1 تكىیل زازتَاى ثِ نَضت ظیط  ؾغح لغعـ ضا هی: 

 
(30) 

   ̃  (     ̃  √          ̃) 

 (|𝜃̃|)    

 :قَز هی تقطیف ظیط نَضت ثِ  |𝜃̃|   تبثـ هٌؾَض ایي ثطای

 (𝜃̃)  |
𝜃̃

𝜃 
|

 
 ⁄

         (31) 

 تَاى هی ،قَز هحسٍز        فبنلِ ثِ 𝜃̃ اٍلیِ قطط اگط

 ایي اظ حطوت عی زض آى همساضآل  ایسُزض حبلت  وِ ثَز هغوئي

 یب اذتلالات اؾت هوىي حبل ایي ثب قَز؛ ًوی ذبضج فبنلِ

 فبنلِ ایي هطظّبی اظ 𝜃̃ وِ قَز هَخت ،ؾبظی هسل ًَالم

 ثطای .ًوبیس ایدبز ًبپیَؾتگی وٌتطلی لبًَى زض ٍ وطزُ فجَض

 ًؾط زض 4ثطاثط  ٍ هثلاً   اظ ثعضگتط  𝜃هؿبئل، ایي اظ اعویٌبى

 همساض ّطتَاًس  هی گطچِ     تَاى ثِ فلاٍُ .قَز طفتِ هیگ

 ثِ آى وطزى هحسٍز زلیل ،ثِ ذَز ثگیطز هثجتی حمیمی

  .قَز هكرم هی ازاهِ زض    

 :تَاى ًَقت هی لغعـ ؾغح ثطای تقطیف ایي ثب

   ̃     

 ̇    ̇̃    (  
 ̃ 

 𝜃̃
 )  ̇̃ 

  (     ̃  √          ̃) 

  (     ̃  √          ̃) (32) 

 ّبی ٍضٍزی هیبى ظیط ضاثغِ لغعـ ؾغح ضٍی اؾبؼ ایي ثط

 :اؾت ثطلطاض وٌتطلی

 ̇̃     (  
 ̃ 

 𝜃̃
 )  ̇̃ (33) 

 :گطفت ًؾط زض ظیط نَضت ثِ تَاى هی ضا وٌتطلی لبًَى ثٌبثطایي

 ̇̃   ̇̃     ̇̃   ̇̃            

 ̇̃      (  
 ̃ 

 𝜃̃
 )  ̇̃     (34) 

 هَضز ازاهِ زض وِ اؾت هلاحؾبتی ًیبظهٌس eq عطاحی 

 ؾغح ثِ ضؾیسى قطط ̃̇  ثطای فَق تقطیف. گیطز هی لطاض ثحث

 :وٌس هی تضویي ضا هتٌبّی ظهبى زض لغعـ

 ̇     (  
 ̃ 

 𝜃̃
 )  ̇̃            (35) 

 𝜃̃وِ اؾت لاظم لغعـ ؾغح ضٍی هجسأ پبیساضی ثطای عطفی اظ

ثب تَخِ ثِ  اهب. قَز ّوگطا نفط ؾوت ثِ (̃  هقبزل، عَض ثِ )یب

=2تؿبٍی   وِ وبفیؿت sgn( )  ّوَاضُ هجسأ زض خع 

 لاظم فیعیىی، ّبی ٍضٍزی زاضی وطاى ثطای ّوچٌیي .ثبقس هٌفی

 ثِ هَضَؿ ایي .ثوبًس ثبلی زاض وطاى ّوَاضُ ٍ ̃̇  وِ اؾت

𝜃̃ قطایظ زض ٍیػُ  ̃̇  ایٌىِ ثطای .وٌس هی پیسا اّویت   

|*ضاثغِ ثِ تَخِ ثب ثوبًس، زاض وطاى ّوَاضُ |= mf  فطو 

1mfثب هؿتمین ضاثغِ قَز وِ هی  ِثبقس زاقت: 

1

2

*

2

*

= = sgn( )

= = | |sgn( )( )

= ( )

m
eq

eq

f

h g
m

h
g

m

   

 
   



 










 

(36) 

  ٍ  𝜎   وِ قَز تقطیف چٌبى𝜎  اگط ثٌبثطایي
 
𝜎 زاض وطاى 

 زاض وطاى 𝜎    ̃  اگط ٍ هبًس هی ثبلی زاض وطاى ًیع ̃̇  ثبقس،

  .ثَز ذَاّس نبزق ًیع هَضز زض حىن ایي ثبقس،

 ضٍی ؾیؿتن ضفتبض اّویت، حبئع هَضَفبت اظ زیگط یىی

=2ضاثغِ ثِ تَخِ ثب .اؾت هجسأ ًعزیىی زض لغعـ ؾغح   

 اؾت هوىي ثبقس، ثبلا نفط ؾوت ثِ ̃  ّوگطایی ؾطفت اگط

 عَضی  ثٌبثطایي .وٌس افت قست ثِ 𝜃̃ ّوگطایی ؾطفت

 هطتجِ اظ ̃  تغییط ًطخ لغعـ، ؾغح ضٍی وِ قَز هی عطاحی

 وٌبض زض هَضَؿ ایي .ثبقس ̃ √ هطتجِ اظ ذبل نَضت ثِ ٍ پبییي

 عطاحی ّبی گعیٌِ قس، هغطح ایي اظ پیف وِ وطاًساضی هؿألِ

 ؾغح ضٍی وِ وٌیس زلت .وٌس هی هحسٍز ضا وٌتطلی لبًَى

f= زاضین لغعـ h ٍ همبزیط هجسأ ثِ قسى ًعزیه ثب f ٍ  ̃ 

 .زاقت ذَاٌّس یىؿبًی ثعضگی هطتجِ ٍ وطزُ هیل نفط ثِ

 :نَضت ثِ 𝜎اگط اوٌَى

𝜎    √
 ̃

 
(   (

 ̃

 
)
 

)⁄  (37) 

ی ثِ وِ وطز ثطضؾی تَاى هی ،قَز تقطیف  ،    اظا

  .قَز هی ثطلطاض ّوعهبى ̃̇  هطتجِ قطط ٍ زاضی وطاى ّبی قطط

 ًبحیِ زض ̃  زاقتي ًگِ هحسٍز عطاحی، اظ هطحلِ آذطیي

  تَاى . هیاؾت هدبظ
 

 h اظ ّیچگبُ ̃  وًِوَز  اًتربة چٌبى ضا 
= هٌحٌی ضٍی حطوت هٌؾَض ایي ثطای .ًكَز ثعضگتط 0h  

̃̇  ثِ فجبضت زیگط: ثبقس؛ زاذل ؾوت ثِ ثبیس ّوَاضُ   ̇     .
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𝜎 ٍ      هٌحٌی ایي ضٍی چَى . اؾت           

 :ثٌبثطایي

 ̇̃   ̇     (  
 ̃ 

 𝜃̃
)  ̇̃               ̇̃ 

  (       
   

   𝜃    (𝜃̃)
) 

 ( 𝜎       (𝜃̃))     

 
 𝜎 

 
(               𝜃  

  

𝜃 
)          

 

 

  (38) 

 
  

 
( 

          

    
     (𝜃̃)                       

 
  

𝜃       
)     

 هرتلف همبزیط اظای ثِ                   فجبضت

m ٍ f همساض ووتطیي ٍ ضٍز ًوی فطاتط     اظ h ٍ ثیكتطیي 

|همساض |g h هرتلف همبزیط ثطای  ٍα ِنفط ثطاثط تطتیت ث ٍ 

2R ثٌبثطایي .اؾت: 

 ̇̃   ̇  
  

 
(
          

    
| |  

  

        
)     

  

 
(
 

 
     )     

   

 
    

 ضا هدبظ هحسٍزُ زض ̃ هبًسى ثبلی           اًتربةا لص

 .وٌس هی ضوبًت

 وٌتطلی ؾیؿتن ایي ضفتبض   ٍ   ، mپبضاهتطّبی  تغییط ثب

 پبؾد ؾطفت   ٍ    ّوعهبى قسى ثطاثط زٍ ثب .وٌس هی تغییط

ِ هقبزل ًمف اظ ًؾط نطف ثب) ّب ٍضٍزی زاهٌِ ٍ قسُ ثطاثط زٍ ًیع

  .قَز هی ثطاثط زٍ( 23)ض ضاثغِ ز  

 ٍضٍزی ًَؾبًبت ،2 فسز ثِ آى قسى ًعزیه ٍ m وبّف ثب

 .یبثس هی افعایف حسٍزی تب ّوگطایی ؾطفت ٍ یبفتِ افعایف

 .قَز هی زازُ ًوبیف ،4 ثرف زض ّب ؾبظی قجیِ ًتیدِ

 

 مسیر‌ای‌هلحظ‌طراحی‌:‌دوم‌طراحی‌-3-2

 عطاحی غیطَّلًََهیه، ّبی ؾیؿتن وٌتطل ّبی ضٍـ اظ یىی

ثطای  وٌتطلط .اؾت آى اهتساز زض حطوت ٍ ای لحؾِ هؿیط

 لحؾِ، ّط زض وِ قَز گطفتِ هی ًؾط زض ىچٌب ؾیؿتن هَضز ًؾط

 ًمغِ ٍ وًٌَی هَلقیت هیبى زایطُ اظ ووبًی قىل ثِ هؿیطی

 𝜃̃ظاٍیِ  تغییط وِ عَضی ثِ وٌس؛ ایدبز ρ  نفحِ زض ّسف

قىل ثِ هؿیط ایي فوَهی هقبزلِ. وٌس تأهیي ًیع ضا ًیبظ هَضز

*= cos( )A   ثبثت  همساض زٍ وِ اؾت Aٍ
* ثط 

 . قَز هی تقییي ًْبیی ٍ اٍلیِ قطایظ اؾبؼ

1 ای لحؾِ هَلقیت اظ قطٍؿ ثطای 1 1( , , )   ٍ ثِ ضؾیسى 

=ًْبیی قطایظ 0f ٍ= 0f ( ثطلطاض ثبقس.40ضاثغِ ) ثبیس

 

 

 ̃      ( ̃    )          ( ̃    )    

   𝜃̃  ∫  ̃   ̃
 ̃ 

 ̃ 
  

)sgn=1تقطیف ثب )  ٍ *
1= 2 ( )    ثِ ضاثغِ ؾَهیي 

 :قَز هی ثبظًَیؿی (41ضاثغِ ) نَضت

 𝜃̃  
  

 
( ( ̃    )          ) 

 
 ̃ 

 

         
  ( ̃    )            

(41) 

*ّوچٌیي
f  هضطة ثبیس ،(40) اظ ضاثغِ زٍهیي ثٌب ثط 

 . ثبقس 2اظ فطزی

*ثب فطو  = 2f    ( ثطای 41هقبزل )ξ ُّوَاض 

 اؾت. ثٌبثطایي: خَاة زاضای

(42) 
1

2
1

2 | |sin
=

1 cos

  

 

 


 

  ثط حؿت  ξٍ تغییطات  ضاثغِ 7قىل زض 
 | ̃ |

 ̃ 
ًوبیف   

 اؾت.زازُ قسُ 

 

 
‌

    تغییطات 7 شکل
 | ̃ |

 ̃ 
 حؿت ثط 

(39) 
(39)  

(40)  
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> ،42 ضاثغِ حل اظ     ِاظ  تبثقی فٌَاى ثK ِث 

 :قَز هی هحبؾجِ ظیط نَضت ثِ A ٍ*همبزیط  ٍ آهسُ زؾت

1

2

*
1

=
cos

1
=

2

A




  

 

(43) 

هَلقیت اظ ضؾیسى ثطای لحؾِ ّط زض تطتیت ثسیي

1 1 1( , , )   ِآیس هی زؾت ثِ هغلَة هؿیط هجسأ ث . 

 عطاحی وٌتطلی لبًَى هؿیط ایي ضٍی حطوت ثطای اوٌَى

1ًمغِ زض هؿیط هقبزلِ اظ گیطی هكتك ثب. قَز هی 1( , ) ، 

 زؾت ثِ v ٍ2=v=1وٌتطلی ّبی ٍضٍزی هیبى اضتجبط

 ذَاّس آهس:

*
1 1 2 1 22

= sin( ( )) = tanv A v v
       (44) 

 :نَضت ثِ v=2ثطای ؾبزُ لبًَى یه پیكٌْبز ثب

2 = cos
2

v k


 (45) 

 :قَز هی تىویل وٌتطلط عطاحی

2

1 1

= = cos
2

= = sin
2

v k

v k






 


 





 

 
 

(46) 

)cos ضطیت 2) زاضی وطاى تضویي ( ثطای45) ضاثغِ زض

 ُوِ اؾت ایي تَخِ لبثل ًىتِ حبل ایي ثب. اؾت قسُ افعٍز 

هدبظ هحسٍزُ زض هبًسى ثبلی ثطای تضویٌی فَق ضٍـ زض

= < 2 2R ُاًساظُ اؾت هوىي ٍالـ زض. قَز ًوی زیس 

 هدبظ، هحسٍزُ زضٍى زایطٍی هؿیط ّیچ وِ ثبقس ثعضي آًمسض

 . ثطؾبًس نفط ثِ ضا آى ًتَاًس

 تقطیف maxًبم ثِ خسیسی وویت هٌؾَض، ایي ثطای

 وِ اؾت  اًساظُ ثعضگتطیي زٌّسُ ًكبى وِ قَز هی

 هؿیط لصا ٍ قَز ایدبز هدبظ، هحسٍزُ زضٍى حطوت ثب تَاًس هی

=زایطُ ثط آى ًؾیط زایطٍی R اگط آًگبُ. ثَز ذَاّس هوبؼ

| | اظ max ثبقس، ثیكتطmax ّبی ٍضٍزی هحبؾجِ هجٌبی 

 ثِ  اًساظُ تب یبثس هی ازاهِ ضًٍس ایي. گیطز هی لطاض وٌتطلی

 هجٌبی هدسزاً ٍ ثیبیس تط پبییي max اظ ٍ قسُ وَچىتط تسضیح

 (.8 گیطز )قىل لطاض هحبؾجبت

 ثِ aثب 1همساض (،42) ضاثغِ زض ξ هحبؾجِ ثطای ثٌبثطایي

 .قَز هی خبیگعیي (47ضاثغِ ) نَضت

‌
̃ اظای  ثِ حطوت هؿیط‌‌8شکل   ̃   ‌

 

𝜃̃     {|𝜃̃ | 𝜃̃   }  

        

      
 

 𝜃̃ 

 ̃ 
  

(47) 

21تبثـ اثتسا ضٍـ ایي پبیساضی اثجبت ثطای
2

=V   ِث

 :آًگبُ. قَز گطفتِ هی ًؾط زض لیبپبًَف فٌَاى تبثـ وبًسیسای
2 2 2= = = = | | 0V k k           (48)  

 آیس: ثِ نَضت ظیط ثِ زؾت هی  Vنفطّبی ثٌبثطایي

= 0 = 0 = 0V or  (49) 

<زلرَاُ ٍضقیت ّط اظ قطٍؿ ثب ؾیؿتن ایي عطفی اظ 0، 

=ٍضقیت ثِ 0 وِ  ٌّگبهی هگط ضؾیس، ًرَاّس ثطاثط ًیع 

 :ظیطا. قَز نفط

2

0, 0

= sin > 0

K

k




 

 

 

 

  

 

 

(50) 

 اؾت لاظم ثبقس، نفط ثطاثط  ؾیؿتن، اٍلیِ قطط زض چٌبًچِ ٍ

. ثگیطز فبنلِ هجسأ اظ ضٍقی ثِ اثتسا فَق، لَاًیي افوبل اظ لجل

 زض وٌس وِ هی پبیساض ضا  حتوبً فَق، وٌتطلی لبًَى ثٌبثطایي

 . قَز هی ّوگطا نفط ثِ ًیع آى، ًتیدِ

 همساض ٍلی قَز ّوگطا نفط ثِ  چٌبًچِ ٍالـ زض

 :زاضین (46( ٍ )42) ضاثغِ عجك ثبقس، زاقتِ نفط غیط هتٌبّی

0 sin 1
2

0

K

k


 

  

    

    

 

(51) 
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 ؾبظی قجیِ ًتبیح. قَز هی ّوگطا هجسأ ثِ حتوبً ثٌبثطایي ٍ

 اؾت. قسُ آٍضی خوـ 4 ثرف زض ضٍـ ایي

 

‌سازی‌شبیه‌-4
 وٌتطلی ؾیؿتن ؾبظی قجیِ ًتبیح 11ٍ  10، 9 ّبی قىل زض

اؾت:  قسُ زازُ ًوبیف پیكٌْبزی، ضٍـ زٍ ثب ثطضؾی، هَضز

 ای. لغعقی ٍ ضٍـ عطاحی لحؾِ هَز ضٍـ

 ٍ هكبثِ ضٍـ زٍ ّط ثطای 1l ،2l ٍ3lًْبیی ٍ اٍلیِ قطایظ

، 3/0ثطاثط  اًتْب زض ٍ هتط 3/0ٍ  2/0، 2/0ثطاثط  اثتسا زض تطتیت ثِ

 تغییط فلاٍُ ثِ. اؾت قسُ گطفتِ ًؾط زض هتط 25/0ٍ  2/0

 زیگط فجبضت اؾت؛ ثِ ؾبفتگطز ضازیبى یه ، θظاٍیِ  هغلَة

 قسُ لطاض زازُ           𝜃̃ظاٍیِ هقبزل اٍلیِ گیطی خْت

 .اؾت آى ضؾبًسى نفط ثِ ّسف، ٍ

 

 
 

 

 
 

 
 

 
 ؾبظی ضٍـ هَز لغعقی، ثسٍى اغتكبـ ًتبیح قجیِ 9شکل‌
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‌ ای هؿیط، ثسٍى  ؾبظی ضٍـ عطاحی لحؾِ ًتبیح قجیِ 11شکل

 اغتكبـ

 

kضطیت  ٍ 65/0 ثطاثط ضٍـ زٍ ّط زض Rهمساض   ضٍـ زض 

 5/0 ثطاثط هؿیط ای لحؾِ عطاحی ضٍـ زض ٍ 3 ثطاثط لغعقی هَز

kضطایت تفبٍت فلت) اؾت قسُ اًتربة  زض ّوبٌّگی ایدبز 

 ّوچٌیي(. آًْب اؾت همبیؿِ اهىبى ٍ ضٍـ زٍ ّوگطایی ظهبى

، هَز ضٍـ ؾبظی قجیِ زض =لغعقی 3m،* = 4 ٍ

= k R m  وٌتطلی ضاثغِ. اؾت قسُ گطفتِ ًؾط زضزض 

 .اؾت قسُ اًتربة( 52ضاثغِ ) نَضت ثِ ضٍـ زٍ ّط

 ̇     (    ) 

 ̇         

    ̇      {| ̇ |  ̇   }     ̇   (52) 

 ًَؾبًبت اظ ثطای خلَگیطی لغعقی، هَز ضٍـ زض فلاٍُ ثِ
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ی فجبضت ٍضٍزی، قسیس فجبضات ثب sgn ٍsgnsّب

sat ( / )min  ٍ sat ( / )mins s زض وِ اؾت، قسُ خبیگعیي 

=آى 0.001min ٍ = 0.02mins اؾت. 
 

 

 

 

 

 

 
‌

 بظی زض حضَض اغتكبـؾ ًتبیح قجیِ 11شکل‌
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ؾبظی ؾیؿتن وٌتطلی ثسٍى  قجیِ ًتبیح 10 ٍ 9 ّبی قىل

 زض همبٍهت ثطضؾی ثِ فلاٍُ ثطای .زّس هی ًكبى اغتكبـ ضا

= ثبثت همساض اغتكبـ، ثطاثط 0.001rad
sd ِثِ( 12) هقبزلِ ث 

 :اؾت قسُ افعٍزُ ظیط نَضت

=
SSt

d
I

   (53) 

 .اؾت نفحِ ثط فوَز اهتساز زض ای ظاٍیِ تىبًِ ٍخَز هقٌبی ثِ وِ

 آهسُ اؾت. 11 قىل زض اغتكبـ، حضَض زض ؾبظی قجیِ ًتبیح
 

‌گیری‌نتیجه‌-5
 یه ٍ وٌتطلی ٍضٍزی ؾِ ثب آظازی زضخِ 4 وٌتطلی ؾیؿتن یه

 ؾیؿتن ایي. گطفت لطاض ثطضؾی هَضز غیطَّلًََهیه لیس

 آضایف یه زض وِ ثَزُ ای نفحِ ای ًمغِ خطم ؾِ اظ هتكىل

 هتهل یىسیگط ثِ تٌؾین لبثل عَل ثب هیلِ ؾِ ٍؾیلِ ثِ هثلثی

 یىی ؾیؿتن، ایي ثطای یبفتِ تقوین هرتهبت اًتربة ثب. اًس قسُ

 ثِ زیگط هقبزلِ ؾِ ٍ قسُ تفىیه آى حبووِ هقبزلات اظ

 غیطَّلًََهیه وٌتطلی ّبی ؾیؿتن قسُ قٌبذتِ ّبی فطم

 ٍ لغعقی هَز ضٍـ زٍ ثِ ؾیؿتن ثطای ؾپؽ. قسًس تجسیل

 ؾبظی قجیِ ٍ عطاحی وٌتطلی لبًَى هؿیط، ای لحؾِ عطاحی

قَز، ّط زٍ  هی ثطزاقت ؾبظی قجیِ ًتبیح اظ وِ آًچٌبى. قس

وٌٌس، اًس ؾیؿتن ضا ثِ ٍضقیت ّسف ّسایت  ضٍـ تَاًؿتِ

 ّبی ٍضٍزی زاهٌِ لحبػ اظ ای هؿیط عطاحی لحؾِ ضٍـ ّطچٌس

زّس ٍ ثب تَخِ  هی ًكبى ثْتطی فولىطز آى ًَؾبًبت ٍ وٌتطلی

ثِ پیَؾتگی شاتی الگَضیتن وٌتطلی آى، زض هدوَؿ ًؿجت ثِ 

 فلاٍُ ثِ. تطی اؾت عطاحی هَز لغعقی الگَضیتن وٌتطلی هٌبؾت

 یه حضَض زض وٌتطلی نؾیؿت ضفتبض اغتكبـ، اثط ثطضؾی ثطای

 ثَزى همبٍم وِ اؾت قسُ ؾبظی قجیِ اغتكبقی، اثطات اظ ًوًَِ

 زّس.  هی ًكبى آى ثطاثط زض ضا ؾیؿتن ًؿجی

زض ایي همبلِ اظ هسل ؾیٌوبتیىی ؾیؿتن ثطای وٌتطل اؾتفبزُ 

قسُ ٍ اظ اثط ّط گًَِ گكتبٍض ذبضخی ٍ ثِ ٍیػُ گكتبٍض گطازیبى 

ّوچٌیي لبًَى وٌتطلی ثط اؾبؼ خبشثِ نطف ًؾط قسُ اؾت. 

ای نطفبً ثِ  ای نفط عطاحی قسُ ٍ ٍخَز تىبًِ ظاٍیِ تىبًِ ظاٍیِ

ؾبظی قسُ اؾت. هلاحؾِ گطازیبى خبشثِ،  نَضت اغتكبـ هسل

وٌتطل عَل اتهبلات ٍ خبیگصاضی  اؾتفبزُ اظ پیكطاًف زض وٌبض

ووٌس ثِ خبی هیلِ زض اتهبلات هَضَفبت پیكٌْبزی ثطای ازاهِ 

اؾت وِ الجتِ زض توبهی آًْب اؾتفبزُ اظ هسل زیٌبهیىی وبض 

 ؾیؿتن ثِ خبی هسل ؾیٌوبتیىی ضطٍضی ذَاّس ثَز.
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