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 In this article, nonlinear bending analysis of axisymmetric sandwich circular plates with 
functionally graded face sheets subjected to transverse mechanical load is presented. The 
formulations are based on First-Order Shear Deformation Plate Theory (FSDPT) and large 
deflection von Karman equations and nonlinear equilibrium equations solved by the Dynamic 
Relaxation (DR) method combined with the finite difference discretization technique. In order to 
verify the current work some obtained results are compared with the solutions reported in the 
literature and abaqus finite element method. Finally, the influences of material constant k, 
boundary conditions, core-to-face sheets thickness ratio on the results are studied in detail. 
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 مقدمه - 1

 برابر در مقاومت لیدلبه که است سال پنجاه بایتقری چیساندو صفحات
 مورد، خوبی ارتعاشات مشخصات وي ساختار تیفیک کم، وزن خمش،
 فضا در ساخت حاضر درحالی چیساندوي هاسازه. رندیگیم قرار استفاده

 با نازك ورق دو از اصولاً ساندویچی ساختار یک. شوندیم استفاده ماهایپ

 در مقاوم و ضخیم نسبتاً میانی لایه یک و مناسب فشاري و کششی استحکام

 با معمولاً هاورق ساختاها، نوع این در .شودمی تشکیل برشی هايتنش برابر

 .شوندمی متصل میانی هلای به جوشکاري فرایند یا چسب از استفاده
 و ترمقاوم تر،سبک را هاسازهن یا ماها،یفضاپ در مواد نیا از استفاده

 صفحات. دهدیم کاهش را سوخت مصرف نیهمچن و کندیم ترعیسر
 و وسط در هسته. اندشده لیتشک پوسته و هسته بخش دو ازی چیساندو
 نیچند ای کی از تواندیم پوسته. اندگرفته قرار هسته طرف دو در هاپوسته

 ازی عرضی برشي بارها انتقال هسته،ی اصل کارکرد. باشد شده لیتشک هیلا

 مدرج تابعی مواد جنس از مقاله نیا در هاپوسته. است گرید هیلا به هیلا کی
 هستندی رهمگنیغ مرکب موادی، ماکروسکوپ دید از مواد نیا. اندشده انتخاب

 و حرارت برابر در کیسرام .باشندیم هاکیسرام و فلزات ازی بیترک که
 مواد نیا. داردیی بالا استحکام شکست برابر در فلز و دارد مقاومتی خوردگ
، مدرج تابعی مواد. شوندیم ساخته... و  پودري متالوژ مانندیی هاروش توسط

 نقطه بهي انقطه از آرام و وستهیپ صورتبه هاآن خواص که هستندي مواد
 باتیترکی حجم درصد تفاوت لیدلبه، نیا که کندی م دایپ رییتغ گرید

 هاهیلا در تنش رییتغ مدرج تابعی، مواد در. است نقاط آن در دهنده لیتشک
 هاهیلا شیجدا احتمال هیقض نیا که ردیگیم صورت آهسته و آرام صورتبه
 در انگی مدول وی چگال همچون مواد نیای مهندس خواص. کندیم کم را

 سال در ژاپن در بار نیاولي برا مواد نیا از. کندیم رییتغ امتضخ جهت
مدرج  مواد در موجود فلز. دیگرد استفادهیی فضا پروژه کی درطول 1984
 تواندیم آن کیسرام و باشد... و  لیاست نلسیاست ای ومیتانیت تواندیم تابعی
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ي رو ربي ادیز مطالعات. شود گرفته درنظر تیترین کونیلیس ای ایرکونیز
- پوسته بای چیساندو صفحات کمانش لیتحل و آزاد ارتعاشات ،یخط خمش

] 1[دیز 1954 سال در ها،آن نیب در. است شده انجام مدرج تابعیي ها
 روش از استفاده با را شکلي ارهیدای چیساندو صفحات متقارن خمش

 صفحاتی حرارت شکل رییتغ ]2[بران 1963 سال در. کردی بررس شنیپرتوب
 قرار مطالعه مورد شنیپرتوب روش از استفاده با را شکلي ارهیدای چیدوسان
 صفحاتی خط خمش لیتحل] 3[همکارانش و زنکور 2007سال در .داد

 ریناو حل روش و بالا مراتبی برشي تئور براساس را مدرج تابعیی چیساندو
ي هاهیچند لا کیترموالاست حل] 4[شودجا 2007 سال در. کردند ارائه

 سال در. داد ارائه هیفوري سر روش از استفاده با را مدرج تابعیی چیساندو
 لهیوسبه را مدرج تابعیی چیساندو صفحات آزاد ارتعاشات ]5[ویکیل 2008

 کمانش پس رفتار] 6[شن 2008 سال در. کرد انیب تهیسیالاستی خطي تئور
 روش از استفاده با را مدرج تابعیی چیساندو صفحات يفشار وی حرارت
 .کرد مطالعهی طیمحی حرارت طیشرا ریز شنیپرتوب

 وی حرارت کمانش پس از حاصل ارتعاشات] 7[شن و ایاکس 2008 درسال
 نسبت که افتندیدر و کردندی بررس را مدرج تابعیی چیساندو صفحات يفشار

 راتیتاث مدرج تابعی موادی حجم درصد عیتوز و پوسته به هسته ضخامت
ي رو بری کم راتیتاثی ول دارد کمانش پس و کمانش، فرکانسي روی مهم

 سال در. داراست رای خط ریغ خمش وی خط بهی رخطیغ فرکانس نسبت
ی چیساندو صفحات کمانش و خمشی خط ریغ لیتحل ]8[شرعیات 2010

 ]9[یتونس 2011سال در. داد انجامی کیترمو مکان بار تحت را مدرج تابعی
ي تئور توسط را درج تابعیمی چیساندو صفحات کیترموالاست خمش لیتحل
 را خودی چیساندو صفحهي و. کردی بررس ریناو حل روش وی مثلثاتی برش

 از رایی بالا پوسته و کرد فرضی تابع را هسته که گرفت درنظر گونه نیا
 لیتحل] 10[شن 2011 سال در. گرفت درنظر فلز رای نییپا پوسته و کیسرام

 مدرج تابعیی چیساندو تصفحا کمانش پس و ارتعاشات خمش،ی خط ریغ
 کیتکن و کارمن ون معادلات و بالا مراتبی برشي تئور براساس رای لیمستط
 صفحهی حرارت کمانش لیتحل ]11[یجلال 2010 درسال. داد انجام شنیپرتوب

ي تئور با را گوناگوني هاضخامت با شکلي ارهیدا مدرج تابعیی چیساندو
 کمانش که کرد اثباتي و. داد انجام نگیشوت حل روش و اول مرتبهی برش

ی تابع مادهی حجم درصد ندکسیا، پوسته به هسته ضخامت نسبت ازی حرارت
 و کاسترو سیلوئ 2010 سال در. ردیپذیم ریتاث کل ضخامت رییتغ و

 و 1سیروایلي تئور با رای چیساندو صفحهی کیاستات لیتحل] 12[همکارانش
 بار ریز را تنش و زیخ اهآن. دادند انجامی موجي سازمرتب حل روش

 مرتبهی برشي تئور و کیس کلاي تئور براساس صفحه کي یبرا کنواختی
 سال در. کردند سهیمقا هم با را هاآن و آوردند دستبه سیروایل و سوم و اول

ي ا استوانه خمش در کیمکان ترمو کوپل ]13[همکارانش و پچوكیلیپ 2010
 هاآن. کردندی بررس تهیسیالاست یخطي تئور لهیوسبه رای چیساندو صفحات

 2012 سال در. دادند انجام صفحه مختلفي مرز طیشراي برا را قیتحق نیا
مدرج ی چیساندو صفحات آزاد ارتعاشات لیتحل] 14[همکارانش وی لیخل

 لتونیهم اصل و بالا مراتبی برشي تئور از استفاده با را دما به وابسته تابعی
 خمش لیتحل ]15[همکارانش وی مرداس مانیلس 2011 سال در. دادند انجام

ی برش شکل رییتغي تئور دو توسط را مدرج تابعیی چیساندو صفحات
 خمش] 16[همکارانش و تویاستارو 2010 سال در. دادند انجام 2شده حیتصح

 را کیالاست هیپاي رو بر ستادهیا شکلی لیمستطی چیساندو صفحهي ااستوانه
                                                                                                                                           
1- Layer Wise 
2- Refined shear deformation plate theory 

 طبق. بود شده فیتوص 3نکلریو مدل براساس هیپا العملعکس .کردندی بررس
 گرفته، صورتی چیساندو صفحات نهیزم در هاپژوهشي رو بر کهی مطالعات

 صفحهی رخطیغ خمش نهیزم دری لیتحل تاکنون که شودیم مشاهده
یی رها روش توسطی کیمکان بار تحت شکلي ارهیدا مدرج تابعیی چیساندو

ی رخطیغ خمش رفتار یبررسبه قیحقت نیا در لذا .است نشده انجام ایپو
ي حلقو وي ارهیداي محور متقارن مدرج تابعیی چیساندو صفحات کیالاست

 و اول مرتبهی برشي تئور براساسی رخطیغ ونیفرمولاس .شودیم پرداخته
ی رخطیغ تعادل معادلات دستگاه و باشدیم کارمن ون کرنشی رخطیغ روابط

 لیتحل محدود تفاضل و ایپویی رهاي عدد روش بیترک توسط آمده دستبه
 جینتا سهیمقا به شده انجام قیتحق دقت و صحتی بررس منظوربه. گرددیم
 شده پرداخته محدود المان روش نیهمچن و مراجعی برخ با آمده دستبه

 به هسته ضخامت نسبت همچونیی پارامترها اثری بررسبه تینها در. است
 پرداختهی رخطیغ خمشي رو بعی برمدرج تا شاخص وي مرز طیشرا پوسته،

  .شودیم

  حاکم معادلات - 2
 صفحه مدرج تابعیي هاهیلا در مواد عیتوز بر حاکم روابطی بررسبه ابتدا در

 دید از مواد نیا شد گفته کهي طورهمان. شودیم پرداختهی چیساندو
 و فلزات ازی بیترک که هستندی همگن ریغ مرکب موادی، ماکروسکوپ

 اختلاط قانون از استفاده با ماده دو نیا بیترک بیضر. باشندیم هاکیسرام
 باي ارهیدای چیساندو صفحهی کلي نما 1 شکل .است شده نوشته ساده

 .دهدیم نشان را مدرج تابعیي هاپوسته
ிܲ ماده موثر تیخصوص، ிߙی حرارت بیضر،  ிܧانگی مدول نییتعي برا   

  ]:17[گرددیم هاستفاد تیوی خط مدل از
ிܲ = ஼ܲ ஼ܸ + ெܲ ெܸ  )1(  

ی حجم درصد. باشدیم فلزي معنا به M سیاند و کیسرامي معنا به C سیاند
  ]:18[شودیم فیتعر ریز شکل بهیی بالا پوستهي برا کیسرام

)2(  ஼ܸ = ൬
ଵݐ − ܼ
ଵݐ − ଴ݐ

൰
௞

 

  :از عبارت استی نییپا پوستهي راب کیسرامی حجم درصد، مشابه طوربه

)3(  ஼ܸ = ൬
ܼ − ଶݐ

ଷݐ − ଶݐ
൰

௞

 

ெܸکه میدانیم نیهمچن + ஼ܸ = مدرج  شاخص k سیاند نجایا در. باشدیم 1
 مدرج تابعی هیلا ضخامت طول در را خواص راتییتغ زانیم و است تابعی

 به لیذ صورت بهیی بالا هپوست در نقطه هري برا انگی مدول. کندیم نییتع
  :دیآیم دست

(ܼ)ிܧ  )4( = ஼ܧ] − [ெܧ ൬
ଵݐ − ܼ
ଵݐ − ଴ݐ

൰
௞

+  ெܧ
 که تفاوت نیا با بالاست روابط مشابه زینی نییپا پوستهي برا انگی مدول
  شودیم نیگزیجا روابط در خودش به مربوطی حجم درصد

 

  
  يارهیدای چیساندو صفحهی کلي نما 1شکل 

                                                                                                                                           
3. Winkler’s model 

t 0
t 1
t 2
t 3
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ي برای قطب مختصات از صفحه هندسه بودن شکل يارهیدا به توجه با
ی برش شکل رییتغ به توجه با لذا .است شده استفاده حاکم معادلات استخراج

 بهی کل حالت در صفحه درون نقطه هري برا مکان رییتغ دانیم، اول مرتبه
  :شودیم فیتعر ریز شکل

°ݑ=௥(r,z)ݑ  )5(  (r) + z ߮௥ 
 (ݎ)°ݓ=௭(r,z)ݑ

 تاریی جاجابه °ݓ و شعاع جهت دری خنث تار جاییجابه °ݑ بالا رابطه در که
 شایان ذکر. باشدیم ௥߮ شعاع محور حول چرخش و ضخامت جهت دری خنث

لا پوسته ضخامت ،h هسته ضخامت که است  پوسته ضخامت و ℎ2 با
-جابه دانیم، )5( رابطه به توجه با. باشدیم H کل ضخامت و است ℎଵ نییپا

  :شودیم فیتعر ریز شکل به هستهي برایی جا

)6(  −ℎ
2

≤ ݖ ≤
ℎ
2

z ߮௥ + (r) °ݑ = ௥(r,z)ݑ  ,  ,(ݎ)°ݓ = ௭(r,z)ݑ
  :باشدیم لیذ صورتبه نییپا پوستهي برایی جاجابه دانیم نیهمچن

)7(  −ℎ
2

− ℎ ଵ ≤ ݖ ≤
−ℎ
2

z ߮௥ + (r) °ݑ = ௥(r,z)ݑ   ,(ݎ)°ݓ = ௭(r,z)ݑ ,
  :شودیم فیتعر ریز شکل به زین بالا پوستهي برایی جاجابه دانیم

z ߮௥ + (r) °ݑ = ௥(r,z)ݑ ,   ,(ݎ)°ݓ = ௭(r,z)ݑ
ℎ
2 )8(  

 کارمن ون بزرگي هاشکل رییتغ اتیفرض رنظرگرفتند با زین کرنش معادلات
 دانیم. شودیم انیب نییپا پوسته و بالا پوسته، هسته هیلاسهي برا ادامه در

  :باشدیم لیذ صورتبه هستهي برا کرنش

)9(  

−ℎ
2

≤ ݖ ≤
ℎ
2

 

௥ߝ =௥ߝ
°+z ݇௥  

௥ߝ
° = ቀ೏ೠ°

೏ೝ  + ቀଵ
ଶ
ቁ ൫೏ೢ°

೏ೝ
൯ଶቁ & ݇௥=೏ കೝ

೏ೝ  
ఏߝ =ఏߝ

° +z ݇ఏ ఏߝ 
° =

௨°

௥
 & ݇ఏ=

 ఝೝ

௥
 

°௭=೏ೢߝ
೏೥  =0 

௥௭ = ߮௥ߛ  + ೏ೢ°
೏ೝ  

௥ఏߛ ௥ఏߛ = 
° + z ݇௥ఏ  =0 

 ఏ௭= ݇ఏ௭ =0ߛ
ن و بالا همانند رابطه بالاست با این تفاوت که ییپا پوستهي برا کرنش دانیم

 به توجه با. شودمقادیر ضخامت مربوط به خودشان در روابط جایگزین می
 :است محاسبه قابل لیذ شکل به هاپوستهي برا تنش دانیم هوك، روابط

ቈ
௥ߪ
ఏߪ
0

቉= ൥
ଵܳଵ ଵܳଶ 0 

ଵܳଶ ܳଶଶ 0 
0 0 0

൩ ቈ
௥ߝ
ఏߝ
0

቉ 

߬௥ఏ=߬ఏ௭=ߪ௭=0 )10( 
  :باشندیم ریز صورتبه بیضرا بالا روابط در که

ଵܳଵ=E/1-ߴଶ, ܳଶଶ=E/1-ߴଶ, ଵܳଶ= Eߴ-1/ߴଶ, ܧ =  )11( (ܼ)ܧ
 :است لیذ شکل به زین هستهي برا تنش دانیم
)12(  ߬௥௭=

ா
ଶ(ଵାణ)  ߛ௥௭ ,  ௭= ߬௥ఏ= ߬ఏ௭= 0ߪ 

- یم لیذ شکل به هادر حالت متقارن محوري براي لایه تنش دانیم نیبنابرا
  :باشد

)13(  n=1,2,3 
൥

௥ߪ
ఏߪ
߬௥௭

൩
(௡)

=൥
ଵܳଵ ଵܳଶ 0 

ଵܳଶ ܳଶଶ 0 
0 0 ܳ଺଺  

൩
(௡)

൥
௥ߝ
ఏߝ

 ௥௭ߛ
൩

(௡)

 

طوري که از بالا به پایین نامگذاري شده شماره لایه است به n روابط که در
، 1هاي شماره ترتیب با لایههسته و پوسته پایین به ،بنابراین پوسته بالا. است

یر ها تغیاند و چون مدول یانگ در طول ضخامت پوستهنامگذاري شده 3و  2
. خواص مربوط به خودش در روابط جایگزین شود ،کند بایستی در هر رویهمی

 و تنشي هامنتجه صفحه، ضخامتي راستا در تنش دانیم ازي ریگانتگرال با
  :شوندیم فیتعر ریز شکل روابطبه گشتاور

( ௥ܰ , ఏܰ , ܳ௥)=�∫ ௥ߪ) , ఏߪ , ߬௥௭)݀ݖାு/ଶ
ିு/ଶ

� )14( 

,௥ܯ) ∫�=(ఏܯ ,௥ߪ) ାு/ଶݖ݀ݖ(ఏߪ
ିு/ଶ

� )15( 
 برحسب گشتاور و تنشي هامنتجه توانیم) 13( در) 9(روابط ي گذاریجا با

 :کردی سیبازنو ریز شکل به را هاییجاجابه

)16(  

௥ܰ = ଵଵܣ ൬ௗ௨°
ௗ௥  + ൬

1
2

൰ ቀௗ௪°
ௗ௥ ቁ

ଶ
൰ + ଵଶܣ ቀ

°ݑ

ݎ
ቁ + ଵଵܤ  ൬

݀ ߮௥

ݎ݀
൰

+ ଵଶܤ ቀ
 ߮௥

ݎ
ቁ 

ఏܰ = ଵଶܣ ൬ௗ௨°
ௗ௥  + ൬

1
2

൰ ቀௗ௪°
ௗ௥ ቁ

ଶ
൰ + ଶଶܣ ቀ

°ݑ

ݎ
ቁ + ଵଶܤ  ൬

݀ ߮௥

ݎ݀
൰

+ ଶଶܤ ቀ
 ߮௥

ݎ
ቁ 

௥ܯ = ଵଵܤ ൬ௗ௨°
ௗ௥  + ൬

1
2

൰ ቀௗ௪°
ௗ௥ ቁ

ଶ
൰ + ଵଶܤ ቀ

°ݑ

ݎ
ቁ + ଵଵܦ  ൬

݀ ߮௥

ݎ݀
൰

+ ଵଶܦ ቀ
 ߮௥

ݎ
ቁ 

ఏܯ = ଵଶܤ ൬ௗ௨°
ௗ௥  + ൬

1
2

൰ ቀௗ௪°
ௗ௥ ቁ

ଶ
൰ + ଶଶܤ ቀ

°ݑ

ݎ
ቁ + ଵଶܦ  ൬

݀ ߮௥

ݎ݀
൰

+ ଶଶܦ ቀ
 ߮௥

ݎ
ቁ 

ܳ௥ = ଺଺( ߮௥ܨ  +  ௗ௪°
ௗ௥ ) 

  ఏܯ و ௥ܯ وي اصفحه دروني هاتنش منتجه ఏܰ و ௥ܰ )16(روابط  در که
ي هاسیماتر ن،یهمچن. باشندیمی برش تنش منتجه ௥ܳ وی خمشي لنگرها

  :ندیآیم دستبه ریز روابط توسط )16(روابط  در D و A،Bی سفت

)17(  

 ܣ
  ௜௝ = න ௜ܳ௝

(ଷ) 
ݖ݀

ష೓
మ

ష೓
మ ି௛భ

+ න ௜ܳ௝
(ଶ) 

ݖ݀
೓
మ

ష೓
మ

 

+ න ௜ܳ௝
(ଵ) 

ݖ݀
೓
మା௛ మ

೓
మ

 

 ܤ
  ௜௝ = න ௜ܳ௝

(ଷ) 
ݖ݀ݖ

ష೓
మ

ష೓
మ ି௛భ

+ න ௜ܳ௝
(ଶ) 

ݖ݀ݖ
೓
మ

ష೓
మ

+ න ௜ܳ௝
(ଵ) 

ݖ݀ݖ
೓
మା௛ మ

೓
మ

 

 ܦ
  ௜௝ =

∫ ௜ܳ௝
(ଷ) 

ݖଶ݀ݖ
ష೓
మ

ష೓
మ ି௛భ

+ ∫ ௜ܳ௝
(ଶ) 

ݖଶ݀ݖ
೓
మ

ష೓
మ

+ ∫ ௜ܳ௝
(ଵ) 

ݖଶ݀ݖ
೓
మା௛ మ

೓
మ

 

i,j=1,2,6 

଺଺ܨ = 0.833(න
(ܼ)ܧ

2(1 +   (ߴ 
 

ݖ݀
ష೓
మ

ష೓
మ ି௛భ

+ න
ܧ

2(1 + (ߴ 

  

ݖ݀
೓
మ

ష೓
మ

+  න
(ܼ)ܧ

2(1 + (ߴ 

  

(ݖ݀
೓
మା௛ మ

೓
మ

 

  :داریم که در روابط قبل

)18(  ௜ܳ௝
(௡) 

=൥
ଵܳଵ ଵܳଶ 0 

ଵܳଶ ܳଶଶ 0 
0 0 ܳ଺଺  

൩
(௡)

 

. شماره لایه است nاست و ی خنث تار از ام n هیلا فاصله  ܼ روابط نیدر ا
- به المان تعادل ای وي انرژي سازممینیم قیطر از توانیم را تعادل معادلات

 ریز روابط توسط اول مرتبهی برشي تئور براساس تعادل معادلات. آورد دست
  ]:19[شودیم فیتعر

)19(  

ௗேೝ

ௗ௥
 + ேೝିேഇ

௥
=0 

ௗொೝ

ௗ௥
 + ொೝ

௥
 + ௥ܰ

ௗమ௪
ௗ௥మ  + ேഇ

௥
ௗ  ௪
ௗ௥  +q=0 

ௗெೝ

ௗ௥
 + 

ெೝିெഇ

௥
 - ܳ௥=0 

 :داشت میخواهیی جاجابه دانیم برحسب تعادل معادلات نوشتن با
این امر  است از آنجایی که آرایش خواص در راستاي ضخامت کاملاً متقارن

 Bخمش -باعث خواهد شد که تمام جملات ماتریس سفتی کوپلینگ کشش
 منظورکاملبه. تر شدن معادلات خواهد شدصفر شوند که این منجر به ساده

  .شوندیم همراهي مرز طیشرا با تعادل معادلات ون،یفرمولاس کردن

  

ଵଵܣ ቀ೏ మೠ°
೏ೝ మ  + ቀଵ

ଶ
ቁ ௗ

ௗ௥
൫೏ೢ°

೏ೝ
൯ଶቁ +

)ଵଶܣ  ௗ
ௗ௥

(௨°

௥
ଵଵܤ +((

ௗమ ఝೝ

ௗ௥మ )ଵଶܤ + ௗ
ௗ௥

( ఝೝ

௥
)) 

+ 
ଵ
௥

ቄቀ೏ೠ°
೏ೝ  + ቀଵ

ଶ
ቁ ൫೏ೢ°

೏ೝ
൯ଶቁ ଵଵܣ) − (ଵଶܣ +  ௨°

௥
ଵଶܣ)  − (ଶଶܣ +

ௗ ఝೝ

ௗ௥
ଵଵܤ) − (ଵଶܤ +  ఝೝ

௥
ଵଶܤ) − ଶଶ)ቅܤ  = 0 
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଺଺ܨ ൬
݀ ߮௥

ݎ݀
+  

ௗ మ௪°  
ௗ௥ మ  ൰ + ଺଺ܨ ൬

 ߮௥

ݎ
+

°ݓ݀

ݎ݀ݎ
൰

+  
݀ ଶݓ°  
ଶ ݎ݀

൬ܣଵଵ ൬ௗ௨°
ௗ௥  + ൬

1
2

൰ ቀௗ௪°
ௗ௥ ቁ

ଶ
൰

+ ଵଶܣ
°ݑ

ݎ
+ ଵଵܤ

݀ ߮௥

ݎ݀
+ ଵଶ

 ߮௥

ݎ
൰

+
1
ݎ

°ݓ݀

ݎ݀
൬ܣଵଶ ൬ௗ௨°

ௗ௥  + ൬
1
2

൰ ቀௗ௪°
ௗ௥ ቁ

ଶ
൰

+ ଶଶܣ
°ݑ

ݎ
+ ଵଶܤ 

݀ ߮௥

ݎ݀
+ ଶଶܤ

 ߮௥

ݎ
൰ + ݍ = 0 

)20(  

ଵଵܤ� ൬ௗ మ௨°
ௗ௥ మ  + ൬

1
2

൰
݀

ݎ݀
ቀௗ௪°

ௗ௥ ቁ
ଶ

൰ + ଵଶܤ ൭
݀

ݎ݀
ቀ

°ݑ

ݎ
ቁ൱ + ଵଵܦ 

݀ଶ ߮௥

ଶݎ݀

+ ଵଶܦ ൭
݀

ݎ݀
ቀ

 ߮௥

ݎ
ቁ൱

+
1
ݎ

൜൬ௗ௨°
ௗ௥  + ൬

1
2

൰ ቀௗ௪°
ௗ௥ ቁ

ଶ
൰ ଵଵܤ) − (ଵଶܤ

+
°ݑ

ݎ
ଵଶܤ)  − (ଶଶܤ +  

݀ ߮௥

ݎ݀
ଵଵܦ) − (ଵଶܦ

+
 ߮௥

ݎ
ଵଶܦ) − ଶଶ)ൠܦ − ଺଺ܨ  ቀ  ߮௥  + ௗ௪°

ௗ௥  ቁ
= 0� 

 وي ارهیدا صفحه دوي برا رداریگ و ساده گاههیتک دوي براي مرز طیشرا
 ساده گاههیتک با شکلي ارهیدا صفحه کي یبرا. اندشدهی بررس ریز دري حلقو
 :است برقرار ریز طیشرا

)21(  At r = 0 , u = 0 , ߮௥= 0 , ܳ௥ = 0 
At r = ro , u = 0, w = 0 , ܯ௥ = 0 

 اندعبارتي مرز طیشرا زین رداریگ گاههیتک با شکلي ارهیدا صفحه کي یبرا
 :از

)22(  At r = 0 , u = 0 , ߮௥= 0 , ܳ௥ = 0 
At r = ro , u = 0 , w = 0 , ߮௥ = 0 

ی خارج وی داخل لبه در رداریگ گاههیتک با زین شکلي حلقو صفحه کي یبرا
 :است برقرار ریز طیشرا

)23(  At r = ri , u = 0, w = 0 , ߮௥= 0 
At r = ro , u = 0, w = 0, ߮௥= 0 

 وی داخل لبه در ساده گاههیتک با شکلي حلقو صفحه کي یبرا نیهمچن
 :است برقرار ریز طیشرای خارج

)24(  At r = ri , u = 0, w = 0 , ܯ௥= 0 
At r = ro , u = 0, w = 0, ܯ௥= 0 

  ایپویی رها حل روش - 3
تاکنون  .گرددیم باز ستمیب قرن اول دهه به ایپویی رها روش از استفاده

اي بر روي رفتار غیرخطی صفحات توسط این روش عددي مطالعات گسترده
حلیل الاستیک خطی و ت ]20[صالحی و سبحانی .به انجام رسیده است

هاي غیرخطی قطاع چندلایه کامپوزیتی متقارن را با استفاده از ترکیب روش
در پژوهشی دیگر توسط همین . رهایی پویا و تفاضل محدود انجام دادند

هاي بزرگ صفحات چندلایه تغییر شکل ]21[روش، فلاحتگر و صالحی
همچنین . دندحلقوي ساخته شده از مواد ویسکوالاستیک را بررسی کر

تحلیل غیرخطی خمش صفحات چندلایه متشکل از ] 22[فلاحتگر و همکاران
بعدي با استفاده از فاز ماتریس ویسکوالاستیک را براساس مدل ریز ساختار سه

به ] 23[در تحقیقی دیگر، صالحی و آقایی. روش رهایی پویا انجام دادند
متقارن محوري هاي بزرگ صفحات ویسکوالاستیک ناتحلیل تغییر شکل

تروي و . کارگیري روش عددي گفته شده پرداختنداي شکل با بهدایره
اي پلاستیک صفحات دایره- هاي بزرگ الاستوپاسخ تغییر شکل] 24[صالحی

 کی ایپویی رها در روش. تقویت شده را تحت بار گسترده بررسی کردند
ي فضا کی هب میرایی وی نرسیای فرضي روهاین افزودن بای کیاستات ستمیس

 ]:19[ابدییم انتقالی کینامیدی ساختگ
൛ܺ̈ൟ௡[ܯ]  )25( + ൛ܺ̇ൟ௡[ܥ] + ௡{ܺ}[ܭ] =  {(௡ݐ)ܲ}

. هستند یسفت وی جرم میرایی،ي هاسیماتر [ܥ]، [ܯ] و [ܭ]رابطه نیا در
. باشندیم شتاب و سرعت انگریب൛ܺ̈ൟ୬ و൛ܺ̇ൟ୬ ،ییجابردار جابه୬{ܺ} نیهمچن

- به توانی م را شتاب و سرعتي بردارها محدود، تفاضل روش از استفاده با
 ]:19[نوشت ریز صورت

)26(  

൛ܺ̈ൟ௡ =
൛ ܺ̇ൟ௡ାଵ/ଶ − ൛ܺ̇ൟ௡ିଵ/ଶ

ݐ∆
 

൛ܺ̇ൟ௡ିଵ/ଶ =
{ ܺ}௡ − {ܺ}௡ିଵ

ݐ∆
 

 ن،یانگیم رابطه طبق. باشدیمی ساختگی زمان گام معادله نیا در ݐ∆ که
 ]:19[کرد انیب ریز شکل به توانیم را سرعت

)27(  ൛ܺ̇ൟ௡ =
൛ܺ̇ൟ௡ିଵ/ଶ + ൛ܺ̇ൟ௡ାଵ/ଶ

2
 

 و (n+1/2) گام در سرعت ،)25(رابطه  در شتاب و سرعت روابطي گذاریجا با
  ]:19[شوندیم انیب ریز شکل به (n+1) گام دریی جاجابه

)28(  
൛ܺ̇ൟ௡ାଵ/ଶ =

൬
[ெ]
∆௧

− [஼]
ଶ 

൰

൬
[ெ]
∆௧

+ [஼]
ଶ 

൰
൛ܺ̇ൟ௡ିଵ/ଶ +

ቀ{ܲ} − {ܺ}[ܭ]
 

ቁ

൬
[ெ]
∆௧

+ [஼]
ଶ 

൰
 

)29(  {ܺ}௡ାଵ = {ܺ}௡ +  ൛ܺ̇ൟ௡ାଵ/ଶݐ∆
 دیبا هیاولیی جاجابه بردار وی زمان گام میرایی، بیضر ،یجرم سیماتري برا

 با. گردد حاصل پروسهیی همگرا وي داریپا تا شود اریاختی مناسب ریمقاد
 دستبه ریز رابطه با توانیم رای جرم سیماتر نیگرشگوري تئور به توجه
 ]:19[آورد

)30(  ݉௜௜ ≥
1
4

ଶݐ∆ ෍หܭ௜௝ ห
௡

௝ୀଵ

 

  :نیز باید از رابطه زیر استفاده کرد [ܭ]براي محاسبه ماتریس سفتی 
ܭ =

߲ܲ
߲ܺ

 )31( 
ی بهتر از نحوه محاسبه ماتریس سفتی از رابطه بالا، در منظور آشنایکه به

پرداخته  [ܭ]طور کامل به توضیح نحوه استخراج ماتریس سفتیپیوست به
 ریز صورتبه ژانگ توسط شده ارائه دهیا طبق زین میرایی بیضر. شده است

  ]:19[دیآیم دستبه

)32(  ܿ௡ = 2 ቊ
{ܺ௡}୘{ܲ(ܺ௡)}

{ܺ௡}୘[ܯ௡]{ܺ௡}ቋ
ଵ/ଶ

 

 باشد می وابستهی جرم سیماتر به ریز رابطه با نگیدمپ سیماتر نیهمچن
]19:[ 
ܥ  )33( =  [ܯ]ܿ

  :شودیم حاصل ریز رابطه) 28(در ) 30( يگذاریبا جا

)34(  
൛ܺ̇ൟ௡ାభ

మ =  
ቀ2 − ܿݐ∆

 ቁ

ቀ2 + ܿݐ∆
 ቁ

൛ܺ̇ൟ௡ିభ
మ  

ݐ∆2

ቀ2 + ܿݐ∆
 ቁ

 ଵ{ܴ}௡ି[ܯ]

)35(  {ܺ}௡ାଵ = {ܺ}௡ + ൛ܺ̇ൟ௡ାଵ/ଶݐ∆
 

  :شودیم فیتعر ریز صورتبه که است ماندهیباقي روهایبردار ن ௡{ܴ} نجایا در
)36(  {ܴ}௡ = {ܲ}௡ −  {ܺ}[ܭ]

 هیاول مقدار فرمت به لیتبد - 4

 را هاآن دیبا و ندباشیم مشخصي مرز مقدار با مسائل نوع از حاکم معادلات
 دیبا هدف نیا به رسیدني برا. آورد در نیمع هیاول مقدار بای مسائل فرمت به

 تعادل معادلات راست سمتبه ریز صورتبه را نگیدمپ وی نرسیاي هاترم
 :میکن اضافه

 روابطی زمان دوم و اول مشتقاتي جا به) 37( روابط راست سمت در اگر
 سرعت آوردن دستبهي برا را حاصله عبارت و گرددي گذاریجا) 27( و) 26(
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  :شودیم حاصل ریز روابط میکن ساده باشدیم X=u,w,߮௥ آن در که

௜ݑ̇
௡ାଵ/ଶ =

௡ݐ∆2

2 + ௡ܿ௜ݐ∆
௡ (݉௜௜

௡)ିଵ ൬
݀ ௥ܰ

ݎ݀
 + ௥ܰ − ఏܰ

ݎ
൰

௜

௡

+
2 − ௡ܿ௜ݐ∆

௡

2 + ௡ܿ௜ݐ∆
௡ ௜ݑ̇

௡ିଵ/ଶ 

)37(  

ௗேೝ

ௗ௥
 + ேೝିேഇ

௥
 =݉௨

ௗమ௨
ௗ௧మ + ܿ௨

ௗ  ௨
ௗ௧   

ௗொೝ

ௗ௥
 + ொೝ

௥
 + ௥ܰ

ௗమ௪
ௗ௥మ  + ேഇ

௥
ௗ  ௪
ௗ௥  +q=݉௪

ௗమ௪
ௗ௧మ + ܿ௪

ௗ  ௪
ௗ௧   

ௗெೝ

ௗ௥
 + 

ெೝିெഇ

௥
 - ܳ௥=݉ఝೝ

ௗమఝೝ

ௗ௧మ + ܿఝೝ

ௗ  ఝೝ

ௗ௧   
 

)38(  

௜ݓ̇
௡ାଵ/ଶ =

௡ݐ∆2

2 + ௡ܿ௜ݐ∆
௡ (݉௜௜

௡)ିଵ ቆ
݀ܳ௥

ݎ݀
 + 

ܳ௥

ݎ
 + ௥ܰ

݀ଶݓ
ଶݎ݀  

+  ఏܰ

ݎ
݀ ݓ 
ݎ݀  + ൰ ݍ 

௜

௡

+
2 − ௡ܿ௜ݐ∆

௡

2 + ௡ܿ௜ݐ∆
௡ ௜ݓ̇

௡ିଵ/ଶ 

߮௥̇ ௜
௡ାଵ/ଶ =

௡ݐ∆2

2 + ௡ܿ௜ݐ∆
௡ (݉௜௜

௡)ିଵ ൬
௥ܯ݀

ݎ݀
 + 

௥ܯ − ఏܯ

ݎ
 −  ܳ௥  ൰

௜

௡

+  
2 − ௡ܿ௜ݐ∆

௡

2 + ௡ܿ௜ݐ∆
௡ ߮௥̇௜

௡ିଵ/ଶ 

 از استفاده با حال. ندیآیم دستبه هاسرعت ریمقاد بالا روابط حل از پس
 :شود یم محاسبهی زمان بازه هري انتها در دوران ویی جاجابه ریمقاد ریز رابطه

)39(  ܺ௡ାଵ = ܺ௡ +  ௡ାଵܺ̇௡ାଵ/ଶݐ∆

 و) 39( و) 38( روابط از استفاده با نیبنابرا. باشدیم X=u,w,߮௥ بالا روابط در
 لیتشک ایپویی رها تمیالگوري برا نظر مورد کامل معادلات) 20( تا) 9( روابط

منظور اعمال روش رهایی پویا براي حل دستگاه معادلات آورده به. شوندیم
طوري که ط روش تفاضل محدود گسسته گردند بهشده باید تمامی روابط توس

هاي ترتیب از روشبراي محاسبه مشتقات بر روي مرزهاي خارجی و داخلی به
تفاضل محدود پیشرو و پسرو استفاده شده است و براي تعیین مقادیر مشتق 
. در بقیه نقاط داخل صفحه از تفاضل محدود مرکزي استفاده شده است

وجه به شرایط متقارن محوري در مساله، پس از شایان ذکر است که با ت
تعیین ضرایب ماتریس سفتی که وابسته به خواص مواد در راستاي ضخامت 

- باشند، معادلات تعادل تنها در راستاي یک خط شعاعی گسستهصفحه می
طور که از روابط پیداست، اعمال معادلات بر همچنین همان. اندسازي شده

منظور برطرف کردن مشکل نقطه باشد، لذا بهیر نمیپذروي گره مرکزي امکان
پیشنهاد  ]25[تکین در مرکز صفحه از رابطه زیر که توسط کوبایاشی و تروي

  :شده است، استفاده گردیده است
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ೝ→∞
 

଴ݑ

ݎ
=

଴ݑ݀
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  ]:26[باشدیم ریز بیترتبه حلي برا نظر مورد تمیالگور
  .شودیم اعمال q بار و داده صفر را رهایمتغ تمام هیاول ارمقد. 1
  .ندیآیم دستبه Mو C ریمقاد. 2
  .شوندیم محاسبه) 38( روابط از هاسرعت. 3
  .گردندیم نییتع) 39( رابطه از دوران و هاییجاجابه. 4
  .شوندیم اعمالیی جاجابهي مرز طیشرا. 5
  .ندیآیم دستبه صفحهي انحناها و هاکرنش. 6
  .شوندیم محاسبه صفحه گشتاور و تنشي هامنتجه. 7
10 از کمتر هاسرعت مثالي برا. گرددیمی بررس محاسباتیی همگرا. 8

ି଻
 

  .باشند شده حاصل
 به صورت نیا ریغ در کن چاپ را جینتا شود برقراریی همگرا اریمع اگر. 9

  .بده انجام باره دو را محاسبات و برگرد 2 مرحله

  بحث و جیانت- 5
 مدرج تابعیی چیساندو صفحات کیالاست خمشی رخطیغ رفتار مطالعهي برا
پارامترهاي بدون بعد استفاده شده در مقاله  .است شده استفادهیی هامثال از

 :مطابق روابط زیر هستند

)41(  

ത = q rݍ
o

4/E
M

 H
4
 

r = Mܯ
r
r

o

2/E
M

H
4
 

ܰr = Nr
r

o

2/E
M

H
3 

 തr = σr H2/q ro2ߪ

 همگن هسته و مدرج تابعی مواد پوسته با شکلي ارهیدای چیساندو صفحه
  .داراست را ریز مشخصات و است گرفته قرار گسترده بار تحتی ومیآلومن

ECORE = EALUMINUM =  70 GPa, ν = 3/0  

ECERAMIC = 380 GPa, ν =  3/0  

EMETAL = 210 GPa, ν =  3/0  

h top = h bottom =  0375/0 m, h CORE =  075/0 m 

= തݍ  500 , RADIUS =  1 m 

کیلو  100بار مکانیکی  براي را شعاعي راستا دریی جاجابه راتییتغ 2 شکل
 با ایپویی رها روش توسط آمده دستبهي عدد جینتا. دهدیم نشان پاسکال

 ]28[شرعیات جینتا و] 27[آباکوس افزارنرم از حاصله محدود المان جینتا
براي حل از ترکیب روش  ]28[عیاتشرگفتنی است که . است شده سهیمقا

 3شکل. مرتبه چهارم رانگ کوتا و تغییر شکل تیلور استفاده کرده است
کیلو  100بار مکانیکی  براي را ضخامتي راستا دری شعاع تنش راتییتغ

 ایپویی رها روش توسط آمده دست بهي عدد جینتا. دهدی م نشان پاسکال
] 28[شرعیات جینتا و ]27[آباکوس ارافزنرم از حاصله محدود المان جینتا با

 صحت و دقت ازی حاک سه،یمقا از آمده دستبه جینتا و است شده سهیمقا
 براساسی چیساندو صفحات .باشدیم گرفته صورتي عدد لیتحلي بالا

- 1(ی چیساندو صفحه. اندشدهي بندمیتقس پوسته به هسته ضخامت نسبت
 صفحه. باشدیم تقارنم و شده لیتشک مساوي هیلاسه از که )1-1

 ضخامت مجموع برابر هسته ضخامت آن در که) 1-2-1(ی چیساندو
 صفحه. است برابر هم با هاپوسته ضخامت و باشدیم متقارن و هاستپوسته
- یم پوسته ضخامت نصف هسته، ضخامت آن در که) 2-1-2(ی چیساندو
 فحهص. باشدیم متقارن و است برابر هم با هاپوسته ضخامت و باشد

 آن در و است شده لیتشکي مساو پوسته دو از که) 1-0-1(ی چیساندو
 دری حجم درصد راتییتغ 4 شکل است متقارن و ندارد وجودي اهسته
 انواع و مدرج تابعی شاخص مختلف ریمقادي برا را صفحه ضخامتي راستا

 کیسرام کاملا هسته 4در شکل  .دهدیم نشانی چیساندو صفحات مختلف
- به باشدیم فلز کاملا هاپوستهی خارج سطوح و است شده تهگرف درنظر

. ابدییم شیافزا هاآن کیسرام درصد هسته، سمت به آمدن با کهي طور
منظور صحت سنجی بیشتر به مقایسه نتایج تحلیل حاضر و به 5شکل 

هاي براي تغییر شکل ]27[آباکوس افزارنرم از نتایج المان محدود حاصل
 600گاه ساده و گیردار با و دو حالت تکیه 1درج تابعی بزرگ در شاخص م

 . پردازدمی തݍ =
هاي بزرگ نیز، نتایج شود در تغییر شکلطور که مشاهده میهمان

با نتایج روش المان محدود  تحلیل عددي صورت گرفته اختلاف چندانی
امت ازاي مقادیر مختلف بار را براي نسبت ضختغییرات خیز به 6شکل  .ندارد

گاه گیردار براي مرکز متفاوت در صفحه ساندویچی هدفمند گرد توپر با تکیه
شکل دو تحلیل خطی و غیرخطی با هم  نیا همچنین در. دهددایره نشان می

 شکل این از. است شده اریاخت =0k/ 1 مدرج تابعی، شاخص اند ومقایسه شده
- خطی افزایش میپیداست که با افزایش بار، اختلاف دو تحلیل خطی و غیر

از ) 1- 0- 1(یابد و میزان اختلاف دو تحلیل خطی و غیرخطی در صفحه 
 .بیشتر است) 1- 2- 1(صفحه
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افزار نرم و ]28[ مرجع با حاضر حل از آمده دستبه خیز مقادیر مقایسه 2شکل

  ]27[آباکوس

  
 و ]28[ مرجع ضخامت از حل حاضر باي راستا دری شعاع تنش توزیع مقایسه 3شکل

  ]27[آباکوس افزارمنر

متفاوت  ازاي مقادیر مختلف بار را براي شرایط مرزيتغییرات خیز به 7شکل 
 در. دهددر صفحه ساندویچی مدرج تابعی گرد توپر براي مرکز دایره نشان می

مدرج  شاخص اند وشکل دو تحلیل خطی و غیرخطی با هم مقایسه شده نیا
اختلاف  بار، شیافزا با داستیپ که رهمانطو .است شده اریاخت =0k/ 1 تابعی،

یابد و میزان اختلاف دو تحلیل خطی دو تحلیل خطی و غیرخطی افزایش می
 6شکل  با مقایسه. گاه گیردار بیشتر استگاه ساده از تکیهو غیرخطی در تکیه

شود که شرایط مرزي تاثیر بیشتري بر اختلاف دو مشخص می 7با شکل 
 راتییتغ 8 شکل. ها داردبه چیدمان لایه تحلیل خطی و غیر خطی نسبت

 را گیردار هايلبه روي بر ساندویچی گرد صفحه یک شعاعي راستا در زیخ
 انتظار که طورهمان .دهدیم شینما متفاوت مدرج تابعیي هاشاخصي برا
 ضخامت جهت دریی جاجابه هاپوسته مدرج تابعی شاخص شیافزا با رودیم

 صفحاتي برا را شعاعي راستا در زیخ راتییتغ 9 شکل .ابدییم شیافزا
 شکل نیا در. دهدیم شینما متفاوت مدرج تابعیي هاپوسته بای چیساندو

 نیا 9 شکل مشاهده با. است شده گرفته درنظر k = 1 مدرج تابعی، شاخص
   صفحه و داراست را زیخ نیکمتر) 1- 2-1( صفحه که است انینما نکته

 نسبت کاهش با و است داده اختصاص خود به را زیخ نیشتریب) 1-0-1(
) 1- 0-1( صفحه زیخ نیهمچن. ابدییم شیافزا زیخ پوسته، به هسته ضخامت

 به و) 1-1-1( صفحه از 26% زانیم به و) 2- 1- 2( صفحه از 12% زانیم به
ي راستا در زیخ زین 10 شکل .است شتریب) 1-2-1( صفحه از 46% زانیم

 نشان مختلف مدرج تابعی شاخص و وتمتفا يمرز طیشراي برا را شعاع
  .دهد یم

 

 

 

  
  براي صفحات الف  هسته ضخامتي راستا دری حجم درصد راتییتغ 4شکل 

  )2-1-2(،د ) 1-0-1(، ج )1-1-1(، ب  )1-2-1(
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 ،k  1 = با هدفمندی چیساندو صفحه در که گرفت جهینت توانیم شکل نیا از
 دریی جاجابه از 56% زانیم به ساده گاههیتک در رهیدا مرکز دریی جاجابه

 زیخ اختلاف ساده، گاههیتک حالت در نیهمچن. است شتریب رداریگ گاههیتک
گاه گیردار، به و در تکیه 17% زانیم به 1 و 5/0ي هدفمندي هاشاخص نیب

 شاخصي برا را شعاعي راستا در چرخش 11 شکل باشدیم 10%میزان 
 شاخص شیافزا با که شودیم مشاهده. ددهیم نشان متفاوت مدرج تابعی
 چرخش، ممیماکز و ابدییم شیافزا شعاعي راستا در چرخش ، مدرج تابعی

ݎ/ . 6 در ݎ/ .6 در. دهدیم رخ =  شاخص در شعاع محور حول چرخش ، =
 شتریب 5/0 مدرج تابعی شاخص در چرخش از 7/7%زان یم ، به1 مدرج تابعی

 12 شکل. است کمتر 2 مدرج تابعی شاخص رد چرخش از 3/9%زان یم به و
 مدرج تابعیي ارهیدای چیساندو صفحه در را شعاعي راستا در لنگر راتییتغ
 در. دهدیم نشان ساده و رداریگ گاههیتکي برا k = 1 مدرج تابعی شاخص با
 که طورهمان. اندشده سهیمقا هم بای مماس وی شعاع جهت در لنگر شکل نیا
ݎ در و رندیگیم فاصله هم از جیتدر به لنگر دو شعاع، شیافزا با داستیپ = 1 

ݎ628/0 دری شعاع لنگر ردار،یگ گاههیدر تک. رسندیم اختلاف نیشتریب به = 
ݎ 827/0دری مماس لنگر و  زین هاآن متناظري هاتنش و شوندیم صفر برابر =

 رفتار همانندی اسمم وی شعاعي هاتنش رفتار. هستند صفر برابر نقاط نیا در
 در لنگر، ممیماکز رداریگ گاههیتک در. باشدیمی مماس وی شعاعي لنگرها
ݎ در وی شعاع جهت =  در را تنش منتجه راتییتغ 13 شکل. دهدیم رخ 1
ی بررس ساده گاههیتکي برا k = 1 با مدرج تابعیي ارهیدای چیساندو صفحه

. اندشده سهیمقا هم بای مماس وی شعاع جهت در منتجه شکل نیا در. کندیم
 فاصله هم از جیتدر به منتجه دو شعاع، شیافزا با رودیم انتظار که طورهمان

ݎ در تا رندیگیم =  راتییتغ زین 14 شکل .رسندیم اختلاف نیشتریب به 1
-1( مدرج تابعیی چیساندو صفحهي برا را ضخامتي راستا دری شعاع تنش

 جهینت شکل نیا از. دهدیم شینما متفاوت یمدرج تابعي هاشاخص در) 1- 2
مدرج  شاخص شیافزا با مدرج تابعی يارهیدا یچیساندو صفحه در که شودیم

 15 شکل. ابدییم شیافزای شعاع تنش پارامترها هیبق ماندن ثابت و تابعی
مدرج ی چیساندو صفحهي برا را ضخامتي راستا دری شعاع تنش راتییتغ

 نیا از. دهدیم شینما متفاوت مدرج تابعیي هاشاخص در) 1-1-1( تابعی
 شیافزا با مدرج تابعیي ارهیدای چیساندو صفحه در که شودیم جهینت شکل

- یم شیافزای شعاع تنش پارامترها هیبق ماندن ثابت و مدرج تابعی شاخص
) 1- 1-1( صفحه در تنش شیافزا زانیم مدرج تابعی، شاخص شیافزا با. ابدی
 .است) 1-2-1( صفحه در تنش شیافزا از شتریب

  

  
در  ]27[آباکوس افزارنرم با حاضر حل از آمده دستبه خیز مقادیر مقایسه 5شکل 

  هاي بزرگتغییر شکل

  
  خیز برحسب مقادیر مختلف بار براي نسبت ضخامت متفاوت 6شکل 

  
  خیز برحسب مقادیر مختلف بار براي شرایط مرزي متفاوت 7شکل 

 در k = 1 براي را ضخامتي راستا دری شعاع تنش راتییتغ نیز 16 شکل
- یم نشان) 2-1-2( و) 1-2-1( ،)1-1-1( مدرج تابعی یچیساندو يهاصفحه

 دری شعاع تنش صفحه، هر در که شودیم مشخص شکل بررسی با. دهد
 ممیماکز که است انینما زین نکته نیا نیهمچن و باشدیم صفر بر برا هسته
) 2- 1-2( صفحه در تنش مقادیر ممینیم و) 1- 2- 1( صفحه در تنش مقادیر

 مقادیر میزان به پوسته، به هسته ضخامت نسبت شیافزا با و دهدیم رخ
جایی در راستاي ضخامت را براي تغییرات جابه 17شکل  .شودمی افزوده تنش

. دهدگاه ساده شکل نشان میاي در تکیههاي تابعی متفاوت دایرهشاخص
جایی در پوسته به مراتب گستره تغییرات مقادیر جابه طور که پیداستهمان

ازاي مقادیر مختلف جایی مرکز دایره را بهجابه 18شکل . از هسته بیشتر است
کار رفته در راستاي شعاعی براي آنالیز حساسیت مش در هاي بهتعداد گره

شود که مشاهده می. دهدهاي متفاوت نشان میگاهتفاضل محدود با تکیه
جایی مرکز دایره به سمت یک مجانب همگرا گره به بعد جابه 20ي تعداد برا
عدد گره در راستاي شعاع  20بنابراین براي استخراج نتایج از . شودمی

 .استفاده گردیده است
ي حلقو مدرج تابعیی چیساندو صفحه خمش رفتار لیتحل به ادامه در
 صفحه در شعاع يراستا در را خیز راتییتغ 19 شکل. شودیم پرداخته

 متفاوت مدرج تابعیي هاشاخصي برا گیردار-گیردار مرزي شرایط باي حلقو
 شکل این از توپر، صفحات براي آمده دستبه نتایج مشابه .دهدیم شینما

 شاخص شیافزا با نیز، مدرج تابعیي حلقوی چیساندو صفحه در که پیداست
 جهت دریی جاجابه اپارامتره هیبق ماندن ثابت و هاپوسته مدرج تابعی

  .ابدییم شیافزا ضخامت
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  متفاوت مدرج تابعیي هاشاخص با زیخ راتییتغ 8 شکل

  
  یچیساندو صفحات انواع شعاع برايي راستا در زیخ راتییتغ 9 شکل

  
  مختلفي مرز طیشرا در شعاعي راستا در زیخ راتییتغ 10 شکل

  
  اوتمتف مدرج تابعیي هاشاخصي برا شعاعی چرخش 11 شکل

  
  ساده و رداریگ گاههیتکي برا شعاعي راستا در لنگر توزیع 12 شکل

  
  ساده گاههیتکي برا شعاعي راستا در تنش منتجه تغییرات 13 شکل

  
  )1-2-1( صفحهي برا ضخامتي راستا در تنش توزیع 14 شکل

  
  )1-1-1( صفحهي برا ضخامتي راستا در تنش توزیع 15شکل 
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  صفحه چیدمان انواعي برا ضخامتي راستا در تنش توزیع 16 شکل

  
 هاي تابعی متفاوتجایی در راستاي ضخامت براي شاخصتغییرات جابه 17شکل 

  
 کار رفتههاي بهازاي مقادیر مختلف تعداد گرهجایی مرکز صفحه بهجابه 18شکل 

  براي آنالیز حساسیت مش

  
 یردارگ-گیرداري حلقو ساندویچی صفحه در خیز تغییرات 19 شکل

  
 به پوسته ضخامت نسبت با گیردار-گیرداري حلقو صفحهي برا خیز تغییرات 20 شکل

  متفاوت هسته

 
 مختلف گاههیتکي براي حلقو صفحه دری شعاع لنگر 21 شکل

 باي حلقوی چیساندو صفحات شعاعي راستا در را خیز راتییتغ نیز 20 شکل
گیردار در - گیردار زيمر شرایط براي هسته به پوسته متفاوت ضخامت نسبت

 انینما نکته نیا 20 شکل مشاهده با. دهدیم شینما 3شاخص مدرج تابعی 
 نیشتریب) 1-0-1( صفحه و داراست را زیخ نیکمتر) 1-2-1( صفحه که است

 زانیم به) 1- 0- 1( صفحه زیخ نیهمچن. است داده اختصاص خود به را زیخ
 با. است شتریب) 1- 2- 1( صفحه از 117% زانیم به و )1- 1- 1(از صفحه  %64

 ضخامت نسبت راتییتغ که شودیم مشخص 9 شکل با 20 شکل سهیمقا
 نسبتیی جاجابه مقادیر بري شتریب ری، تاثيحلقو صفحه در پوسته به هسته

 در را شعاعي راستا دری شعاع لنگر راتییتغ 21 شکل .داردي ارهیدا صفحه به
-رداریگ ردار،یگ- رداریگ گاههیتکي برا مدرج تابعیي حلقوی چیساندو صفحه
مدرج  شاخص شکل نیا در. کندیمی بررس رداریگ-ساده و ساده- ساده ساده،
 نیشتریب شود،یم دهید شکل در که طورهمان. است شده اریاخت k = 1 تابعی،

ݎ 2/0در ،یشعاع لنگر ݎ در و ساده-رداریگ گاههیتک به مربوط = = 1 
 ممیماکز همچنین. باشدیم رداریگ-ساده اهگهیتک به مربوط لنگر نیشتریب

ݎ 2/0در ساده- رداریگ و رداریگ-رداریگ گاههیتک دری شعاع لنگر مقدار  رخ =
  .دهدیم

  افزار آباکوسسازي در نرمروش مدل - 6
افزار آباکوس وجود با توجه به این که تعریف مواد مدرج تابعی در نرم

سازي این مواد و ن مدلندارد، در این بخش به توضیحاتی پیرامو
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طور که در متن بیان همان. شودهمچنین مدل تحقیق حاضر پرداخته می
ها درنظر گرفته شده بود و ضخامت هسته دو برابر ضخامت پوسته ،شد

در تحقیق حاضر براي مدل کردن . ها نیز با هم برابر بودندضخامت پوسته
ابتدا  کهعمل شده است  افزار آباکوس بدین ترتیبهاي تابعی در نرملایه

- با تقسیم. گرددلایه تابعی را به ده لایه ایزوتروپیک مساوي تقسیم می
که در (بندي لایه تابعی به ده لایه ایزوتروپیک با مدول یانگ مختلف 

دست آمده کند و مقادیرش از برنامه فرترن بهراستاي ضخامت تغییر می
این  .شودیه تابعی مدل میو با قراردادن این ده لایه کنار هم لا) است

طور مجزا انجام شده است و تغییر خواص فرآیند براي هر دو پوسته به
 .باشدها در راستاي ضخامت دقیقا همان مقادیر در لایه تابعی میآن

مانند یک لایه ایزوتروپیک با مدول یانگ مربوط به همچنین هسته نیز 
در وسط قرار گرفته است  خودش با ضخامتی دو برابر ضخامت لایه تابعی

و لایه تابعی پایین نیز مانند لایه تابعی بالا در دو طرف هسته قرار داده 
هاي اند و بدین ترتیب صفحه ساندویچی با هسته ایزوتروپ و پوستهشده

سازي از شایان ذکر است که در مدل. افزار آباکوس مدل شدتابعی در نرم
یده است و تحلیل به صورت المان دو بعدي چهارگوش استفاده گرد

کار المان به 800متقارن محوري دوبعدي صورت پذیرفته است و تعداد 
 .گرفته شده است

  يریگ جهینت - 7
ي حلقو وي ارهیدای چیساندو صفحات خمشی رخطیغ لیتحل مقاله نیا در
ی بررس یعرضی کیمکان بار تحت همگن هسته و مدرج تابعیي هاپوسته با

 ون کرنش روابط و اول مرتبهی برشي تئور براساس اکمح روابط. است شده
 معادلات دستگاه. است شده استخراج بزرگ هايشکل تغییر براي کارمن
 و ایپویی رهاي عدد هايروش بیترک توسط آمده دستبهی رخطیغ تعادل
 همچونیی پارامترها اثری بررسبه تینها در. گرددیم لیتحل محدود تفاضل
ي رو بر مدرج تابعی ثابت وي مرز طیشرا پوسته، هب هسته ضخامت نسبت
 آمده دستبه مهم نتایج از برخی .است شده پرداختهی رخطیغ خمش
  :از اندعبارت

) 2-1-2( صفحه در تنش ممینیم و) 1- 2-1( صفحه در تنش ممیماکز )1
 .دهدیم رخ
ی شعاع تنش و شیافزا زیخ پوسته، به هسته ضخامت نسبت کاهش با )2

 .ابدییم کاهش
 ریتاث ،يحلقو صفحه در پوسته به هسته ضخامت نسبت راتییتغ )3
 .داردي ارهیدا صفحه به نسبت نتایج روي بري شتریب

  پیوست - 8
طور که در بخش روش رهایی پویا توضیح داده شد، ماتریس سفتی از همان

نیروهاي داخلی از . آیددست میجایی بهمشتق نیروهاي داخلی نسبت به جابه
  نشان داده ) 42(آیند که در رابطه دست میبه) 37(ه سمت چپ معادل

 :اندشده
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علت تقارن خواص ماده در راستاي به Bتوجه به این که ضرایب ماتریس 

  :اندضخامت در مساله صفر هستند از معادلات حذف شده
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