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 One of the most important parameters in prediction of sheet metal forming process is the effect of 
yield criteria on prediction of the limit strains. In this paper, the effects of normal anisotropy 
coefficient on the Hill’s quadratic, Hosford’s higher-order, Hill’s non-quadratic anisotropic yield 
criteria, is studied with attention to plane strain location. Also the effects of these yield criteria 
and normal anisotropy coefficient, strain rate sensitivity factor, strain hardening exponent and 
yield criterion exponent on the forming limit diagram have been discussed based on the M-K 
model. The different effects of normal anisotropy coefficient on the limit strains of all above-
mentioned criteria have a good agreement with the effect of normal anisotropy coefficient on the 
yield different surfaces. The comparison has been made between yield criterion exponent and 
normal anisotropy coefficient effects on Hill’s non-quadratic yield criterion. The results show that 
the proper selection of yield criterion has a significant influence on accuracy of the forming limit 
diagram. 
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  مقدمه - 1
. ستا در صنایع مختلف تولید يها روش نیتر مهمفلزي از  يها ورق یده شکل

  هندسهاز  یدقیق بینی پیش، یده شکلهزینه بالاي ساخت قالب در عملیات 
 اثرشکل سطح تسلیم  .طلبد یمرا  و رفتار مواد دهی شکل پارامترهايقالب، 
 پارامترهاي بینی پیشتا حد زیادي بر  نتیجه درو  تغییر شکلبر الگوي  زیادي
 هاي ی از روشیک. شکل نهایی قطعه داردنیز ، هندسه قالب و دهی شکل

بررسی و  ،عددي دهی شکلهاي  تجزیه و تحلیل اثر معیار تسلیم بر روي مدل

حدي در طول مسیرهاي  هاي کرنش بینی پیششکل سطح تسلیم بر   مطالعه
هاي فلزي و حد تحمل یک فلز  ورق دهی  بررسی شکل .استبارگذاري مختلف 

) FLD( دهی هاي مختلف معمولاً با استفاده از منحنی حد شکل در برابر کرنش
هاي اصلی در صفحه بر اساس وقوع  این منحنی، ترکیب کرنش. گیرد انجام می

 شوندگی به گلویی را نشان داده و یک مرز بحرانی براي شروع گلویی یا باریک
  .آورد دست می

را در عملیات  دهی شکلحد  منحنیبراي اولین بار  ]1[بکفن و کیلر 
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آید،  دست می هایی که در این روش تجربی به کرنش .معرفی کردند کشش ورق
شکست، وضعیت  و در مناطق دور ازشکست شدگی وضعیت  در محل باریک

هاي این منحنی این است که باید  محدودیت یکی از. دهد ایمن را نشان می
گودوین سمت راست . باشند تر از صفر بزرگ) فرعی(هاي کوچک  کرنش

. ]2[تر از صفر ترسیم کرد  هاي کوچک دهی را به ازاي کرنش منحنی حد شکل
ر رابطه با موقعیت هاي تجربی د اساس بررسی  بر ]3[مارسینیاك و کوزینسکی 

) M-K(نقص در ورق نخستین هاي تحت کشش دو محوري، مدل  کرنش نمونه
فرض یک نقص در ورق به صورت کاهش با  M-K مدل. را پیشنهاد کردند

این نقص . اساس مدل گلویی موضعی استوار است ضخامت و توسعه آن بر
آلیاژي و  توسط فاکتورهایی مانند تغییرات اندازه دانه، ترکیب و عناصر

 دو کشش طول در که ناپایداري یک براي. شود می تغییرات ضخامت ایجاد
 نزدیک اي صفحه کرنش به باید موضعی تنش حالت دهد، می رخ محوري

هاي  تطابق خوبی با داده M-Kدست آمده در مدل  هاي حدي به کرنش .باشد
، و پیشبین و ]4[ و همکارانش چوي براي بهتر شدن نتایج،. تجربی دارد

در این روش کرنش در سه . را مطرح کردند JGروش عددي به نام ] 5[گیلیس 
افتد و به قانون جریان و شرایط مرزي موجود در سیستم  مرحله اتفاق می
شود،  سازي رفتار مواد در طول فرآیند تغییر شکل منجر می تعادل که به مدل

  .وابسته است
 2 معیار تسلیم درجهاستفاده از ا ب M-Kاساس مدل  برنخستین کارهاي 

گردي  ، ناهمسانوندگیش اثر پارامترهاي سخت براي بررسی ]6[ هیل
هاي کرنش حدي انجام  بینی نرخ کرنش بر روي پیشبه پلاستیک و حساسیت 

هیل  2 با تابع تسلیم درجه M-Kبا این حال نتایج تجربی مدل  .ه استشد
بالاتر از  يدر کشش دو محوردهی  دهد که میزان قابلیت شکل نشان می

  .تر از واقعیت است اي پایین براي کرنش صفحه وواقعیت 
هاسفورد به  - براي معیار تسلیم لوگان M-Kاز مدل  ]7[گراف و هاسفورد 

هاي مختلف معیار  به پارامتر دهی منحنی حد شکل منظور مشاهده حساسیت
ختی، ضریب س گردي نرمال، توان کرنش تسلیم از قبیل ضریب ناهمسان

هاسفورد و فاکتور نقص  - حساسیت به نرخ کرنش، درجه معیار تسلیم لوگان
هاسفورد نوع خاصی از معیار تسلیم هیل  -معیار تسلیم لوگان. استفاده کردند

خود را با توجه به برخی از ) 1979(هیل، معیار تسلیم . است) 1979(
تأثیر شکل  ]8[ نابیکبا. توسعه داد 1993پارامترهاي مورد نیاز آن در سال 
و بر ) 1993(دهی را براي معیار تسلیم هیل  سطح تسلیم بر منحنی حد شکل

عنوان نسبت  به aو ناپایداري سوئیفت، با استفاده از پارامتر  M-Kاساس مدل 
تنش تسلیم تک محوري به تنش تسلیم دو محوري بررسی کرد و به این 

حدي را به ویژه در موقعیت  هاي کرنش aنتیجه رسید که افزایش پارامتر 
  .دهد تنش دو محوري افزایش می

هاي  براي بررسی پارامتر) 1993(معیار تسلیم هیل از  ]9[وینمان  زو و
ها نشان  نتایج آن. دهی استفاده کردند بینی منحنی حد شکلمواد بر پیش

هاي حدي  دهد مکان هندسی معیار تسلیم اثر زیادي بر روي کرنش می
  .گذارد می

هاي حدي، کرودا و  بینی کرنش راي بررسی اثر تابع تسلیم بر پیشب
هیل، هیل  2هاي تسلیم درجه  را در ارتباط با معیار M-Kمدل  ]10[تورگارد 

هاي تسلیم بر  به کار برده و اثر این معیار ، بارلات و لیان، و گوتو)1990(
گیري  جهتبا محاسبه . هاي حدي را بررسی و مقایسه کردندبینی کرنش پیش

دهی   بینی منحنی حد شکل زیادي بر پیش تأثیرگردي که  اولیه ناهمسان
هاي حدي براي  بینی کرنش گذارد، به این نتیجه رسیدند که پیش می

هیل و بارلات و لیان  2در مورد معیارهاي تسلیم درجه  º90و º0گیري  جهت

گوتو نتیجه و ) 1990(به هم نزدیک بوده، ولی براي معیارهاي تسلیم هیل 
  .برعکس است

هیل  2هیل، غیر درجه  2هاي تسلیم درجه  اثر معیار ]11[فریدمن و پن 
 M-Kدهی، براساس مدل   و هاسفورد را بر سمت راست منحنی حد شکل

دهد، براي یک مقدار ضریب  ها نشان می نتایج آن. بررسی کردند
ي حدي در ها گردي پلاستیک بر کرنش گردي مشخص، اثر ناهمسان ناهمسان

داریانی و  .کشش دو محوري، بستگی زیادي به معیار تسلیم دارد
تطابق ) 1979(نشان دادند با تغییر درجه معیار تسلیم هیل  ]12[عضدي 

دهی  خوبی بین نتایج تجربی و تئوري براي هر دو سمت منحنی حد شکل
  .آیدـدست می به

پذیري در  شکل بینی یک کد براي پیش ]13[روچا و همکارانش -دا-باراتا
در این روش امکان استفاده از هر معیار . دهی ورق فلزي ارائه دادندشکل

که  شوندگی با تغییر چندین مسیر کرنش، بدون اینتسلیم و هر قانون سخت
  .مشکل اساسی ایجاد شود، وجود دارد

هاي حدي را تحت  کرنش ،M-Kبراساس مدل] 14[پور و همکارانش عاصم
سبی و غیر تناسبی تعیین کرده و اثر مسیر کرنش بر شکل و هاي تنا بارگذاري

بیان ] 15[نورچشمه و گرین . دهی را بررسی کردند سطح منحنی حد شکل
تابعی از  M-Kدهی با استفاده از مدل  هاي منحنی حد شکل بینی کردند پیش

شکل سطح تسلیم نخستین بوده و تغییرات مسیر کرنش و مدل 
  .گذارد هی تأثیر زیادي می ي حد شکلها شوندگی بر منحنی سخت

  دهی در روش  هاي حد شکل یکی از مشکلات اصلی در تعیین منحنی
M-Kنیاز به داشتن نقطه آزمایش براي یافتن فاکتور نقص نخستین است ، .

با جایگزینی ناهمگنی هندسی با ناهمگنی مواد و با ] 16[پور  غضنفري و عاصم
اد مختلف، یک قانون تجربی با درنظر گرفتن استفاده از نتایج تجربی براي مو

ضخامت ورق ارائه دادند که فاکتور ناهمگنی درآن حذف شده و امکان تعیین 
  .دهی بدون انجام آزمایش وجود دارد منحنی حد شکل

معیارهاي تسلیم بر گردي نرمال  ضریب ناهمسان اثر در این مقاله
 2 و غیر درجه ]7[ هاسفورد، مرتبه بالاتر ]6[ هیل 2 ناهمسانگرد درجه

. و مقایسه شده استاي بررسی  صفحه موقعیت کرنشبا توجه به ] 17[ هیل
گردي نرمال، ضریب حساسیت به نرخ کرنش،  پارامترهاي ضریب ناهمسان اثر

دهی   هاي حد شکل معیار تسلیم بر منحنی  توان کرنش سختی و درجه
 .مطالعه شده است )-1012AISI(براي فولاد کم کربن  M-Kاساس مدل  بر

هیل بر روي  2تسلیم غیر درجه  معیار   گردي و درجه تاثیر ضریب ناهمسان
هاي حدي یک بار به صورت مستقل بررسی شده و بار دیگر با ثابت در  کرنش

گردي نرمال و درجه معیار تسلیم  ، اثر ضریب ناهمسانβنظر گرفتن نسبت 
هاي حدي بررسی و با حالت  شزمان بر کرن هیل به صورت هم 2غیر درجه 

  .قبل مقایسه شده است

  معیارهاي تسلیم - 2
و  ]7[، مرتبه بالاتر هاسفورد ]6[ هیل 2گرد درجه  معیارهاي تسلیم ناهمسان

اثر  بینی اي براي پیش قاعده تعیین براي ]17[هیل  2غیر درجه 
در . قرار گرفته استبررسی دهی مورد  بر منحنی حد شکلگردي  ناهمسان

اي فرض شده و میزان  گردي صفحه همساني تسلیم، این معیارها  همه
عنوان نسبت کرنش  که به شده تعیین Rکرنش  گردي توسط نسبت ناهمسان

  .شود عرضی به کرنش ضخامت تحت شرایط کشش تک محوري تعریف می
)1(  ܴ =

௪ߝ

௧ߝ
 

و مقدار متوسط  کردهورق تغییر   زمون در صفحهاین مقدار بسته به جهت آ
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  :شود آن به صورت زیر تعریف می
)2(  തܴ = ܴ =

ܴ଴ + 2ܴସହ + ܴଽ଴

4
 

 بلور است که بدون توجه به اساس ]6[ هیل 2اولین معیار، معیار تسلیم درجه 

  .شناختی مواد مطرح شده است
ଵߪ  )3(

ଶ + ଶߪ
ଶ + ଵߪ )ܴ − ଶ)ଶߪ = ( ܴ +  ଶߪ(1

1σ 2 وσ ߪو  هاي اصلی در صفحهتنشത  تنش با  که معادل بودهتنش معادل
براي مقادیر  1در شکل  بالامعیار تسلیم . استتسلیم در کشش تک محوري 

امتداد این بیضی در ربع . است  به صورت یک بیضی ترسیم شده Rمختلف 
و حاکی از افزایش استحکام در کشش دو  یافتهافزایش  Rاول با افزایش مقدار 

  .است Rمحوري، با افزایش مقدار 
گیرد که نرمال  اي در نقاطی قرار می براي کرنش صفحهحالت تنش 

این نقاط از تلاقی سطح . است σe 1σ/ خارجی بر سطح تسلیم، موازي با محور
هاي توپر در  که توسط دایره آمدهدست  هب )2ε =0( اي تسلیم با کرنش صفحه

موقعیت  Rمطابق شکل با افزایش مقدار . ستشده انشان داده  1شکل 
  .رود اي بالا می حههاي صف کرنش

اساس  که بر است ]7[ دومین معیار تسلیم، معیار مرتبه بالاتر هاسفورد
  .محاسبات کریستالوگرافی بالایی محدود شده است

)4(  |σଵ|ெ + |σଶ|ெ + ܴ|σଵ − σଶ|ெ  = (ܴ + ெߪ(1  

 این معیار. است FCC ،8و براي مواد  BCC، 6 مواد براي ،Mتوان پیشنهاد شده 
به  3و  2هاي در شکل Rبا هر دو توان پیشنهادي براي مقادیر مختلف  تسلیم

 . ترتیب رسم شده است
  

 
 با Rاي براي مقادیر مختلف صفحه کرنشهیل در حالت  2معیار تسلیم درجه  1 شکل

  توجه به تنش تسلیم نرمال در کشش تک محوري

  
با توجه به تنش  Rمختلفبراي مقادیر  = 6M معیار تسلیم هاسفورد با توان 2 شکل

 محوريتسلیم نرمال در کشش تک

  
تنش تسلیم  با توجه به Rبراي مختلف = 8M معیار تسلیم هاسفورد با توان 3 شکل

  محوري نرمال در کشش تک

  
با توجه به تنش تسلیم  R راي مقادیر مختلفب هیل 2معیار تسلیم غیر درجه  4شکل 

  محوري نرمال در کشش تک

اي نسبت به کشش دو محوري معادل، که موقعیت کرنش صفحهمطابق شکل 
 2درجه تسلیم ، برخلاف معیار ستشده ا توپر نشان دادههایی  توسط دایره

، آخرین معیار تسلیم بررسی شده .استحساس  غیر کاملاْ Rهیل به مقادیر 
  .است ]17[ هیل 2درجه  غیرتسلیم معیار 

)5(  
ଶߪ|݂ − ଷ|ெߪ + ଷߪ|݃ − ଵ|ெߪ + ℎ|ߪଵ − ଶ|ெߪ + ଵߪ2|ܽ − ଶߪ −  ଷ|ெߪ
ଶߪ2|ܾ+ − ଷߪ − ଵ|ெߪ + ଷߪ2|ܿ − ଵߪ − ଶ|ெߪ =  ெߪ

حالت  چهار)  f=g و a=b ( اي گرد صفحه حالت همسان تسلیم، براي این معیار
به دلیل . که در درستی سه حالت از چهار حالت تردید وجود دارد شتهدا

هاي مختلف  ازاي ترکیب که در این سه مورد شکل مکان هندسی تسلیم به این
M  وRدهد تقعر به  دراکر نشان می. شود بینی می ، مقعر به سمت خارج پیش

 حالتجا  بنابراین در این. ]18[ کندمخدوش می راسمت خارج اصل تعامد 

  .شده استبررسی  هیل 2درجه  معیار تسلیم غیر چهارم از
ଵߪ|  )6( + ଶ|ெߪ + (1 + ଵߪ|(2ܴ − ଶ|ெߪ = 2(ܴ +  ெߪ(1

درجه  تسلیم هاي معیاردر تلاشی براي گسترش محدودیت تسلیم ین معیارا
کمتر از یک، توسعه پیدا کرده  Rهیل، به خصوص براي موادي با مقدار  2

ثابت نیست، بلکه ) 6(توان در معادله  ،گذشته تسلیم برخلاف دو معیار. است
  .شود می تعیین βتوسط نسبت  تجربی صورت به و بوده Rتابعی از 

ߚ  )7(
ெ

=
1 + ܴ
2ெିଵ  

 2درجه  تسلیم به معیار انتخاب شود، این معیار 2توان ) 6(اگر در معادله 
  .شود هیل تبدیل می

 و ثابت βنسبت پییِرس  و وودتروپ هاي ، طبق دادهRبراي جداسازي اثر 
معیار  این. ]11[گرفته شده است  نظر در R مقدار از نظر صرف و 1/1 با معادل
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در معیار  Mتوان . رسم شده است 4در شکل  Rچندین مقدار  براي تسلیم
به  0/2و 5/1، 0/1، 5/0هاي مختلف R ازاي به) 7(تسلیم بالا طبق رابطه 

 .است 27/2و 04/2، 76/1، 39/1ترتیب 
سطح تسلیم  4هیل در شکل  2درجه  در معیار تسلیم غیر Rبا افزایش 

هاي شتر شده، ولی در موقعیت کش هاي دو محوري بزرگ در موقعیت کشش
 Rهمچنین با افزایش مقادیر . کند ینی می محوري مقادیر مشابهی را پیش تک

اي  که موقعیت کرنش صفحه رود، درحالی اي، پایین می موقعیت کرنش صفحه
 تا 1هاي  هاسفورد در شکل هیل و مرتبه بالاتر 2براي معیارهاي تسلیم درجه 

 تنش حالت نسبی عیتموق ،βاي و مقدار  مکان کرنش صفحه. رود بالا می 3
محوري در هر یک از  محوري معادل به کشش تک دو کشش در تسلیم

بینی  این ویژگی سطح تسلیم بر پیش .دهد تسلیم را نشان می معیارهاي
 ،هدف از این مقاله. گذارد زیادي می تاثیر M-Kهاي حدي با مدل  کرنش
عملیات کشش  هاي حدي در  بینی کرنش معیارهاي تسلیم بر پیش اثر بررسی

و برخی از  Rمقدار همچنین اثر  داده شده و Rورق براي یک مقدار 
پارامترهاي موثر مواد از جمله ضریب حساسیت به نرخ کرنش و توان 

براي یک معیار تسلیم داده  حديهاي  بینی کرنش بر پیشسختی،  کرنش
  .، استشده

  M-Kمدل  - 3
گردي  راي همسانفرض شده و دا در این مدل، ماده صلب و پلاستیک

به صورت کاهش ضخامت ورق  ناهمگنی و نقص در ورق. ]19[اي است  هصفح
در نظر گرفته شده است ، و به شکل یک شیار عمود در جهت کرنش اصلی

  ).5شکل (
  :شودتعریف میبه صورت زیر  f فاکتور نقص

)8(  ݂ =  
௕ݐ

௔ݐ
 

. استنقص داراي و  یکنواخت اطقبه ترتیب ضخامت در من tb و taجا  در این
قبل از اعمال تنش نیز ضریب نسبت ضخامت در داخل و خارج نقص 

 .است 0fناهمگنی نخستین 
هاي حدي تأثیر زیادي میضریب ناهمگنی نخستین در مقدار کرنش

توان ضریب ناهمگنی بنابراین براي افزایش دقت نتایج تئوري می گذارد،
هاي انجام  اساس بررسی بر ]. 18[نخستین را به صافی سطح ورق نسبت داد 

دهی ثابت نبوده و میزان  شده توسط استاکوویکز، زبري سطح در حین شکل
تغییرات آن به زبري نخستین، اندازه دانه و مقدار کرنش بستگی 

اساس رابطه زیر تغییر  درحین تغییر شکل ورق فاکتور نقص بر]. 20[دارد 
  :کند می

)9(  ଴݂ =
଴௔ݐ − 2൫ܴ௠଴ + ݇݀଴

଴.ହߝ௕̅൯
଴௔ݐ

 

)10(  ݂ =
଴௔ݐ − 2൫ܴ௠଴ + ݇݀଴

଴.ହߝ௕̅൯
଴௔ݐ

݁ఌయ್ିఌయೌ 
  

  
 ]M-K]19شماتیکی از مدل  5شکل 

 کرنش موثر در منطقه ε�bزبري ورق قبل از تغییر شکل، Rm 0 در رابطه بالا
b ،0d  اندازه دانه وK ثابت مواد است.  

تسلیم درجه معیارهاي تسلیمی که در این مدل استفاده شده، معیارهاي 
هیل و مرتبه بالاتر هاسفورد بوده که در بخش گذشته  2هیل، غیر درجه  2

سختی و  در این مدل تئوري، براي ورق رفتار کرنش. ها پرداخته شد نیز به آن
حساسیت به نرخ کرنش در نظر گرفته شده است بنابراین تغییر شکل در نظر 

  :کند سختی پیروي می گرفته شده از قانون کرنش
തߪ  )11( = ߝ ௡̅ߝܿ ̅̇௠ 

�ε کرنش مؤثر، ε�b تنش مؤثر، തߪ در رابطه بالا ̇b ،نرخ کرنش مؤثرc  ثابت
نسبت . ضریب حساسیت به نرخ کرنش استm توان کرنش سختی و nمواد، 

  :است شده نشان داده ρ ها با و نسبت کرنش αتنش ها با 

 .در بیرون شیار، در طول بارگذاري ثابت فرض شده است )αa(ها  نسبت تنش
باید در بیرون شیار و درون آن با هم  1یعنی نیرو در راستاي محور  F 1نیروي 

  :چنین خواهد بود bو  aبرابر باشد، در نتیجه معادله تعادل نیرو در مناطق 
ଵ௔ܨ  )13( = ଵ௕ܨ  

  .هر دو منطقه یکسان باشند در) 2ε(هاي موازي با شیار  همچنین فرض شده کرنش
ଶ௔ߝ݀  )14( = ଶ௕ߝ݀ و   ଶ̇௔ߝ  = ଶ̇௕ߝ   

  :شود تر به تنش مؤثر تعریف میعنوان نسبت تنش اصلی بزرگ به φ پارامتر کمکی
)15(  ߮ =

ଵߪ

ߪ
 

به عنوان نسبت کرنش مؤثر به کرنش اصلی تعریف شود، با β اگر پارامتر
  :آید دست می به) 16(از اصل کار پلاستیک، رابطه  استفاده

ߚ  )16( =
ߝ݀ ̅
ଵߝ݀

=
ߝ ̅̇
ଵ̇ߝ

= ߮(1 +  (ߩߙ

رابطه تراز نیرو را به  ،)13(روابط بالا در رابطه  گذاري جاي بادر این صورت 
  :توان نوشت صورت زیر می

)17(  ߮௔ ቀߚ௔ ௔ߩ
ൗ ቁ

௠
௔̅ߝ) + ௔̅ )௡ߝ݀ = ݂߮௕(ߝ௕̅ + ௕ߚ) ௕̅)௡ߝ݀ ௕ߩ

ൗ )௠ 

 شدهدر این رابطه بسته به معیار تسلیم انتخابی، تعیین  φو α ،ρپارامترهاي 
در هر f ضریب  محاسبه .که روابط کامل آن در پیوست آورده شده است

قابل  با فرض غیر هاي جزئی در راستاي ضخامت دارد که مرحله، نیاز به کرنش
ها  جزء کرنش روابط مربوط به. قابل محاسبه است)) 18( رابطه( تراکم بودن

  .براي معیارهاي تسلیم مختلف نیز در پیوست آمده است
ଷߝ݀  )18( = ଵߝ݀− − ଶߝ݀  

هاي حدي ابتدا یک مسیر بارگذاري در منطقه سالم ورق  براي محاسبه کرنش
)ρa (با اعمال یک جزء کرنش براي نمونه . شود در نظر گرفته می)001/0dε�a 

و انجام )) 17(رابطه (گذاري روابط در معادله تراز نیرو  و جاي aدر منطقه ) =
 .آید دست می به dε�bو به روش عددي  1افزار متلب محاسبات به کمک نرم

شده افزایش و مراحل یاد شده تکرار  گرفتهسپس جزء کرنش در مسیر در نظر 
 نسبت جزء کرنش ایجاد شده در منطقه گلویی به جزءجا که  شود تا آن می

بسیار بزرگ و از یک عدد ) dε�b/dε�a( کرنش اعمالی در منطقه سالم ورق
در این . دهنده آغاز پارگی است این مرز بحرانی نشان. عبور کند 10بحرانی مثلاً 
روند . آیند دست می هاي حدي ورق در مسیر در نظر گرفته شده، به حالت کرنش

تکرار ) =1ρ(تا ) =ρ - 5/0(هاي حدي در مسیرهاي مختلف  کرنش  محاسبه
هاي مؤثر در مناطق یکنواخت و داراي نقص، در هر مرحله از  کرنش. شود می

تحلیل فلوچارت . آیند دست می هاي مؤثر مراحل قبل به جمع مقادیر جزء کرنش
  .آورده شده است 6هاي حدي در شکل  جهت تعیین کرنش ارائه شده

                                                                                                                                           
1- Matlab 

ߙ  )12( = ఙమ

ఙభ
و   ߩ = ௗఌమ

ௗఌభ
= ఌ̇మ 

ఌ̇భ
 



    
  پورگللو و همکاران محمد حسین  M-Kدهی برحسب مدل  هاي حد شکل بر منحنی 2و غیر درجه  2اثر معیارهاي تسلیم هاسفورد، هیل درجه 

 

  141  5، شماره 14، دوره 1393مهندسی مکانیک مدرس، مرداد 
 

 نتایج و بحث - 4

و  n، توان کرنش سختی Rگردي  یب ناهمساندر این مقاله اثر پارامتر هاي ضر
و بر  دهی بر روي منحنی هاي حد شکل mضریب حساسیت به نرخ کرنش 

. بررسی شده است) -1012AISI(براي فولاد کم کربن  M-Kاساس مدل 
  .آمده است 1خواص این آلیاژ در جدول 

  ]1012AISI- (]20(خواص ورق فولاد کم کربن  1جدول 
t(mm) )mm( d  )mm(0Rm K n m R 

5/2  025/0  0065/0  104/0  3/0  01/0 21/1  
  

  
  M-Kاساس مدل هاي حدي بر فلوچارت جهت تعیین کرنش 6شکل 

  
با استفاده از معیار  دهی گردي نرمال بر منحنی حد شکل اثر ضریب ناهمسان 7شکل 

  بر روي ورق فولاد کم کربن M-Kهیل و مدل  2تسلیم درجه 

  
براساس معیار  دهی  گردي نرمال بر منحنی حد شکل اثر ضریب ناهمسان 8شکل 

  بر ورق فولاد کم کربن M-Kو مدل ) =6M(تسلیم هاسفورد 

ورق  دهی  هاي حد شکل بر منحنی Rگردي  در ادامه تأثیر ضریب ناهمسان
این ضریب با اثر آن بر سطح تسلیم که در بخش قبل  اثر. بررسی شده است

اثر این  7در شکل . قابل توجیه بوده و مطابقت خوبی داشته استبررسی شد، 
ضریب . هیل نشان داده شده است 2اساس معیار تسلیم درجه  ضریب بر
اساس این معیار تسلیم، اثري متفاوت بر دو سمت  گردي نرمال بر ناهمسان

گردي سبب  در حالی که افزایش ضریب ناهمسان. دارد دهی  منحنی حد شکل
شود، این ضریب اثر  هاي حدي در سمت راست منحنی می شکاهش کرن

سطح تسلیم معیار تسلیم  Rبا افزایش . چندانی بر سمت چپ منحنی ندارد
  .شود تر می به مقدار زیادي بزرگ موقعیت کشش دو محوري، در 2درجه 

در سمت  دهی توان کاهش قابل ملاحظه شکل با توجه به این اثر می
اساس این معیار تسلیم  و بر Rرا در اثر افزایش دهی  راست منحنی حد شکل

بر سطح تسلیم چندان  Rتوجیه کرد ولی در موقعیت کشش تک محوري اثر 
هاي حدي سمت چپ منحنی حد  بر کرنش Rنبوده که این بیانگر تأثیر کم 

تأثیر زیادي بر سمت چپ منحنی حد  Rهرچند ضریب . است دهی  شکل
بسیار کم کرنش در سمت چپ  کاهشن سبب ندارد، ولی افزایش آ دهی  شکل

  .شود منحنی می
اساس هر دو توان  بر دهی حد شکل ، منحنی9و  8هاي  در شکل

در این معیار تسلیم اثر . پیشنهادي معیار تسلیم هاسفورد ترسیم شده است
  .بسیار ناچیز است دهی  هاي حد شکل بر منحنی Rگردي  ضریب ناهمسان
توان در معیار تسلیم هاسفورد بر  براي بررسی اثر 10در شکل 

براي هر دو توان پیشنهادي  دهی  هاي حدي، منحنی حد شکل کرنش
  . ترسیم شده است Rهاسفورد و به ازاي یک مقدار مشخص 
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براساس معیار  دهی  گردي نرمال بر منحنی حد شکل اثر ضریب ناهمسان 9شکل 

  بر ورق فولاد کم کربن M-Kو مدل ) =8M(تسلیم هاسفورد 

 
 دهی  اثر توان در معیار تسلیم مرتبه بالاتر هاسفورد بر منحنی حد شکل 10 شکل

  بر ورق فولاد کم کربن M-Kاساس مدل  بر

  
با استفاده از معیار  دهی  گردي نرمال بر منحنی حد شکل اثر ضریب ناهمسان 11شکل

  ورق فولاد کم کربنبر  M-Kو مدل ) β =1/1(هیل  2تسلیم غیر درجه 

هاي حدي براي معیار تسلیم هاسفورد با  دهد، موقعیت کرنش نتایج نشان می
  .است 8، بالاتر از درجه 6درجه 

 دهی  هاي حد شکل گردي بر منحنی ، اثر ضریب ناهمسان11در شکل 
 -هاي وود تروپ اساس داده هیل بر 2براي معیار تسلیم غیر درجه 

  .ترسیم شده است =β 1/1نسبت و  ]11[پییرس 
هاي حدي  کرنشهیل،  2براي معیار تسلیم غیر درجه  11مطابق شکل 

 2درجه  تسلیم بر خلاف معیاردر سمت راست منحنی  ،R با افزایش مقدار
که اثر دو  βثابت بودن فرض  از، Rاین اثر متضاد . یابد میهیل، افزایش 

 .شود شی میزمان نشان داده است، نا را به صورت هم R و Mپارامتر 

  
با استفاده از معیار  دهی  گردي نرمال بر منحنی حد شکل اثر ضریب ناهمسان 12شکل 

  بر ورق فولاد کم کربن M-Kهیل و مدل  2تسلیم غیر درجه 

نشان داده شده که براي هر  Mبا یک مقدار ثابت  Rاثر ضریب  12در شکل 
بر  دهی  گردي در منحنی حد شکل دو سمت منحنی مطابق با اثر ناهمسان

 ).7شکل (هیل است  2اساس معیار تسلیم درجه 
براي معیارهاي تسلیم  دهی هاي حد شکل بر روي منحنی Rمقایسه اثر 

گردي  دهد ضریب ناهمسان نشان می) 12و  9، 8، 7هاي شکل(بررسی شده 
هیل و غیر  2هاي تسلیم درجه  هاي حدي براي معیار ر زیادي بر کرنشاث

گذارد، در حالی که براي معیار تسلیم مرتبه بالاتر هاسفورد  هیل می 2درجه 
این اثر متفاوت ضریب . هاي حدي ندارد تأثیر چندانی بر کرنش

هاي حدي براي معیارهاي مختلف تسلیم را  گردي بر روي کرنش ناهمسان
گردي  تغییرات ضریب ناهمسان. بر سطوح تسلیم توجیه کرد Rن با اثر توا می

هیل تأثیر زیادي گذاشته و سبب  2هیل و غیر درجه  2بر سطح تسلیم درجه 
تأثیر چندانی بر سطح تسلیم  Rشود، ولی تغییرات  افزایش سطح تسلیم می

  ).4الی  1هاي  شکل(گذارد  معیار هاسفورد نمی
بر منحنی  Mگردي ثابت فرض شده و اثر  انضریب ناهمس 13در شکل 

در سمت راست منحنی،  Mبا افزایش . بررسی شده است دهی  حد شکل
اثر درجه معیار . یابدهاي حدي افزایش و در سمت چپ کاهش می کرنش

با توجه به اثر آن بر سطح تسلیم  دهی هاي حد شکل تسلیم بر روي منحنی
با افزایش درجه معیار . وجیه استنشان داده شده، قابل ت 14که در شکل 

ها، تنش  تسلیم در حالت کشش دو محوري با فرض ثابت بودن نسبت تنش
بنابراین در اثر بالا رفتن درجه معیار تسلیم، جسم با . یابد مؤثر افزایش می

هاي کمتري به حد تسلیم رسیده، یعنی مقاومت جسم در برابر  اعمال تنش
هاي بیشتري را تا مرز گلویی شدن تحمل  تغییر شکل کاهش یافته و کرنش

محوري  در سمت چپ منحنی که بخشی از آن مربوط به کشش تک. کند می
)0α= ( است، تنش مؤثر به درجه معیار تسلیم بستگی نداشته و در نتیجه

کنند، ولی در بخشی  هاي حدي با تغییر درجه معیار تسلیم تغییر نمی کرنش
) α(ها  نسبت تنش) 19(براساس رابطه  ها مخالف صفر است، که نسبت تنش

و درجه معیار ) R(گردي  به ضریب ناهمسان) ρ(ها  بر نسبت کرنش علاوه
  .یابد معیار تسلیم کاهش می بستگی داشته و با افزایش درجه )M(تسلیم 

)19(  
ߙ =

[(ଵାଶோ)(ଵାఘ)
(ଵିఘ)

]( భ
ಾషభ) − 1

[(ଵାଶோ)(ଵାఘ)
(ଵିఘ)

]( భ
ಾషభ) + 1

 

تنش مؤثر و در نتیجه مقاومت در برابر  جا که تغییر در نسبت تنش، از آن
دهد، افزایش درجه معیار تسلیم سبب کاهش  تغییر شکل جسم را تغییر می

هاي حدي در  نسبت تنش و کاهش مقاومت در برابر تغییر شکل شده و کرنش
  .دهد سمت چپ منحنی را کاهش می
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بر ورق  M-Kبا مدل  دهی  اثر درجه معیار تسلیم هیل بر منحنی حد شکل 13شکل 

  فولاد کم کربن

  
 هیل 2درجه معیار تسلیم هیل بر سطح تسلیم معیار غیر درجه  اثر 14شکل 

 
براساس معیار تسلیم درجه  دهی  سختی بر منحنی حد شکل اثر توان کرنش 15شکل 

  م کربنبر ورق فولاد ک M-Kهیل و مدل  2

هاي  پذیري مربوط به شکل هاي حدي سمت راست منحنی حد شکل کرنش
هاي  کرنش Mو  Rبا افزایش  11در شکل . اند نیز با هم مقایسه شده 13تا  11

 Mبا افزایش  13در شکل . یابد حدي در سمت راست منحنی افزایش می
هاي حدي افزایش یافته و این در حالی است  ، کرنشRازاي یک مقدار ثابت  به

هاي حدي  ، کرنشMازاي مقدار مشخص  به Rبا افزایش  12که در شکل 
  .غالب بوده است Rبر  Mتوان نتیجه گرفت اثر تغییرات  می. یابند کاهش می

براي  15در شکل  دهی  حد شکل بر منحنی n سختی اثر توان کرنش
هیل و  2براي معیار تسلیم غیر درجه  16هیل، شکل  2معیار تسلیم درجه 

هاسفورد بررسی هاي پیشنهادي معیار تسلیم  براي توان 18و  17هاي  شکل
 . شده است

 
براساس معیار تسلیم  دهی  اثر توان کرنش سختی بر منحنی حد شکل 16 شکل

 .بر ورق فولاد کم کربن M-Kهیل و مدل  2درجه  غیر

  
 براساس معیار تسلیم دهی  سختی بر منحنی حد شکل اثر توان کرنش 17 شکل

  بر ورق فولاد کم کربن M-Kو مدل ) =M 6( هاسفورد

  
براساس معیار تسلیم  دهی  اثر توان کرنش سختی بر منحنی حد شکل 18 شکل

  بر ورق فولاد کم کربن M-Kو مدل ) =8M( هاسفورد

سختی، براي همه  دهد، افزایش توان کرنشنتایج بدست آمده نشان می
 دهی هاي حدي شده و شکل هاي تسلیم بررسی شده سبب افزایش کرنش معیار

تر براي فرآیندهاي  بزرگ n هاي با از این رو ورق. بخشد ورق را بهبود می
   .تر است دهی مناسب  شکل

سختی بر ضریب حساسیت به نرخ کرنش نیز اثري مشابه با توان کرنش
این اثر بر معیارهاي  22تا  19هاي در شکل. گذارد هاي حدي می کرنش

تسلیم این پارامتر براي همه معیارهاي . تسلیم مختلف نشان داده شده است
  .شود هاي حدي می بررسی شده سبب افزایش کرنش

-0.5 -0.3 -0.1 0.1 0.3 0.50.5
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

 2

  
1

 

 

n               
m             
R              
k            
t0          
d0       
Rm0           

M 
M 
M 
M
M 

= 0.3
= 0.01 
= 1.21
= 0.104 

= 0.025 mm  
= 0.0065 mm 

= 2.5 mm 

=1.8
=1.9
=2.0
=2.1
=2.2

-2 -1 0 1 2
-2

-1

0

1

2

 1/ e

  
2/
  

e

                  
  R      = 1.21

= 2.2
= 2.0
= 1.8

= 1.1

  M 
  M 
  M 

-0.5 -0.3 -0.1 0.1 0.3 0.50.5
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

 2

  
1

M                
m                
R                
k                
t0               
d0               
Rm0              

 

 

n 
n

n 
n 

= 0.0065 mm 

= 2.5 mm 
= 0.025 mm

 = 0.01
= 1.21 

= 0.35
 = 0.30
= 0.20
= 0.10= 2 

= 0.104 

-0.5 -0.3 -0.1 0.1 0.3 0.5
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

 2

 
1

M         
m         
R         
k        
t0   
d0    
Rm0 

 

 

n 

n 

n 

n 

= 0.025 mm
= 2.5 mm   

= 0.0065 mm 

= 0.104
= 1.21
= 0.01
= 1.8 

= 0.35
= 0.30
= 0.20
= 0.10

-0.5 -0.3 -0.1 0.1 0.3 0.50.5
0

0.2

0.4

0.6

0.8

11

 2

  
1

 

 

M               
m           
R           
k          
t0     
d0       
Rm0     

n 
n
n 
n 

= 6
 = 0.01

 = 2.5 mm   
= 0.025 mm

= 0.0065 mm

= 1.21 
= 0.104 

= 0.10
= 0.20
 = 0.30
= 0.35

-0.5 -0.3 -0.1 0.1 0.3 0.50.5
0

0.2

0.4

0.6

0.8

11

 2

  
1

 

 

M             
m            
R           
k          
t0      
d0       
Rm0     

n 
n 
n 
n 

= 0.35
= 0.30

= 0.10= 8
= 0.01
= 1.21 
= 0.104 

= 0.025 mm
 = 2.5 mm  

= 0.0065 mm

= 0.20



    
  پورگللو و همکاران محمد حسین  M-Kدهی برحسب مدل  هاي حد شکل بر منحنی 2و غیر درجه  2اثر معیارهاي تسلیم هاسفورد، هیل درجه 

  

  5 ، شماره14، دوره 1393مهندسی مکانیک مدرس، مرداد   144
 

  
براساس معیار  دهی  اثر ضریب حساسیت به نرخ کرنش بر منحنی حد شکل 19 شکل

  بر ورق فولاد کم کربن M-Kهیل و مدل  2تسلیم درجه 

  
براساس معیار  دهی  اثر ضریب حساسیت به نرخ کرنش بر منحنی حد شکل 20 شکل

 بر ورق فولاد کم کربن M-Kیل و مدل ه 2تسلیم غیر درجه 

  
براساس معیار  دهی  اثر ضریب حساسیت به نرخ کرنش بر منحنی حد شکل 21 شکل

  بر ورق فولاد کم کربن M-Kو مدل ) =6M(تسلیم هاسفورد 

 .هاي حدي بررسی شده است اثر معیارهاي تسلیم بر کرنش 23در شکل 
 2هاي حدي حاصل از تجزیه و تحلیل معیار تسلیم درجه  کرنشمطابق شکل 

همچنین . اساس سایر معیارهاي تسلیم است هاي حدي بر هیل بیش از کرنش
هاي حدي کاهش  کرنش هاسفورد،در معیار تسلیم  Mبا بالا رفتن توان

 تسلیمهیل سطوح کرنشی مشابهی با معیار  2درجه  غیر تسلیم معیار. یابند می
  .گذارد ه نمایش میهاسفورد را ب

  گیري نتیجه - 5
گرد  معیارهاي تسلیم ناهمسانبر گردي نرمال  در این مقاله اثر ضریب ناهمسان

 هیل 2و غیر درجه ) 1979( ، مرتبه بالاتر هاسفورد)1948(هیل  2درجه 
 .شده استاي بررسی  موقعیت کرنش صفحه، با توجه به )1979(

 
براساس معیار  دهی اثر ضریب حساسیت به نرخ کرنش بر منحنی حد شکل 22 شکل

  .بر ورق فولاد کم کربن M-Kو مدل ) =8M(تسلیم هاسفورد 

 
بر  M-K اساس مدل بر دهی  هاي تسلیم مختلف بر منحنی حد شکل اثر معیار 23 شکل

  .ورق فولاد کم کربن

 2گردي بر سطح تسلیم درجه  تغییرات ضریب ناهمسان دهد، نتایج نشان می
شود،  هیل تأثیر زیادي گذاشته و سبب افزایش سطح تسلیم می 2درجه  و غیر

. گذارد تأثیر چندانی بر سطح تسلیم معیار هاسفورد نمی Rولی تغییرات 
براي معیار تسلیم غیر اي،  موقعیت کرنش صفحه Rبا افزایش مقادیر  همچنین

اي براي  که موقعیت کرنش صفحه رود، درحالی پایین میهیل  2درجه 
  .رود هاسفورد بالا می هیل و مرتبه بالاتر 2معیارهاي تسلیم درجه 

گردي نرمال،  بالا و پارامترهاي ضریب ناهمسان تسلیم هر سه معیار اثر
عیار تسلیم بر سختی و درجه م ضریب حساسیت به نرخ کرنش، توان کرنش

  :دهی بررسی شده و نتایج به شرح زیر آورده شده است  هاي حد شکل منحنی
هاي حدي براي  گردي نرمال اثر زیادي بر کرنش ضریب ناهمسان - 1

گذارد، در حالی که  هیل می 2هیل و غیر درجه  2هاي تسلیم درجه  معیار
الاتر هاسفورد هاي حدي براي معیار تسلیم مرتبه ب تأثیر چندانی بر کرنش

هاي حدي براي  گردي بر کرنش این اثر متفاوت ضریب ناهمسان. ندارد
  .توجیه است بر سطوح تسلیم قابل Rمعیارهاي مختلف تسلیم با اثر 

اساس چهار معیار تسلیم ارائه شده نشان داده  هاي حدي بر کرنش  مقایسه - 2
هاي  از کرنشهیل بیش  2معیار تسلیم درجه  هاي حدي براي شده که کرنش

در  Mبالا رفتن توانهمچنین با . اساس سایر معیارهاي تسلیم است حدي بر
شایان یاد است که . یابند هاي حدي کاهش میکرنش هاسفوردمعیار تسلیم 

 تسلیم مشابهی با معیارحدي سطوح کرنشی  ،هیل 2غیر درجه  تسلیم معیار
 معیارهاي اثر بررسی .گذارد را به نمایش می با درجات متفاوت هاسفورد

 پارامتر تسلیم معیار انتخاب دهد می نشان حدي هاي کرنش بر بالا تسلیم
چه  چنان .است دهی  شکل حد منحنی حدي هايکرنش تعیین در مهمی

گردي نسبت به سایر پارامترهاي بررسی شده،  مشاهده شد، ضریب ناهمسان
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د، بنابراین در نظر گذار تأثیر مستقیم و زیادي بر سطوح مختلف تسلیم می
در مورد معیار . دهی فلزات امري مهم است گرفتن آن در فرآیندهاي شکل

اي  جا که توان این معیار متغیر است، مقایسه هیل از آن 2تسلیم غیر درجه 
گردي و درجه این معیار صورت گرفت که نتایج نشان  بین اثر ضریب ناهمسان

گردي  هیل از ضریب ناهمسان 2دهد اثر درجه معیار تسلیم غیر درجه می
توان با درنظر گرفتن مقدار بهینه درجه این معیار، با  بیشتر بوده، بنابراین می

 .پذیري فلزات اظهار نظر کرد اطمینان بیشتري در مورد قابلیت شکل
اساس چهار معیار تسلیم ارائه شده نشان داده  هاي حدي بر مقایسه کرنش - 3

هاي  هیل بیش از کرنش 2معیار تسلیم درجه  هاي حدي براي  است که کرنش
در  Mبالا رفتن توانهمچنین با . هاي تسلیم است اساس سایر معیار حدي بر

شایان ذکر است که . یابند هاي حدي کاهش می کرنش هاسفوردمعیار تسلیم 
 تسلیم مشابهی با معیارحدي سطوح کرنشی  ،هیل 2غیر درجه  تسلیم معیار

 .گذارد را به نمایش می با درجات متفاوت هاسفورد
هاي حدي براي همه  سختی، سبب افزایش کرنش افزایش توان کرنش - 4

 .معیارهاي تسلیم شده است
سختی بر  ضریب حساسیت به نرخ کرنش نیز اثري مشابه با توان کرنش - 5

 .گذارد هاي حدي براي این معیارهاي تسلیم می کرنش

  فهرست علائم - 6
0d دانه اندازه  
n سختی توان کرنش  
k ثابت مواد  

M درجه معیار تسلیم  
Rm0 زبري اولیه ورق  
t0a ضخامت اولیه ورق در منطقه یکنواخت  
ta و tb ضخامت ورق به ترتیب در مناطق یکنواخت و ناقص  
c  ضریب استحکام  

m  ضریب حساسیت به نرخ کرنش  
R  گردي نرمال ضریب ناهمسان  
f  فاکتور نقص  

  علائم یونانی
ߝو  തߪ   تنش و کرنش مؤثر  ̅
1σ 2 وσ هاي اي به ترتیب در جهت هاي صفحه تنش x1  وx2  

dε1  وdε2 هاي هاي حدي به ترتیب در جهت جزء کرنش x1  وx2  
ε1  وε2 هاي اي به ترتیب در جهت هاي صفحه کرنش x1  وx2  
a3ε و b3ε ناقصهاي ضخامتی به ترتیب در مناطق یکنواخت و  کرنش  
α  هاي اصلی نسبت تنش  
φ تر به تنش موثر نسبت تنش اصلی بزرگ  
β  به کرنش اصلی نسبت کرنش موثر  
ρ  نسبت کرنش اصلی به کرنش فرعی  

 پیوست - 7

  :برابر است با) 15(  اساس رابطه هیل بر 2معیار تسلیم درجه براي  φمقدار 

)1.A(  ߮ = {
(1 + ܴ)

1 + ଶߙ + ܴ(1 − {ଶ(ߙ
భ
మ 

از روابط زیر  ،)).2A(رابطه (استفاده از قانون جریان با هاي ضخامتی  کرنش
  :آینددست می به

)2.A(  ݀ߝ௜௝ = ߣ݀
തߪ߲

௜௝ߪ߲
 

)3.A(  ݀ߝଵ௔ =
߮௔݀ߝ௔̅(1 + ܴ(1 − ((௔ߙ

(1 + ܴ)
 

)4.A(  ݀ߝଶ௔ =
߮௔݀ߝ௔̅(ߙ௔ − ܴ(1 − ((௔ߙ

(1 + ܴ)
 

ها،  به عنوان نسبت تنش αو در نظر گرفتن  ).4A(و ) .3A(با استفاده از روابط 
  :برابر است با) ρ(ها  نسبت کرنش

)5.A(  ߩ =
ଶߝ݀

ଵߝ݀
=

ߙ − ܴ(1 − (ߙ
1 + ܴ(1 − (ߙ

 

برابر  b  براي منطقه dε2bکرنش حدي  جزء) .4A(و ) 14(با استفاده از روابط 
  :است با

)6.A(  ݀ߝଶ௔ =
௕̅ߝ݀ ௕ߙ) − ܴ(1 − ((௕ߙ

(1 + ܴ)
{

1 + ܴ
1 + ௕ߙ

ଶ + ܴ(1 − ௕)ଶ}ଵߙ ଶൗ  

  :آید دست می زیر به  از رابطه b  بالا کرنش مؤثر در منطقه   با استفاده از رابطه

)7.A(  ݀ߝ௕̅ =
ଶ௔(1ߝ݀ + ܴ)

௕ߙ) − ܴ(1 − ((௕ߙ
{
1 + ௕ߙ

ଶ + ܴ(1 − ௕)ଶߙ

1 + ܴ
}ଵ ଶൗ  

تسلیم  تراز نیرو، براي معیار  ، رابطه)17(بالا در رابطه   گذاري رابطه با جاي
  :آید می هیل به صورت زیر در 2درجه 

)8.A(  

௔ߝ) + ௔̅)௡ߝ݀  ቀߚ௔ ௔ߩ
ൗ ቁ

௠
߮௔

= ௕ߝ)݂ 

+
ଶ௔ߝ݀ (1 + ܴ)

௕ߙ − ܴ(1 − (௕ߙ
{
1 + ௕ߙ

ଶ + ܴ(1 − ௕)ଶߙ

1 + ܴ
}ଵ ଶൗ )௡(ߚ௕ ௕ߩ

ൗ )௠߮௕  

  :صورت زیر قابل محاسبه است هاي ضخامتی نیز به کرنش

)9.A(  ݀ߝଷ௔ = −߮௔
௔̅(1ߝ݀ + (௔ߙ

1 + ܴ
 

)10.A(  ݀ߝଷ௕ = −߮௕
௕̅(1ߝ݀ + (௕ߙ

1 + ܴ
 

  :آید دست می از رابطه زیر بهمعیار تسلیم مرتبه بالاتر هاسفورد براي  φ پارامتر

)11.A(  ߮ = {
(1 + ܴ)

1 + ெߙ + ܴ(1 − {ெ(ߙ
భ
ಾ 

  :هاي جزئی عبارتند از ، کرنش)A.2(با استفاده از رابطه 

)12.A(  ݀ߝଵ௔ =
߮௔

ெିଵ݀ߝ௔̅(1 + ܴ(1 − (௔)ெିଵߙ
(1 + ܴ)  

)13.A(  ݀ߝଶ௔ =
߮௔

ெିଵ݀ߝ௔̅(ߙ௔
ெିଵ − ܴ(1 − (௔)ெିଵߙ
(1 + ܴ)  

ρ  12(نیز با استفاده از روابطA.(  و)13A.( برابر است با:  

)14.A(  ߩ =
2ߝ݀

1ߝ݀
=

1−ܯߙ − ܴ(1 − 1−ܯ(ߙ

1 + ܴ(1 − 1−ܯ(ߙ  

 برابر) .13A(و ) 14(با استفاده از روابط b براي منطقه dε2bکرنش حدي جزء

  :است با

)15.A(  ݀ߝଶ௔ =
߮௕

ெିଵ݀ߝ௕̅(ߙ௕
ெିଵ − ܴ(1 − (௕)ெିଵߙ
(1 + ܴ)  

  :که در این صورت

)16.A(  ݀ߝ௕̅ =
ଶ௔(1ߝ݀ + ܴ)

߮௕
ெିଵ(ߙ௕

ெିଵ − ܴ(1 − (௕)ெିଵߙ
 

، معادله )17(با جانشینی معادله بالا در معادله تعادل و با استفاده از رابطه 
  :آید می تراز نیرو به صورت زیر در

)17.A(  

௔ߝ) + ௔ߚ) ௔)௡ߝ݀ ௔ߩ
ൗ )௠ ߮௔

= ௕ߝ)݂  +
ଶ௔(1ߝ݀ + ܴ)

߮௕
ெିଵ(ߙ௕

ெିଵ − ܴ(1 − (௕)ெିଵߙ
)௡ (ߚ௕ ௕ߩ

ൗ )௠ ߮௕  

  :عبارتند از bو  aهاي ضخامتی در منطقه  کرنش

)18.A(  ݀ߝଷ௔ = −߮௔
ெିଵ ௔̅(1ߝ݀ + ௔ߙ

ெିଵ)
(1 + ܴ)  

)19.A(  ݀ߝଷ௕ = −߮௕
ெିଵ ௕̅(1ߝ݀ + ௕ߙ

ெିଵ)
(1 + ܴ)  

  :آید دست می از رابطه زیر به φهیل پارامتر  2براي معیار تسلیم غیر درجه 

)20.A(  ߮ = {
2(ܴ + 1)

 [|1 + ெ|ߙ + (1 + 2ܴ)|1 −  ெ]}ଵ/ெ|ߙ

  :آیند دست می از روابط زیر به ).2A(با استفاده از رابطه هاي ضخامتی  کرنش
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)21.A(  ݀ߝଵ௔ =
௔ߝ݀

2(1 + ܴ)
߮௔

ெିଵ{|1 + ௔|ெିଵߙ + (1 + 2ܴ)|1 −  {௔|ெିଵߙ

)22.A(  ݀ߝଶ௔ =
௔ߝ݀

2(1 + ܴ)
߮௔

ெିଵ{|1 + ௔|ெିଵߙ − (1 + 2ܴ)|1 −  {௔|ெିଵߙ

ρ  برابر است بابالا نیز با استفاده از روابط:  

)23.A(  ߩ =
|1 + ெିଵ|ߙ − (1 + 2ܴ)|1 − ெିଵ|ߙ

|1 + ெିଵ|ߙ + (1 + 2ܴ)|1 −  ெିଵ|ߙ

  :برابر است با bبراي منطقه dε2b، )14رابطه(طبق شرایط سازگاري 

)24.A(  

ଶ௔ߝ݀

=
௕ߝ݀

2(1 + ܴ)
{|1 + ௕|ெିଵߙ − (1 + 2ܴ)|1 − {௕|ெିଵߙ

×  {
2(ܴ + 1)

 |1 + ௕|ெߙ + (1 + 2ܴ)|1 −  ௕|ெ}(୑ିଵ)/ெߙ

  :توان به صورت زیر نوشت را می dε�bبنابراین 

)25.A(  

௕ߝ݀

=
ଶ௔(1ߝ2݀ + ܴ)

|1 + ௕|ெିଵߙ − (1 + 2ܴ)|1 − ௕|ெିଵߙ

× {
|1 + ௕|ெߙ + (1 + 2ܴ)|1 − ௕|ெߙ

2(1 + ܴ) }
ಾషభ

ಾ  

  :شود دست آمده از تراز نیرو قرار داده می معادله بالا در معادله به

)26.A(  

௔ߝ) + ௔)௡߮௔ߝ݀ = ݂ ቐߝ௕

+
ଶ௔(1ߝ2݀ + ܴ)

|1 + ௕|ெିଵߙ − (1 + 2ܴ)|1 − ௕|ெିଵߙ

×  ቊ
|1 + ௕|ெߙ + (1 + 2ܴ)|1 − ௕|ெߙ

2(1 + ܴ) ቋ

ಾషభ
ಾ

ൡ
௡

×  {
2(ܴ + 1)

 |1 + ௕|ெߙ + (1 + 2ܴ)|1 − {௕|ெߙ
భ
ಾ 

  :هاي ضخامتی به صورت زیر قابل محاسبه است کرنش

)27.A(  ݀ߝଷ௔ = ௔ߝ݀−
߮௔

ெିଵ|1 + ௔|ெିଵߙ

1 + ܴ
 

)28.A(  ݀ߝଷ௕ = ௕ߝ݀−
߮௕

ெିଵ|1 + ௕|ெିଵߙ

1 + ܴ
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