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مقدمه-1

سازه از يابسياري نقاط در بايد عملكرد خاص شرايط علت به ها

مختلف باشند،جهات داشته متفاوت از،خواص دليل همين به

استفاده آنها ساختار در مختلف ماده غير.شودميدو مواد وقتي

سراميك و فلزات مانند هممشابه به اتصال با يك،ها تشكيل

مي را مركب ماده يا حرارتيبه،دهندسازه انبساط ضرايب دليل

قرار اثر در تنشمتفاوتشان، دچار دما، معرض در هايگرفتن

مي مي].1[شوندداخلي حالت اين بهبود انتقالبراي با توان

مرزها تخريب و ماده دو تنش تمركز از ساختار، تدريجي

كرد تركيب.جلوگيري هم با پيوسته طور به كه مواد، اين به

تابعيمي مدرج مواد تابعي.گويندمي1شوند، مدرج مواد مفهوم

سال در بار و1984اولين هوا ملي آزمايشگاه ژاپندر فضاي

سازه در حرارتي عايق توليد راكتورهابراي و فضايي هاي

شد مدل].2[پيشنهاد ميبراي تابعي مدرج مواد توانسازي

نقطه هر در الاستيك خواص كه كرد تاجهتمامدرآنفرض

است مي.يكسان فرض پيوسته حالت در كهپس مواد،اينكنيم

هستند همگن غير حلاين].1[ايزوتروپيك همگني غير

سال.كندميمشكلنسبتاًراآنهاتحليلي داده1983در نشان

مي كه ازشد تابعي را يانگ مدول و ثابت را پواسون نسبت توان

كرد فرض كاربرد].1[ضخامت افزون روز گسترش به توجه با

مواد ماده،اين ساخت و طراحي هدف با آنها روي باتحقيق اي

مطلوب خواص وگراديان تحليلي بعد دو طوردر به تجربي

دارد ادامه ناهمگن.وسيع مواد براي الاستيسيته مسايل حل

نيازمندمانند تابعي مدرج استروشمواد رياضي پيشرفتة .هاي

روشاگر بچه پاسخ تحليلي، ميههاي نتيجه را بسته دهندفرم

ناهمگني از خاصي حالت و ساده هندسة به محدود ولي

و.باشدمي بوده كاربردي غير غالباً آمده، بدست پاسخ لذا

روش از استاستفاده ناپذير اجتناب عددي آناليز.هاي براي

روش مواد، اين المانعددي محدود، اختلاف مانند مختلفي هاي

هستند استفاده قابل مش بدون و روش،محدود بدوناما هاي

مشمش به نياز عدم دليل حلبه براي دامنه مسايلبندي

مرزي اخير،مقدار دهة دو قراردر زيادي توجه گرفتهمورد

روش.است محدوداين المان روش به نسبت اختلافها و

آسانمحدود بالاتر، دقت مانند زيادي مزاياي بودنداراي تر

مشسازيشبيه ايجاد براي زمان اتلاف عدم و ترك ورشد

1. Functionally Graded Material (FGM)

].3[باشندميغيره

روش چند بدونهر سالهاي در توجهمش مورد اخير هاي

گرفته وليقرار بدونقديمياند، روش روشمش،ترين

هموار ذرات سال2هيدروديناميك در بار اولين كه 1977است

شد]4[ مدلاز.معرفي در روش بااين نجومي مسائل سازي

درناةدامن ستارگان قبيل از ومحدود گرد ابرهاي و انفجار حال

استفاده سال.شدغبار روش]5[در1993در روي بر كار با

جملهفوق افزودن كرنلو تابع به آنبراياي عملكرد تصحيح

مرز هستهروش،روي ذرات كهشدمعرفي3ايبازتوليدي

روش به هموارنسبت ذرات دقيق،هيدروديناميك بودبسيار .تر

روش توسعه موازات وبه فوق آن،هاي از پس سال چندين

تقريبمسير توسعه در بدونديگري كهمشهاي شد گشوده

تق از استفاده بر آن متحركيبراساس مربعات در.بود4حداقل

از1992سال بار اولين گالركيناينبراي روش در تقريب

پراكندهآن،حاصلو]6[شداستفاده المان شدناميد5روش .ه

سالسپس ايد1994در اين بررسي افزوةبا و برخيدنوين ن

روشجم فرمولاسيون به پراكندهلات بسيارالمان روشي

آزادتردقيق المان روش نام آمد6به از.]7[بدست دسته اين

ازروش ولي هستند برخوردار مناسبي پايداري و پيوستگي از ها

روش به نسبت محاسباتي هموارنظر ذرات هيدروديناميك

روش.هستندترهزينهپر اين در زمينهمعمولاً پس سلول به ها

انتگرال براي ماتريسكلي ضعيفگيري فرم از آمده بدست هاي

است نياز معادلات اينعمومي دليل همين بدون،هاروشبه

نيستند واقعي زمينه.مش پس سلول ايجاد از اجتناب براي

پتروف محلي مش بدون روش از استفاده7گالركين-كلي

روش.شودمي اين براييابيدرونبرايدر و ميدان متغيرهاي

مشانتگرال يك ايجاد به نياز معادلات ضعيف فرم گيري

بر نداردمشخص دامنه كل سايراينلذا.روي از بيش روش

استروش گرفته قرار استفاده و توجه مورد مش فاقد اين.هاي

تخمين از و بوده محلي متقارن ضعيف فرم اساس بر روش

متحرك مربعات استفادهيبرتقبرايحداقل ميدان تابع

ناحيهفرمول.كندمي زير يك روي روش اين در ضعيف بندي

2. Smoothed Particle Hydrodynamics(SPH)

3. Reproducing Kernel Particle (RKPM)

4. Moving Least Square (MLS)

5. Diffuse Element Method(DEM)

6. Element Free Galerkin(EFG)

7. Meshless Local Petrov-Galerkin (MLPG)
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بعدي، دو مسايل در غالباً كه گيرد مي انجام منظم شكل با

مستطيلدايره يا كرهو بعدي، سه مسايل در مكعبو يا و

گرفتهمستطيل نظر سال.شودميدر در روش 1998اين

استپايه شده مسا]8[گذاري حل در موفقيت با بسياريئو ل

الاستواستاتيك جمله اجباري]9[از و آزاد ارتعاشات ،]10[،

ترك الاستوديناميك]11[تحليل گرفتهغيرهو]12[، كار به

است .شده

سال پيشرفت2002در و درتحقيقات گرفته صورت هاي

روشةزمين وجمعاين شد دقتكاراييآوري مختلفانواعو

تستآن توابع بدون1براساس روش شش و مقايسه انتخابي،

پتروف محلي مختلف-مش تست توابع اساس بر گالركين

شد در].13[معرفي پتروفروش]14[اما محلي مش -بدون

كهگالركين شد ارائه نمايي تست تابع از استفاده با جديدي

روش به نسبت بالاتري دقت بودداراي پيشين بدون.هاي روش

پتروفمش مدرجگالركين-محلي هاي ورق ترك تحليل براي

است شده گرفته كار به نيز زاويه]17[در].15،16[تابعي اثر

اول مود تنش شدت ضريب بر ترك راستاي با خواص گراديان

ورق امالبهدارتركدر است، شده بررسي ثابت تنش تحت اي

تنشلبهدارتركورق]17[در اثر تحت تنها بررسياي ثابت

است نشده بررسي نيز دوم مود تنش شدت ضريب اثر و .شده

مقاله اين ازدر استفاده پتروفبا محلي مش بدون -روش

ترك تحليل ايزوتروپيكورقگالركين تابعي وشدهانجاممدرج

خواصتأثير گراديان زاويه و خواص گراديان مقدار ترك، طول

بررسي دوم و اول مود تنش شدت ضريب بر ترك راستاي با

است روش.شده اين وسازيشبيهبرايدر جابجايي ميدان

ترك اطراف در روشتنش دادهاز توسعه وزن بهشدهتابع

عدم محاسباتمنظور حجم شدهافزايش ضريب.استاستفاده

انتگرالشدت از استفاده با مسيرتنش از مستقل كهJ*هاي

فرمول ناهمگن مواد شدهبراي استمحاسبهاندبندي .شده

دو مقاله، اين لبهمسألهدر تركدار موادورق جنس از اي

بارگذاري تحت تابعي تحليلمدرج ثابت كرنش و تنش هاي

است ورق.شده ابتدا در آمده بدست پاسخ از اطمينان منظور به

/1(همگندارترك
21
=EE(پاسخ با آن پاسخ و شده تحليل

ورق سپس و است شده مقايسه بادارتركدقيق تابعي مدرج

با امده بدست پاسخ و شده تحليل صفر، گراديان زاويه فرض

1. Test Function

استپا شده مقايسه دقيق بدست.سخ ميآنتايج نشان دهدمده

پاسخ حاضركه داردروش دقيق حل با خوبي نهايت.تطابق در

شده، تهيه كد از اطمينان از برتأثيرپس خواص گراديان زاويه

است شده بررسي دوم و اول مود تنش شدت .ضريب

پتروفبنديفرمول-2 محلي مش بدون -روش

گالركين

تخمين-2-1 متحركمربعاتحداقلالگوريتم

بيشتر جملهروشدر از مش بدون محليهاي مش بدون روش

حداقلگالرك-پتروف تخمين مدل از ميدان تابع تقريب براي ين

شودمربعات مي استفاده هر].3[متحرك در مدل، اين در

دلخواه گرهxنقطة تعداد اساس بر دامنه، يك آن، اطراف هاي

دامنة نام شود2تأثيربه مي دامنة.تعريف مقاله، اين بهتأثيردر

دايره استشكل شده نقطةu(x)ميدان.فرض شكلxدر به

شود مي زده تخمين :زير

)1(
1

( ) ( )
N

i i

i

u x φ x u

=

=∑

Nنقطة اطراف هاي گره دامنةxتعداد داخل در كه تأثيراست

دارند )وقرار )
i

φ xشكل :استتابع

)2(∑
−

=

m

j

jIiI xBxAxpx ))()()(()(
1

ϕ

رابطة :داريم)2(در

)3(( ) ( ) ( ) ( )
n

T

I I I

I

A x W x p x p x=∑

)4(( ) ( )
I I I

B W x p x=

( )
T

p xحالت چنددودر از كامل مجموعه يك بعدي،

درجايجمله تا پايه زيرmةهاي شكل شودبه مي :تعريف

)5({ }2 2( ) 1, , , , , ,..., ,T m m
p x x y xy x y x y=

جمله چند درجه مقاله اين پايهايدر شدهدرجههاي فرض دو

).است )W xدامنة روي كه است وزن بهIگرةتأثيرتابع

مي تعريف زير .شودصورت

)6(

���� � �� �

2 3 4_ _ _

6 8 3d d d+ − برای
_

1d ≤

� برای
_

1d >

آ در است)7(رابطهنكه :برقرار

2. Influence Domain
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تعادل-2-2 معادلة ضعيف فرم سازي گسسته

مسائل بعديبراي دو والاستواستاتيك تعـادل معادلـة معادلـه،

و هوك در جابجايي كرنش جايگذاري از مـرزيحاصل شـرايط

دامنة مرزΩروي با صورتΓكه به است شده روابـطاحاطه

شو)11(تا)8( مي .]3،14[دنبيان

)8(
,

0
ij j

σ =

)9(2ij kk ij ije eσ λ δ µ= +

)10(
_

i
i u

u u on= Γ اساسي مرزي شرط

)11(
_

ij j i t
n t onσ = Γ طبيعي مرزي شرط

فوق، معادلات تنشσijدر iبردار
u�

i
tجابجايي ومقدار

روي معلوم مؤلفnjj،مرزتنش برةامين عمود واحد مرزبردار

بيرون جهت .هستندضرايبλوµ،به

گر براي تعادل معادلة ضعيف برIهفرم وزني نيروهاي غياب در

از است عبارت وزني باقيماندة روش :]3[اساس

)12(0=∫
QΩ

Iij,j dΩ)W(σ

QΩگيري انتگرال گرةناحية فوق.استIحول رابطه ،در
I

W

تست نـوعIگرةتابع آن، تغييـر بـا كه مـشبوده، بـدون روش

پتروف ميينگالرك-محلي اول،.كندتغيير نـوع در تسـت تـابع

نـوع در متحـرك، مربعـات حـداقل تخمـين در وزن تابع مشابه

معادله در خطا تابع مشابه سوم، نوع در ديراك، دلتاي تابع دوم،

اساسـي حـل چهـارم، نـوع در حاكم، يافتـه1ديفرانسيل بهبـود

هويسـايد پله تابع پنچم، نوع در حاكم، ديفرانسيل در2معادله و

شكل تابع مشابه ششم، گالركين(نوع .است)روش

سـازيرا)12(معادلة سـاده و آن روي ديورژانس اعمال از پس

مي نهايت بهدر ماتريسيتوان :]3[نوشتزيرفرم

)13(
Q Q Qu t

T

I I I
Ω Γ Γ

V σdΩ W tdΓ W tdΓ± =∫ ∫ ∫
� �

I
W
�

و وزن تابع ماتريس
I

Vاسـت وزن توابـع مشـتق ماتريس

از عبارتند :كه

1. Fundamental solution

2. Heaviside

)14(

0

0

I

I

I

W
W

W

 
=  
 

�

)15(

0

0

I,x

I, yI

I, y I,x

W

V W

W W

 
 
 

=  
 
 
 

هوك قانون از استفاده :شودمينتيجه)16(رابطةبا

)16(

0

0

n

j j

j

n

j j

j

x

σ cε c φ u
y

y x

c B u

 ∂
 
∂ 

 ∂
= =  

∂ 
 ∂ ∂
 
∂ ∂ 

=

∑

∑

رابطةكه آن است)17(در .برقرار

)17(

0

0

J,x

J J,y

J,y J,x

φ

B φ

φ φ

 
 

=  
 
 

cهمگـن مواد براي و دارد نام ماده ثوابت ايزوتروپيـكماتريس

شود)18(رابطةصورتهب مي :تعريف

)18(

2

1 0

1 0
1

(1 )
0 0

2

ν

E
c ν

ν
- ν

 
 
 

=  −  
 
 

سطحي تنش ازبردار است :عبارت

)19(
n

J J

J

t nσ nc B u= = ∑

رابط استn،)19(ةدر بيرون سمت به مرز روي بر عمود واحد :بردار

)20(

0

0

x y

y x

n n

n

n n

 
=  
 

جا گسسـتة)13(در)20(تـا)14(گذارييبا خطـي معـادلات

توليدIگرةبرايسيستم .شودميام

)21(

Q Qu

Qt

T n n

I J J I J J
Ω Γ

J J
_

I
Γ

V B u dΩ W nc B u dΓ

W t dΓ

−

=

∑ ∑∫ ∫

∫

�

�
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مي)21(معادلة كردرا بيان زير ماتريسي فرم به :توان

)22(
1

n

Ij j I

j

K u f
=

=∑

KIjوfIصورت محاسبه)24(و)23(روابطبه :ندستهقابل

Q Qu

T

IIj j I j
Ω Γ

K V B dΩ W ncB dΓ= −∫ ∫
�

)23(

)24(
Q Qt

_

I I I
Γ Ω

f W t dΓ W bdΩ= +∫ ∫
� �

است ذكر به سختيلازم دليلبحاصل،ماتريس ازه استفاده

پتروف بندي است-فرمول متقارن غير دامنه.گالركين، هايانواع

روش در شده پتروفتعريف محلي مش درگالركين-بدون

اند1شكل شده داده شكل.نشان اين مسأله،Ωدر دامنة
u

Γ

اساسي، مرز
t

Γ،طبيعي مرزQΩمرز به محدود و تربيع دامنة

QΓ،QuΓمرز با كه اساسي مرز از داردQΩقسمتي ،تلاقي

QtΓدامنة با كه طبيعي مرز از داردQΩقسمتي .تلاقي

اساسي-2-3 مرزي شرايط اعمال

براي اساسيغالباً مرزي شرايط بـدوناعمال هـاي الگوريتم در

استفادهمش پنالتي روش شوداز ازاما.مي ،روشايـناستفاده

اسـت پنالتي ضريب مناسب انتخاب نامناسـب.مستلزم انتخـاب

غلـط نتـايج يـا روش ناپايـداري موجب است ممكن ضريب اين

روشهاي.شود از ديگر اساسـييكي مـرزي شرايط روش،اعمال

كه1مستقيميابيدرون مرزي]18[دراست شرايط اعمال براي

روش پتروفدر محلي مش استپيشنهادينگالرك-بدون .شده

روش1شكل در مرزها و مشدامنه پتروفبدون گالركين-محلي

1. Direction Interpolation Method

آنجا گـرهايندركهاز هـر براي معادلات طـورروش مجـزابـه

مي گرهديآبدست براي متفاوت معادلات از استفاده هـايامكان

دارد وجود مرزي و روش.داخلي بـيـابيدروندر رايمسـتقيم

گرة براي مرزي شرايط گرفتهIاعمال قرار اساسي مرز روي كه

معادل از متحركتخمينةاست مربعات .شودمياستفادهحداقل

)25(
0

0

N

h

i i

i

uiiu (x) u
vi i

ϕ

ϕ

 
= = 

  

  
∑  

  
بهب احتياجي گـره)22(معادلـةنوشتننابراين رويبـراي هـاي

مــرزي شــرط و نيســت اساســي توانــدمــي)25(اساســيمــرز

شودمستقيماً ادغام عمومي معادلات دستگاه شـرايط.در اعمال

آسان روش اين در مياستمرزي صورت دقيق طور به .گيـردو

گـره براي محاسبات حجم راهمچنين اساسـي مـرز روي هـاي

مي .دهدكاهش

مسا-2-4 روشئحل به شكست مكانيك مـشل بـدون

پتروف ينگالرك-محلي

مسا مـش،ئحل بـدون روشهاي از استفاده با شكست مكانيك ل

گره تعداد كردن اضافه كـههانيازمند است ناحيه اين باعـثدر

مـي محاسبات حجم روش.دشـوافزايش از معمـوليكـي هـاي

مشـكل،براي ايـن اسـترفع پايـه توابـع درتوسـعة ]19[كـه

است شده پاية.پيشنهاد توابع روش اين پايـةزيـردر توابـع بـه

جمله مي)5(ايچند .شونداضافه

)26(

{ cos( ), sin( ), cos( )sin( ),
2 2 2

cos( )sin( )}
2

r r r

r

θ θ θ
θ

θ
θ

rو ترك نوك از جهتθفاصله در ترك امتداد به نسبت زاوية

است پايـه،.پادساعتگرد توابـع توسـعة روش سـادگي وجـود بـا

افزايش نتيجه در و پايه توابع تعداد افزايش باعث آن از استفاده

شكل تابع محاسبة براي لازم زمان .شودميمدت

ــر، ديگ ــرف ط داراياز ــرك ت ــول ط در ــايي جابج ــدان مي

روش كه حالي در است، تـابعناپيوستگي همواره مش بدون هاي

دهندشكل مي نتيجه هموار و پيوسته طور به را آن مشتقات .و

روش رو اين ميـداناز ناپيوسـتگي ايجـاد بـراي متعـددي هاي

شـدهجابجايي ابداع ترك طول روش.انـددر ايـن از هـابعضـي

روش از انكسـار]7[ايمشـاهدهعبارتند روش تحليـل].20[و
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توابـع كـردن جايگزين با مقاله، اين در شكست مكانيك مسايل

تابع با درجةوزنزير است4اسپيلان شده ].21[انجام

1
( ) cos( ) ( )

2
I

w x r W x
θ

=

2
( ) 1 sin( ) ( )

2
I

w x r W x
θ 

= +  

3
( ) 1 sin( ) ( )

2
I

w x r W x
θ 

= −  
)27(

مشابه رفتار ترك نوك نزديكي در بالا وزن دارنـدrتوابع

نـوك نزديكـي در آمده بدست تنش ميدان شدن منفرد باعث و

ــي م ــرك ــوندت ــع.ش تواب ــلاوه ع ــه )(ب
2
xwو)(

3
xwدر

ميـدان و شـكل تـابع ناپيوسـتگي و بوده مقداري دو

مــي نتيجــه را ــرك ت طــول در ــه.دهنــدجابجــايي ب توجــه ــا ب

وزنويژگي تابع شده، ذكر )(هاي
1
xw،تـرك جلويي نقاط در

وزن )(تابع
2
xwوزن تابع و ترك بالايي نقاط )(در

3
xwدر

هستند استفاده قابل ترك پاييني توجـه.نقاط بـا بـههمچنـين

از تـرك، نـوك دقيـق محل در فوق توابع مشتق بودن نامحدود

تـرك نـوك نزديكـي در و تـرك پـايين و بـالا جلو، در گره سه

است شده .استفاده

شـده، اصـلاح وزن توابـع از اسـتفاده با بـهبنابراين نيـازي

پايه توابع جابجـاييتوسعة ميـدان اصلاح روشهاي از استفاده و

باشد از.نمي آمده بدست شكل يافتـهتوابع توسـعه وزن توابـع

استفاده وزنبا تابع درجـةاز رسـم2شـكلدر)6(4اسپيلان

است .شده

تابعيموادشكست-3 مدرج

اينكه تـابعييهمادبا ناپيوسـتهمدرج ميكروسـكوپيك نظـر از

در خـواص پيوسـتگي فـرض از آن تحليـل سهولت براي است،

استفاده ماده مي.شودميسراسر الاستيسـيتلذا روابـط از ةتوان

كردمحيط استفاده ناهمگن مواد در پيوسته بررسـيبـراي.هاي

مي فرض ترك نوك اطراف بـهناحيه الاسـتيك مـدول كه شود

رابطة كنند)28(شكل ].1[تغيير

)الف(

)ب(

)پ(

)ت(

درصفحة2شكل يافته توسعه وزن توابع از آمده بدست شكل توابع

پ)بمسألهدامنه)الفتركدار ت)، ،(

θ π= ±

1
Φ

2
Φ

3
Φ
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2

1

1

1 1

ln( )

( ) exp( ), ,

(0), ( , ) exp( ),

E

E
E X E X

L

E E E x y E x y

β β

α γ

= =

= = +

2 2

tan( )
,

1 tan( ) 1 tan( )

β β ϕ
α γ

ϕ ϕ
= =

+ +

(28)

وβكه ناهمگني وφثابت تـرك بـا خـواص گراديان Xزاويه

و گراديـــان اســـتyوxجهـــت ورق روي ثابـــت مختصـــات

).3شكل(

لـذاJانتگرال و نيسـت مسير از مستقل ناهمگن مواد براي

ازنمي آن جاي به و كرد استفاده آن از مستقلانتگرالتوان هاي

مسير *از
Jيافتـه توسعه فرم واقع در كه انتگـرال، بـرايJي

هستند، ناهمگن مـيمواد تـنش.شـوداستفاده عـدم فـرض بـا

رابطـ ترك، روي بر انتگـرالةسطحي آمـده *بدسـت
Jبـراي

مي تفكيك زير فرم به دوم و اول .شودمودهاي

)29(

1 1 1 1

*

ij j i, ,

Γ Ω

J (Wn σ n u )dΓ (W )dΩ= − −∫ ∫

2 2 2 2 exp

2

c

*

ij j i, , l.

Γ Ω

Γ

J (Wn σ n u )dΓ (W ) dΩ

[W W ]n dΓ+ − +

= − −

+ −

∫ ∫

∫

به زير صورت تنشبه ميهايانتگرالضرايبشدت .شودوابسته

)30(

1

1 2

2 2

1 2

1

1 1
2

* * *
tip

I *

E J J
K

J

  
      = ± −        

   

)31(

1

1 2

2 2

1 2

1

1 1
2

* * *
tip

II *

E J J
K

J

  
      = ± −        

   

∓

فوق، رابطه در *كه

tip
Eاست ترك نوك محل يانگدر مدول .مقدار

الاستيسيته3شكل مدول تغييرات نحوه

شده-4 حل مسائل

لبه-4-1 ترك شامل تابعي مدرج تنشورق تحت اي

انتها دو در ثابت كششي

موادورق جنس از تـابعيي ثابـتمدرج تـنش بارگـذاري تحـت

)
0

1(unit)σ ع)= با انتها دو W(unit)10رضدر نسـبت= ،

عرض به لبـه2طول ترك يك طـولشامل بـه افقـي بـااي

اول ناحيه الاستيسته مدول
1

1(unit)E اسـت= در.مفـروض

است4شكل شده داده نشان فوق ورق شكل.هندسه اين φدر

مي ترك راستاي با خواص گراديان ورق.باشـدزاويه مشخصـات

با مطابق مقايسه، منظور است]22،23[به شده .فرض

ورق شـده تهيـه كد از اطمينان منظور به ابتدا دارتـركدر

همگنلبه (اي
2 1
/ 1E E و)= شده تنشتحليل شدت ضريب

اول شدهبيمود بعد
0I

K /σ πaطول ازاي مختلـفبه هـاي

دقيق حل با و محاسبه اسـت]24[ترك شـده شـكل(مقايسـه

سپس)5 تـابعيايلبـهدارتـركورق، شـيبمـدرج فـرض بـا

و شده تحليل صفر اولگراديان مود تنش شدت بعـدبيضريب

طول ازاي به نسـبتشده بـا و ترك مختلف هـايهاي
2 1
/E E

روش با پتـروفمتفاوت، محلـي مش محاسـبهگـالركين-بدون

حل با و است]23[دقيقشده شده ).5شكل(مقايسه

تــابعيوارنــ4شــكل لبــهمــدرج تــرك بارگــذاريشــامل تحــت اي

ثابت كرنش

*J

a

X

x

Y

E(x)

φ
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ش
تن
ت
د
ش
ب
ري
ض

ي
ب

د
بع

ل
او
ود
م
ده
ش

5شكل
0I

K /σ πaحسب بر
2 1
/E Eطول نسبت ازاي به

مختلف ترك

مي نشان ونتايج دقيـق حـل بـين مطلـوبي تطـابق كه دهد

داردحاضرروش مي.وجود روشپس ايـن از اطمينـان بـا توان

بـا خـواص گراديـان كه زماني تنش شدت ضريب محاسبه براي

و كرد استفاده نيز دارد، صفر غير زاويه گراديانتأثيرترك زاويه

كردخواص بررسي دوم و اول مود تنش شدت ضريب بر .را

تـنش7و6هايشكلدر شدت ازايبعـدبـيضريب بـه شـده

از گراديــــان زاويــــه نســــبت360تــــا0تغييــــر بــــراي

2 1
/ 5, 0.2E E شــكل= در شــده، 8رســم

0I
K /σ πaبــا

از زاويه پارامتر360تا0تغيير ازاي به
2 1
/E Eبـراي مختلف

/ 0.5a W اســت= شــده اشــكال.رســم مشــاهده8تــا6در

برايشودمي كه
2 1
/ 1E E زاويه= تغيير ضـريبيتـأثير، بـر

ــراي ب ــدارد، ن اول ــود م ــنش ت ــدت ش
2 1
/ 1E E ــداكثر< ح

0I
K /σ πaــاي زوايـ ــا90(در ــا270(و)95تـ و)275تـ

زوايـــاي در آن مـــي360و0،180حــداقل بـــرايرخ دهـــد،

2 1
/ 1E E حداقل>

0I
K /σ πaزوايـاي و)95تـا90(در

زوايـــاي)275تـــا270( در آن حـــداكثر رخ360و0،180و

تناوب.ميدهد دوره داراي فوق .هستندπنمودارهاي

دوشودميهدهمشا8شكلدر در بينكه زواياينقطه در

نسبت)275تا270(و)95تا90( تغيير
2 1
/E Eبرتأثير ي

نقاط، اين ندارد، تنش شدت ناميدهضريب خنثي .شودمينقاط

دايره با و يكديگر با نمودارها تمام نقاط اين در
2 1
/ 1E E =

مي تغيير.يابندتلاقي خنثي نقاط در خواصمقدارپس گراديان

تنش شدت ضريب نداردبر .تأثير

6شكل
0I

K /σ πaحسب طولφبر نسبت ازاي تركبه

براي مختلف
2 1
/ 5E E =

7شكل
0I

K /σ πaحسب تركφبر طول نسبت ازاي به

براي مختلف
2 1
/ 0.2E E =

اين چه ميمسألهاگر شكست اول مود تحت ظاهر باشـدبه

زاويه خواص، گراديان كه وقتي صـفراما از غير )اي 0)ϕ بـه≠

مي نمايـانخود نيـز شكسـت دوم مـود اول، مود بر علاوه گيرد

اول،شودمي مـود تـنش شدت ضريب بر علاوه دليل همين به ،

در و شده محاسبه نيز دوم مود تنش شدت 9هايشكلضريب

،10و
0II

K /σ πaاز زاويه تغيير نسـبت360تـا0با بـراي

2 1
/ 5, 0.2E E ــكل= شـــ در و ــده شـــ داده ــان 11نشـــ

0II
K /σ πaاز زاويــه تغييــر پــارامتر360تــا0بــا ازاي بــه

12
/EEبراي /مختلف 0.5a W است= شده .رسم
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8شكل
0I

K /σ πaحسب پارامترφبر ازاي به
2 1
/E E

براي /مختلف 0.5a W =

9شكل
0II

K /σ πaحسب طولφبر نسبت ازاي تركبه

براي مختلف
2 1
/ 5E E =

شـكلگونههمان در شـودمـيمشـاهده11تـا9هـايكـه

زوايـاي در دوم مـود تـنش شدت برابـر360و0،180ضريب

صفر غير مقادير زوايا ديگر در ولي هستند حـداكثرداردصفر و

بـراي.اسـتدرجه90زاويهدرآنمقدار امـا
2 1
/ 1E E در>

ترك طول زاواياي6نسبت بين مقدار و)120تـا115(حداكثر

مي)300تا275( درنمودارهـاايـندرخنثـينقـاط.دهـدرخ

شكل.ميباشد180و0زاويه تقارنيشودميمشاهده11در كه

بين برايما شده رسم هـاينمودارهاي نسـبت
2 1
/E E10و

موضـوع2/0و5چنينمه1/0 ايـن كـه دارد لحـاظوجود بـه

ميفيزيك تاييد نيز موردي و .استانتظارشود

10شكل
0II

K /σ πaحسب تركφبر طول نسبت ازاي به

براي مختلف
2 1
/ 0.2E E =

11شكل
0II

K /σ πaحسب پارامترφبر ازاي به
2 1
/E E

براي /مختلف 0.5a W =

لبه-4-2 ترك شامل تابعي مدرج كرنشنوار تحت اي

انتها دو در ثابت

مواد جنس از تابعينواري ثابـتمدرج كـرنش بارگـذاري تحت

0
1(unit)ε ــا= انتهـ دو ــر(در برابـ ــنش تـ ــت حالـ ــن ايـ در

2

1 0
(1 )σ E ε / ν= ع.)است− W(unit)10رضبا نسـبت= ،

عرض به لبـه2طول ترك يك طـولشامل بـه افقـي بـااي

اول ناحيه الاستيسته مدول
1

1(unit)E اسـت= در.مفـروض

نشان12شكل فوق ورق استهندسه شده شـكل.داده اين در
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φمـي تـرك راستاي با خواص گراديان مشخصـات.باشـدزاويه

با مطابق مقايسه، منظور به اسـت]22،23[ورق شده در.فرض

ورق شـده تهيـه كد از اطمينان منظور به ايلبـهدارتـركابتدا

(همگن
2 1
/ 1E E و)= شده مـودتحليل تـنش شـدت ضريب

ازاول ــتفاده اس ــا 2ب

0 1 0
(1 )σ E ε / ν= ــورت]22[− ص ــه ب

0I
K /σ πaطـولبعدبي ازاي به و تـركشده مختلـف هـاي

دقيق حل با و ورق]24[محاسبه سـپس اسـت شـده مقايسـه

تحليـللبهدارترك صـفر گراديان شيب فرض با تابعي مدرج اي

و اولشــده مــود تــنش شــدت ازايبعــدبــيضــريب بــه شــده

نسـبتطول بـا و ترك مختلف هـايهاي
2 1
/E Eبـا متفـاوت،

پتروفروش محلي مش حـلگالركين-بدون با و شده محاسبه

اسـت]23[دقيق شده مقا).13شـكل(مقايسه نتـايجيسـةبـا

مشاهده دقيق حل و حاضر روش از تطـابقشودميحاصل كـه

دارد وجود آنها بين مـي.مطلوبي ايـنپس از اطمينـان بـا تـوان

خـواص گراديان كه زماني تنش شدت ضريب محاسبه براي روش

و كـرد اسـتفاده نيـز دارد، صـفر غيـر زاويـه ترك زاويـهتـأثيربا

كرد بررسي دوم و اول مود تنش شدت ضريب بر را .گراديان

شكل شدت15و14هايدر تغييـربـيتنشضريب بـا شـده بعـد

از نسبت360تا0زاويه براي
2 1
/ 5, 0.2E E شـده= داده نشان

شكل در 16و
0I

K /σ πaاز زاويـه تغيير ازاي360تـا0با بـه

پارامتر
2 1
/E Eبراي /مختلف 0.5a W است= شده .رسم

تـابعينـوار12شكل لبـهمـدرج تـرك بارگـذاريشـامل تحـت اي

ثابت كرنش

ش
تن
ت
د
ش
ب
ري
ض

ي
ب

د
بع

ل
او
ود
م
ده
ش

13شكل
0I

K /σ πaحسب بر
2 1
/E Eطول نسبت ازاي به

مختلف ترك

14شكل
0I

K /σ πaحسب طولφبر نسبت ازاي تركبه

براي مختلف
2 1
/ 5E E =

اشكال برايشودميمشاهده16تا14در كه
2 1
/ 1E E =

بـرايتأثيرزاويهتغيير نـدارد، اول مود تنش شدت ضريب بر ي

2 1
/ 1E E حــداكثر<

0I
K /σ πaــاي زواي حــدود و85در

ــاي265 زواي در آن ــداقل ح ــراي275و95و ب ــد، ميده رخ

2 1
/ 1E E ــداقل> ح

0I
K /σ πaــاي زواي و275و95در

زوايـاي در آن ميدهـد270و90حداكثر در.رخ خنثـي نقـاط

مي)180تا175(و)5تا0(زواياي فـوق.دهدرخ نمودارهـاي

تناوب دوره .هستندπداراي
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15شكل
0I

K /σ πaحسب طولφبر نسبت ازاي تركبه

براي مختلف
2 1
/ 0.2E E =

16شكل
0I

K /σ πaحسب پارامترφبر نسبت ازاي به

2 1
/E Eبراي /مختلف 0.5a W =

اين صـفر،مسألهدر بـه نسـبت گراديـان زاويـه تغيير با نيز

نمايـان نيـز شكسـت دوم مود اول، مود بر بـهشـودمـيعلاوه ،

شـدت ضريب اول، مود تنش شدت ضريب بر علاوه دليل همين

از و شـده محاسبه نيز دوم مود ضـريبآتنش مقـادير كـه نجـا

تنش اينشدت در دوم يكـديگرمسألهمود بـه نزديـك بسـيار

شـده استفاده لگاريتمي نمودار از بهتر نمايش منظور به هستند

شـدتنمـود18و17هايشكلدر.است ضـريب لگـاريتمي ار

دومبعدبيتنش مود شده
0II

K /σ πaاز زاويه تغيير تـا0با

ــبت360 نس ــراي ب
2 1
/ 5, 0.2E E در= و ــده ش داده ــان نش

19شكل
0II

K /σ πaاز زاويـه تغييـر ازاي360تـا0با بـه

پارامتر
2 1
/E Eبراي /مختلف 0.5a W اسـت= شـده .رسم

شكلگونههمان در ضـريبشـودمـيمشاهده19تا17هايكه

زوايــاي در دوم مــود تــنش صــفر360و0،180شــدت برابــر

ــفر ص ــر غي ــادير مق ــا زواي ــر ديگ در ــي ول ــراي.داردهســتند ب

2 1
/ 1E E مقـدار< حداكثر

0
/

II
K aσ πو85زوايـايدر

براي.استدرجه265
2 1
/ 1E E زوايـاي> در مقـدار حداكثر

.است275و95

17شكل
0II

K /σ πaحسب ازايφبر a/به Wبراي مختلف

2 1
/ 5E E =

18شكل
0II

K /σ πaحسب ازايφبر a/به Wبراي مختلف

2 1
0 2E /E .=
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19شكل
0II

K /σ πaحسب پارامترφبر ازاي به
2 1
/E E

براي /مختلف 0.5a W =

در.ميباشـد180و0زاويـهدرنمودارهاايندرخنثينقاط

نسـبتشـودمـيمشاهده19شكل بـين مـا تقـارني هـايكـه

2 1
/E E10ــين1/0و ــن2/0و5هنچن اي ــه ك دارد ــود وج

لحاظموضوع ميفيزيكبه تاييد نيز موردي و .استانتظارشود

جمعنتيجه-5 و بنديگيري

مقاله اين روشدر پتـروفاز محلي مش يبـراگـالركين-بدون

ترك تابعيورقتحليل اسـتمدرج شـده استفاده .ايزوتروپيك

منظور اين ورقبه يك جنسلبهدارتركدر از تـابعياي مدرج

بارگ دو ثابت،ذتحت كرنش و ثابت تنش تنشاري شدت ضريب

دوم و اول انتگرالمود از استفاده مسيربا از مستقل كه*Jهاي

فرمول ناهمگن مواد شدهبراي استمحاسبهاندبندي .شده

مي نشان خوبي به شده ارائه بـيننمودارهاي زاويـه كه دهد

ترك طول راستاي و خواص ضـرايبتأثير،گراديان بر معناداري

و اول مود تنش داردشدت ضريب.دوم گراديان زاويه افزايش با

اول مود تنش برايشدت
2 1
/ 1E E مـي< زيـاد بـه، تـا شـود

مـي كـاهش سـپس و رسـيده خـود حـداكثر بـراييابـد،مقدار

2 1
/ 1E E مي> كاهش كمي مقدار به خـود، حـداقل به تا يابد

مي افزايش سپس و ضـريب.يابدرسيده گراديان زاويه افزايش با

زاويـه در و شده شروع صفر مقدار از نيز دوم مود تنش ايشدت

به سـپس90نزديك و رسـيده خـود مقـدار حـداكثر به درجه

مي ترك.يابدكاهش طول افزايش افزايشبا تنش شدت ضريب

زاويـه.يابدمي آن در كـه دارند وجود خنثي نقاطي نمودارها در

تغييـر بـا تنش شدت ضرايب خواص، گراديان
2 1
/E Eتغييـر

انتظـارهمچنين.كنندنمي مـورد نيـز فيزيكي لحاظ به چنانكه

نســبت در مشــخص تــرك طــول يــك بــراي باشــد، هــايمــي

)
2 1
/E E(هاي نسبت مثل نسـبت1/0و10همانند، يا هـايو

تقارن2/0و5 آنهانوعي نمودار مـيدر بـه.دشـومشاهده لازم

برابر نمودارها اين تناوب دوره است .باشدمي)π(ذكر

مراجع-6

[1] Shukla A., Dynamic Fracture Mechanics. World

Scientific Publishing Co, 2006.

[2] Niino M., Hirai T., Watanabe R., ‘‘Functionally

Gradient Material as Barrier for Space Plane’’, J.
jpn. Son. Com. Mater., Vol. 13, 1987, pp. 257-264.

[3] Liu G.R., Meshfree Methods: Moving Beyond the

Finite Element Method. CRC, 2002.

[4] Lucy L., “A Numerical Approach to Testing the

Fission Hypothesis”, Astron. J., Vol. 82, 1977,

pp. 1013-1024.
[5] Liu W.K., Adee J., Jun S., “Reproducing Kernel

and Wavelet Particle Methods for Elastic and

Plastic Problems”, Advanced Computational

Methods for Material Modeling, Benson, D. J., Ed.,

180/PVP 268 ASME, 1993, pp. 175-190.

[6] Nayroles В., Touzot G., Villon P., “Generalizing
the Finite Element Method: Diffuse Approxima-

Approximation and Diffuse Elements”, Comput.

Mech., Vol. 10, 1992, pp. 307-318.

[7] Belytschko Т., Lu Y. Y., Gu L., “Element Free

Galerkin Methods”, Int. J. Numer. Methods Eng.,
Vol. 37, 1994b, pp. 229-256.

[8] Atluri S.N., Zhu T., “A New Meshless Local Petrov

Galerkin (MLPG) Approach in Computational

Mechanics”, Comp. Mech, Vol. 22, 1998, pp.

117-127.

[9] Atluri S.N., Zhu T.L., “The Meshless Local Petrov-
Galerkin (MLPG) Approach for Solving Problems

in Elasto-statics”, Comp. Mech, Vol. 25, 2000,

pp.169-179.

[10]Gu Y.T., Liu G.R., “A Meshless Local Petrov-

Galerkin (MLPG) Method for Free and Forced

Vibration Analysis for Solids”, Comp. Mech., 2001
pp. 188-198.

[11]Ching H.K., Batra R.C., “Determination of Crack

Tip Fields in Linear Elastostatics by the Meshless

Local Petrov-Galerkin (MLPG) Method”, Comp.

Mode. in Eng. & Scie., No. 2, Vol. 2, 2001, pp.

273-289.
[12]Abdollahifar A., Shafiei A.R., Mohyeddin A.

Bozorg M., “Using State-space Models for Solving

Elastodynamic Problems Discretized by the MLPG

Method”, Engineering Analysis with Boundary

Elements, No. 34, Vol. 8, 2010, pp. 721-726.

ϕ

K

0

30

60

90

120

150

180

210

240

270

300

330

10
-2

10
-1

10
0

E2/E1=10
E2/E1= 5
E2/E1= 1
E2/E1= 0.2
E2/E1=0.1

a/W=0.5

II



و خواص گراديان جهت بين زاويه تأثير .بررسي . همكاروعليعبداللهيفر.

مدرس150 مكانيك 1شمارة13دورة،1392فروردينمهندسي

[13]Atluri S.N., Shen S.P., The Meshless Local Petrov-

Galerkin (MLPG) Method, Tech. science press,

2002.

[14]Abdollahifar A., Nami M.R., Shafiei A.R., “A New
MLPG Method for Elastostatic Problems”, 

Engineering Analysis with Boundary Elements, Vol.

36, 2012, pp. 451-457.

[15]Sladek J., Sladek V., Zhang C., “The MLPG

Method for Crack Analysis in Anisotropic

Functionally Graded Materials”, Structure Integrity
Durability, No. 2, Vol. 1, 2005, pp. 131-144

[16]Qian L.F., Chang H.K., “Static and Dynamic

Analysis of 2-D Functionally Graded Elasticity by

Using Meshless Local Petrov-Galerkin Method”, 

Journal of the Chinese Institute of Engineers, No. 4,
Vol. 27, 2006, pp. 491-503.

م]17[ ع.ر.نامي مدرجورقدرتنششدتضريبتعيين"،.ع.،

سالانههمايشبيستمين،"MLPGروشبا(FGM)تابعي

شيرازمكانيكمهندسيالملليبين .1391،ايران

[18]Liu G.R., Yan L., A Modified Meshless Local

Petrov-Galerkin Method for Solid Mechanics,
Advances in Computational Engineering and

Sciences, Tech Science Press, 2000, pp. 1374-1379.

[19]Fleming M., Chu Y., Moran B., Belytschko T.,

“Enriched Element-Free Galerkin Methods for

Crack Tip Fields”, Int. J. for Num. Methods in Eng.,

Vol. 40, 1997, pp. 1483-1504.
[20]Organ D.J., Fleming M., Belytschko T.,

“Continuous Meshless Approximations for

Nonconvex Bodies by Diffraction and

Transparency”, Comput. Mech., 18, 1996, pp.

225-235.

[21]Duflot M., “A Meshless Method with Enriched
Weight Functions for Three Dimensional Crack

Propagation”, Int. J. for Num. Methods in Eng.,Vol.

65, 2006, pp. 1970-2006.

[22]Rao B.N., Rahman, S., “Mesh-free Analysis of

Cracks in Isotropic Functionally Graded Materials”, 
Eng. Frac. Mech., Vol. 70, 2003, pp. 1-27.

[23]Erdogan F., Wu B.H., “Analysis of FGM

Specimens for Fracture Toughness Testing”, 

Ceramic Transaction, Vol. 34, 1993, pp.

2435-2441.

[24]T.L. Anderson (1995), Fracture Mechanics:
Fundamentals and Applications, CRC Press.


