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   در حوزة زمانپسگرا بال يديناميك يتحليل ناپايدار
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 در جريان   ي در حوزة زمان با دو درجة آزاد       پسگرا بال   يخطيروالاستيك   آ در اين مقاله تحليل    -چكيده

صـورت تيـر      به آنمعادلات حركت بال الاستيك، با در نظر گرفتن         . رديگ ي م  قرار ي بررس  مورد ناپذير تراكم

 صـلب   ،اتصال بال در ريشه   و  درگير و با استفاده از معادلات لاگرانژ در حوزة زمان استخراج شده              سر يك

 ي نوارهـا  يگرفتن تئـور   كار ه و با ب   درگير سر دهاي ارتعاشي تير يك   و با در نظر گرفتن م     .ه است دش فرض

 در جريـان سـيال پتانـسيل غيـر دائـم و      پـسگرا  بال   شده به   وارد ي آيروديناميك يها  نيروها و ممان   ،باريك

 حـل  ي عددي روشو به عد استخراجب ي بصورت هب معادلات آيروالاستيك. است  آمده دست هناپذير ب تراكم

 و ديگـر    ينتايج تجرب  با   ، مورد مطالعه  يپسگرا چند بال    يبراكار رفته     بهروش  نتايج حاصل از    . ستا  شده

  . استمشاهده شده بين آنها يق مناسباب تطوشده مقايسه  مراجع

  

  .، فلاتري فرضيروش مودها ،حوزة زمان ،پسگرا بال ،يآيروالاستيسيتة خط :كليد واژگان

  

  مقدمه -1

 ـ   عنـوان فـصل مـشترك علـوم         هدانش آيروالاستيسيته ب

. شـود  ي، الاستيسيته و ديناميك تعريف م ـ     آيروديناميك

ــ ــيش رو  ييكـ ــم پـ ــسائل مهـ ــصان ي از مـ  متخصـ

از . اسـت  فلاتـر    يآيروالاستيسيته، تعيين مرز ناپايـدار    

آنجاكه حل دقيق و كامل معادلات آيروالاستيك حـاكم         

زمنـد تلفيـق روشـهاي       نيا ،هاي جريان  در تمامي حوزه  

لـذا  ،  استالمان محدود و ديناميك سيالات محاسباتي       

استفاده از مدلهاي آيروديناميك تحليلي بـراي شـرايط         

ناپـذير غيـردائم از    خاصي از جريان مانند جريان تراكم   

سـازي حـل و كـاهش زمـان          اهميت خاصـي در سـاده     

 تئودرســن 1935در ســال  . برخــوردار اســتهمحاســب

دو بـا   لاستيك حـاكم را بـراي ايرفويـل         معادلات آيروا 

ناپذير غيردائم در حـوزة      درجه آزادي در جريان تراكم    

 اين  ي برا ي حل مختلف  يروشها .]1[فركانس ارائه كرد    

  ].2[معادلات ارائه شده است 
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 آيروالاسـتيك   يها  كولار پديده  1947اولين بار در سال     

و در همـين زمـان ديـدريچ        . مطالعه كـرد   پسگرارا در بال    

 در بال   يناپايداررا در زمينة     ي كامل ي نيز بررس  يبوديانسك

  ].3[ انجام دادند پسگرا

ــان ــال ،در حــوزة زم ــر ب ــاكم ب ــادلات ح ــان  مع  در جري

 واگنـر توسـط فانـگ اسـتخراج         تابعاز  با استفاده    ناپذير تراكم

 ـ      ا] 4[ .سـت ا  شده  ]5[ و همكـاران   ييـن معـادلات توسـط ل

بررسي ] 6[ي و رازي     قدير .شده است  حل   يصورت عدد  هب

دو بـا    تحليل خطي آيروالاسـتيك ايرفويـل         را در زمينة   كاملي

از  . زمان و فركانس انجام دادنـد        درجه آزادي در هر دو حوزه     

 را در زمينـة    كـاملي    تحليـل ] 7[رل و پـرايس     يپو ديگر   سوي

 در جريان    آزادي دو درجه با  تعيين سرعت ناپايداري ايرفويل     

 مـدل رياضـي   ، از تابع واگنراستفاده با نانآ. دآشفته انجام دادن 

 معادلات  ، با استفاده از تابع كاسنر      همچنين  و آشفتگي عرضي 

  .را استخراج كردندحاكم 

] 8[در بحث تحليل آيروالاستيك بـال، بـارمبي و همكـاران            

در جريـان   را   بـا دو درجـه آزادي        پسگرامعادلات حاكم بر بال     

 با اسـتفاده    انآن. ندكردتخراج  ناپذير و در حوزه فركانس اس      تراكم

 سرعت ناپايداري انواع مختلفي از      ،دست آمده  هاز حل معادلات ب   

. دست آورده و با نتايج تجربي مقايسه كردند        ه را ب  پسگراهاي   بال

معادلات ] 10[و همچنين قديري و رازي      ] 9[قديري و اسلامي    

تفاده  را در حوزه زمان با اس ـ      پسگراآيروالاستيك حاكم بر بال غير    

 ـ              هاز روشهاي نوارهاي باريك و مـدهاي فرضـي اسـتخراج و ب

 را حـل     معـادلات  اين مرتبه چهار    ي كوتا - روش عددي رونگ  

 بـا  مقايـسه     از طريـق    نتـايج  اعتبارسنجي،  در اين مقالات  . كردند

  .ه استانجام شد تجربي هاي داده

مقاله حاضر در واقع توسعه بحث تحليـل خطـي ارائـه            

در اين مقالـه معـادلات آيروالاسـتيك        . است] 10 [ در شده

 در حـوزة زمـان اسـتخراج و سـرعت           پسگراحاكم بر بال    

با استفاده از روش عددي      پسگرا بال    چند مورد  يفلاتر برا 

 سـرعت   . محاسبه شده اسـت    چهارمرتبه   ي   كوتا –رونگ  

يناميكي سيستم مورد بحث    پاسخ د  با مطالعه    ، بال ريناپايدا

  نتايج حاصل از حـل     .آيد ميدست   ه ب در سرعتهاي مختلف  

 ـ  ي زمان براه در حوز  اين معادلات  عددي  بـا  ه،چهـار نمون

ــ ــايج تجرب ــسه ] 7 [ينت ــمقاي ــتدهش ــاندر  . اس ــر پاي  اث

  .شده است  مطالعهرعت فلاتربر س مختلف يپارامترها
  

 بـر بـال     لات حاكم ددست آوردن معا   ه ب -2

   زمانة در حوزپسگرا

 علـت   بـه  ،گيرد يرار م  كه بال در معرض جريان هوا ق       يهنگام

 ي ارتعاش ـ ي حركتهـا  ،ي آيروديناميك يها  نيروها و ممان   وجود

 اگـر سـرعت هـوا    .آيد يوجود م ه بدر آن در خمش و پيچش     

 اگر   اما ،شوند يم  زمان ميرا  با گذشت  اين ارتعاشات    ،كم باشد 

 بـالاتر رود، ممكـن اسـت بـر          ي از مقدار مشخص   هواسرعت  

 اين پديده   .دشوشكست بال   و موجب    ارتعاشات افزوده    هدامن

 كه در آن، اين     يشود و سرعت   يعنوان فلاتر در بال شناخته م      به

 براياين مقاله   در  . نام دارد  سرعت فلاتر    ،دهد  روي مي پديده  

 در نظر   لهأ مس ي فرضيات زير در مدلساز    ، پديدة فلاتر  يبررس

  :شود يگرفته م

  .است Λ پسگرايي زاوية ي بال دارا-1

  .شود فرض مي بال الاستيك -2

 ناپـذير بـوده و معادلـة حـاكم          جريان سـيال تـراكم     -3

  .است اغتشاشات كوچك يجريان پتانسيل غيردائم برا

و مؤلفـة خمـش و پـيچش توصـيف        با د  يجاي هجاب -4

دارد و   ي برنم ـ تـاب  يجـاي  هحين جاب در   بال   ييعن .شود يم

  .كند ي وتر بال تغيير نمشكل

درگير  سر  تير يك   شكل   و به  يعدد نظر دوب   بال مور  -5

 طـول وتـر بـال از        وبا اتصال صلب به بدنه در ريشه بوده         

  .كند يريشه تا نوك بال تغيير نم

   .شود فرض ميصورت پيوسته   محور الاستيك به-6
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   .دشو  يمنظر   صرفي و آيروديناميكيا  سازهي غيرخطآثار از -7

اي ه ـ در بال شود،   يه م مشاهد 1گونه كه در شكل      همان

در  . نيـست   عمـود   بر بدنة هواپيمـا    ،محور الاستيك  پسگرا

اين حالت تحليل خمش و پيچش نسبت به بال مـستقيم و            

 ـ و بـوده تـر     پيچيـده  پسگراغير   تـأثير  ،Λ پـسگرايي  هزاوي

هاي آيروديناميكي وارد به بـال و در          نيرو و ممان   رب يزياد

  . خواهد داشتآنيروالاستيك رفتار آبر  نتيجه

توان دريافت كه در جهت جريـان،        ي م 1با توجه به شكل     

اگـر در   . يابـد  ي كاهش م ـ  پسگراغيرزاوية حمله نسبت به بال      

 تقريباً بـه    B و   A نقاط   ،به بالا وارد شود      رو ياين بال نيروي  

شـود   يوضوح ديده م    به . داشت  خواهند يجاي هيك ميزان جاب  

. اسـت  بيـشتر    C اين نقـاط نـسبت بـه نقطـة           يجاي هكه جاب 

 جريـان اسـت، زاويـة حملـة        ي كه مـواز   BC مقطعبنابراين  

ليفـت در ايـن مقطـع        در نتيجه نيروي     . خواهد داشت  يكمتر

 مثبت  ي پيچش ممانبال در معرض     هنگامي كه . يابد  كاهش مي 

 ي پايـدار  بـر  ي تأثير مثبت  ،ي ليفت منف  ي، اين نيرو  گيرد يقرار م 

در . دهـد  يخواهد داشت و سرعت فلاتر در بال را افزايش م ـ  

 تمايـل دارد كـه مركـز        پـسگرا ، خمش در بـال      كارنتيجة اين   

  دهد، در  انتقالداخل صفحه     را به  ي آيروديناميك يفشار نيروها 

مركـز فـشار     تمايـل دارد كـه        خمش ،گرايشپكه در بال     يحال

  .]3[  دهدانتقال را به خارج از صفحه ي آيروديناميكينيروها

  

  
  

  نماي كلي بال پسگرا با ديد از بالا 1شكل 

 آزاد بـال در حالـت       ات ارتعاش ـ يمعادلات لاگرانژ بـرا   

  :استصورت زير  هب يكل
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 h و   α ي با دو درجة آزاد    گراپسبا در نظرگرفتن بال     

 و پـيچش و خمـش       يعنـوان تغييـر مكـان كل ـ       هترتيب ب  به

 ي پتانـسيل و انـرژ     ي انـرژ  ،ي جنبش ينوشتن معادلات انرژ  

ترتيب بـا     كه به  يدرجة آزاد   بال با دو   ي برا يا  سازه يميراي

T,Vو Dشوند، داريم ي نشان داده م:  
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hC،αC  ،GJ، EI  ،GCI ، روابط  اين در .، m و  nb 

 يسـخت  و پـيچش،    خمش ي برا يا  سازه يترتيب ضريب ميراي   به

 جرم بر   ، حول مركز جرم   ي ممان اينرس  ،ي خمش يسخت ،يپيچش

 عمـود بـر محـور       ي در راستا   نصف طول وتر    و الواحد طول ب  

  .است  از مركز جرم بالالاستيك

 فاصـلة   αx ،شـود  ي مشاهده م  2كه در شكل     گونه همان

عـد  ب  بي ة فاصل ha،  و محور الاستيك   ثقل    مركز د بين عب يب

 نـصف طـول وتـر       bمحور الاستيك تا وسط وتـر بـال و        

  : استچنين b با nbرابطه . است

  

)5 (                                            Λ= cosbbn  
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  عدب  ي و فواصل بپسگرا مقطع بال ي كلينما 2 شكل

  

 يهـا دو م ،درگير صورت تير يك سر     بال به  يساز مدل با

صـورت زيـر     بـه تـوان    يم  را  خمش و پيچش   ي برا يفرض

  ]:8، 2[ نوشت
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  و )S/y=η (اسـت عـد بـال     ب  ي ب مختصه η. شود يگرفته م 

1
K   و 

2
K با تركيـب حركـت وابـسته و    . است ثابت ي اعداد

  : بال داريميغيروابسته به زمان برا
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α          توابع وابـسته بـه زمـان تغييـر 

 و توابـع مـستقل از زمـان         بـوده  ي و پيچـش   يمكان خمـش  

  هستند كه از ضرب    ي فرض يخمش و پيچش همان مودها    

 با نوشتن   .]8[آيد   يدست م  ه ب ي تغيير مكان كل   ،تابعاين دو   

 در خمش   يدو درجة آزاد  با   يپسگرا بال   يبرا) 1(معادلة  

  :و پيچش داريم
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 و) 3 (،)2(در معادلات   ) 9(و  ) 8( روابط   يگذاريجابا  

 ـ   ، پتا ي جنبش ي انرژ يبرا را   روابط زير ) 4(  ينـسيل و ميراي

  :توان نوشت ي مپسگرابال 
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 ضرايب   ،اين روابط  در
1

A   تا 
5

A  وابـسته بـه     ي ثابتهـا 

) 33( روابط اين ضرايب در معادلـه        .است ي فرض يمودها

ــه   ي نيروهــاαQ وhQ ،)10( رابطــة در .شــده اســتارائ

 خمـش و    ي درجـات آزاد   مربوط بـه  ترتيب   به هيافت  تعميم

 مقطع  يبرا يمجاز  كه با استفاده از قانون كار      استپيچش  

  :]8[د نآي يست مد هببال 
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δα∂
∂=

η⋅−=
δ∂
∂=

δαη⋅+δη⋅−=

αα

α

FM
W

Q

FL
h

W
Q

FMhFLW

A.E

hh

A.Eh

1

1

11

   

  

 و ممـان   ا بر ينيروترتيب    به A.EM و   L ،هرابطاين  در  

 طـول   يروبـر    يلگيرابا انتگر  .استحول محور الاستيك    
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به خمش و پـيچش      تعميم يافتة مربوط     ي نيروها )S (بال

  :دست آورد ه بتوان  ميصورت زير ه ب براي كل بالرا
  

)15(                                   
( )

( ) η⋅η⋅=

η⋅η⋅−=

∫

∫

αα

1

0

1

0

dFMSQ

dFLSQ

EA

hh
  

  

نيـــرو و ممـــان  بـــراي] 8[ روابـــط ارائـــه شـــده در

  در حـوزة فركـانس     پـسگرا  براي مقطع بـال      آيروديناميكي

  :است صورت زير هب
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∂
∂++= tan2 [
y

h
UUhkCbUL nnnn αρπ &  

Λ
∂
∂+++Λ

∂
∂+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −+ tantan [)](
y

h
UUhb

y
Uab nnnnhn

&

&

&&

& 2

2

1 2 απραα

Λ
∂
∂+−Λ

∂
∂+Λ

∂
∂+ tantantan []

y
Uab

y

h
U

y
U nhnnn

ααπρα &

&& 2
32

2

2

22  

,tan ]Λ
∂
∂+ 2

2

2

2

y
U n

α
  

( ) Λ
∂
∂++⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ += tan[. y

h
UUhkCabUM nnhnnAE απρ &

2

1
2

2
  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
Λ

∂
∂+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −Λ
∂
∂+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −+ − tantan )](
y

UabU
y

Uab nhnnnhn

ααπραα
2

1

2

1

2

1 3

&&

  

,tantan

tantantan

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
Λ

∂
∂+Λ

∂
∂+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
Λ

∂
∂+Λ

∂
∂+Λ

∂
∂++

2

2

2

224

2

2

2

223

2

8

1

2

y
U

y
Uab

y

h
U

y
U

y

h
Uhab

nnhn

nnnhn

αααπρ

απρ

&

&&

&

&&

 
  

ترتيب چگالي هـوا و مؤلفـه عمـودي          به nU و ρدر اينجا   

) .است پسگرال  سرعت سيال بر با    )kC    تابع تئودرسن وابسته

 مقطـع   جريان اطـراف  هاي   گردابه فركانس كاهش يافته     - kبه  

 از سوي ديگر فانـگ بـا در نظـر گـرفتن تحريـك               . است - بال

فـرض نوسـانات    بـا   دو درجـه آزادي و      با  تناوبي براي ايرفويل    

ف تابع تئودرسن را بر حسب تابع واگنـر          تعري ،متناوب براي آن  

  :]4 [كردت زير ارائه ورص به
  

)17( ( ) τ
τ

εττ
ε

τττφ ikik ekCdeik =−∫
∞−

+
+→ 00

0

00)(lim   

  

  

ــكل ــدل     3 ش ــال م ــشي ب ــان پيچ 230نوس −B ــرعت  در س

)s
m(/U ، ســرعت 2مطـابق جـدول    (=301103

  .)است 908/103 دست آمده برابر هفلاتر ب

  

 شـده  همچنين فـرض     ،ن معادله دست آوردن اي   هدر ب 

 طــولاني وجــود دارد يكــه تحريــك بــراي مــدت زمــان

 و سيستم   شدهگذراي سيستم مستهلك     كه پاسخ  طوري هب

 در رابطـه    ετe ضـريب . رسـد  حالت پاياي خود مـي     به

در اينجـا ابتـدا حركـت       . اسـت  يي ضريب همگرا  ،)17(

سمت   به را تبه آن  سيستم را در نظر گرفته اما مر       ايواگر

توان نتيجه گرفت كه     راحتي مي  به]. 4 [ايم دادهصفر ميل   

 ـ          تنـاوبي صـورت    هدر اين حالت حركت ايرفويـل نيـز ب

   :خواهد بود
  

)18 (                                                τikehh
0

=  
  

)19 (                                              ταα ike
0

=  
  

عد  ب ي زمان ب  τدر معادلات فوق    
n

n

b

tU
=τ و  )(τφ ،

 ـ   كه استتابع واگنر،     از  ايـن تـابع    بـراي     حاضـر  ة در مقال

  ]:5[ شده است استفاده صورت زير  بهتقريب جونز
  

)20  (                     ( ) τετε ψψτφ 21

21
1

−− −−= ee   



 بهزاد قديري و همكاران تحليل ناپايداري ديناميكي بال پسگرا در حوزة زمان
 

98  

  
ــكل  ــدل    4ش ــال م ــشي ب ــان پيچ 230نوس −B ــرعت  در س

)s
m(/U ، ســرعت 2مطــابق جــدول  (=285104

 .)است 908/103 دست آمده برابر هفلاتر ب

  
250 خمـشي بـال مـدل      ن نوسـا  5شكل   −A     در  1 از جـدول

ــرعت  s(س
m(/U ــ (=90844 ــدول مط ، 2ابق ج

  .)است 044/45دست آمده برابر  هسرعت واگرايي ب

 

300455033501650
2121

/,/,/,/ =ε=ε=ψ=ψ  ــين همچن

0

h   و 
0

α    بـا  معادل    كه قدر مطلق آنها    است ثوابت مختطي

درجات آزادي خمـش    در  ترتيب    سيستم به   نوسانات ةدامن

  :هاي زيرعبارتكردن با ضرب  استو پيچش 
  

Λ
∂
∂
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∂
∂
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y
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h
UaikUUhkU
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i

hn
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α
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 روابـط   در نظـر گـرفتن    بـا   و  ) 17(معادله  ف   طر  دو در

 كـه   ايـن   بـا فـرض    و همچنين ) 19(و  ) 18(
0

h، 
0

α و k 

  : داشتم خواهي،از زمان باشندمستقل 

)21(   

( )

]tan))((

)([

]tan))((

)([)(lim
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∂
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=
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ε
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2

1

2

1

0

0

0

0  

  

 معادلـه  راسـت نوشتن طـرف  با و  با اعمال حد فوق

 بـه رابطـه     ،t  بـه  فوق بر حسب مشتقات زمـاني نـسبت       

كم بر سيستم در حوزه     ا نوشتن معادلات ح   براي يمناسب

  :يابيم زمان دست مي

  

)22(        
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]tan))((

)([

]tan))((

)([)(
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∂
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 عبـارت معـادل طـرف        كه بـا تعـويض     شود  ميمشاهده  

 عبارت سـمت چـپ    با   )16(ر معادله    د )22(راست معادله   

 زير براي نيرو و ممـان آيروديناميـك         تهايعبار ،)22 (رابطه

ــع   ــتيك مقط ــور الاس ــول مح ــال ح ــسگرا ب ــان پ  در جري

  :آيد دست مي هناپذير ب تراكم
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ــكل  ــدل  6ش ــال م ــشي ب ــان خم 250 نوس −A  ــرعت در س

)s
m(/U ، ســرعت 2مطــابق جــدول  (=36245

  .)است 044/45واگرايي حاصل برابر 

  

عنوان زمان آغاز     به τ=0 ،دست آوردن اين معادلات    هدر ب 

سرعت (وزش  وسرعت فر در اينجا   . حركت فرض شده است   

يا ) ه فرار جريان عمود بر بال در فاصله ربع طول وتر بال از لب           

( )tw8[ استصورت زير   بهپسگرا بال ي برا [:  
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  :عد داريمب و همچنين بر حسب زمان بي
  

)26 (                         
]tan)

y
)a(b

y

h
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)a(
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h
[U)(w
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n

Λ
∂
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=τ
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دهنده مـشتق نـسبت بـه        در اين معادلات علامت پرايم نشان     

  . مطلق استدهنده مشتق نسبت به زمان  عد و نقطه نشانب  يزمان ب
  

 
 تغييـرات  ازاي بـه عد فلاتر ايرفويل ب تغييرات سرعت بي  7شكل  

μ )        نسبت جرمي ايرفول به هوا در واحد طـول :( ،

ــايج  ــل   ]2[نت ــادلات حاص ــددي مع ــل ع ــايج ح   . ، نت

)0=αx ،50 /r =α ،30 /ah  و =−
10

10=ω( 

  

ــا  ــة  ب ــرفتن معادل ــر گ ــا)10(در نظ ــتفاده از  و ب  اس

 در آن ) 24(و  ) 23(و همچنـين    ) 13(تا  ) 11(معادلات  

 ي روش مودهــا،اعمــال تئــوري نوارهــاي باريــكبــا و 

عمليات جبـري، معـادلات      زيادي   مقدارانجام   و   يفرض

 ـ  را  در حوزة زمان   پسگرا حاكم بر بال     ينهاي صـورت   هب

  : ارائه كرد توان ي م زيرعدب  يب
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 تغييـرات  ازاي بـه عد فلاتر ايرفويل ب تغييرات سرعت بي  8شكل  

ــانس  ــسبت فرك ــايج  : ωن ــايج حــل ]11[، نت ، نت

250. (عددي معـادلات حاصـل     /x =α  ،50 /r =α ،

50 /ah   )μ=100 و =−
 

معادلات  اين  در  
nb

h=ξ، ω،∗U تغييـر  ترتيـب   به  

 نـسبت فركـانس طبيعـي سيـستم و          عد خمـش،  ب مكان بي 

 ـ يدر اينجا متغيرهـا   . استعد  ب سرعت بي   ي انتگرال
1

w   تـا 

4
wشوند يصورت زير تعريف م ه ب:  

  

)29(                                ( ) ( ) σσα
τ

στε dew ∫
−−=

0

11

1  

  

)30(                                  ( ) ( ) σσα
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στε dew ∫
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2  

  

)31(                                ( ) ( )∫
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13

1 dew   

  

  

)32(                                 ( ) ( )∫
−−=

τ
στε σσξ

0
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2 dew                                       

  

 ثوابت
1

A  تا
13

A هـستند،  ي فرض يدهاووابسته به م  ه  ك  

  : قرار زير استبه
  

)33(                                    ( )
∫ η⋅

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

η
η=

1

0

2

2

2

1
,d

d

fd
A h  

( )

( )[ ]

( )[ ]

( ) ( )[ ]

( ) ( )

( ) ( )
,d

d

df
fA

,d
d

df
fA

,dffA

,dfA

,dfA

,d
d

df
A

h

h
h

h

h

∫

∫

∫

∫

∫

∫

η⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

η
η

⋅η=

η⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

η
η

⋅η=

η⋅η⋅η=

η⋅η=

η⋅η=

η⋅⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

η
η

=

α

α

α

α

1

0

7

1

0

6

1

0

5

1

0

2

4

1

0

2

3

1

0

2

2

                 

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
,d

d

fd
fA

,d
d

fd
fA

,d
d

fd
fA

,d
d

fd
fA

,d
d

df
fA

,d
d

df
fA

h

h

h
h

h

∫

∫

∫

∫

∫

∫

η
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

η
η⋅η=

η
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

η
η⋅η=

η
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

η
η⋅η=

η
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

η
η⋅η=

η⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

η
η⋅η=

η⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

η
η⋅η=

α
α

α

α

α
α

α

1

0

2

2

13

1

0

2

2

12

1

0

2

2

11

1

0

2

2

10

1

0

9

1

0

8

    

  

  
   تغييرات ازاي بهعد فلاتر ايرفويل ب تغييرات سرعت بي 9شكل 

  

αx :  ــايج ــايج حــل عــددي معــادلات حاصــل  ]2[، نت ، نت

)10=μ ،50 /r =α ،0=ha و 
2

2=ω(  
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صورت زيـر    ه كه ب  ARعد  ب در اين تحقيق از پارامتر بي     

  :ده استش، استفاده شود ميتعريف 
  

)34(                                                 
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 تغييرات  ازاي  بهعد فلاتر ايرفويل    ب تغييرات سرعت بي   10شكل  

، نتايج حل عددي    ]3[، نتايج   : ωنسبت فركانس   
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 هـستند كـه     )28(و  ) 27(ت   معـادلا  ي ثابتهـا  ،رايبض ـاين  

  به هوا  بال ينسبت جرم  عد بال نظير  ب بي به متغيرهاي    اند  وابسته

 محور الاستيك از وسط     بعد   يب فاصلة   ،)μ( ر واحد طول بال   د

 و) αr( حول محور الاسـتيك       بال ، شعاع ژيراسيون  )ha( وتر

همچنين ثوابت   
1

A   تا 
13

A   واگنر   تابعثوابت   و )(τφ.   توابـع 

)(f τ   و )(g τ عـد   بـدون  به شرايط اوليه، زمان      اند   وابستهو  ب 

 در  بعـد      يترتيب نسبت ميرايي ب    به ας و   ξς . واگنر تابعثوابت  

  .استدرجات آزادي خمش و پيچش 
  

   چهارمرتبهي  كوتا� رونگ يروش عدد -3

) 28(و  ) 27( معـادلات     حـل  ي برا  كه در اين مقاله    يروش

مرتبـة  ي   كوتـا  – روش استاندارد رونگ     ،شدهكار گرفته    هب

 دقـت    معمـولي   معادلات ديفرانسيل  چهار است كه در حل    

O)( (يخوب بسيار 5τΔ (دارد. 

  
 μ تغييـرات    ازاي  به فلاتر ايرفويل    بعد  بيتغييرات سرعت    11شكل  

، نتـايج   ): نسبت جرمي ايرفول به هوا در واحـد طـول         (

20(، نتايج حـل عـددي معـادلات حاصـل           ]3[ /x =α ،

250
2 /r =α ،40 /ah 10 و =− /=ω( 

  

دستگاه معادلات ديفرانسيل حاكم بر سيستم در حـوزه         

 دهش ـ ارائـه    )28(و  ) 27(صـورت معـادلات      هكه ب را  زمان  

 يصورت دسـتگاه معـادلات ديفرانـسيل معمـول         هتوان ب  يم

  ]:5[نوشت زير مرتبه اول 
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  :كه در آن
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.  نياز اسـت    به شرايط اوليه   ، اين روش  ه ب ي حل عدد  يبرا

  :نتيجه گرفت توان يم يراحت به) 32(تا ) 29(از معادلات 
  

)39(                 00
4321
====⇒= wwwwτ  

  

ــابراين،  ــستنبن ــا دان ),(),(),()( ب 0000
1111

αα′ξξ′ - ــه  ك

  و سـرعت  تغييـر مكـان   وابـسته بـه زمـان     ترتيب مقادير  به

معادلـة   -اسـت   خمش اوليه تغيير مكان و سرعت     پيچش،  

 مرتبة چهار حـل     يكوتا - روش رونگ  بهتوان   را مي ) 37(
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 زمـان تغييـر     مقادير وابـسته بـه     ، با حل اين معادلات    .كرد

بـا اسـتفاده از     . آينـد  دست مي  هاي پيچش و خمش به    مكان

و معادلات مودهاي فرضـي ارتعاشـي       ) 9(و  ) 8(معادلات  

، مقادير كلي تغيير مكان پيچش و     )7(و  ) 6(يعني معادلات   

دست آورد و    هب توان   مي  براي سطح مقطع دلخواه    خمش را 

  .دكرم يرست τ بعد بينمودار آنها را برحسب زمان 

  

   نتايج -4

 بــال مــورد بررســي و در چهــار مشخــصات 1در جــدول 

كـار گرفتـه شـده بـراي معـادلات           ه نتايج روش ب   2جدول  

 ]8 [نتـايج تجربـي   ،  )CU (دست آمـده در ايـن تحقيـق        هب

)eU (     ارائـه   ينتايج تجرب  و همچنين درصد خطا نسبت به 

برابـر  بعـد        ي نسبت ميرايي ب   مذكور هاي بال در   .ستا  شده

  . استشدهصفر در نظر گرفته و از ميرايي صرفنظر 
  

  ]8[مشخصات هندسي بالهاي مورد مطالعه  1جدول 

50A-2  40C  30B-2  22 ′
  

Case 

15-  0  30  15 (deg)Λ  

15  9  1/12  31  )Hz(fh  

137  2/58  8/88  61  )Hz(fα  

6299/0  6299/0  6299/0  4216/0 S (m) 

0509/0  0509/0  0509/0  0978/0  
nb (m) 

34/0-  23/0-  2/0-  152/0-  
ha  

34/0  15/0  12/0  128/0  αx  

352/0  287/0  277/0  292/0  2

αr  
0/8  74/8  7/37  19/2  μ  
  

فركـانس طبيعـي كوپـل      گر  ننشا αf و   hfدر جدول فوق    

  .است درجات آزادي خمش و پيچش  درترتيب نشده سيستم به

 دو بــال مــورد ي و پيچـش يخمــشهمچنـين نوســانات  

 يكم سرعت فلاتر و     از بالاتر   ي كم  در 1 در جدول    يبررس

 نشان داده شده    6 تا   3 ي از سرعت فلاتر در شكلها     تر پايين

 دامنه نوسان با گذشت    ،4خلاف شكل    ه ب 3در شكل   . است

  .كند زمان به صفر ميل مي
 

  

رايي  زاوية پسگ  ازاي تغييرات   بهتغييرات سرعت فلاتر     12 شكل

ــرايط ــراي شــ x/,/,,: بــ 5020250 =μ=ω=α 

205050 ==−= α AR,.r,.ah 

  

 هـاي  گونـه از بـال      تغيير مكان خمشي يـك     5در شكل   

 شـده   نـشان داده  پيش از سرعت واگرايي آن       ،مورد مطالعه 

. كنـد   در اين سرعت دامنه نوسانات به صفر ميل مي         ؛است

 ديـده پ ممكن اسـت     ،ر از مرز ناپايداري   بالاتهاي  در سرعت 

ــه   ــاري ك ــد؛ رفت ــروز نماي ــي ب ــرايواگراي ــراي ب ــال ب    مث

با صفر   از طرفي . شود  مشاهده مي  6 در شكل    50A-2بال  

در نظـر گـرفتن ثوابـت       با   و   Λ پسگراييقرار دادن زاويه    

iA   در  ))28(و  ) 27(( دست آمده  ه، معادلات ب  واحدبرابر 

درجه آزادي    دو  با به معادلات حاكم بر ايرفويل     ،اين مقاله 

لذا تحليل آيروالاستيك ايرفويل و مقايـسه       . شود تبديل مي 

عنـوان   تواند بـه    مراجع مي  سايرنتايج حاصل از آن با نتايج       

در نظـر    مناسبي براي اعتبارسنجي معادلات حاصـل        عيارم

 ]11[ و   ]3[،  ] 2[ نتايج   ،11 تا   7هاي   شكلدر  . گرفته شود 

) 28(و ) 27(ا نتــايج حاصــل از حــل عــددي معــادلات بــ

∗ .ده استشمقايسه 
FU عد بي سرعتفلاتر استب .  
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  مقايسة نتايج تئوري و تجربي 2جدول 

50A-2  40C  30B-2  22 ′  

Case  

939/46  662/33  05/105  49/46  )s
m(Ue

  

044/45  546/33  908/103  653/46  )s
m(UC

  

  درصد خطا  +35/0  -09/1  -35/0  -04/4

  

ي  تأثير عوامل مختلف ـ   16 تا   12 يها در شكل از سوي ديگر    

 بر سرعت فلاتر مـورد      بعد  بي ي و متغيرها  پسگراييزاوية   مانند

 در اين بررسي يكي از پارامترها متغير        . قرار گرفته است   يبررس

 نظر گرفته شده تا تأثير آن بر سرعت ناپايـداري           و بقيه ثابت در   

 كـه    شـود  ذكر است  لازم  همچنين در اينجا    . دشوبال مشخص   

 كه به طرف لبة     است مثبت   ي هنگام αx و   ha بعد  بيفواصل  

   ).2شكل( شوند يگير اندازه  مقطع بالفرار

  

  گيري  بحث و نتيجه-5

توان دريافت كه     مي 2نتايج ارائه شده در جدول        جه به با تو 

 تطـابق   ،نتايج حاصل از حل در حوزة زمان و نتايج تجربـي          

 تطـابق مناسـب مـدل       دهندة   نشان ايندارند كه   بسيار خوبي   

همچنين يكنواختي  . استه  ألرياضي ارائه شده با فيزيك مس     

 در  -اسـت    تئوري نوارهـاي باريـك       ويژةكه   -بال پسگرا   

  .دارد سزايي هت جوابها تأثير بدق

  

  
  

عـد  ب  بي فاصلة   ازاي تغييرات   به  بال تغييرات سرعت فلاتر   13شكل  

  : شـرايط  ي بـرا  )ha( بـال    محور الاستيك از وسط وتـر     

2050305020250 ===Λ=μ=ω= αα AR,/r,,,/,/x  

  

 :يبـرا  μ تغييـرات    ازاي  به  بال  تغييرات سرعت فلاتر   14شكل  

,,/,/x 3020250 =Λ=ω=α 502050 /a,AR,/r h −===α  

  

توان دريافـت كـه بـا        با دقت در معادلات حاصل مي     

توان معادلات آيروالاسـتيك حـاكم       سازي مي  كمي ساده 

ناپـذير را     دو درجه آزادي در جريان تراكم       با بر ايرفويل 

با توجـه بـه ايـن، تحليـل آيروالاسـتيك           . دست آورد  هب

 از نتـايج    حالـت خاصـي   عنـوان    توان بـه   ا مي ايرفويل ر 

 از معادلات ارائه شـده در ايـن مقالـه محـسوب             حاصل

 نتـايج حاصـل     11 تا   7هاي   در اين رابطه در شكل    . دكر

دو درجـه آزادي بـا      بـا   از اين معادلات بـراي ايرفويـل        

، ]2[هاي فيزيكي و هندسي مختلـف بـا نتـايج            مشخصه

ــا اســتفاده از رو - ] 11[و ] 3[ شــهاي مرســوم در كــه ب

شده حاصل   P-k و   U-g نظير روشهاي    ،حوزه فركانس 

طوركه در نمودارهاي مذكور     همان. است   مقايسه شده  - 

دست آمـده تطـابق خـوبي بـا          ه نتايج ب  ،شود  ميمشاهده  

  .داردبالا نتايج دو مرجع 

دست آوردن سرعت فلاتر بـراي بـال پـسگرا مـشاهده             هبا ب 

، سـرعت   )Λ<0(سگرايي در بال     كه با افزايش زاوية پ     شود   مي

حـالي اسـت كـه در بـال پيـشگرا             اين در . يابد فلاتر افزايش مي  

)0<Λ(،           سرعت فلاتر با افزايش قدر مطلق زاوية پسگرايي يـا 

Λ12شكل(يابد   كاهش مي.(  
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 شـعاع   ازاي تغييـرات    بـه   بـال  تغييرات سرعت فلاتـر    15شكل  

ــيون x/,/,, :در) αr( ژيراس 3020250 =Λ=ω=α 

505020 =μ−== ,/a,AR h  

  

  
 αxتغييـرات   ازاي    بـه   بـال  تغييـرات سـرعت فلاتـر      16شكل  

505020302050در =μ−===Λ=ω=α ,.a,AR,,/,/r h  

  

 ـ   نتيجه گرفت توان    مي 15 و   14 يها با توجه به شكل    ا  كـه ب

نوعي  و   يابد افزايش مي  fu  سرعت فلاتر  ،μ و   αrافزايش  

 بر  μاز بررسي تأثير افزايش      .تأثير پايداركننده بر سيستم دارند    

توان نتيجه گرفت كه امكان رخداد فلاتـر         سرعت فلاتر بال مي   

 ن و برخاسـت   ندر هنگام نشست  (ال در ارتفاعات پروازي پايين      ب

شود  يم  مشاهده 13 شكلدر  كه   در حالي  بيشتر است؛ ) هواپيما

 و بـا  د  ثير ناپايداركننـده بـر سيـستم دار       تـأ نوعي   haمتغير  كه  

چـه   هـر  .يابد  كاهش مي  fu سرعت فلاتر  ،افزايش اين متغير  

 فرار نزديكتر باشد، سـرعت فلاتـر        ةمحل محور الاستيك به لب    

و بـوده   چه به لبه حمله نزديكتـر        عكس هر  ه و ب  يابد كاهش مي 

  .شود پايدارترسيستم  ،در جلوي مركز آيروديناميكي قرار گيرد

توان بـه    ي م 16 تا 5 يها شكل يبا بررس  طور خلاصه  به

  :دست يافت ي به شرح ذيل مهمنتايج

  .يابد ي سرعت فلاتر افزايش م،پسگراييايش زاوية با افز •

  .يابد ي سرعت فلاتر كاهش م،haبا افزايش  •

 اما روند   ،يابد ي افزايش م  ، سرعت فلاتر  μبا افزايش    •

 ،μ و با افـزايش بيـشتر        بودهاين افزايش در ابتدا سريعتر      
  .يابد يروند كاهش ماين 

تـوان    نميαx در برابر افزايش fuدر رابطه با تغييرات   •

ر تمـامي مـوارد     د و روند مشخصي     كردارائه  اظهارنظر دقيقي   

 ابتـدا كـاهش و   9در برخي موارد ماننـد شـكل     . حاكم نيست 

برخـي   و در    شـود   ه مـي  شاهدم ـسپس افزايش سرعت فلاتر     

نيـز  را  مواردي  . كنيم را مشاهده مي    كاهش آن  ،16مانند شكل   

  .استتوان يافت كه اين روند در آنها معكوس  مي

  مــوارد ماننــدبيــشتر در سبــا افــزايش نــسبت فركــان •

ن آن بـه مقـدار      دو رسـي  ابتـدا كـاهش      ،10و   8 هاي شكل

  . كنيم را مشاهده ميكمينه و سپس افزايش آن 

  محـور الاسـتيك    حـول يون  با افـزايش شـعاع ژيراس ـ      •

)αr(  آهنگ ايـن افـزايش،    . يابد ي افزايش م  ، سرعت فلاتر 

  .يابد ي كاهش مαrبا افزايش 

 بـالا بـردن     ديـد  از   ، بهينـه بـال    ي طراح ينتايج فوق برا  

بـه ايـن منظـور      .  مدنظر قرار گيرنـد    بايدسرعت فلاتر بال    

 ha د كـه  شـو ترتيبي انتخاب     بال به  بعد  بي پارامترهاي   بايد

 .  بيشينه باشندαr و μكمينه و همچنين 
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