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   كامپوزيتية انتقال حرارت پايدار هدايتي در استوانتحليليحل 
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h_kayhani@shahroodut.ac.ir  

 )1387 فروردين :، پذيرش مقاله1386مرداد : دريافت مقاله(

  

 سـاخته شـده از مـواد        ةوان براي انتقال حرارت هدايتي در اسـت       تحليليحل  يك  در اين مقاله     -چكيده

حل دقيق ارائه شده، براي بررسي انتقال حرارت در مخـازن و            .  ارائه شده است    در شرايط پايدار   مركب

در اين تحقيق تانسور ضرايب هدايت حرارتي براي مـواد مركـب             .هاي كامپوزيتي بسيار مفيد است     لوله

 معادلـه   ،در ادامه .  شده است  بيانزمينه  معرفي شده و نحوه تعيين ضرايب از روي خواص الياف و ماده             

در شرايطي كه الياف در هر لمينـا         -اي براي مواد كامپوزيتي      انتقال حرارت در دستگاه مختصات استوانه     

 در   و به روش جداسازي متغيرها حل دقيقي براي اين معادله          دست آمده  هب – دور استوانه پيچيده شده    به

  . ارائه شده استشرايط مرزي معيني

  

  . استوانه، انتقال حرارت هدايتي،، مواد مركبتحليليحل : واژگانكليد 

  

  مقدمه -1

استفاده از مـواد مركـب بـراي سـاخت تجهيـزات،             امروز

 .ها توسعه چشمگيري پيدا كرده است      آلات و سازه   ماشين

هـا   سازي تجهيـزات و سـازه      استفاده از اين مواد به سبك     

هـا منجـر     ينـه هز  كـاهش   و )با حفظ مقاومت مكـانيكي    (

ماننـد  ( استفاده از ايـن مـواد در بعـضي صـنايع             .شود  مي

هاي توربينهاي گازي، صنايع نظامي،      صنايع شيميايي، پره  

ــضا و  ــوا ف ــد آنه ــت ) مانن ــدون رقاب ــرفب ــواد از ط  م

 بـر رفتـار ايـن       بيـشتر  بررسيهاي علمي  .استوپ  رايزوت

مواد تحت بارگذاريهاي مكانيكي و دمايي متمركز بوده و         

انتقال حرارت در اين    ها نظير    ساير پديده تر به بررسي    كم

  .مواد پرداخته شده است

تاكنون فعاليتهايي در زمينه تحليـل انتقـال حـرارت در           

 تحليلهـاي اوليـه     .مواد غير ايزوتروپ انجـام شـده اسـت        

ي غيـر  يـستالها عـدي در كر ب عمدتاً بر انتقال حـرارت يـك     

   .]2، 1 [است   متمركز بودهايزوتروپ

انتقال حـرارت   ،  با توسعه دانش مواد مركب    و  تدريج   هب

 ـ . در اين مواد نيز مورد توجه قرار گرفت        ] 3[ 1دمقاله مولهلن

 يكاورتوتروپ غيردائم در استوانه     هاي پخش  پديدهدر مورد   

                                                 
1. Mulholland 
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 امـروز نيـز     .يكي از اولـين فعاليتهـا در ايـن زمينـه اسـت            

يـد  هاي جد   ارائه فرمولبندي  راستايفعاليتهاي مستمري در    

. گيـرد   صورت مي  مواد مركب و بررسي انتقال حرارت در      

- و شـي   ]4[ 1توان به مقـالات گولوچـان       مي  زمينه در اين 

 در مقالـه خـود      ]6[ 3گيرينگـارد . كـرد  اشـاره    ]5[ 2كيانگ

تئوري انتقال حرارت و تعيـين خـواص هـدايتي در مـواد             

  . استكردهمركب را بررسي 

 مـواد مركـب    توليـد يند  ابررسي انتقال حرارت در فر    

بـراي نمونـه    .  از اهميـت فراوانـي برخـوردار اسـت         نيز

در زمينـه   و همكـاران     ]7 [4حـسن  پـژوهش توان به    مي

تحليل اثر انتقال حرارت در حين تركيب اليـاف و مـاده            

 شرح مناسبي از تئوري پژوهشدر اين  .كردزمينه اشاره 

 . كامپوزيتي ارائه شده اسـت     لمينيتهايانتقال حرارت در    

كـاربرد  (به تحليل انتقال حرارت كاربردي      ] 8[ 5امنيونه

ــدادر فر ــد تولي ــواد  ) ين ــدود در م ــان مح ــه روش الم ب

  . پرداخته استغيرايزوتروپ

حرارتـي  ) غيرعـددي (هاي دقيـق     در زمينه ارائه تحليل   

عنـوان    بـه  . است انجام شده براي مواد مركب نيز تلاشهايي      

عـدي  ب  انتقـال حـرارت يـك      تحليلـي  حل   ]9[ 6نمونه سان 

 7 اوسـلوكا  .در بلوك كامپوزيتي ارائه كرده است     را  غيردائم  

نيز با استفاده از توابع گـرين و فرمولبنـدي انتگرالـي          ]10[

 پاسـخي بـراي انتقـال حـرارت در          ،معادله انتقال حـرارت   

 ]12،  11[ 8 لـو  .دسـت آورده اسـت     هواسطهاي كامپوزيتي ب  

سـتوانه  در ا تقال حرارت غيـردائم     ن براي ا   را  دقيقي هايحل

و در شـرايط    كامپوزيتي در جهات شعاع و محور اسـتوانه         

  .ده استكرمرزي و اوليه مختلف ارائه 

                                                 
1. Golovchan 
2. Shi.Qiang 
3. Greengard 
4. Hassan 
5. Newnham 
6. Sun 
7. Oseloka 
8. Lu 

عـدي در   ب در مقاله حاضر به انتقال حرارت پايدار دو       

براي توزيع را  تحليلياستوانه كامپوزيتي پرداخته و حل 

استوانه از داخل در دماي ثابـت و از      دما در شرايطي كه     

جـايي   ه تشعشع خورشيد و جاب    همزمان بيرون تحت اثر  

در ايـن پـژوهش     . آوريـم   مـي دست   هطبيعي قرار دارد، ب   

براي حـل معادلـه انتقـال حـرارت از روش جداسـازي             

در هـر   متغيرها استفاده شده و ضرايب فوريه توزيع دما         

از حل دستگاه معادلات حاصل از شرايط مـرزي و          لايه  

هـا   ن لايـه  معادلات پيوستگي دمـا و پيوسـتگي شـار بـي          

 در   مـستقيم  طـور   بـه تحليـل   نتايج اين    .آيند دست مي  هب

 ـ         لوله . كـارگيري اسـت    هها و مخـازن كـامپوزيتي قابـل ب

علاوه بر ديدگاه حرارتي، نتـايج حاصـل از حـل دقيـق             

ارائه شده در تحليـل تنـشها و كرنـشهاي حرارتـي نيـز              

همچنين در ايـن تحقيـق، تئـوري انتقـال           .كاربرد دارند 

 بررسـي  تفـصيلي طـور   هتي در كامپوزيتها ب   حرارت هداي 

شده و نحـوه تعيـين ضـرايب انتقـال حـرارت از روي              

خـاطر  . تـشريح شـده اسـت      خواص ماده زمينه و الياف    

ارزش  دليـل     چند به پاسخهاي تحليلي  شود كه  نشان مي 

  :دارندفراواني 

پاسخهاي حاصل از ايـن تحليلهـا كـاملاً صـحيح و             •

 .خدشه ناپذيرند

 روشـهاي    دقـت  ري بـراي سـنجش    عنـوان معيـا    به •

تعريـف  در شـرايط    البته  ( روند مي كار به  و تقريبي  عددي

 .)شده مشخص

علاوه بر دقت كمي نتايج حاصل، از لحاظ كيفـي و            •

 . درك روند و روال نتايج حايز اهميت هستندايجاد 
  

  هدايت حرارتي در مواد مركب -2

ر  انتقـال حـرارت هـدايتي د       براي رابطه فوريه     كلي طور به

  :]13 [صورت زير است همواد اورتوتروپ ب
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q  ي شار حرارت،ijk       ضرايب انتقال حرارت هـدايتي و 

Tدما است .  

 تانسور  ، در ترموديناميك  1رفت و برگشتي  قاعده  مطابق  

يعني براي تمـامي    . ]13 [تقارن باشد مبايد  ضرايب هدايت   

  :مواد موجود در طبيعت بايستي
  

)2(  
jiij kk =  

  

 مقـادير   ،همچنين بـر اسـاس قـانون دوم ترموديناميـك         

 و  هـستند روي قطر اصلي تانسور ضرايب هـدايت مثبـت          

  :]13 [ها بايستي رابطه زير برقرار باشد بين درايه
  

)3(  jifor ≠: 2

ijjjii kkk >  
  

 دو دسـتگاه مختـصات      ،طـور كلـي در مـواد مركـب         هب

)xxx( 2اصــلي
321

 شــوند تعريــف مــيxyz)( 3و فرعــي 

 جهــت دســتگاه مختــصات اصــلي 1 مطــابق شــكل .]14[

كـه محـور     حـوي ن  سمت قرارگيري الياف است به     وابسته به 

1
x      در راستاي الياف، محور 

2
x    4 در صفحه لايه كامپوزيتي 

و محور 
3

xعمود بر لايه قرار دارد .  

هـاي مختلـف بـر     در ساخت مواد مركب با چيدن لايه   

 از  .شـود   كـامپوزيتي ايجـاد مـي      5 لمينيـت  ،روي يكديگر 

 لذا  ،ها متفاوت است   آنجاكه معمولاً راستاي الياف در لايه     

) دسـتگاه فرعـي   (به تعريف يك دستگاه مختصات مرجع       

بتوان در جهات ثابت كميتهـاي فيزيكـي را         است كه   نياز  

                                                 
1. Reciprocity 
2. On Axis 
3. Off Axis 
4. Lamina 
5. Laminate 

بنابراين در هر لايه بـين دسـتگاه مختـصات          . كردبررسي  

 انحـراف وجـود دارد و       θاصلي و فرعي به اندازه زاويه       

محور  
3

x        دستگاه مختصات اصلي با محـور z   دسـتگاه 

   .جهت است مختصات فرعي هم

  

  
  هاي مختصات اصلي و فرعي  دستگاه1 شكل

  

در دستگاه مختصات اصـلي رابطـه فوريـه بـراي مـاده             

  :]7 [صورت زير است همركب ب
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  در هر لايه، خواص در جهـت اليـاف        ) 4(مطابق رابطه   

)
1

x(با جهات عمود بر الياف ) 
2

xو 
3

x(   متفـاوت اسـت 

  در كليه جهات    عمود بر الياف   صفحه انتقال حرارت در     اما

  .يكسان است

تـوان از محـور      مـي  −θ از آنجاكه با دوران به انـدازه      

بر حـسب   ) 4( بنابراين رابطه    فرعي به محور اصلي رسيد،    

  :صورت زير قابل بازنويسي است ه فرعي بمحور
  

)5(  ( )[ ]{ } [ ] [ ] offonoff TTkqT ∇−−=− )( θθ  

X3, Z 

X1 θ 
X2 

y 

X 
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]،  )5(در رابطه    ])(θT        ماتريس دوران بردار بـوده و از 

  :آيد دست مي هرابطه زير ب
  

)6(  ( )[ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
=

100

0

0

θθ
θθ

θ cossin

sincos

T  

  

به شـكل زيـر      بردار شار در جهات فرعي       ،)5(از رابطه   

   :آيد دست مي به
  

)7(  { } ( )[ ] [ ] [ ] offonoff T)(TkTq ∇θ−θ−−= −1  
  

  : متعامد است، بنابراين،از آنجاكه ماتريس دوران
  

)8(  [ ] [ ])()( θ−=θ − TT 1  
  

 رابطـه بـردار شـار       ،)7(رابطـه   در  ) 8(با اعمال رابطـه     

  :خواهد بودحرارتي در جهات فرعي به شكل زير 
  

)9(  { } ( )[ ] [ ] [ ] offonoff T)(TkTq ∇−−= θθ  
  

مطابق قانون فوريه، انتقال حرارت در جهات فرعي بـه          

   :شكل زير است
  

)10(  { } [ ] offoffoff Tkq ∇−=  
  

 تانـسور ضـرايب     ،)10(و  ) 9(بنابراين با مقايسه روابط     

انتقال حرارت در جهات فرعي بر حـسب جهـات اصـلي            

   :صورت زير خواهد بود هب
  

)11(  ( )[ ] [ ] [ ])(TkT]k[ onoff θθ −=  
  

چنانچه تانسور ضرايب انتقال حرارت در جهات اصلي بـا       

][k ــا ــي ب ــات فرع ــين k][ و در جه ــشان داده و همچن  ن

θcos ــا ــا θsin و lm بـ ــذاري ln بـ ــو نامگـ د، در شـ

هـاي تانـسور     درايـه ) 11(و  ) 6(،  )4(صـورت از روابـط       اين

  :]7 [آيند دست مي هضرايب انتقال حرارت در جهات فرعي ب
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توان  شود كه چگونه مي    ال اساسي مطرح مي   ؤ اين س  اكنون

) ضرايب هـدايت را در دسـتگاه مختـصات اصـلي           )
2211

k,k 

بتـوان ضـرايب    ) 12( تا بر اساس آنها و نيز رابطـه          كردتعيين  

دست  ه ب )مرجع (در دستگاه مختصات فرعي   را  انتقال حرارت   

طور كلي دو روش براي تعيـين ضـرايب هـدايت در             ه ب .آورد

  :شود دستگاه مختصات اصلي پيشنهاد مي

 تعيين ضريب هدايت حرارتي بر       براي انجام آزمايش  .1

 ؛وي يك لمينا در جهت الياف و جهت عمود بر اليافر

 خاصــي بــر اســاس ضــرايب لبنــدياســتفاده از فرمو .2

 ].15[  و نيز درصد حجمي الياف2 ماده زمينه،1هدايتي الياف

 كه در   ]15[% 2روش دوم، روش مناسبي با خطاي كمتر از         

 خـصوص   بـه ( گشا اسـت   نبود امكانات آزمايشگاهي بسيار راه    

 در اين روش ضرايب انتقال حرارت     ). هندسيبراي محاسبات م  

 بـر اسـاس روابـط       )دار ماده  يا ساير پارامترهاي فيزيكي جهت    (

  :]15 [استزير قابل محاسبه 
  

)13-1(  
mmff kkk ν+ν=

11
  

)13-2(  

f

f
mkk

ην−
ζην+

=
1

1

22
 

  

 ضريب هـدايت حرارتـي اليـاف،        fk،  )13(در روابط   

mk ،ضــريب هــدايت حرارتــي مــاده زمينــه fν درصــد 

                                                 
1. Fiber 
2. Matrix 
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.  درصـد حجمـي مـاده زمينـه اسـت          mνحجمي الياف و    

  :است نيز از روابط زير قابل محاسبه η  وζ كميتهاي
  

)14-1(  
ζ+
−

=η
mf

mf

k/k

k/k 1

  

)14-2(  ( )m/ ν−=ζ 341 
  

گيـري سـاير     بـراي انـدازه   ) 14(و  ) 13(روابط  طور كلي    هب

بـه   .]15 [اسـت  تعمـيم قابـل     نيز  مواد مركب  فيزيكيكميتهاي  

الكتريــك، ثابــت  هــايي نظيــر ثابــت دي عنــوان نمونــه كميــت

نفوذپذيري مغناطيسي، ثابت هدايت الكتريكي و ضريب نفـوذ         

  .قابل محاسبه است) 14(و ) 13(روابط ق اعمال جرم از طري

  

   مدلسازي، معادلات حاكم و شرايط مرزي-3

در اين تحقيق انتقال حـرارت پايـدار هـدايتي در اسـتوانه             

 در اينجـا فـرض شـده كـه          .كامپوزيتي مطالعه شده اسـت    

الياف در هر لايه بـه دور اسـتوانه در جهتهـاي مشخـصي              

وضعيت بيان شده   مينا در    يك ل  2در شكل   . اند پيچيده شده 

 z  وr، ϕمطــابق شــكل،  . نــشان داده شــده اســت  

 اگـر  .هـستند ) مرجـع (هاي دستگاه مختصات فرعي      لفهؤم

L   استوانه در جهت اليـاف و      ر خط مماس ب  t     نيـز خـط

صورت زاويه   ، در اين   باشد ϕمماس بر استوانه در جهت      

  .  استt  وL خطدو  زاويه بين ،)θ(الياف 
  

  
  اي جهت الياف در لايه استوانه 2شكل 

رت، بايـستي المـاني      تعيين معادله انتقـال حـرا      منظور  به

 ،)1(مشابه رابطـه    .  در نظر گرفت   2اي مشابه شكل     استوانه

در مــاده اي رابطــه فوريــه  در دســتگاه مختــصات اســتوانه

  :استصورت زير  هباورتوتروپ 
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 در صورتي كه موازنه انرژي بـراي المـان          3با توجه به شكل     

  :استصورت زير  هبطه حاصل باي برقرار شود، را استوانه
  

)16(  
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d

dAq

dr
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T
C

zz

rr

∂−
∂
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ϕ
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 t ، ظرفيت گرمايي ويژه   C چگالي، ρ،)16(در رابطه   

 و  همچنين مقادير انـدازه سـطوح     . است  حجم V  و زمان

  :ز المان عبارتند احجم
  

)17-1(  dzrddAr ϕ=  
)17-2(  drdzdA =ϕ 
)17-3(  drrddAz ϕ= 
)17-4(  drdzrddV ϕ= 
  

  
  اي  شارهاي حرارت در يك المان استوانه 3شكل 
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، رابطه زير   )16(در رابطه   ) 15(و  ) 17(با اعمال روابط    

 آيـد  دسـت مـي    هه اورتوتروپ ب  براي انتقال حرارت در ماد    

  :]16[ تا] 13[
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آن اسـت كـه بـا       ) 18(نكته جالب توجه در معادله      

توجــه بــه قــانون دوم ترموديناميــك بايــستي ضــرايب 

اي باشـند كـه      گونـه  بـه ) ضرايب هدايت مـاده   (معادله  

بيـضوي بـاقي     ،عديب براي هر وضعيت دو   معادله فوق   

عدي صـورت كـانونيكي معادلـه        و در حالت دوب    بماند

 اســتاندارد شــكل(فـوق بــسيار شـبيه معادلــه لاپـلاس    

بـوده و بيـضوي     ) معادله هـدايت در مـواد ايزوتـروپ       

  .]16[است 

معادلــه انتقــال ) 18(حــال بايــستي از روي رابطــه 

تعيـين   اي  اسـتوانه  وزيتيپحرارت بـراي لمينيـت كـام      

دريافـت كـه زاويـه      توان    مي 2با توجه به شكل     . شود

  تعريـف شـده و از آنجاكـه        ϕ الياف نسبت به محور   

ϕلفه دوم دستگاه مختـصات ؤ م r، ϕو  z اسـت ، 

رايي ضـرايب انتقـال حـرارت معادلـه         ا باز بهبنابراين  

زيـرا در    ( اسـت   نيـاز  در اين دستگاه مختـصات    ) 12(

لفـه اول دسـتگاه     ؤزاويه الياف نسبت به م    ) 12(رابطه  

 بنابراين بـراي لمينيـت      ).مختصات تعريف شده است   

) 12(رايي شـده رابطـه      ا بـاز  شـكل اي مـذكور     استوانه

  :صورت زير است هب
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اي بـراي    ، معادلـه  )18(طـه   در راب ) 19(با اعمال رابطـه     

  :آيد دست مي ه لمينيت ب اينانتقال حرارت در
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 پايدار، ترم مشتق زمـان در سـمت راسـت           وضعيتدر  

در حال  سيال  ي كه    در شرايط  .است صفر    برابر )20(رابطه  

توان دماي داخل لوله     ، مي لوله در جريان باشد    در   تغيير فاز 

كـه شـرايط مـرزي در        صـورتي در    و كـرد فـرض   را ثابت   

 بـراي    گراديـان دمـا    جملـه   نباشـد،  zخارج نيز تابعي از     

   .]17 [استصفر برابر  z  در جهتهاي طويل لوله

 اسـتوانه در نظـر      بـراي چنـين شـرايطي     در اين تحقيق    

معادلـه   مـذكور،    با اعمال شرايط   بنابراين   .گرفته شده است  

  :شود ميساده  صورت زير هب) 20(
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 ـ     در خارج از   جـايي   ه استوانه نيز شرط مرزي توامان جاب

  : برقرار استخورشيد آزاد و تشعشع 
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)22(  ( ) ( )∞−+ϕ′′−=
∂
∂− TThq
r

T
k
22

  

  

 جايي در سطح خارجي    ه ضريب جاب  h،  )22(در رابطه   

ــت، ــيط وT∞ ليميني ــاي مح )  دم )ϕq ــشعي ′′ ــار تشع  ش

  :]17 [خورشيد است و از رابطه زير قابل محاسبه است
  

)23(  ( )
⎩
⎨
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<<
≤≤′′

=′′
πϕπ
πϕϕ

ϕ
20

0sinq
q  

  

ــه از آنجاكــه لمينيــت اســتوانه هــاي متعــددي  اي از لاي

تشكيل شده و جهت اليـاف در هـر لايـه بـا لايـه مجـاور                 

در هـر لايـه     ) 21(، لـذا معادلـه      مكن است متفاوت باشد   م

شرط مرزي همزمان   د  ها باي  متفاوت خواهد بود و بين لايه     

  . ]17 [پيوستگي دما و پيوستگي شار دما وجود داشته باشد

اي نشان داده شده     ها در لمينيت استوانه     لايه 4در شكل   

irr اگـر    چنانچه. است  i+1  و i لايـه  مـرز بـين دو       =

  :باشد، بنابراين در اين شعاع
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)24-2(  
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   اي ها در لمينيت استوانه چيدمان لايه 4شكل 

  اي  هدايت در لمينيت استوانهتحليلي حل -4

 معادله انتقال حرارت هدايتي رابطه      ليتحليدر اين بخش حل     

 توزيـع دمـاي    (3در شرايط توصـيف شـده در بخـش          ) 21(

ــان    ــم زم ــرزي ه ــتوانه و شــرط م يكنواخــت در داخــل اس

  .شود ارائه مي )جايي و تشعشع در داخل آن جابه

 زيـر   صـورت   به) 21(معادله  لازم است   در آغاز تحليل    

  :بازنويسي شود
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از  )25(در رابطـه     μ مقـدار ) 21(با توجه بـه رابطـه       

  :معادله زير قابل تعيين است
  

)26(  
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22

knkm
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ll +
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 90برابـر   ) ϕ(ف   زاويـه اليـا    در حالت خـاص، چنانچـه     

لـذا بـا توجـه بـه        . است ln=1  و lm=0 آنگاهدرجه باشد،   

 بـوده و    μ=1 توان دريافت كه در اين حالت،      مي) 26(رابطه  

عـدي در   نظير رابطه انتقال حـرارت دوب     ) 25(در نتيجه رابطه    

 ماده ايزوتروپ با ضريب هدايت
22

kخواهد بود .   

از روش جداسازي   ) 25(در اين مقاله براي حل معادله       

 مطابق اين روش، توزيع دما در       .متغيرها استفاده شده است   

عددوب r و  ϕ      بر اساس دو تابع )(rF و  )(ϕG   قابـل 

  : استجداسازي
  

)27(  )()(),( ϕϕ GrFrT =  
  

، معادلــه انتقــال )25(در رابطــه ) 27(بــا اعمــال رابطــه 

  :شود  دو معادله زير جداسازي ميبه شكلحرارت 
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22 =λ−′+′′ FFrFr n  
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22 =+′′ GG nλμ 
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معــرف مقــادير ويــژه  nλ پــارامتر ،)28(در معــادلات 

 نيز از اعمال شرايط     nλ  مقدار .معادله انتقال حرارت است   

بـا توجـه بـه      . شود  ميمحاسبه  ) 2-28(مرزي روي معادله    

 كامـل   اي   از نظـر هندسـي حلقـه       اي  استوانه  لمينيت كهاين

 شرايط پيوستگي دمـا و      دبراي اين حلقه باي   است، بنابراين   

  :ه برقرار باشدقشار در ابتدا و انتهاي حل
  

)29-1(  )()( π= 20 GG  
)29-2(  )()( π′=′ 20 GG 

  

  : زير استصورت به) 2-28(جواب كلي معادله 
  

)30(  )sin()cos()( ϕμλ+ϕμλ=ϕ nnnn BAG  
  

 ،)29( شـرايط مـرزي روابـط        در) 30( رابطـه    با اعمال 

  :آيد دست مي هشكل زير ب   بهي همگنتمعادلا
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جوابـشان  ، لـذا    اسـت از آنجاكه معادلات فوق همگـن       

بـه عبـارت    . كه وابـسته خطـي باشـند        مگر آن  ،صفر است 

ها غير صفر اسـت كـه دترمينـان         نديگر در صورتي پاسخ آ    

  :صفر شود) 31(ضرايب دستگاه معادلات 
  

)32(  ( ) 0212
22 =πμλ+−πμλ )(sin)cos( nn  

  

، مقادير ويژه معادلـه انـرژي     )32(از حل معادله مثلثاتي     

  :است زير قابل محاسبه صورت بهدر هر لايه 
  

)33(  ,...,,n 210= μ
λ n

n =  

  

اويلر بوده و    -كوشي  معادله ديفرانسيل   ) 1-28(معادله  

  :داراي جواب عمومي زير است
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) 27(در رابطـه    ) 34(و  ) 30(بنابراين با اعمـال روابـط       

 نيـت ير براي توزيـع دمـا در هـر لايـه لمي           پاسخ عمومي ز  

تمـامي   آنكـه در اين مقاله براي     . آيد دست مي  ه ب اي استوانه

، )عد دمـا  ببا  ( عد شوند ب  توزيع دما هم   ضرايب سري فوريه  

 فوريـه نـسبت بـه شـعاع داخلـي            سري پاسخ بخش اويلر  

)0r (   و براي همگن كردن شـرط مـرزي در         سنجيده شده

inTT تغييـر متغيـر  اعمـال  اخـل اسـتوانه بـا    د −=τ  در

  :آيد دست مي ه، رابطه زير براي توزيع دما ب)25(معادله 
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ضـرايب   nd  و na، nb، nc در رابطه فـوق ضـرايب     

همچنـين در رابطـه     . اسـت  )عد دما از ب (سري فوريه   ثابت  

 در i  نشانگر لايـه شـماره  i بالانويسها و انديسهاي،)35(

  .) توجه شود4به شكل ( استلمينيت كامپوزيتي 

براي تعيين ضرايب فوريه به اعمـال شـرايط مـرزي           

ز آنجاكه در اين تحقيق دماي داخل اسـتوانه  ا. استنياز  

ايـن شـرط در رابطـه     لـذا فرض شده،  inT مقدار ثابت

0صورت  به) 35(
0

=ϕ=τ ),rr(  و بـا اعمـال      ظاهر شده 

    روابـــط زيـــر بـــراي ضـــرايب فوريـــه لايـــه اول آن

  :دنشو  ميحاصل
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ها   در مرز بين لايه    فقط) 37(يان ذكر است كه روابط      شا

)
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21 −= Ln,...,,i وirr  و در داخل و خارج      معتبر بوده ) =

  .استوانه اعتباري ندارند

nLrr( سطح خارجي استوانه     در نيز شـرط مـرزي     ) =

 بـراي   جايي طبيعي و تشعشع برقـرار بـوده و         ه جاب همزمان

. قـرار داد  ) 22(را در رابطـه     ) 35(اعمال آن بايستي معادله     
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شـود كـه     نتيجـه مـي   ) 38(تـا   ) 36(با توجه به معـادلات      

 ضرايب
0

a و 
0

b   و مقـدار     بـوده  برابرها    در تمامي لايه 
0

a  از 

قابل محاسبه و مقدار ) 1-38(رابطه 
0

bنيز برابر صفر است .  

و بـراي    n در هـر   د باي nb و na براي تعيين ضرايب  

، )2-36(دسـتگاه معـادلات شـامل روابـط         هـا،    تمامي لايه 

خوشبختانه دستگاه  . حل شود ) 2-38( و   )37-5(،  )37-3(

 قطري بوده و نياز به معكوس كردن        5حاصل يك دستگاه    

مـاتريس ضـرايب از روشــهاي متـداول نيـست و در ايــن     

 گوس، ماتريس ضـرايب     تحقيق با استفاده از روش حذفي     
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مشابه همـين   . تعيين شده است   nb و na قطري و مقادير  

، )3-36(از معادلات    nd و nc روش براي تعيين ضرايب   

  .رود كار مي  به)3-38(و ) 37-6(، )37-4(

دسـتگاه معـادلات فـوق وجـود        مشكل اصـلي بـراي حـل        

 بـزرگ   nهاي بسيار بزرگ در ماتريس ضرايب در مقادير          درايه

است كه با توجه به حداكثر دقت كامپيوترها، محاسبه ضرايب را           

) 35( خوشــبختانه ســري فوريــه رابطــه امــا، ســازد مــيدشــوار 

 بـزرگ بسيار   n مقادير   برايسرعت همگرا بوده و به محاسبه        هب

  .اين موضوع در بخش نتايج تشريح شده است.  نيستنياز

  

   نتايج و بحث-5

 انتقـال حـرارت     تحليليدر اين بخش نتايج حاصل از حل        

اي تحـت شـرايط مـرزي         در لمينيت استوانه   هدايتيپايدار  

   . شده استبيان 3تعريف شده در بخش 

 حـرارت در مـواد      در اين مقاله بـراي تـشريح انتقـال        

 اثر زاويه الياف بر رفتار حرارتي در لمينيـت يـك            ،مركب

 مطالعه شده   )يا چند لايه ولي با زاويه الياف يكسان        (لايه

در ادامه توزيع دما در لمينيتهاي چندلايـه        همچنين  . است

و نحوه تغييرات دما در     ها بررسي    در آرايش مختلف لايه   

وريـه مطالعـه    هاي مختلف در طي جمـلات سـري ف         لايه

  .شده است

ماده مركب در نظر گرفته شده براي اين بخش تركيـب           

 )1اپوكـسي  /كـولار ( اليـاف گرافيـت   % 75اپوكسي با   % 25

 علت انتخاب اين كامپوزيت وجـود اخـتلاف قابـل           .است

اليـاف و مـاده      در   يهدايتانقال حرارت   توجه ميان ضريب    

 اپوكـسي    نـسبتاً رسـانا و     اي  زيرا گرافيت ماده  (زمينه است   

   ). عايق حرارتي استنوعي

اليـاف و   ضـرايب هـدايت     وجود اختلاف زياد ميان     

 برابـري ضـريب     76/12ماده زمينه منجـر بـه افـزايش         

                                                 
1. Kevlar/Epoxy 

به جهت عمود بر الياف     نسبت  هدايت در جهت الياف     

توانـد    مـي   تحليل حرارتي اين كامپوزيـت     و شده است 

 صحيح از اختلاف انتقال حرارت ميـان        يبه ايجاد درك  

 در  . كمك شاياني نمايـد    مواد مركب واد ايزوتروپ و    م

و در  الياف و مـاده زمينـه       فيزيكي   از خواص    1جدول  

 خواص ماده مركـب حاصـل از تركيـب آنهـا            2جدول  

  .آورده شده است

  

 ]18[خواص الياف و ماده زمينه  1جدول 

  جنس ماده زمينه  اپوكسي

  جنس الياف  گرافيت

  (W/m. K) ضريب هدايت ماده زمينه  19/0

  (W/m. K) ضريب هدايت الياف  74/14

 (J/kg.K)ظرفيت گرمايي ماده زمينه   1613

  (J/kg.K)ظرفيت گرمايي الياف   709

  

  ]18[اپوكسي  /كولارخواص ماده مركب  2جدول 

1/11  k در جهت موازي الياف (W/m. K)  

87/0  k در جهت عمود بر الياف (W/m. K)  

  درصد حجمي الياف  75

 (K) ذوب نقطه  450

  (J/kg.K)ظرفيت گرمايي   935

 (kg/m3)چگالي   1400
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 ،در ابتدا براي درك بهتر انتقال حرارت در مواد مركـب          

يا چند لايه ولي با زاويـه        (يك لمينيت كامپوزيتي يك لايه    

 با هندسه و شرايط مرزي مطـابق اطلاعـات          )الياف يكسان 

  . در نظر گرفته شده است3مندرج در جدول 

  

 هندسه و شرايط مرزي 3جدول 

 (cm) داخلي قطر  30

  (cm) خارجي قطر  42

 (W/m2)شار تشعشي خورشيد   700

  (W/m2K)جايي آزاد  هضريب جاب  20

 (K)دماي داخل استوانه   320

  (K)دماي محيط   300

  )درجه(زاويه الياف   90

  

ــكل  ــت در    5در ش ــا در لميني ــرات دم ــداكثر تغيي  ح

 ـ       جمله . شان داده شـده اسـت     هاي مختلف سـري فوريـه ن

سرعت همگرا بوده    هب) 35(مطابق شكل سري فوريه رابطه      

 تغييـرات دمـا     ،مين جمله سري فوريـه    ا100ُكه در    نحوي به

رسد  نظر مي  بنابراين به . يافته است  كاهش   K5-10×03/1به  

 جملـه   100 محاسبه   فقط ، ايجاد شرايط همگرايي   براي كه

   .است فيكااول سري فوريه 

  
  ϕ=90° در حالت nداكثر تغييرات دما بر حسب ح 5شكل 

. دهـد   دما را در لمينيت مذكور نشان مي       ع توزي 6شكل  

  اسـت   درجه 90  برابر از آنجاكه در اين حالت زاويه الياف      

 وضـعيت،  بنـابراين در ايـن       ،)z الياف در جهت محـور    (

 ايزوتـروپ بـا     اي  شابه مـاده  م ـانتقال حرارت در لمينيـت،      

 ضريب هدايت 
22

k   برابـر   در اينجا حداكثر دما    .استبرابر  

K98/328برابر و متوسط دما  K09/317است .  

  

  
  

  θ=90° در لمينيت يك لايه در (K)توزيع دما  6شكل 
  

ه زاويـه   ك ـ  توزيع دما در اين لمينيت در حـالتي        7در شكل   

در .  نـشان داده شـده     ،)ϕالياف در جهـت    (استالياف صفر   

  برابر rاين حالت ضريب هدايت در جهت       
22

k    و در جهت 

ϕ برابر 
11

k با توجه به اينكه در ايـن مـاده    . است  
2211

kk > 

كه زاويـه    در حالتي ثر ضريب هدايت    ؤمقدار م  بنابراين   ،است

 درجـه اسـت،     90كه    نسبت به حالتي   ،الياف صفر درجه است   

از بـه وضـوح     همين دليـل توزيـع دمـا         به .بزرگتر خواهد بود  

برابـر  در اين حالت حـداكثر دمـا         .تر است   يكنواخت 6شكل  

K46/326   ر براب  و متوسط دما K10/317 بنـابراين هـر    . است  

 امـا  ،يكسان اسـت  تقريباً  چند متوسط دما در هر دو وضعيت        

ا 
دم

ت 
را

يي
تغ

ر 
كث

دا
ح

)
ن

وي
كل

(
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 نــسبت o0=θحالــت در( دليــل پخــش بهتــر حــرارت بــه

oبه

90=θ(، استكمتر شده دما بيشينه .  

  

  
  θ=0° در لمينيت يك لايه در حالت (K)توزيع دما  7شكل 

  

) μ (انتقال حرارت ، توزيع ضريب معادله      8 در شكل 

) 26(به رابطه   ( بر حسب زاويه الياف نشان داده شده است       

 90 مطابق شكل، اين ضريب نسبت به زاويـه          .)توجه شود 

 مقـدار   . درجه اسـت   180درجه متقارن بوده و داراي پريد       

 بـا   . درجـه قـرار دارد     90 زاويـه     اين منحني نيـز در     بيشينه

 اثر  كاهش به   μ مقدار   كوچك شدن ) 25(توجه به معادله    

دمـا در   توزيع  يكنواخت شدن    و   ϕگراديان دما در جهت     

  .كند لمينيت كامپوزيتي كمك مي
  

  
  ه الياف بر حسب زاويμنمودار ضريب 8شكل 

دمـاي لمينيـت    بيشينه   اثر زاويه الياف بر      9شكل  

 با نزديك شدن    8با توجه به شكل     . دهد  مي شانرا ن 

 افـزايش و ضـريب      μ  مقـدار  ، درجـه  90به زاويـه    

 در  ؛يابـد   كـاهش مـي    ϕهدايت حرارتي در جهـت      

ده و سـبب    نتيجه گراديان دمـا در لمينيـت زيـاد ش ـ         

  توزيـع  در  و كـاهش يكنـواختي      دمـا   بيشينه   افزايش

  .شود دما مي

  

 
  

نمودار بيشينه دماي لمينيت يك لايه بر حسب زاويه  9شكل 

  الياف

  

پس از بررسي توزيع دما در استوانه كامپوزيتي يك         

لايه، توزيع دما در لمينيتهـاي كـامپوزيتي چندلايـه بـا            

در ابتـدا يـك   .  استآرايش مختلف الياف بررسي شده 

، 90° [ با زاويـه اليـاف     1متعامد لايه با آرايش     6لمينيت  

ضــخامت . در نظــر گرفتــه شــد] °0، °90، °0، °90، °0

 30برابـر    داخلي استوانه    قطر سانتيمتر و    1  برابر ها لايه

ــت  ــانتيمتر اس ــنس   . س ــي و ج ــرزي حرارت ــرايط م ش

  .كامپوزيت مشابه حالت لمينيت يك لايه است

                                                 
1. Cross.Ply 

مين
ي ل

ما
 د

مم
زي

اك
م

ت
ي

) 
ن

وي
كل

(  

 θدرجه 

 θدرجه 
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 . توزيع دما در اين لمينيت نشان داده شده اسـت          10در شكل   

  دما بيشينه و   K10/317برابر  در اين حالت متوسط دماي لمينيت       

  .  استK00/320 برابر

  

  

  

  

  

  در لمينيت متعامد) كلوين( توزيع دما 10شكل 
  

 مشابه حالت قبل، لمينيت كـامپوزيتي ديگـري را كـه            اكنون

، 240°،  300° [1ايزوتروپداراي شش لايه با آرايش الياف شبه        

 11شــكل . گيــريم مــي  در نظــر، اســت]°0، °60، °120، °180

در اين آرايش الياف،     .دهد لمينيت نشان مي   در اين را  توزيع دما   

 K10/317برابـر    و متوسـط دمـا       K47/329برابـر   حداكثر دما   

مطابق شكل آرايش جديد الياف منجر به اختلاف قابـل          . است

ت انتقال حرارت نسبت به حالت قبل       توجهي در كيفيت و كمي    

 برابري ضريب   76/12 بزرگيوضوع ناشي از    ماين  . شده است 

 هدايت در جهت الياف نسبت به جهت عمود بر اليـاف اسـت            

كه سبب وابستگي شديد توزيع دما به جهت قرارگيري اليـاف           

) 10شـكل  (متعامد در آرايش    كه نحوي به ،ها شده است   در لايه 

 بسيار بهتر از آرايش شبه ايزوتـروپ        يتت در لمين  پخش حرار 

   .است) 11شكل(

                                                 
1. Quasi.Isotropic 

   
  

  در لمينيت شبه ايزوتروپ) كلوين(توزيع دما  11شكل 

  

  
  

  ]S]°90 ،°30 ،°45در لمينيت ) كلوين( توزيع دما 12شكل 

  

 توزيع دما در لمينيت ديگـري بـا آرايـش           12در شكل   

ــاف ــده]45°، 30°، 90°، 90°، 30°، 45° [الي ــشان داده ش   ن

 و متوسط   K03/326برابر  در اين حالت حداكثر دما      . است

شـود كـه در ايـن         مـشاهده مـي    . است K10/317  برابر دما

 حـالتي بـين توزيـع دمـا در          ،آرايش، توزيع دما در لمينيت    

  . استمتعامد آرايش شبه ايزوتروپ و آرايش
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حداكثر تغييرات دما بر حسب جملات سري فوريه در  13شكل 

  ] S]°90 ،°30 ،°45  لمينيت

  

 حداكثر تغيير دما در طول جملات سري        13در شكل   

بـراي   هاي مختلـف لمينيـت كـامپوزيتي        و در لايه   فوريه

 .نشان داده شـده اسـت      12آرايش الياف مربوط به شكل      

جمـلات سـري    تعداد  طابق اين شكل با افزوده شدن بر        م

 شـود  ها كاسته مي   فوريه از مقدار تغيير دما در تمامي لايه       

 حداكثر تغييـر دمـا مربـوط بـه          ام  50كه در جمله     نحوي به

نظـر   لـذا بـه   .  است K 5 -10×86/9لايه ششم بوده و برابر      

 50 محاسـبه    ، فقـط  رسد كه براي محاسبات مهندسـي      مي

العاده زيـادي كفايـت      جمله اول سري فوريه با دقت فوق      

همچنين رونـد تغييـرات دمـا در طـول جمـلات            . كند مي

هـاي بـا شـعاع       وي اسـت كـه در لايـه       نح ـ هسري فوريه ب  

هـاي بـا شـعاع       كوچكتر ميزان اين تغييرات نسبت به لايه      

علـت ايـن موضـوع وجـود جملـه          . بزرگتر، كمتر اسـت   

μ/)( n

r

r

0

اســت كــه ســبب بيــشتر بــودن ) 35( در رابطــه 

. هاي بـا شـعاع بزرگتـر شـده اسـت           تغييرات دما در لايه   

رسـاز در حـل دسـتگاه        دردس يجمله عـامل  اين  ين  چنهم

و ) 37(روابـط   (معادلات مربوط به ضرايب سري فوريـه        

ــرا در مقــادير . اســت)) 38( ــزرگnزي ــه فــوق ، ب  جمل

ازاي  نحوي كه در اين حالـت، بـه        هبكند   شدت رشد مي   به

320>nــاتريس ضــراي ــرار 1ب در شــرايط ناهنجــار م  ق

 پيدا  رشد ،اي عددي مربوط به حل دستگاه     گيرد و خط   مي

آنجاكه ماتريسهاي ضرايب حاصل از معادلات        از .كند مي

پنج قطري هستند، لـذا بهتـر اسـت كـه در            ) 38(و  ) 37(

 از روشهاي معمول در معكـوس كـردن         ،بزرگ n مقادير

مــاتريس ضــرايب اســتفاده نــشود زيــرا معكــوس كــردن 

روشـي پرهزينـه و بـا خطـاي عـددي           ماتريس ضـرايب    

 در ايـن    .است) دليل زياد بودن تعداد محاسبات     به(زيادي  

مقاله براي حل دستگاه ضـرايب از روش حـذفي گـوس            

بـه  . استفاده شده و ماتريس ضرايب قطـري شـده اسـت          

 فراهم  n=320ترتيب امكان تعيين ضرايب تا جمله        اين

ه حداكثر تغيير دمـا مربـوط بـه         شده است و در اين جمل     

بنـابراين  .  اسـت  K 9 -10×31/2 لايه ششم بـوده و برابـر      

 nچند محاسبه ضرايب در مقـادير        شود كه هر   نتيجه مي 

دليل سـرعت بـالاي       به امابسيار بزرگ كار دشواري است      

 محاسبه چندين جملـه اوليـه       ، فقط همگرايي سري فوريه  

كند و لـذا بـه محاسـبه ضـرايب در            مي اين سري كفايت  

  .نيستنياز  بزرگ nمقادير 
  

  
 در  n/2 سـري فوريـه بـر حـسب          naتوزيع جملـه   14شكل  

  ]S]°90 ،°30 ،°45لمينيت 

                                                 
1. Ill Condition 

ا 
دم

ت 
را

يي
تغ

ر 
كث

دا
ح

)
ن

وي
كل

(
  



1388پاييز  / 37شمارة     مكانيك- فني و مهندسي مدرس   
 

149 

 سري فوريه در nb و na جملات 15 و   14 هايشكلدر  

 نـشان   13 لايه براي آرايش الياف مربـوط بـه شـكل            6هر  

 nازاي مقـادير   از آنجاكه اين جمـلات بـه      . داده شده است  

، لذا دياگرام مربوط به اين جملات بر        استصفر  برابر  فرد  

 na  همچنين مقـادير   . نمايش داده شده است    n/2 حسب

هاي دوم و پنجم      در لايه  nb مقادير   بوده، اما همواره مثبت   

بيني  طور كه پيش   همان. ها مثبت است   منفي و در ساير لايه    

اعداد بسيار كـوچكي هـستند كـه بـا           na شود ضرايب  مي

 na زيـرا  ،يابنـد  شـدت كـاهش مـي     بـه n افزايش مقدار

)(/μضريب جمله    n

r

r

0

دليل بـزرگ     سري فوريه است و به     

 naبودن مقدار اين جمله، كوچك بودن قابل توجه مقدار          

 ncهمچنـين   . براي همگرايي سري امري ضروري اسـت      

ازاي   ضريبي منفي است كـه فقـط بـه         ndي مثبت و    ضريب

1=nداراي ارزش هستند .  

  

  
 در  n/2 سري فوريـه بـر حـسب         nbتوزيع جمله  15شكل  

  ] S]°90 ،°30 ،°45 لمينيت

  

  گيري  نتيجه-6

 و رابطـه انتقـال حـرارت در مـواد           در مقاله حاضر تانسور   

هدايت ايـن   و در مورد نحوه تعيين ضرايب       مركب معرفي   

 براي انتقال حرارت    تحليليحل  يك    در ادامه  و بحث   مواد

حـل  . دش ـعدي ارائـه    دوباي   استوانهدر لمينيت كامپوزيتي    

هـا و مخـازن كـامپوزيتي        لولـه دقيق ارائه شده مستقيماً در      

دست آمده براي     رابطه به  .گيري است كار هاي قابل ب   استوانه

رابطـه  (انتقال حرارت پايدار هدايتي در استوانه كامپوزيتي        

هـا    صورت عمومي انتقال حرارت در ايـن لمينيـت        )) 35(

كارگيري   بوده و براي تمامي شرايط مرزي حرارتي قابل به        

شرايط مرزي فقط در مقدار ضـرايب فوريـه رابطـه           . است

توان بـا اسـتفاده از        ضرايب را مي  مؤثر هستند و اين     ) 35(

هر نوع شرط مـرزي دلخـواه در داخـل و خـارج اسـتوانه            

همچنين بايستي توجـه داشـت كـه شـرايط          . دست آورد   به

مربوط به پيوستگي دما و     ) 37(روابط  (اي    لايه  حرارتي بين 

، مستقل از شرايط مرزي در داخل و خـارج          )شار حرارتي 

تي از شرايط مـرزي كـه       در اين تحقيق حال   . استوانه هستند 

در آن دماي داخل استوانه ثابت و سطح بيروني تحت تأثير           

 تـأثير   همزمان داخل استوانه ثابت و سـطح بيرونـي تحـت         

جايي آزاد و تشعشع خورشـيد        همزمان انتقال حرارت جابه   

  .قرار دارد، مطالعه شد

 ـ ،از جمله نتايج قابل توجـه ايـن تحقيـق          ثير قابـل   أ ت

هـا در    ري الياف و نحوه چيدمان لايه     توجه زاويه قرارگي  

نحـوي كـه بـراي سـه          بـه . توزيع دما در لمينيـت اسـت      

ها، آرايـش متعامـد، توزيـع         آرايش مختلف چيدمان لايه   

تري را نسبت به آرايش شبه ايزوتـروپ    دماي يكنواخت 

و آرايش 
 S]°90  ،°30  ،°45 [ همچنين براي  . دهد  نشان مي

در ايـن تحقيـق،     اي مـورد بررسـي        لايه  هاي يك   لمينيت

 درجـه سـبب افـزايش       90تغيير زاويه الياف از صفر تـا        

شـود كـه      بيشينه دما و كاهش متوسط دماي استوانه مـي        

توان به بالا بودن ضريب هدايت اليـاف          اين پديده را مي   

  .نسبت به ماده زمينه نسبت داد

بنابراين در هر كـاربرد مهندسـي بـا توجـه بـه اهـداف               

ب ماده كامپوزيتي و جهت اليـاف،       توان با انتخا   طراحي مي 

 ــ ــا را ب ــب دم ــع مناس ــال در . دســت آورد هتوزي ــراي مث ب

 ،كه هـدف كـاهش تـنش حرارتـي در مـاده باشـد              صورتي
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 توزيع دما را در     ، الياف جهتهايتوان با انتخاب مناسب      مي

 . كـاهش داد   آن و گراديـان دمـا را در         تر يكنواخت لمينيت

 تـوان لمينيتهـايي    مـي  همچنين با اسـتفاده از مـواد مركـب        

 رسانا و در جهات ديگر عـايق        جهتها كه در برخي     ساخت

شـماري بـراي ايـن        هستند بنابراين كاربردهاي بي    يحرارت

   .استمواد در بحث انتقال حرارت متصور 

  

  سپاسگزاري-7
اين پـژوهش بـا اسـتفاده از اعتبـارات پژوهـشي دانـشگاه              
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