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کسري با استفاده  اي یهفور یر

 به که) سرد و اتاق دماهاي در قطعه دو( متفاوتي دما در شدهي 
 حرارت انتقال م،یمستق مسئله. شد زده تخمین معکوس هیرفوریغ
 که شود یم فرض مسئله، نیا در. بود است، اتاق دماي در که اي
 روش از استفاده با صریح بصورت ها، آني عددي ساز گسسته از

 روش از استفاده باي کسري ا هیرفوریغ مدل در مجهولی تماس
 انجام نو کاري یک عنوان به است، معکوس آنالیز در کارا معین
ي ها داده توسط که دوگانه فاز ریتأخی خط مدل کی حل از شده،
 مطالعه، مورد شدهي فرآور گوشت قطعه دو بین تماسی شرط تخمین

ي کسر غیرفوریهی حرارت هدایت در مجهول تماسیي مرز شرطي 
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 In this paper, contact boundary condition 
temperatures (two pieces with cold and room temperatures), that were suddenly in contact with 
each other in an inverse non
was non
problem involved only the piece of the processed meat in the room temperature. In this problem, 
it was assumed that governing equation, thermophysical properties and initial and 
conditions were known and then it was solved numerically using the modified Mac
method. In the inverse problem, the estimation of the unknown contact boundary condition in the 
fractional non
conjugate gradient method without/with adjoin problem that is one of the efficient deterministic 
methods in inverse analysis. In addition, in order to obtain the measured temperature of the 
inverse problem, a linear dual phase
Finally, these two methods were compared to each other. Their results of these two methods 
showed the efficient estimation of the unknown contact boundary condition in fractional non
Fourier heat condu
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  2، شهاب غلامی2، پیران گودرزي
  اهواز چمران، دیشه دانشگاه ،يحفار 

  اهواز چمران،  دیشه دانشگاه ،يحفار تحقیقات مرکز ک،
a.azimi@scu.ac.ir  

  چکیده  
ي فرآور گوشت قطعه دو بین مشترك تماس سطح مرزي شرط حاضر، قیتحق در  

غی حرارت هدایت مسئله یک در بودند، گرفته قرار باهم تماس دری ناگهان طور
اي قطعه دري کسر منفرد فاز ریتأخ مدل توسط شده بیاني ا هیرفوریغی تیهدا

از پس و بوده معلومي مرز و اولیه شرایط وی ترموفیزیک خواص حاکم، معادله
تماسي مرز شرط نیتخم معکوس، مسئله در. شدند حل یافته تعمیم کورمک مک

معیني ها روش ازی یک کهی الحاق مسئله با/بدون مزدوج انیگراد پارامتر تخمین
شده، يریگ اندازهي دما آوردن بدست منظور به معکوس مسئله در همچنین. پذیرفت

تخمین جهت روش دو نیا نتایج انتها، در. شد استفاده بود، شدهی سنج اعتباری تجرب
ي برای مناسب نیتخم از نشان روش دو این از آمده بدست جینتا. شدند سهیمقا

  .داشتند

  

Contact boundary condition estimation in fractional non-Fourier heat 
conduction problem using conjugate gradient method without/with 
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BSTRACT 
In this paper, contact boundary condition between two pieces of the processed meat at different 
temperatures (two pieces with cold and room temperatures), that were suddenly in contact with 
each other in an inverse non-Fourier heat conduction problem was estimated. The direct problem 
was non-Fourier heat conduction that expressed with fractional single phase model and this 
problem involved only the piece of the processed meat in the room temperature. In this problem, 
it was assumed that governing equation, thermophysical properties and initial and 
conditions were known and then it was solved numerically using the modified Mac
method. In the inverse problem, the estimation of the unknown contact boundary condition in the 
fractional non-Fourier model as a new work is done using the pa
conjugate gradient method without/with adjoin problem that is one of the efficient deterministic 
methods in inverse analysis. In addition, in order to obtain the measured temperature of the 
inverse problem, a linear dual phase lag model validated with experimental data, was used. 
Finally, these two methods were compared to each other. Their results of these two methods 
showed the efficient estimation of the unknown contact boundary condition in fractional non
Fourier heat conduction. 
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problem involved only the piece of the processed meat in the room temperature. In this problem, 
it was assumed that governing equation, thermophysical properties and initial and boundary 
conditions were known and then it was solved numerically using the modified Mac-Cormack 
method. In the inverse problem, the estimation of the unknown contact boundary condition in the 
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ي رعادیغي رفتارهاي ساز مدل دري کسر حسابیی کارا اخیري ها دهه در
 ،يکسر حساب. است رسیده اثبات بهی کیزیفي ها دهیپد در شده مشاهده

ي ها برنامه ریاخي ها دهه تا اما است؛ صحیح غیر مرتبه از انتگرال و مشتق
 افتی یمهندس وی علمي ها نهیزم دري کسر حساب ازی توجه قابلي کاربرد
 حساب امروزه. است گردیده مطالعهی اضیر صورت به تنها و است نشده
ي رعادیغي رفتارهاي ساز مدل در خودي بالای ذاتیی توانا علت بهي کسر

 دری بزرگي ها دینو ده،یچیپ اریبسي ندهایفرآ در) 2یفراپخش و 1یفروپخش(
ي ا هیرفوریغی حرارت تیهدا مدل. دهد یم نشان رای علم مختلفي ها نهیزم

 عنوان به و است دیجد اریبس غیرفوریه،ي ها مدل دیگر با سهیمقا در 3يکسر
یی توانا که استي ا هیرفوریغی حرارت تیهدا فیتوص در نوظهور نهیزم کی

 اثرات و) یزمان اثرات(ی شارحرارت عیسري گذرا اثرات همزمان کردن فیتوص
ي ها مدل جمله از. دارد را) یمکان اثرات(ي کروساختاریمي ها اندرکنش

 فاز ریتأخ ،5دوگانه فاز ریتأخ ،4منفرد فاز ریتأخ مدل به توان یمي ا هیرفوریغ
 ریمتغ مرتبه باي کسري ها مدل و 6يکسر دوگانه فاز ریتأخ وي کسر منفرد
 مقدار که دارند وجود مسئله دریی پارامترها مسائل، ازي اریبس در .کرد اشاره

 نییتعی تجرب صورت به دیبایی پارامترها مسئله در نکهیا ای نیست معلوم ها آن
 از توان یم مجهولي پارامترهاي برا نیبنابرا است،ي دشوار کار که گردند

 مختلفي ها روش از استفاده با را ها آن مقادیر و کرد استفاده معکوس زیآنال
  .زد نیتخم معکوس زیآنال

 حرارت تیهداي ها مدل با معکوس حرارت انتقال مسائل مطالعه
ی حرارت پخش وی زمان ریتأخ دوی اراک و تانگ. است دیجد اریبسي ا هیرفوریغ
 از استفاده با DPL يا هیرفوریغ مدل در رای حرارت پالس تحت طیمح کی

 و چن]. 1،2[ زدند نیتخم مارکوارت-لونبرگی رخطیغ پارامتر نیتخم روش
 دري مرز شرط تابع مجهول پارامتر نیتخم وي عدد حل ،]3[ همکارانش

 و لاپلاس لیتبد از استفاده با رای کیپربولیها معکوسی حرارت تیهدا مسئله
 معکوس مسئله در مربعات نیکمتر روش و میمستق مسئله در محدود حجم
 شار نیتخمي برا مزدوج انیگراد روش نیهمچن. داند قراری بررس مورد
 معکوسی حرارت تیهدا مسئله در محدود طیمح کی در مجهولی حرارت

-وتنین شده اصلاح روش] 6[ انگی]. 4،5[ است شده استفادهی کیپربولیها
 بعد، دو دری کیپربولیهای حرارت تیهدا مسئله معکوس زیآنالي برا را رافسون

 ونیفرمولاس رافسون- وتنین ي شده اصلاح روش جینتا که داد نشان او. برد بکار
 معکوس زیآنالي برا مربعات نیکمتری رخطیغ روش به نسبتي تر ساده

 ،]7[ همکارانش وی میعظ. دارد بعد دو دری کیپربولیهای حرارت تیهدا مسائل
 روش از و کردندی بررس را معکوسي ا هیرفوریغ حرارت انتقال مسئله کی

ي ها لیپروف بای لیطو نیف هیپاي دما نیتخمي برا 7یالحاق مزدوج انیگراد
 بری الحاق مزدوج انیگراد تابع نیتخم نوع از ها آن. کردند استفاده مختلف
 ها آن جینتا. کردند استفاده معکوس زیآنال در مرزي دماي ریگ اندازه اساس
 حرارت انتقال زیآنال در دقت به تواند یمی الحاق مزدوج انیگراد که داد نشان

 عیتوز نیتخم امکان ،]8[ همکارانش وي کوثر. برود بکاري ا هیرفوریغ معکوس
 معکوسی حرارت تیهدا روش از استفاده با را متخلخل طیمح کی در تخلخل

 شده احاطهي بعد کی طیمح کی دری حرارت مدل ها، آن کار. کردندی بررس
 معادله با همراه مزدوج انیگراد روش از ها آن. بودي مواز صفحات توسط

ي کربندیپ نیتخمي برا فاز دو نیبی رتعادلیغ طیشرا تحتی الحاق لیفرانسید
                                                                                                                                  
1- Sub Diffusion 
2- Super Diffusion 
3- Factional Single Phase Lag (FSPL) 
4- Single Phase Lag 
5- Dual Phase Lag (DPL) 
6- Fractional Dual Phase Lag 
7- Adjoint Conjugate Gradient Method 

 ،]9[ همکارانش و هانگ چون. کردند استفاده کانال کی در متخلخلي ها هیلا
 بر را مجهولی حرارت شاري مرز شرط ،یموجی حرارت تیهدا مسئله کی در

 نیتخم مزدوج انیگراد روش از استفاده با شدهي ریگ اندازهي دماها اساس
 فاز ریتأخ مدل دری زمان فاز ریتأخ ،]10[ همکارانش و ویلی چ ویک. زدند

 نیتخم مربعات نیکمتر از استفاده بای تجربي ها داده اساس بر را دوگانه
  .زدند

ي ها مدل با سهیمقا دري کسری حرارت تیهدا مدل کاربرد که آنجا از
ي برا معکوس زیآنال کاربرد است، دیجد اریبس دوگانه فاز ریتأخ وی حرارت موج
 نوظهور نهیزم کی عنوان به و است نادر اریبسي کسری حرارت تیهدا مدل
 از را ستمیس کي یگذرای حرارت رفتار ،]11،12[ همکارانش و ایباتاگل. است

ی خارج سطحی حرارت شار و دما نیبي کسر مرتبهی خط رابطه کی قیطر
ی حرارت تیهدا معادله معکوس مسئله] 13[ ویمور اخیراً،. کردندی معرف
 را محدود قطعه کی دري بعد کی حرارت انتقال او. کرد یبررس راي کسر

 نیتخم مربعات نیکمتر روش با را مرز دری حرارت شار و دما و کرد مطالعه
. کرد ی معرفي کسر حرارت معادله حلي براي عدد روش کی نیهمچن او. زد

 زمان همزمان نیتخمي برا را معکوس زیآنال ،]14[ همکارانش و زاده یقاض
. بردند بکاري کسر منفرد فاز تأخیر حرارت معادله دري کسر مرتبه و شیآسا

 مسئله. بردند  بکاری کیزیف مسئله دوي رو بر راي کسری حرارت تیهدا معادله
 نیتخم روش از استفاده با راي کسر منفرد فاز ریتأخی حرارت تیهدا معکوس
 ها آن جینتا و کردند حل مارکوارت-لونبرگ روش اساس بری رخطیغ پارامتر
 مسئله حل در تیموفق با تواند یم مارکوارت-لونبرگ روش که داد نشان

 و شیآسا زمان بار نیاولي برا. شود برده بکاري کسر حرارت انتقال معکوس
 .زدند نیتخم را) شده يفرآور گوشت( رهمگنیغ طیمح کي یکسر مرتبه
 تواند یمي کسر منفرد فاز ریتأخ مدل که دهد یم نشان ها آن جینتا نیهمچن

] 15[ی اتیب. باشد داشتهی خط دوگانه فاز ریتأخ مدل با مشابهیی دما عیتوز
 میتعم زمان با ریمتغي کسر مرتبهي  هیپا بر راي کسر منفرد فاز ریتأخ مدل
 شیآسا زماني ها پارامتر نیتخمي برا مارکوارت-لونبرگ روش از و داد

  .کرد استفاده زمان با ریمتغي کسر مرتبه وی حرارت
ي ها روش بای تماسي مرز شرط نیتخم مورد در پیشین مطالعات در

ي کسري ا هیرفوریغ تیهدا مسئله دری الحاق مزدوج انیگراد و مزدوج انیگراد
 هدایت مسائل حل در شده انجام مطالعات تنها. است نگرفته صورتی قیتحق

 مراجع محققان توسط که استی مطالعات معکوس،ي کسر غیرفوریهی حرارت
 انیگراد و مزدوج انیگرادي ها روش غیراز هایی روش از که است بوده ]14،15[

 شده استفاده  و  مجهولي پارامترها تخمیني برا وی الحاق مزدوج
ي دما تخمین جهت شده ذکر روش دو از تحقیق این در که صورتی در. است
ی مختلفي دماهاي دارا که شده فرآوري گوشت تکه دو مشترك سطح

ی حرارت هدایت زمینه در توجه قابل و نوي کار که شد استفاده هستند،
  .استي کسر هیرفوریغ

 دو مشترك سطحي دما نیتخمي برا معکوس زیآنال از حاضر، مطالعه در
 به که) اتاق و سردي دماها(ی مختلفي دماها در شدهي فرآور گوشت از قطعه
 نیتخمي برا. شد استفاده شدند، داده قرار گریکدی با تماس دری ناگهان طور
. شد استفادهی الحاق مسئله با/بدون مزدوج انیگراد روش از مجهولي دما

ي عدد طور به که بود اتاقي دما در کهی گوشت قطعه شامل میمستق مسئله
 بدست منظور به. شد حل افتهی میتعم صریح کورمک مک روش از استفاده با

 که دوگانه فاز ریتأخی خط مدل کی حل از شده، يریگ اندازهي دما آوردن
 نهایت، در. شد استفاده ،]16[ بود شدهی سنج اعتباری تجربي ها داده توسط
  .شدند مقایسه هم بای الحاق مسئله با/بدون مزدوج انیگراد روش دو این نتایج
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  ]16[ مرجع در شده انجام) 1( شیآزما 1 شکل

  مسئله مستقیم -2
 و ترایم مطالعه در) 1( شیآزما شامل مقاله نیا در شده ارائهی کیزیف مسئله

 گوشت در حرارت انتقالی موج عتیطب دادن نشاني برا] 16[ همکارانش
ی تجربي ها دادهی بررس و بحث از استفاده با، ]17[ی آنتاک. است شده يفرآور

ی بررس قابلیت د،یجد مدل کی عنوان به DPLی خط مدل که داد نشان ،]16[
 پاسخی موج شبه رفتار درك منظور بهی ستیزي ها بافت در حرارت انتقال
 ارائه DPL جینتا از وه،یش همان به. دارد را شده يفرآور  گوشت دری حرارت
 معکوس مسئله در نیاز مورد شده يگیر اندازهي ها داده عنوان به] 17[ در شده

 شیآزما ازی شماتیک. شد زده تخمینی تماسي مرز شرط و استفاده حاضر
 گوشت در حرارت انتقالی موج رفتار دادن نشاني برا] 16[ در شده انجام) 1(
 نمونه دو ش،یآزما نیا در. است شده داده نشان 1 شکل در شده يفرآور 
ی ناگهان طور به زمان در مختلفی دمای هیاول طیشرا با اما کنواختی و کسانی

0t در  سرد"ي ها نمونه هیاولي دما. شدند داده قرار گریکدی با تماس در" 
 عیتوزی نیب شیپ در. بود گراد یسانت درجه 1/23 و 2/8 بیترت به "اتاق" و

ي پارامترهاي برا ریز ریمقاد ،يعددي ها مدل در ها نمونه دریی دما
  :شد استفادهی کیزیترموف

0.8 W/mKk  , 31230 kg/m  , 4660 J kg KC   

6. محل در ترموکوپل شیآزما نیا در 3 mmx  نمونه در تماس سطح از 
  .شدي گذاریجا "اتاق"

نشان داده شده است، دو نمونه در تماس با  1همان طور که در شکل 
 نمونه دوی تماسي مرز شرط م،یمستق مسئله دراند که  یکدیگر قرارگرفته

 نمونهیی دماي  خچهیتار آوردن بدست میمستق مسئله هدف. است مجهول
ي مرز طیشرا و معادله. است شیآزما در ترموکوپل محل در "اتاق"ي دما

  ]:14[ باشند یم) 1( معادله صورت به حاضر مسئله رب حاکم

)1(  ,( , ) ( , ) ( , )




 





   
  

  roo

1

m room in

2

1 2

t,0 0

T T Tc k
t t x

T x T T t T T l t T
 

ی ناگهان تماس هنگام در نمونه دو مشترك سطحي دما intT فوق، معادله در
ی حرارت شیآسا زمان . شد گرفته نظر در مجهول پارامتر عنوان به که است

ي گذرا اثرات همزمان طور به پارامتر دو نیا که استي کسر مرتبه  و
 مسئله نیا در. رندیگ یم نظر در راي کروساختاریمي ها اندرکنش و شار عیسر

15.376 مقدار  و . 0 . است شده گرفته نظر در] 14[ مرجع از 992
. دیگرد حل افتهی میتعم کورمک-مک روش از استفاده با میمستق مسئله

 حیرصحیغ مشتق بای ترم شامل) 1( معادله شود یم ملاحظه که طور همان
 مقدار آوردن بدستي برا روش کی] 18[ همکارانش و زاده قاضی. است

 هیپا بري کسر مشتقي عدد بیتقر با ها آن. اند داده ارائه حیرصحیغ مشتق
 نظر در با. آورند بدست را حیرصحیغ مشتق مقدار توانستند کاپوتو فیتعر

) 2( معادله صورت به) 1( معادلهي کسر مشتقي عدد بیتقر گرفتن
  :شود یمي ساز گسسته

  :است) 3( معادله صورت به حیصح مشتق شامل عباراتي ساز گسسته نیهمچن و

)3(  
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  مسئله معکوس -3
 در نمونه دوی تماس شرط مجهول پارامتر افتنی معکوس، مسئله حل از هدف

ي ها زمان و نقاط در نظر مورد ریمقاد داشتن به توجه با )1( حاکم معادله
 ،)intT( نمونه دو تماس سطحي مرز شرط حاضر، قیتحق در. استی خاص

 مزدوج انیگراد معکوس روش از آن مقدار افتني یبرا که بود مجهول پارامتر
  .شد استفادهی الحاق مسئله با پارامتر نیتخم مزدوج انیگراد معکوس روش و

 قدرتمندي ها روش ازی الحاق مزدوج انیگرد و مزدوج انیگرادي ها روش
 روش دو این در. باشند یم معکوس زیآنال در 1معیني ساز مینیمم پرکاربرد و

 هر در پذیرد، یم انجام پاسخ 2يهموارساز عمل تکرار، الگوریتم براساس که
 در مینیمم نقطه به مناسب گام اندازه و مزدوجي ها جهت از استفاده با تکرار

 یابد یم ادامه گرادیان تابع از استفاده با عمل این و کرده پیدا دست تکرار آن
ی همگرای نرخ مزدوج،ي ها جهت از استفاده. آید بدست مسئله مینیمم نقطه تا

  .دهد یم افزایش مینیمم نقطه به رسیدن در را مسئله
 در ها تیکمي ریگ اندازه از حاصلي ها داده از معکوس، مسئله حلي برا

 اساس بر که بیترت نیا به. شود یم استفاده) سنسور نقاط(ي بردار نمونه نقاط
 ،يبردار نمونه نقاط در شده محاسبه و شده يریگ اندازهي ها تیکم نیب اختلاف

 در. شود یم مینیمم تابع نیا سپس و داده لیتشک) هدف تابع( خطا تابع کی
 رابطه صورت به مربعات،ي ساز حداقل روش اساس بر هدف، تابع صورت نیا
 :شود یم لیتشک) 4(

)4(     ( ) DPL DPL
TS P T T T T    

  روش تخمین پارامتر گرادیان مزدوج -3-1
 مسائلي برا ،يساز حداقل جهت مزدوج انیگراد روش از روش، نیا در

 تیحساس سیماتر محاسبه به روش نیا در. شود یم استفاده پارامتر نیتخم
 کاهشي راستا در مناسب گام اندازه کی تکرار از مرحله هر در. است ازین

 نهیقری خط بیترک از تابع کاهش بردار. شود یم انتخاب هدف تابع مقدار
 آورده بدستی قبل مرحله کاهش بردار و مرحله همان در تابع انیگراد بردار

 و آمده بدست بردار نیب هیزاو که شود یم انجامي طوری خط بیترک. شود یم
 شدن ممینیم بیترت نیا به و باشد درجه 90 از کمتر انیگراد بردار نهیقر
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  ].19،20[ شد  خواهدی حتم هدف، تابع
 ارضاء صورت در و شود یمی بررسیی همگرا شرط ابتدا روش، نیا در

 تیحساس سیماتر از استفاده با و گردد یم حل تیحساس معادله آن شدن
 آن از بعد و دیآ یم بدست کاهش بردار سپس و انیگراد بردار آمده، بدست

 تا تکرار روند نیا و ردیگ یم صورت دیجد تکرار در مجهول پارامتر نیتخم
 مجهول پارامتر سپس و ابدی یم ادامه شود ارضاءیی همگرا شرط کهیی جا

  .شود یم زده نیتخم
  ]:19[ است) 5( معادله صورت به مزدوج انیگراد تکرار روند

)5(  1k k k kP P d    
k جستجو، گام طول kd سیبالانو و هدف تابع کاهش بردار k شماره 

 ]:19[ دیآ یم بدست) 6( معادله صورت به کاهش بردار که است؛ تکرار مرحله
)6( ( ) 1k k k kd S P d     

 استفاده ریبیر-پولاك رابطه از k بیترک بیضر محاسبهي برا) 6( رابطه در
 ]:19[ است شده
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,ي ازا به , ,1 2 3k   0 و 0  0ي براk .  
 بردار به نسبت) 4( معادله از گرفتن لیفرانسید با انیگراد بردار رابطه

  :خواهیم داشت) 8(که طبق رابطه  ]19[ دیآ یم دست به مجهول

)8( 
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  ]:19[ شود یمی بازنویس) 9( رابطه صورت به) 8( معادله که
)9(       2k k kS P J Y T P       

  ]:19[دیآ یم بدست) 10( رابطه صورت به که است تیحساس سیماتر kJ نجایا در که

)10(  





k TJ
P

 

1,2,...,i که I است سنسور در زمان طول در ها يبردار نمونه تعداد.  
  ]:19[ دیآ یم بدست) 11( رابطه از جستجو گام طول
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  روش تخمین پارامتر گرادیان مزدوج با مسئله الحاقی -3-2
ي  مرحله چند شاملی الحاق مسئله با مزدوج انیگراد روش با معکوس حل

  .است انیگراد جهت وی الحاق مسئله ت،یحساس مسئله

  مسئله حساسیت -3-2-1
 لیتشکي برا. دارد پارامتر نیتخم ندیفرآ دری مهم نقش ت،یحساس مسئله
ي جا به )1( معادله در ،یالحاق مزدوج انیگراد روش در تیحساس مسئله
T  مقدار T  پارامتر T  مجهول پارامتر مقداري جا به و P )intP T (
P مقدار P  ) int intT T ( معادله از سپس و شود یمي گذاریجا )1( 

  :دارد نام تیحساس معادله که دیآ یم دست به) 12( معادله و شود یم کم

)12( 
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  :دیآ یم بدست) 13( تیحساس معادله ،)12( از )1( معادله کردن کم با

)13( ( , ) , ( , ) , ( , )

1 2
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 مسئله است، نشده ظاهر حساسیت معادله در مجهول کمیت نکهیا به توجه با
  .استی خط مسئله کی تیحساس

  مسئله الحاقی -3-2-2
 نینامع بیضر ابتدا مزدوج، انیگراد روش دری الحاق مسئلهي بند فرمولي برا

 لاگرانژ ,k x t معادله آوردن بدست منظور به. شوند یم فیتعر 
 از آورد بدست را لاگرانژ نینامع بیضر آن، حل با بتوان کهی دیفرانسیل

 در. شود یم استفاده قید عنوان به مسئله بر حاکم میمستق لیفرانسید معادله
 در ابتدا و شده ضرب خود به مربوط لاگرانژ بیضر در قید معادله راستا این

0( زمان حوزه در آن از پس و مکان حوزه ft t (، حاصله عبارت از 
) هدف تابع به آمده دست به جهینت. شود یمي ریگ انتگرال )S P اضافه 

  :آید دست به) 14( رابطه در یافته بسط هدف تابع تا شود یم
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)ي برای عبارت دیبا حال )S P شود یم فرض منظور نیا به. آورد دست به 
 که ,T x t اندازه به  ,T x t و P اندازه به P شوند داده رییتغ .
) راتییتغ )S P ی عنی( )S P، ی جهت مشتق( )S P جهت در ( )S P 

 کردن نیگزیجا با. است T x t, با    , ,T x t T x t ی نیگزیجا وP 
P با P  نیطرف سپس. دیآ یم دست بهي دیجد رابطه ،)14( رابطه در 

 درجه عبارات از نظر صرف با که شود یم کم معادله نیا نیطرف از )14( رابطه
  .دیآ یم دست به) 15( معادله صورت به معادله دوم،
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 ساده جزء به جزء روش از توان یم را راست طرف در دومی انتگرال عبارت
. نمود اعمال ها آن به را تیحساس مسئله هیاول وي مرز طیشرا سپس و نمود

 معادله بیترت نیا به و شود یم ارضاء منتج معادله در حساسیت معادله سپس
 بیضر توان یمی الحاق مسئله حل با. دیآ یم دست بهی الحاق مسئله به مربوط
 معادله صورت بهی الحاق مسئله بالا اتیعمل انجام با. نمود  محاسبه را لاگرانژ

  :دیآ یم بدست) 16(
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  معادله گرادیان -3-2-3
)ی الحاق مسئلهي بند فرمول در )S P حسب برP بیضرا ازی کی و 

  .داد شینما) 17( رابطه شکل به توان یم را رابطه نیا. شود یم انیب لاگرانژ

)17(  ( ) ( ( , ))meas0

ftS P x t P dt     

 Pپارامتر نکهیا به توجه با. دیآ یم دست بهی الحاق مسئلهي بند فرمول از  تابع
  :نوشت )18(توان طبق رابطه  یم دارد، تعلق پذیر انتگرال بار دو توابعي فضا به

)18( ( ) ( )
0

ftS P S P P dt     

) نجایا در )S P هدف تابع انیگراد ( )S P معادلات سهیمقا از. است 
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) هدف تابع انیگراد معادله توان یم ،)18( و )17( )S P رابطه صورت به را 
  :گرفت جهینت) 19(
)19(  meas( ) ( ( , ))S P x t    

  :آمد بدست) 20( رابطه صورت به عبارت نیا حاضر قیتحق در که
)20( ( ) ( , )xS P D l t    

  روند تکرار براي روش گرادیان مزدوج الحاقی -3-2-4
 مسئله بیترت به که دهند یم ارائه را مجزا مسئله سه فوق،ی اضیر روابط
 ترتیب به و دارند نامی الحاق مسئله و تیحساس مسئله م،یمستق T x t,، 

 ,T x t و  ,x t ي ها داده که شود یم فرض. ندینما یم محاسبه را
ي بردار نمونه Y t محل در سنسور کی از   measx و اند آمده دست به 
) انیگراد )S P شود یم داده )20( معادله توسط.  

) هدف تابع کردن نهیکم با ،Pمجهول پارامتر )S P معادله در که 
 انتخاب با وي تکرار روند کی توسط کار نیا. دیآ یم دست به شده، داده )19(

 مرحله به k مرحله از رفتن هنگام جستجو، گام طول و کاهش بردار مناسب
1k  پارامتر نیتخمي برا مزدوج انیگراد روش تکرار روند. ردیگ یم انجام
P بیضر که شود یم شروع) 6( رابطه سپس و) 5( رابطهي بکارگیر با k 
k,1,2,3ي ازا به] 19[ ریبایر-پولاك رابطه از توان یم را   0 و 0  
0kي برا  خواهیم داشت) 21(طبق رابطه . آورد بدست:  

)21(  

     
 

1

0
21

0

f

f

t k k k
k

t k

S P S P S P dt

S P dt






        
  




 

)1 هدف تابع کردن ممینیم با kdگام طول )kS P  به نسبت k بدست 
  :خواهیم داشت) 22(طبق رابطه . دیآ یم

)22(  

  21
meas0

min ( ) min , ;f

k k

tk k kkS Y t T x t P dtP d
 

       

  meas0
min , ;f

k

t kY t T x t P


      

, ;ds

2

mea
k kT t dx t       

, نجایا در ; k
measT x t d    دادن قرار با و است تیحساس مسئله پاسخ 

kP d  به نسبت آن از ،)22( معادله کردن ممینیمي برا. دیآ یم دست به 
k از بعد. شود یم داده قرار صفر با برابر حاصله عبارت و گرفته لیفرانسید 

  :دیآ یم دست به k گام طولي برا) 23( رابطه ها، يساز ساده

)23(   
, ; ( ) , ;d

, ;d
meas meas

2

mea

0

0 s

f

f

t k
k

k

kt

T x t P Y t T x

dt

t dt

T x t


       

   

   


 

گزارش ] 14،15[حساسیت و الحاقی در مراجع  يجزئیات بیشتر گسسته ساز
  .اند شده

  ]19[روند تکرار معیار توقف  -3-3
  :شود یمی بررس) 24( رابطه با توقف اریمع معکوس، زیآنال روش دو هري برا
)24(  S( )kP   

ي ها داده دری تصادفي خطا وجود با تا شود یم نییتعي طور تلورانس
 که شود یم فرض. دیآ دست بهی نوسان بدون و همواري ها جواب ،يبردار نمونه
  :خواهیم داشت) 25(طبق رابطه . هستند قیدقی کافي  اندازه به ها جواب

)25(  meas( ) , ; kY t T x t P      

 از  نیبنابرا است؛ي بردار نمونهي خطاها اریمع از انحراف  نجایا در که
 مرتبه از مطالعه نیا در و دیآ یم دست به ریز صورت به )24( معادله

2(10 )O خواهیم داشت) 26( طبق رابطه. است شده گرفته نظر در:  
)26(  2

ft   

  نتایج -4
 گرادیان روش ویژه به معکوس آنالیز روشي بکارگیر از هدف تحقیق این در

 روش این قابلیت تا است بودهی تماسي مرز شرط مقدار تخمین ،یالحاق مزدوج
 گذاشته نمایش به معکوسي کسر غیرفوریهی حرارت هدایت مسئله یک حل در

 و میمستق حل از آمده بدست جینتا از استفاده با ابتدا بخش، نیا در لذا. شود
 DPL مدل نتایج با مدل نیا نتایجي  سهیمقا و لیتحل به ،FSPL مدل معکوس

 بودند، گرفته قراری ارزیاب موردی تجربي ها داده توسط ها آن صحت که] 17[
 از ،]16[ مرجع نتایج با ها آن مقایسه و جینتا ارائه منظور به. است شده پرداخته

  :شود یم فیتعر) 27( رابطه صورت به که شده استفاده بعد بیي دما

)27(  ,   
.

room

int room

θ
15 5

T T tt
T T


 


 

 تأخیر مدل با FSPL مدلیی دماي  خچهیتاري  دهنده نشان ،3 و 2ي ها شکل
 با بیترت به معکوس مسئله حل نتایج اشکال، این در. باشند یم دوگانه فاز

 همان. است دهیگرد ارائهی الحاق مزدوج انیگراد روش و مزدوج انیگراد روش
 اریبس دقت با است توانسته FSPL مدل دهند، یم نشان اشکال این که طور
 با مدل نیا جینتاي بالا انطباق. کندي ساز هیشب را دمای ناگهان شیافزای خوب
 دري کسر منفرد رفازیتأخ مدلي بالا تیقابل ي دهنده نشان ،DPL مدل جینتا
  .است حرارت انتقالی موج شبه رفتاري ساز هیشب

 نظر دري ازا به سنسور محل دریی دما خچهیتار ،5 و 4ي ها شکل در
 روش دو هري برا] DPL ]17ي ورودي ها دادهي برا مختلفي خطاها گرفتن

 نیا که است شده داده نشانی الحاق مسئله با مزدوج انیگراد و مزدوج انیگراد
  :شود یم مسئله وارد) 28(ي  رابطه توسط خطا مقدار

)28(  maxError SENS T   

maxT ي ورودي ها داده در دما بیشینهDPL و است SENS خطا درصد مقدار 
 مقدار کردن کم با شده داده نشان 5 و 4ي ها شکل در که طور همان. است
 همچنین. شوند یم تر نزدیکی واقع جینتا به جینتا ،يورودي ها دادهي خطا

 مقادیر که یافت دستی مناسب دقت با نتایج به توان یم که گردد یم ملاحظه
  .باشند) K 3 حدود( بیشینهي دما درصد یک با برابر سنسوري خطا

 انیگراد روش دو قیطر از شده زده نیتخمي دما جینتا 1 جداول در
 جینتا. اند شده آورده هیاول حدس سهي برای الحاق مزدوج انیگراد و مزدوج
  . است مجهول پارامتر نیتخم در روش دو نیا خوب دقتي  دهنده نشان

  مختلفي ها هیاول حدسي برا شده زده نیتخمی تماس شرطي دما جینتا 1 جدول
 یالحاق مزدوج انیگراد مزدوج انیگراد  مختلفي ها حدس

  هیاول حدس
  صفر

 K(  8099/288 6956/288( زده نیتخمي دما
  3  4  تکرار تعداد

  1/0  0099/0  قیدق مقدار با اختلاف
  s(  16/46  347/67( برنامهي اجرا زمان

  هیاول حدس
K 400  

 K(  8099/288 74664/288( زده نیتخمي دما
  3  4  تکرار تعداد

  05/0  0099/0  قیدق مقدار با اختلاف
  s(  05/44  347/66( برنامهي اجرا زمان

  هیاول حدس
K 800  

 K(  8099/288 69565/288( زده نیتخمي دما
  4  4  تکرار تعداد

  00236/0  0099/0  قیدق مقدار با اختلاف
  s(  81/44  674/66( برنامهي اجرا زمان

  



    
  عزیز عظیمی و همکاران  با مسئله الحاقی/کسري با استفاده از روش گرادیان مزدوج بدون اي یهفور یرتخمین شرط مرزي تماسی در یک مسئله هدایت حرارتی غ

 

  27  6شماره  ،14، دوره 1393شهریور مهندسی مکانیک مدرس، 
 

  
  مزدوج انیگراد -سنسور محل در شده زده تخمینیی دما خچهیتار 2 شکل

  
  یالحاق مزدوج انیگراد -سنسور محل در شده زده تخمینیی دما خچهیتار 3 شکل

  
 مختلفي خطاهاي ازا به سنسور محل در شده زده تخمینیی دما خچهیتار 4 شکل

  مزدوج انیگراد -]DPL ]17ي ها دادهي برا

 شده داده نشاني خطا و است کلوین درجه 288.8 مجهولي دما قیدق مقدار
 برنامهي اجرا با 1 جدول در شده ارائه زمان. باشند یم مطلقي خطا جداول، در

  .است شده انجامی سوني ا هسته 7 تاپ لب دري کامپیوتر

  گیري بحث و نتیجه -5
 مجهولي پارامترها تخمین در معکوس آنالیزي ها قابلیت از مقاله این در

  .شد استفادهي کسر غیرفوریهی هدایت حرارت انتقال مسائل

  
 مختلفي خطاهاي ازا به سنسور محل در شده زده تخمینیی دما خچهیتار 5 شکل

  یالحاق مزدوج انیگراد -]DPL ]17ي ها دادهي برا

 تواند یم که استي مرز شرط تخمین نوع از مسائل معکوس، مسائل ازی یک
 حاضر، قیتحق در. باشد داشتهي کاربرد مستقیم مسائل حل دری شایان کمک

 جهتی الحاق مسئله با/بدون مزدوج گرادیان پارامتر تخمین روش قابلیت از
 شدهي فرآور گوشت قطعه دو بین مشترك تماس سطحي مرز شرط تعیین

 دری ناگهان طور به که) سرد و اتاقي دماها در قطعه دو( متفاوتي دما در
ي کسر هیرفوریغی حرارت هدایت مسئله یک در بودند، گرفته قرار هم با تماس

 توسط شده بیاني ا هیرفوریغی تیهدا حرارت انتقال. شد استفاده معکوس
 عنوان به بود، اتاقي دما در فقط کهي ا قطعه دري کسر منفرد فاز ریتأخ مدل

 دو از استفاده با نیزی تماسي مرز شرط. گرفت قرار نظر مد میمستق مسئله
. شد زده تخمینی الحاق مسئله با مزدوج انیگراد و مزدوج انیگراد روش

 گرادیان روش ویژه به روش دو نیا که دهد یم نشان آمده بدست جینتا
 تیهدا مسئله مجهولي مرز شرط نیتخم دریی بالایی توانا ،یالحاق مزدوج

  .دارندي کسري ا هیرفوریغ
 بر علاوه که شد داده نشان مقاله، این دری بررس مورد مسئله طرح با
 عدم یا و اطلاعات وجود عدم دری ناش مجهول،ي مرز شرط یک اینکه

 گرفته انجامی بررس برخلاف شد، زده تخمین دامنه، مرزي دما بهی دسترس
 فقط و نشده حل دامنه کل در مسئله بر حاکم معادلات ،]16[ مرجع در

 از گونه بدین. شد گرفته قراری ارزیاب مورد نیاز برحسب حل دامنه ازی بخش
 اجسامي کاربرد مسائل حل در توان یم مقاله این در شده ارائه حل روند

 پوست ،یصنعتي ها کوره دیوار مثل مختلف مواد با لایه چندین از متشکل
 مجهولي مرز و اولیه شرایط و ها کمیت خواص،ي دارا که غیره و انسان
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