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	 In	 the	present	study	 the	problem	of	 a	 two-layered	model	 for	an	unsteady	and	pulsatile	 flow	of	
blood	through	a	stenosed	artery	is	numerically	simulated.	The	model	consists	of	a	core	 layer	of	
suspension	of	erythrocytes	and	a	peripheral	plasma	layer.	The	core	is	assumed	to	be	represented	
using	a	micropolar	fluid	and	the	plasma	layer	using	a	Newtonian	fluid.	The	artery	is	considered	to	
be	elastic and	 the	geometry	of	 the	 stenosis	 is	 taken	as	 time-dependent,	however,	 a	comparison	
has	been	made	with	the	rigid	ones.	The	shape	of	the	stenosis	in	the	arterial	lumen	is	chosen	to	be	
axially	 non-symmetric	 but	 radially	 symmetric	 in	 order	 to	 improve	 resemblance	 to	 the	 in-vivo	
situations.	 By	 applying	 a	 suitable	 coordinate	 transformation,	 the	 stenosed	 artery	 turns	 into	 a	
rectangular	and	rigid	artery. The	Navier-Stokes	equations	of	motion	of	the	blood	flow,	subjected	
to	 a	 pulsatile	 pressure	 gradient	 are	 solved	 numerically	 using	 the	 finite	 difference	 scheme.
Dynamical	characteristics	of	 the	blood	flow	such	as	the	velocity	profile,	the	volumetric	flow	rate	
and	the	resistance	to	flow	are	obtained	and	the	effects	of	the	wall	motion	and	the	severity	of	the	
stenosis	 on	 these	 flow	 characteristics	 are	 discussed.	 The	 results	 are	 found	 to	 be	 in	 good	
agreement	with	the	available	analytical	results.	
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مقدمه -1
مختلفکشورهايدرمیرومرگمدهاز دلایل ععروقی- قلبیهايبیماري

اثردرهکاست1آتروسکلروزهابیماياینترینشایعازیکی.]1[هستند 
وجود رگ بهدیوارهدرگلیسیرید	تريوکلسترولجملهازچربموادتجمع

آید. در اثر این بیماري رفتار عادي جریان خون دچار تغییر شده و از می
شود. این اختلال در جریان طبیعی خون، نقش مهمی جریان عادي خارج می

																																																																																																																																											
1-	Atherosclerosis

بسته به محل گرفتهکه کند، به طوريروقی بازي میعهاي قلبی در بیماري
هاينظریه.شودمیسکتهومغزيگذاريایسکمییاقلبیآنژینموجب ،شده

محلدرعروقی- قلبیهايبیماريدادنرخبه منظور بررسی علتمتعددي
ولیشده،ارائهآیندمیوجودبههاگرفتگیچراکه،ایناصولاوهارگگرفتگی

است نیامدهدستبهزمینهایندرشدهپذیرفتهوقبولقابلفرضیهیکهنوز
پیشرفتکهاندهکردخاطرنشانمحققانازبا این وجود بسیاري.]2،3[
مطالعهوداردبستگیخونجریانهاي دینامیکیمشخصهبهتروسکروز،آ
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-قلبیهايبیماريازبسیاريدرمانودركدرخونجریاندینامیکیخواص
برگرفتگیتأثیرمطالعهوبررسیروایناز. ]6-4[دارد اساسینقشعروقی
شدهگرفته هايقسمتدرخونجریانهايمشخصهتحلیلوخونجریان

	.استاهمیتحائزروقع
مانندمختلفیهاي	سلولسوسپانسیونازکهاستسیالیخون

مایع نیوتنی به درها	پلاکتوها	لکوسیتسفید،هاي	گلبولقرمز،هاي	گلبول
بهنسبتتعدادلحاظازقرمزهاي	گلبول.]7،8[است شدهتشکیلپلاسمانام

سایراثربرها	آنخواصهستند واکثریتدرخوندرمعلقهاي	سلولسایر
شدهانجامتحقیقاتازبسیاريدر.]9[است غالبموجود در خونهايسلول

تکسیالصورتبهخونجریانخون،جریانزمینه خواص دینامیکیدر
شده است. لیو و همکاران جریان پالسی فرضغیرنیوتونییاونیوتونیايلایه

را مورد بررسی قرار دادند. جریان خون در خون در طول رگ گرفته شده 
ها به صورت سیال نیوتنی در نظر گرفته شده و رگ مفروض مطالعه آن

استوکس حاکم بر - صورت غیرالاستیک فرض شده است. معادلات ناویربه
ها با استفاده از روش تفاضل محدود حل شده است جریان خون در مطالعه آن

-. سنکار و لی با فرض جریان خون به صورت سیال غیرنیوتنی هرشل]10[
بالکلی، یک مدل ریاضی براي جریان خون در طول سرخرگ گرفته شده ارائه 

یک و هندسه گرفتگی را مستقل ها سرخرگ را به صورت غیرالاستکردند. آن
صورت پالسی، از زمان در نظر گرفتند. جریان خون در این مطالعه به

ناپذیر و متقارن محور فرض شده است و معادلات حاکم بر جریان با تراکم
. شاو و همکاران جریان خون را به ]11[اند استفاده از روش اختلال حل شده

صورت سیال غیرنیوتنی، پالسی و غیردائم در نظر گرفتند. سرخرگ مفروض 
ت و معادلات حاکم بر جریان در این مطالعه به صورت الاستیک فرض شده اس
. خون به عنوان سیال ]3[اند خون با استفاده از روش تفاضل محدود حل شده

بودننیوتنیتوانایی توصیف دقیق خواص جریان خون را ندارد. فرضنیوتنی
امراینکهاست،قبولموردبالابرشیکرنشباجریانبرايخونجریان

متر صادقاز یک میلیتر بزرگداخلیقطرباهاییرگطولدرجریانبراي
دارد غیرنیوتونیرفتارخونجریانمریضیشرایطدر. همچنین]12[است 

کم، داخلیقطرباهایی، از طرفی براي جریان خون در طول رگ]2،13[
هايگلبولسوسپانسپونازمتشکلمرکزيلایهوپلاسماجانبیلایهوجود
تر جریان است. بنابراین براي توصیف دقیق و هرچه واقعیشدهمشاهدهقرمز

.]16-14[باشداي مناسب میخون، انتخاب جریان خون به عنوان سیال دولایه
سیالاتبرخیرفتاربررسیمنظوربهارینگنتوسطهامیکروسیالتئوري

سیالاتوانساننرمالخونمایع،کریستالحیوانات،خونحرکتمانند
تواناییغیرنیوتنییاونیوتنیسیالاتتئوريکه(سوسپانسیونباواقعی

سیالات میکروپلار، .]17،18[است شدهمعرفی) نداردراهاآنرفتارتوصیف
ها هر المان حجمی حول مرکز زیرکلاسی از این سیالات هستند که در آن

میکروسکوپیاثراتبرخیدربردارندهمیکروپلارثقلش دوران دارد. سیالات
سیالاتتئوري	.]19[است عناصرمیکرو حرکاتومحلیشکلتغییرازناشی

معادلاتتوسطکهاست،فیزیکیهايپدیدهبرخیتوصیفبهقادرمیکروپلار
معادلاتشرایط،ایندرزیراشود،بیانتواندنمیکلاسیکاستوکس- ناویر

.]20،21[آید میدستبهخطیوايزاویهمومنتممعادلاتبامتفاوتیحاکم
استوکس است که ساختار میکرو سیال -این مدل در واقع تعمیم معادله ناویر

محوري، شعاعی سرعتبرداربرعلاوهسیالات،نوعاینگیرد. دررا در نظر می
معرفیهامیکروچرخشبررسیمنظوربهشیسرعت چرخبردارايو زاویه

خون،جریانتوصیفبرايسیالنوعاینازاستفادهدلیلهمینبهشود،می
.]8،21،22[باشد میغیرنیوتنیونیوتنیسیالاتازترمناسب

جریان خون را به صورت سیال ]24[و سینگ ]23[پرالهاد و اسچولتز 
اي در نظر گرفتند، که لایه مرکزي سیال میکروپلار و لایه جانبی سیال دولایه

بعدي و تحقیق جریان خون به صورت تکنیوتنی فرض شده بود. در این دو 
دائم فرض شده بود که در نتیجه از جملات مربوط به جهت شعاعی و زمان 

ها نظر شده است. آناستوکس حاکم بر جریان خون صرف- در معادلات ناویر
همچنین دیواره سرخرگ را به صورت غیرالاستیک و هندسه مفروض را 

هاي خونی، ه به خاصیت الاستیک رگمستفل از زمان فرض کردند، که با توج
طولدرغیردائمايدولایهخونجریانکایاو. آکاينیستفرض مناسبی 

مرکزيلایهتحقیقایندر. کردندبررسیراشدهگرفتگیدچارهايمویرگ
در نظر گرفته شده است ونیوتنیسیالجانبیلایهومیکروپلارسیال

تفاضلروشبردنکاربهباوعدديصورتبهحاکم بر جریان خونمعادلات
.]25[است شدهحلمحدود

شود، با توجه به گرادیان فشار ضربانی خون که توسط قلب تولید می
ه است. جریان جریان خون در این تحقیق به صورت پالسی در نظر گرفته شد

اي که لایه مرکزي آن سیال میکروپلار و لایه جانبی آن سیال غیردائم دولایه
به صورت مسألهباشد، معرف جریان خون است. هندسه سیال نیوتنی می

اي الاستیک فرض وابسته به زمان و سرخرگ مفروض به صورت لوله استوانه
تحلیلوتجزیهدرکنندهتعیینواصلیعاملاوقاتشده است. گاهی

. ]26[است سیالآنبرايمفروضهندسیمدلسیالجریانهايمشخصه
واستزیاديهاينظمیبیدارايسرخرگدیوارهسطحدرآتروسکلروز

بطورکلی. ]27،28[استنامتقارنمحوريجهتبهنسبتآنهندسه
انجامدرپیچیدگیباعثهندسیمدلبودننامتقارنونظمیبی

پیشینتحقیقاتاکثردرروایناز،شودمیعدديوتحلیلیهايسازيشبیه
تأثیربررسی. استشدهگرفتهنظردرمتقارنصورتبهگرفتگیهندسه

هايمشخصهرويبرسرخرگگرفتگیهندسهنظمیبیوبودننامتقارن
نتایج. ]26[است شدهمطالعههمکارانواندرسونتوسطپالسیخونجریان

بودننامتقارنونظمیبیکهدهدمینشانتحقیقاینازآمدهدستبه
تأثیرتحتراخونجریانهايمشخصهاندازهیکبههردوهندسه گرفتگی

طولدرخونجریانازعدديسازيشبیهارائهمنظوربه. دهندمیقرار
واقعیتبهگامیکسازيشبیهاینکهطوريبهشده،گرفتهسرخرگ

گرفتگیپیشین، هندسهمطالعاتخلافبرحاضرمطالعهدرباشد،ترنزدیک
مورددرواستشدهگرفتهنظردرنامتقارنمحوريجهتبهنسبتمفروض

.استشدهبحثخونجریانهايمشخصهرويبرگرفتگیبودننامتقارنتأثیر
	
مسألهبندي فرمول-2
	هندسه گرفتگی -2-1

جریان خون متقارن محور، پالسی، غیردائم، دوبعدي و کاملا گسترش یافته در 
. نوع گرفتگی نسبت به شده استگرفته طول سرخرگ گرفته شده در نظر 

جهت محوري نامتقارن ولی نسبت به جهت شعاعی متقارن در نظر گرفته 
شود و جریان شود. دیواره سرخرگ به صورت الاستیک در نظر گرفته میمی

شود. سیستم مختصات بندي میاي مدلخون به صورت سیال دولایه
,ݎ)اياستوانه ,ߠ مختصات طولی نقطه در راستاي به ترتیب شعاع، زاویه و (ݖ

وابسته به زمان گرفتگی در لایه بعدبیدهد. هندسهمحور رگ را نشان می
	.]3،11،24،27[) 1شود (شکل بیان می1رابطه جانبی به صورت 

)1(
R(z, t) = ቐ

−l଴௡ିଵ(z]ܣ−1 d)																																						
										(z− d)௡]ܽଵ(t), d ≤ z ≤ d + l଴

ܽଵ(t)																																							OW																	
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ܣکه در آن  = ߜ ܴ଴l଴௡ ∙ ݊௡(௡ିଵ) (݊ − 1)⁄⁄ ،R(z, t) شعاع رگ گرفته شده در
,Rଵ(zلایه جانبی،  t) = ,R(zߙ t)ܴي، شعاع رگ گرفته شده در لایه مرکز଴

݊شعاع رگ در ناحیه فراتر از گرفتگی،  ≥ ، lپارامتر مربوط به نوع گرفتگی 2
l଴ وdبالادست و ناحیهطولوگرفتگیطولنظر،موردرگطولترتیببه
߬௠باشد که در نقطه میحداکثر گرفتگیz = d + l଴/݊ଵ/(௡ିଵ) اتفاق
ଵ(t)ܽافتد. پارامتر زمان به صورت می = 1 + ݇௥  cos(߱ t − تعریف (߶
باشد.پارامتر نوسان می௥݇بیانگر زاویه فاز و ߮، که ]3،29،30[شود می

معادلات حاکم بر جریان خون-2-2
بعد حاکم بر سیال میکروپلار در لایه مرکزي در سیستم معادلات بی

,r,θ)اي استوانه z) 20،21،31[است )4- 2روابط (به صورت[ :

)2(

߲uଵ
߲t + vଵ

߲uଵ
߲r + uଵ

߲uଵ
߲z =																																																									

								−
߲p
߲z +

1
Reቆ

߲ଶuଵ
߲rଶ +

1
r
߲uଵ
߲r +

߲ଶuଵ
߲zଶ ቇ+

m
Re൬

߲w
߲r +

w
r ൰

)3(

߲vଵ
߲t + vଵ

߲vଵ
߲r + uଵ

߲vଵ
߲z =																																																											

														 −
߲p
߲r +

1
Reቆ

߲ଶvଵ
߲rଶ +

1
r
߲vଵ
߲r +

߲ଶvଵ
߲zଶ −

vଵ
rଶቇ +

m
Re൬

߲w
߲z ൰	

	

)4(

JM
1−m ൬

߲w
߲t + vଵ

߲w
߲r + uଵ

߲w
߲z ൰ =	

									−
2N
Re w + 	

N
Re൬

߲vଵ
߲z −

߲uଵ
߲r ൰	

									+
1

Reቆ
߲ଶw
߲rଶ +

1
r
߲w
߲r +

߲ଶw
߲zଶ −

w
rଶቇ	

جانبی به همراه معادله لایهدرنیوتنیسیالبرحاکمبعدبیمعادلات
,r,θ)اي استوانهسیستمدرپیوستگی z)است )7- 5روابط (صورتبه

]10،21،32[:

)5(

߲uଶ
߲t + vଶ

߲uଶ
∂r + uଶ

߲uଶ
߲z =																																	

−
߲p
߲z +

1
Re (

߲ଶuଶ
߲rଶ +

1
r
߲uଶ
߲r +

߲ଶuଶ
߲zଶ )

)6(

߲vଶ
߲t + vଶ

߲vଶ
߲r + uଶ

߲vଶ
߲z =																																											

−
߲p
߲r +

1
Re (

߲ଶvଶ
߲rଶ +

1
r
߲vଶ
߲r +

߲ଶvଶ
߲zଶ −

vଶ
rଶ)

)7(߲u௜
߲z +

߲v௜
߲r +

v௜
r = 0, (݅ = 1,2) 

ند:هستزیرصورتبهفوقمعادلاتبعد استفاده شده دربیپارامترهاياعداد و 

شدهگرفتهسرخرگدردوبعديخونجریانهندسه1شکل

u௜ =
∗௜ݑ

ܷ , v௜ =
∗௜ݒ

ܷ , w =
ܴ଴ݓ∗

ܷ , r =
∗ݎ

ܴ଴
, z =

z∗

ܴ଴
, t =

ܷ∗ݐ
ܴ଴

,

R =
ܴ∗

ܴ0
, d =

݀∗

ܴ0
,	l0 =

݈0
∗

ܴ0
,	l =

݈∗

ܴ0
,	J =

∗ܬ

ܴ0
2 , m =

ߢ
1ߤ + 	,ߢ

p =
∗݌

௜ܷଶߩ , Re =
ଵܷܴ଴ߩ
ଵߤ + ߢ , N =

଴ଶܴߢ

ߥ , M =
ଵܴ଴ଶߤ

ߥ
݅	اندیس هاي بعددار،نشانگر کمیت"*"اندیس در معادلات بالا = مربوط 1

݅به پارامترهاي لایه مرکزي، اندیس  = مربوط به پارامترهاي لایه جانبی،2
u௜ ،v௜ وw به ترتیب نشانگر سرعت محوري، سرعت شعاعی و سرعت
߭،یچرخشتهیسکوزیوߢ،ینرسیکروایمثابتJ،یچگال௜ߩفشار،p،یرخشچ

.استکروپلاریمالیستهیسکوزیوانگریبଵߤومادهثابت
است)8رابطه (گرادیان فشار ضربانی براي بدن انسان به صورت 

]4،30،32،33[
)8(−߲p ߲z⁄ = ଴ܣ + ଵcos(߱ t)ܣ

߱،یپالسدامنه1ܣفشار،انیگرادثابتدامنه0ܣآندرکه = ߨ2 ௣݂،و௣݂

.استیپالسفرکانس
شود شرایط مرزي و شرایط اولیه به صورت زیر در نظر گرفته می

]21،23،34،35[:
,vଵ(rمرکز رگ: z, t) = w(r, z, t) =

߲uଵ(r, z, t)
߲r = 0

مرز جداکننده دوسیال:
									

vଵ = vଶ , uଵ = uଶ , (τ୰୸)ଵ = (τ୰୸)ଶ							

w(r, z, t) = −λ
߲uଵ(r, z, t)

߲r , 	0<λ < 1

,uଶ(rجداره رگ: z, t) = 0, vଶ(r, z, t) =
߲R(z, t)
߲t  

uଶ(r, z, 0) = 2uଶതതത ൤1 − ቀ
r
Rቁ

ଶ
൨ ,  v௜(r, z, 0) = w(r, z, 0) = 0

 uଵ(r, z, 0) = 2uଵതതത ቎1− ቀ
r
Rቁ

ଶ
+
4γ
βଶ ଴ܫ

(β)ቐ
଴ܫ ቀ

ஒ୰
ୖ
ቁ

଴(β)ܫ − 1ቑ቏ 			  

uనഥܫن،یانگیمسرعت଴ܫواولنوعازصفرمرتبهافتهیبهبودبسلتابعଵتابع
.باشدیماولنوعازاولمرتبهافتهیبهبودبسل

ξنگاشتابتدامفروض،سرخرگشبکهدیتوليبرا = r R(z, t)⁄يرو
شودیماعمالهیاولطیشراويمرزطیشراوخونانیجربرحاکممعادلات

صورتبهسرخرگوارهیدنگاشت،نیااعمالجهینتدر. ]2،5،29،30[
یلیمستطسرخرگبهشدهگرفتهسرخرگوشدهلیتبدثابتوکیرالاستیغ

اعمالسرخرگسطحيروراشدهدیتولشبکهبتوانتاشود،یملیتبدشکل
بهيمرزطیشراویوستگیپمعادلهيرومفروضنگاشتاعمالجهینت. کرد

:بودخواهد) 12-9(روابطصورت

)9(1
R
߲v௜
߲ξ +

v௜
ξR +

߲u௜
߲z −

ξ
R
߲R
߲z
߲u௜
߲ξ = 0

)10(ξ = 0:		vଵ(ξ, z, t) = 0,  w (ξ, z, t) = 0,
߲uଵ(ξ, z, t)

߲ξ = 0 

)11(

ξ = ,uଵ(ξ		:ߙ z, t) = uଶ(ξ, z, t),   vଵ(ξ, z, t) = vଶ(ξ, z, t),    

(τஞ୸)ଵ = (τஞ୸)ଶ , 	w(ξ, z, t) = −
ߣ
R
߲uଵ
߲ξ 								

)12(ξ = 1:			uଶ(ξ, z, t) = 0,  vଶ(ξ, z, t) =
߲R
߲t   

روش حل عددي معادلات حاکم بر جریان خون-3
گیري از معادله پیوستگیانتگرال-3-1
استفادهیوستگیپمعادلهازالیسدوهريبرایشعاعسرعتمحاسبهيبرا
هیلادریوتنینالیسیشعاعسرعتلیپروفآوردندستبهيبرا. شودیم

انتگرالߦتاߙبازهدرߦبهنسبتکرده،ضربܴߦدررا) 9(معادله،یجانب
	:شودیمگرفته

Micropolar

r	

z

پلاسما

	
	 	 	 	

	

	

	

	

ܴ଴ ∗଴ܴߙ ܴଵ∗(z, t)ܴ∗(z, t)

݈଴∗݀∗

߬௠

میکروپلار
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ξvଶ vଶఈߙ− −න vଶ݀ξ
ஞ

ఈ
+න vଶ݀ξ

ஞ

ఈ
+ Rන ξ

߲uଶ
߲z ݀ξ

ஞ

ఈ
−	

																									
߲R
߲z ቆξ

ଶuଶ ଶuଶఈߙ− −න 2ξuଶ݀ξ
ஞ

ఈ
ቇ = 0	

	آید: ) بدست می13رابطه (جزء به جزءگیري با استفاده از روش انتگرال
	

)13(

vଶ(ξ, z, t) =
ߙ
ξ vଶఈ −

R
ξ න ξ

߲uଶ
߲z ݀ξ

ஞ

ఈ
+						

																							
1
ξ
߲R
߲z ቆξ

ଶuଶ ଶuଶఈߙ− −න 2ξuଶ݀ξ
ஞ

ఈ
ቇ

	
()13(روي رابطه)12(مرزي دیواره سرخرگشرطبا اعمال  ) 14، رابطه 
:آیدبدست می

)14(

න ξ
߲uଶ
߲z ݀ξ

ଵ

ఈ
= න ൜−

2
R
߲R
߲z ξuଶ − ൬

1
Rߙvଶఈ 					

ଵ

ఈ

ଶߙ−																											
߲R
߲z uଶఈ −

߲R
߲t ൰ ξ݂(ξ)ൠ݀ξ	

uଶఈآندرکه = uଶ(ξ, z, t)|
ξୀఈرابطهدرکهاستیدلخواهتابع(ߦ)݂و

ධ ξ݂(ξ)݀ξ
ߙ

0
= نیابر	(ξ)݂دلخواهتابعانتخابلیدل. کندیمصدق1−
تارندیگقرارانتگرالتحتکاملطوربه) 14(رابطهدوطرفکهاستاساس
انتگرالازوکرداستفادهمعادلهطرفدودرانتگراليارزهمازبتوان
(ξ)݂انتخاببا. کردنظرصرف = 4(ξଶ − 1) ଶߙ) − درآندادنقرارو⁄(1

:دیآیمبدست) 15(رابطه) 14(
߲uଶ
߲z = −

2
R
߲R
߲z uଶ −

1
R ൬ߙvଶఈ − ଶߙ

߲R
߲z uଶఈ −

߲R
߲t ൰

4(ξଶ − 1)
ଶߙ) − 1)ଶ

)15(
) به دست 13) در (15سرعت شعاعی براي سیال نیوتنی با جایگذاري رابطه (

:)16(رابطه آیدمی

vଶ(ξ, z, t) =
ξଶ + 1
2ξ ቈ

߲R
߲z uଶ −

R
2 ቆ

ξଶ − 1
ξଶ + 1ቇ

߲uଶ
߲z +

2
ξଶ + 1

߲R
߲t ቉

)16(
) ) و استفاده از شرط 9با انجام عملیاتی مشابه بالا روي معادله پیوستگی 

) سرعت شعاعی براي سیال میکروپلار در 11مرزي لایه جداکننده دو سیال (
آید:به دست می)17رابطه (لایه مرکزي به صورت 

)17(vଵ(ξ, z, t) = ξ ቎
߲R
߲z uଵ −

ቀߙ డୖ
డ୸

uଵఈ − vଵఈቁ (ξଶ − 2)
−ଶߙ)ߙ 2) ቏

روش تفاضل محدود-3-2
دست آوردن سرعت محوري و سرعت چرخشی، از روش تفاضل براي به

وسیلهبه مکانی مرتبه اول و دوممشتقشود. جملاتمحدود استفاده می
،پیشروتقریبفرمولوسیلهبه زمانیمشتقو جملات،مرکزيتقریبفرمول
شود:زده میتقریب

(u௜)௙క =
߲u௜
߲ξ =

(u௜)௜,௝ାଵ௞ − (u௜)௜,௝ିଵ௞

߂2     

(u௜)௙௭ =
߲u௜
߲z =

(u௜)௜ାଵ,௝
௞ − (u௜)௜ିଵ,௝

௞

z߂2   

(u௜)௦క =
߲ଶu௜
߲ξଶ =

(u௜)௜,௝ାଵ௞ − 2(u௜)௜,௝௞ + (u௜)௜,௝ିଵ௞

ଶ߂

(u௜)௦௭ =
߲ଶu௜
߲ξଶ =

(u௜)௜ାଵ,௝
௞ − 2(u௜)௜,௝௞ + (u௜)௜ିଵ,௝

௞

ଶ(z߂)
߲u௜
߲t =

(u௜)௜,௝௞ାଵ − (u௜)௜,௝௞

t߂
݅ = 1 ⇒ ߂ = ,ξ߂ ݅ = 2 ⇒ ߂ = ξᇱ߂

براي محاسبه طول گام زمانی باید توجه داشت که روش ارائه شده یک روش 
)18رابطه (که شرط پایداري آن بر طبق عدد کورانت به صورت استصریح 

:]27،35[آیدبه دست می

،یجانبهیلاويمرکزهیلايمحورجهتبهمربوطيهاگامطولξᇱ߂وξ߂
:هستندیزمانجهتویشعاعجهتگامطولt߂وz߂

ξ௝ = (݆ − ݆)   ,  ξ߂(1 = 1,2, . . , ௖ܰ + 1) ;   ξ(ே೎ାଵ) =   ߙ
ξᇱ௝ = ߙ + [݆ − ( ௖ܰ + ξᇱ߂[(1 ,	   (݆ = ௖ܰ + 1, . . . ,ܰ + 1)

																																			; ξᇱ(ேାଵ) = 1
 t௞ = (݇ − ݅)  ,t߂(1 = 1,2, . . . )  
 z௜ = (݅ − ݅)  , z߂(1 = 1,2, . . ܯ, + 1)

با سپسوکردهاعمال) 5(و) 4(و) 2(معادلاترويراشدهارائهنگاشت
-19شوند (روابط میسازي استفاده از روش تفاضل محدود، معادلات گسسته

21(:

(uଵ)௜.௝௞ାଵ = (uଵ)௜.௝௞ + t߂ ቈ−൬
߲p
߲z൰௜

௞

+ ( ଵܶ)௜,௝௞ (uଵ)௙క
௞ +									

										( ଶܶ)௜,௝௞ (uଵ)௦క
௞ − (uଵ)௜,௝௞ (uଵ)௙௭௞ +

1
Re (uଵ)௦௭௞ +

m
Reξ௝R௜

௞ ൫(w)௜,௝௞ + ξ௝(w)௙క
௞ ൯቉																		 )19(	

(uଶ)௜.௝௞ାଵ = (uଶ)௜.௝௞ + t߂ ቈ−൬
߲p
߲z൰௜

௞

+ ( ଷܶ)௜,௝௞ (uଶ)௙క
௞ +									

														( ଶܶ)௜,௝௞ (uଶ)௦క
௞ − (uଶ)௜,௝௞ (uଶ)௙௭௞ +

1
Re (uଶ)௦௭௞ ൨ )20(	

(w)௜,௝௞ାଵ = (w)௜,௝௞ + )tൣ߂ ସܶ)௜,௝௞ (w)௙క
௞ + ( ହܶ)௜,௝௞ (w)௦క

௞ −	

																	(uଵ)௜,௝௞ (w)௙௭௞ + ଵି୫
୑ ୖୣ ୎

൜(w)௦௭௞ −
(୵)೔,ೕ

ೖ

(ஞೕୖ೔
ೖ)మ
ൠ+ (ଵି୫)୒

୑ ୖୣ ୎ ୖ

							ቄ−2R௜
௞(w)௜,௝௞ + R௜

௞(vଵ)௙௭௞ − ξ௝(డୖ
డ୸

)௜௞(vଵ)௙క
௞ − (uଵ)௙క

௞ ቅ )21(
)26-22روابط (شرایط اولیه و مرزي به شکل يسازي شدهحالت گسسته

خواهد بود:
)22((vଵ)௜,ଵ௞ = (w)௜,ଵ௞ = 0,			(uଵ)௜,ଵ௞ = (uଵ)௜,ଶ௞

)23((vଵ)௜,ே೎ାଵ
௞ = (vଶ)௜,ே೎ାଵ

௞ ,	 (w)௜,ே೎ାଵ
௞ = −

λ
R௜
௞ (u௙క)௜,ே೎ାଵ

௞   

)24((uଶ)௜,ேାଵ௞ = 0, 			(vଶ)௜,ேାଵ௞ = ൬
߲R
߲t൰௜

௞

	

)25((uଶ)௜,௝ଵ = 2uଶതതത൫1− ξ௝ଶ൯,				(v௜)௜,௝ଵ = (w)௜,ଵଵ = 0

)26((uଵ)௜,௝ଵ = 2uଵതതത ቈ1− ξ୨ଶ +
4γ
βଶ ଴(β)ቊܫ

଴(βξ୨)ܫ
଴(β)ܫ − 1ቋ቉	

و(Q)حجمیدبیبهمربوطبعدبعد از محاسبه پروفیل سرعت، مقادیر بی
آید:میدستبه)27،28(روابطاز(Λ)جریان برابردرمقاومت

)27(Q௜
௞ = R௜)ߨ2

௞)ଶ ቈන ξ௝(uଵ)௜,௝௞ ݀ξ௝
ఈ

଴
+ න ξ௝(uଶ)௜,௝௞ ݀ξ௝

ଵ

ఈ
቉    

)28( Λ௜௞ =
|l(ப୮

ப୸
)௜௞|

Q௜
௞

مسألهالگوریتم حل -3-3
شدهانجام1لبمتافزارنرمدرریزتمیالگورازاستفادهباحاضريسازهیشب

.است

																																																																																																																																											
1-	MATLAB

)18(

ݐ߂ = cMin(߂tଵ,߂tଶ),  ߂tଵ ≤ Minቆ
Re
2

zଶ߂ξଶ߂

ξଶ߂) + ,zଶ)ቇ߂

  tଶ߂ ≤ Min൬
ξ߂
u ,

z߂
v ൰ ,  0 < c < 1
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300اندازهباشبکهجادیا) 1 × ؛60
مرحلهدر) 26(و) 25(روابطازاستفادهباهیاولسرعتلیپروفمحاسبه) 2

؛t଴یزمان
)18(رابطهدرکورانتعدديداریپاشرطازاستفادهباt߂محاسبه) 3
،tଵیزمانمرحلهيبرا௜,௝௞ାଵ(w)و௜.௝௞ାଵ،(uଶ)௜.௝௞ାଵ(uଵ)محاسبه) 4

(tଵ = t଴ + طیشراگرفتننظردربا) 21(تا) 19(روابطازاستفادهبا(t߂
رابطهازاستفادهبامرحلهنیادریضربانفشارانیگراد). 24(تا) 22(يمرز

شود؛یموارد) 8(
؛)17(و) 16(روابطازاستفادهبا௜.௝௞ାଵ(vଶ)و௜.௝௞ାଵ(vଵ)محاسبه) 4
tيبرامحاسبات) 5 = tଵ؛ابدییمادامهشدهدیتولشبکهدامنهکلدر
نظر؛موردیزمانمرحلهبهدنیرسزمانتا5تا3مراحلتکرار) 6

يعددجیونتاهابحث-4
شده استفادهریزبعدیبيپارامترهاازحاضريعدديسازهیشبارائهيبرا

:]36, 34, 21[است 

ܴ଴ = 1.52(mm), ݈∗ = 30(mm),݀∗ = 7(mm), ݈଴∗ = 10(mm)
ξ߂ = ξᇱ߂,0.01 = z߂,0.005 = t߂,0.1 = 0.0001,߮ = 0

௣݂ = ߙ,1.2 = 0.95, Re = 300, M = 1, N = 1, ݇௥ = 0.05

଴ܣ = ଵܣ,0.1 = ,଴ܣ0.2 J = 0.001, m = 0.85
یبحراننقطهدريمحورسرعتآمده،دستبهجینتابهیاعتباردهمنظوربه

zیگرفتگ = ݊یهندسپارامتريبرا19 = ௠߬یگرفتگزانیمو4 = 0.3ܴ଴،
،]25[ایکاويآکاو]23[اسچولتزوپرالهادقیتحقازآمدهدستبهجینتابا

درکهاستواضح. استشدهدادهنشان2شکلدرجینتاواستشدهسهیمقا
tزمان = .دارندباهمیخوبتوافققاتیتحقجینتا4

یبحراننقطهدربعدیبشعاعيراستادربعدیبيمحورسرعتنمودار
z)یگرفتگ = شدهارائه3شکلدرمتفاوتيهایگرفتگزانیميبرا(19
tزماندر،3شکلبهتوجهبا. است = ازیگرفتگزانیمشیافزابا5

߬௠ = 0.3ܴ଴߬به௠ = 0.7ܴ଴استکردهدایپکاهشيمحورسرعتمقدار .
سرخرگطولدرخونانیجريمحورسرعتدربردارندهنیهمچنشکلنیا
tزماندرک،یرالاستیغ = ௠߬یگرفتگزانیميبرا3 = 0.7ܴ଴باشدیم .

t	زماندر،یگرفتگحضوردرکهدهدیمنشان3شکل = يمحورسرعت3
سرعتازکمترکیالاستسرخرگطولدرمفروضياهیدولاخونانیجر

کهاستنیارفتارنیالیدل. باشدیمکیرالاستیغسرخرگطولدريمحور
حرکتعلتبهنیبنابرادارد،یارتجاعتیخاصکیالاستسرخرگوارهید
.شودیممستهلکيمحورسرعتوارهید

tزماندربعدیبشعاعيراستادریشعاعسرعتنمودار = زانیميبرا4
݊یهندسپارامترومتفاوتيهایگرفتگ = شدهدادهنشان4شکلدر6
باواستصفربرابرکیالاستسرخرگمحوردریشعاعسرعتمقدار. است
بهتوجهباسرخرگوارهیددر. ابدییمشیافزاسرخرگ،محورازشدندور

مخالفومثبتمقدارکیبهیشعاعسرعتسرخرگ،واریدیارتجاعتیخاص
سرخرگوارهیدومحوردریشعاعسرعتکهیحالدررسد،یمصفر

یشعاعسرعتوباشدیمصفربرابرلغزشعدمشرطبهتوجهباک،یرالاستیغ
دریشعاعسرعتمقدارنیهمچن. داردیمتقارنبایتقررفتارحالتنیادر

سرعتمقدارازکمترمقدارنیاواستزیناچاریبسکیرالاستیغسرخرگ
tزماندرشکلبهتوجهبا. باشدیمکیالاستسرخرگدریشعاع = با،4

بهجهینت. استکردهدایپکاهشیشعاعسرعتمقداریگرفتگزانیمشیافزا

௠߬یگرفتگيبرا]3[همکارانوشاوقیتحقازآمدهدست = 0.3ܴ଴،در
tزمان = ݊یهندسپارامتريبراو4 = با. استشدهآورده4شکلدر6
سرعتحاضرمطالعهدرخونانیجرکردنفرضياهیدولا4شکلبهتوجه
خونانیجریشعاعسرعتکهيطوربهدادهقرارریتأثتحترایشعاع
نیاکهباشدیمياهیلاتکخونانیجرسرعتازشتریبمفروضياهیدولا

	.دهدیمنشانراخونانیجربودنياهیدولافرضتیاهممسأله
tزماندربعدبیشعاعراستايدرچرخشیسرعتنشانگر5شکل = 3

௠߬هايگرفتگیمیزانبراي = 0.3ܴ଴߬و௠ = 0.7ܴ଴هندسیپارامترو
݊ = سرعتمقدارگرفتگی،حضوردر،5شکلبهتوجهبا. باشدمی4

درچرخشیسرعتمقدارازبیشترغیرالاستیکسرخرگدرچرخشی
چرخشیسرعتمقدارگرفتگی،میزانافزایشباواستالاستیکسرخرگ
	.استیافتهافزایش

بهنسبتقلبیدورهششدرحجمیدبیتوزیعچگونگینشانگر6شکل
zبحرانینقطهدرزمان، = مقداروهندسیمختلفپارامترهايبراي19

.باشدمیمتفاوتهايگرفتگی

]25[و ]23[مقایسه سرعت محوري روش حاضر با نتایج 2شکل 

݊بعد براي بعد در راستاي شعاع بیسرعت محوري بی3شکل  = 4
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݊رايبعد ببعد در راستاي شعاع بیسرعت شعاعی بی4شکل  = tزماندر6 = 4

݊بعد براي بعد در راستاي شعاع بیسرعت چرخشی بی5شکل  = 4

راحجمیدبیخون،جریانغیردائمرفتارکهاستروشن،6شکلبهتوجهبا
غیردائمفرضاهمیتمسألهاین. دهدمیقرارتأثیرتحتچشمگیريطوربه

بهمربوطهاينمودارمقایسهبا. دهدمینشانراخونجریانبودن
݊هندسیپارامترهاي = ݊و4 = فرضکهاستروشن،6شکلدر6
جریانرفتاردرزیاديتأثیرمحوريجهتبهنسبتهندسهبودنغیرمتقارن

مقدارهندسیپارامترمقدارافزایشباگرفتگی،حضوردربطوریکهدارد،خون
. استکردهپیداافزایشنیزحجمیدبی

௠߬هايگرفتگیمیزانبراي6شکلدرحجمیدبیمقایسهبا = 0.3ܴ଴
௠߬و = 0.7ܴ଴دبیمقدارگرفتگی،میزانافزایشباکهشودمیمشاهده

درخونجریانپالسیرفتارهمچنین. استکردهپیداکاهشحجمی
.استمشاهدهقابلشکلایندرقلبیهايدوره

یکدرکهسرخرگبعدبیطولراستايدرحجمیدبیبعديسهشکل
tبعدبیزمانتا(محدودزمانیگام = ݊هندسیپارامتربراي) 1 = و4

௠߬گرفتگیمیزان = 0.3ܴ଴شدهدادهنشان7شکلدراست،آمدهدستبه
کردهپیداافزایشزمانافزایشباحجمیدبیمقدار7شکلبهتوجهبا. است
. است

zبحرانی نقطهبعد دربعد نسبت به زمان بیتوزیع دبی حجمی بی6شکل  = 19

بعد سرخرگ در یگ گام بعد نسبت به طول بیتغییرات دبی حجمی بی7شکل 
زمانی محدود

ازشدهگرفتهناحیهطولدرجریانبرابردرمقاومتتوزیعنشانگر،8شکل
هايگرفتگیمقداروهندسیپارامترمختلفمقادیربرايمفروضسرخرگ
tزماندرمتفاوت = پارامترهايبهمربوطهنمودارهايمقاسهباباشد،می3
݊هندسی = ݊و4 = مقاومترويبرهندسیپارامترتأثیر،8شکلدر6

افزایشبابطوریکهاست،رویتقابلشکلایندرروشنیبهجریانبرابردر
بهتوجهبا. استیافتهکاهشجریانبرابردرمقاومتهندسی،پارامترمقدار
اینکهداردعکسنسبتحجمیدبیباجریانبرابردرمقاومت،)27(رابطه

رفتاربرعکس8شکلدرجریانبرابردرمقاومترفتارتااستشدهباعثامر
افزایشباهندسی،پارامترمقداردوهربرايبطوریکهباشد،حجمیدبی

௠߬ازگرفتگیمقدار = 0.3ܴ଴߬به௠ = 0.7ܴ଴،برابردرمقاومتمقدار
	.استیافتهافزایشجریان

رفتار غیردائم جریان خون، توزیع مقاومت در تأثیربه منظور نشان دادن 
௠߬برابر جریان براي میزان گرفتگی  = 0.7ܴ଴ ݊و پارامتر هندسی = در 4

ارائه شده است. 9متفاوت در شکل سه زمان
مقدار مقاومت در برابر جریان در نواحی باز نشانگر آن است که 9شکل 
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بعد در ناحیه گرفته شده از سرخرگ توزیع مقاومت در برابر جریان بی8شکل 
tالاستیک مفروض در زمان  = 3

در طول سرخرگ الاستیک برايبعدبیتوزیع مقاومت در برابر جریان 9شکل 
߬௠ = 0.7ܴ଴ , ݊ = 4

اند، ثابت است و با شروع ناحیه گرفته شده مقدار که دچار گرفتگی نشدهرگ
مقاومت در برابر جریان شروع به افزایش یافتن می کند و در نقطه حداکثر 

	رسد.گرفتگی، به مقدار ماکسیمم خود می
راستايدرجریانبرابردرمقاومتبعديسهشکلنشانگر10شکل

tبعدبیزمانتا(محدودزمانیامگیکدرکهسرخرگبعدبیطول = 1 (
݊هندسیپارامتربراي = ௠߬گرفتگیمیزانو4 = 0.3ܴ଴آمدهدستبه

زمانافزایشباحجمی،دبیبرخلاف10شکلبهتوجهبا	.باشدمیاست،
	.یابدمیکاهشمفروضسرخرگدرجریانبرابردرمقاومتمقدار

شده يسازهیشبلبمتافزارنرمدرشدهگرفتهسرخرگهندسه11شکلدر
است. 
݊)هندسی پارامترتأثیر = 11بر هندسه سرخرگ گرفته شده در شکل (4,9

	قابل مشاهده است.

گیرينتیجه-5
در مطالعه حاضر جریان خون پالسی و غیردائم در طول سرخرگ گرفته شده

بعد سرخرگ در بیبعد نسبت به طول تغییرات مقاومت در برابر جریان بی10شکل 
یگ گام زمانی محدود

	
پارامتر هندسی بر هندسه سرخرگ گرفته شدهتأثیر11شکل 

اي در نظر گرفته مورد مطالعه قرار گرفت. جریان خون به صورت سیال دولایه
ه مرکزي و سیال نیوتنی به یشده است، بطوریکه سیال میکروپلار به عنوان لا

سازي هرچه بیشتر شرایط فرض شده است. به منظور شبیهعنوان لایه جانبی 
واقعی سرخرگ مفروض الاستیک در نظر گرفته شده است و نوع گرفتگی 

باشد. معادلات حاکم بر جریان خون در نسبت به جهت محوري نامتقارن نمی
اند. با توجه محدود حل شدهطول سرخرگ مفروض با استفاده از روش تفاضل

عروقی، -هاي قلبیخون در بیماريجریانهاي دینامیکیمشخصهتأثیربه 
پروفیل سرعت، دبی حجمی و مقاومت در برابر جریان به دست آورده شد و 

، پارامتر هندسی و خاصیت عوامل مختلفی چون میزان گرفتگیتأثیردر مورد 
بحث شد. به منظور اعتباردهی به هاالاستیک دیواره سرخرگ بر روي آن

نتایج عددي به دست آمده، نتایج حاضر با نتایج تحلیلی موجود، مورد مقایسه 
ها به دست آمد. مشاهده شد که الاستیک قرار گرفت و توافق خوبی بین آن

بودن سرخرگ مفروض، فرض غیردائم بودن جریان خون و پارامترهاي 
هاي دینامیکی جریان خون شخصهچشمگیري در متأثیرهندسی متفاوت 

دارد. با افزایش مقدار گرفتگی، مقدار سرعت چرخشی و مقاومت در برابر 
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جریان افزایش پیدا کرد، در حالیکه مقدار سرعت محوري، سرعت شعاعی و 
دبی حجمی کاهش پیدا کرد. مشاهده شد که، مقدار سرعت محوري و سرعت 

ل سرخرگ غیرالاستیک بیشتر اي مفروض در طوچرخشی جریان خون دولایه
که سرعت شعاعی رفتار معکوسی دارد. از سرخرگ الاستیک است، در حالی

همچنین نتیجه گرفته شد دبی حجمی با افزایش مقدار پارامتر هندسی، 
کند.که مقاومت در برابر جریان کاهش پیدا میکند در حالیافزایش پیدا می

پیوست- 6

ଵܶ- ହܶ) باشند:) به صورت زیر می21) تا (19در روابط

( ଵܶ)௜,௝,௞ =
1

(R௜
௞)ଶ

ቈξ௝ܴ௜௞ ൬
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γ وβଶ) باشد:) به صورت زیر می26در رابطه

 γ =
mβ

଴(β)ܫ4 ,   β
ଶ = N(2−m)

	م یفهرست علا-7
فشارگرادیانثابتدامنه 	଴ܣ
پالسیدامنه 	ଵܣ
بالادستناحیهبعدبیطول d	

پالسیفرکانس ௣݂	
اولنوعازصفرمرتبهبهبودیافتهبسلتابع 	଴ܫ
اولنوعازاولمرتبهبهبودیافتهبسلتابع 	ଵܫ

ثابت میکرواینرسی J	
نوسانپارامتر ݇௥	

نظرموردرگبعدبی	طول l	
گرفتگیبعدبی	طول l଴	

گرفتگیهندسهبهمربوطپارامتر هندسی ݊ ≥ 2	
فشار p	

دبی حجمی Q	
فاصله شعاعی r	

جانبیلایهدرشدهگرفتهرگبعدبی	شعاع R	
گرفتگیازفراترناحیهدررگشعاع ܴ଴	
مرکزيلایهدرشدهگرفتهرگبعدبی	شعاع Rଵ	

عدد رینولدز Re	

زمان t	
محوريسرعت u௜ 	
میانگینسرعت uത௜ 	

سرعت شعاعی v௜ 	
سرعت چرخشی w	

فاصله محوري z	
	علایم یونانی

نسبت بین شعاع لایه جانبی و لایه مرکزي 	ߙ
رمانیگامطول 	t߂
محوريگامطول 	z߂
مرکزيلایهشعاعی درگامطول 	ξ߂
جانبیلایهدرشعاعیگامطول 	ξᇱ߂

چرخشیویسکوزیته 	ߢ
مقاومت در برابر جریان Λ	

میکروپلارسیالویسکوزیته 	ଵߤ
مادهثابت ߭	

چگالی ௜ߩ 	
حداکثر گرفتگی در لایه مرکزي ߬௠ 	

فاززاویه ߮	
	هااندیس

گام شعاعی ݅	
uതسیال میکروپلار (استفاده شده براي , u, v, w,ߤ,ߩ(	 ݅ = 1	

uതسیال نیوتنی (استفاده شده براي , u, v, w,ߤ,ߩ( ݅ = 2	
گام محوري ݆	

گام زمانی ݇	

گذاريسپاس- 8
پژوهشگاهریاضیات،پژوهشکدهریاضی،محاسباتمرکزنویسندگان مقاله از

مطلب هايبابت همکاري صمیمانه در اجراي برنامه(IPM)بنیادي هايدانش
.(http://math.ipm.ac.ir/mcc)کمال تشکر را دارند 
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