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 توخالی غیرهمگن استوانه کی در کسري منفرد زمان تأخیر مدل اساس بر غیرفوریه حرارتی هدایت عددي حل بررسی به مقاله، این در  
 نظر در توانی قانون براساس و متغیر کاملاً صورت به هدفمند ماده خواص تمامی منظور، ایني برا. است شده پرداخته هدفمند مواد از شده ساخته
 منبع حضور بدون و متقارن کاملاً و بعدي کی صورت به استوانه. اند شده گرفته نظر در ثابت صورت به کسري مرتبه و زمانی تأخیر تنها و  گرفته

 روش یک از استفاده با کسري مرتبه و زمانی تأخیر مقادیر یافتن منظور به خطا وی سع الگوریتم یک در مسئله. است شده گرفته نظر در گرمایی
 زمانی تأخیر عددي حل و کسري منفرد زمان تأخیر عددي حل از آمده بدست نتایج مسئله، اعتبارسنجی جهت. است گردیده ضمنی حل عددي
 ماکسیمم روي بر غیرهمگنی پارامترهاي تأثیر ادامه در. است شده مقایسه دوگانه زمانی تأخیر تحلیلی نیمه روش از آمده بدست نتایج با دوگانه
 دماي پایا به رسیدن لحظه تا موج ایجاد لحظه از جسم در دمایی توزیع همچنین. است گرفته قرار مطالعه مورد گرمایی موج سرعت و گذرا دماي
  .است شده پرداخته جسم در دما توزیع روي بر کسري مرتبه و زمانی تأخیر تغییر تأثیر بررسی به آخر در و قرارگرفته بررسی مورد
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 In this study, numerical solution of non-Fourier heat conduction is discussed by a fractional single 
phase lag model in an inhomogeneous hollow cylinder made of a functionally graded material. For 
this purpose, all material properties of the media are assumed to vary continuously according to a 
power-law formulation except the phase lag and fractional order considered as constants. It is 
assumed that the cylinder is one-dimensional, symmetric and without any heat source. The 
governing equation has been solved numerically in a try and error algorithm to find the phase lag 
and the fractional order using an implicit numerical method. In order to validate the results, the 
numerical solutions of the fractional single phase lag model and the dual phase lag model are 
compared to the results of semi-analytical dual-phase lag. In the following the influence of non-
homogeneity parameters is studied on the maximum transient temperature and thermal wave 
transmission speed. The temperature distribution is investigated from wave creation instance to 
steady state thermal distribution. Finally, the effect of different time delays and fraction orders on 
the temperature distribution is investigated. 
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  مقدمه - 1

 تعداد علت به که هستندي ا شرفتهیپ تیکامپوز مواد (FGM)1 هدفمند مواد
ی کیمکان ویی گرما خواص .باشند یمي ا دهیچیپ ساختاري دارا مختلفي فازها

ی بستگ سازنده مواد گرفتن قرار نحوه و سازندهمواد  ساختار به ها تیکامپوز
 وستهیپ راتییتغ بای یک :دارد وجودهدفمند  ماده نوع دو کلی طور به. دارند

 از جسم که اي گونه به مواد خواص گسسته راتییتغ باي گرید و مواد خواص
                                                                                                                                           
1- Functionally graded material 

 .کند می تغییر آرامی به آن در مواد خواص و شده تشکیل لایه زیادي تعداد
 به که هستند غیرهمگن ساختار بای تیکامپوز مواد هدفمند، همچنین مواد

 کاربرد مدرن عیصنا در گسترده طورسبب مقاومت حرارتی و مکانیکی بالا به 
ی اثرات تا شود یم باعث خواص وستهیپ راتییتغ هدفمند مواد در]. 1[ دارند

 موادي کاربردها ازی کی. نشود مشاهده ها تیکامپوز شدن هیلا هیلا همچون
به علت مقاومت  یحرارتي سپرها عنوان به ها آن استفاده تیقابل هدفمند

 اریبس مواد نیای حرارت زیآنال امروزه دلیل، همین به. ها است آن حرارتی بالاي
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  ].2[ است  گرفته قرار نیمحقق توجه مورد
 طور به هیفوری حرارت تیهدا مدل در راستاي آنالیز حرارتی مواد، از

 مدل نیا شود، یم استفاده گونه مواد اینیی دما عیتوزی نیب شیپي برا گسترده
این فیزیک بدین معنی است که . دارد ت تاکیدینها یب موج گرمایی سرعت بر

دمایی در هر نقطه  اغتشاشیک تغییر محلی دما هرچند کوچک سبب ایجاد 
اگر چه سرعت . گردد می فواصل بسیار دور از تحریک اولیه از محیط حتی در

نیست ولی در بسیاري از  قبول نهایت موج گرمایی از نظر فیزیکی قابل بی
کاربردهاي مهندسی فرض قابل قبولی تلقی شده و استفاده از مدل فوریه به 

 شد ثابتي تکنولوژ و صنعت شرفتیپ با ماا شود؛ نتایج بسیار دقیقی منجر می
 گذرا اریشرایط بس و بالا شدت بای حرارت منابع حضور همچونی طیشرا در که
 و شود زر براي ایجاد شار حرارتی استفاده مییل ها از ل مسائلی که در آنیقب از

ي رو حرارت انتقال ن،ییپا اریبسیی دما طیشرا در حرارت همچنین انتقال
 و رهمگنیغ ساختار با مواد و ابررساناها و رساناها نیمه ،يفلز نازكي ها هیلا

 هیفور مدل جهینت در. باشد محدود تواند یموج گرمایی م سرعت متخلخل،
 علم دري ا شاخه جادیا باعث مسئله نیا و ندارد را طیشرا نیا به پاسخ تیقابل

  .شود یم دهینام هیرفوریغی حرارت تیهدا که شد حرارت انتقال
 تیهدا مدل که بودندی کسان نیاول] 3،4[ ورنات و کاتانئو منظور نیبد

ی معرف داشت، اشاره گرمایی محدود موج سرعت بر که را کیپربولیهای حرارت
 دو به که داد ارائه را 1 (DPL)دوگانه زمانی تأخیر مدل] 5[ ژو سپس. کردند

 به زمان تأخیر مفسریی دما انیگراد زمان تأخیر: داشت اشاره زمانی مقدار تأخیر
و  فونونی پراکندگ ای الکترون- فونون لیقب ازي کروساختاریمي ها واکنش علت

 مدل همانند گذرا آثار شیآسا زمان انگریبیی شار گرما زمان تأخیر همچنین
 همکارانش و زاده یقاض توسطي گرید مدل ریاخ سال چند در .بود ورنات کاتانئو

 (FSPL)2ي کسر منفردی زمان تأخیر روش عنوان بر پایه حساب کسري با] 6[
ي رعادیغي رفتارها کردن مدل در خود ازیی بالایی تواناي کسر حساب. شد ارائه
 مرتبه از انتگرال و مشتق ،يکسر حساب. است داده نشان دهیچیپي ندهایفرآ در
یی توانا که شود یم سببي کسر حساب روشی ژگیو نیا است و حیرصحیغ

 سهیمقا دری زماني گذرا اثرات وي کروساختاریمي ها واکنش فیتوص دري بهتر
 .در دسترس باشدی قبلي ها روش با

 و همگن مواد در هیرفوریغ حرارت انتقالی بررس به مقالات زیادي تاکنون
. کرد اشاره ریز موارد به توان یمقالات م از جمله این اند، پرداختهی تیکامپوز مواد

ي برای شارحرارت و دماي بعد کی فرمولاسیون کی] 7[ همکارانش و فرانکل
 و هو رونگ. دادند ارائهی تیکامپوز جسم کی دري هذلولو حرارت تیهدا

 تیهدا مدل قیطر از را هیچندلا ساختار کی حرارت انتقال] 8[ همکارانش
 قراری بررس مورد بولتزمن سیلات روش از استفاده با دوگانه زمانی تأخیری حرارت
یی گرما کینامید رفتار بري ا هیرفوریغ اثرات] 9[ همکارانش وي سا. دادند

 را مطالعه دمای ناگهان راتییتغ ازی ناش هیلا دوی تیکامپوز وي کرو اجسام
 زمانی تأخیری حرارت تیهداي برای لیتحل مهین حل کی] 10[ رامادان. کردند
یی دما عیتوز] 11[ همکارانش و شوان ژانگ. داد ارائه هیچندلا جسم در دوگانه

ی حرارت تیهدا از استفاده با هدف را یکیسرام هیچندلا تیکامپوز مواد در
 تیهدا مدل از آمده بدستیی دما عیتوز با و دادند قراری بررس موردي ا هیرفوریغ

  .نمودند سهیمقای حرارتي سپرها پوشش ساختار در هیفوری حرارت
 مواد در هیرفوریغ حرارت انتقال نهیزم دری کم مقالات تا به امروز

. کرد اشاره ریز موارد به توان یم که است شده ارائه هدفمند مواد و رهمگنیغ
 غیرهمگن و همگن مواد در گذرای حرارت تیهدا] 12[ همکارانش و سوترادهر

                                                                                                                                           
1- Dual Phase Lag 
2- Fractional Single Phase Lag 

 قرار مطالعه موردي مرز المان روش و نیگالرک لاپلاس لیتبد از استفاده با را
ی حرارت تیهداي براي مرز المان روش کی] 13[و ینیپائول و سوترادهر. دادند
 از استفاده با] 14[ همکارانش و فرد يخسرو. دادند ارائه هدفمند مواد در گذرا
. پرداختند هدفمند مواد در گذرای حرارت تیهدای بررس به شبکه بدون روش

 و کره یک در راي ا هیرفوریغی هذلولی حرارت تیهدا] 15،16[ چن ویی بابا
مورد مطالعه قرار  هدفمند مواد از شده ساخته غیرهمگنی توخال استوانه

 مواد از شده ساختهی توخال استوانه و کره یک] 17[ کانکر و کلس. دادند
 و دهیره. دادند قراری بررس موردی هذلولی حرارت تیهدا قیطر از را هدفمند

 ماده کی در را محدود موج سرعت بای حرارت تیهدا] 18[ همکارانش
 اکبرزاده. کردندي ساز هیشب بود حرارت دیتول معرض در که هیچندلا هدفمند

 و  مختصات انواعي برا را هدفمند موادي بعد کی یحرارت تیهدا] 19[ چن و
 اکبرزاده .کردندی بررس دوگانه زمانی ریتأخ هینظر اساس بري مرز طیشرا انواع

ي ا استوانه صفحه کی در گذرای حرارت تیهداي گریدی بررس در] 20[ چن و
مطالعه  را مورد دوگانه زمانیتأخیر ي تئور اساس بر هدفمند مواد جنس از

 معکوسي گذرای حرارت تیهدا] 21[ همکارانش وی قیحق گلبهار. قرار دادند
 انتقال روش از ها آن. کردندی بررس هیچندلاي ا استوانه هدفمند ماده کی در را

 اساس بر کردند و همچنین استفاده دقت بردن بالا منظور به هیرفوریغ حرارت
یی جابجا انتقال حرارت بیضر استوانه،ی خارج سطحي روي دماي ریگ اندازه

 .زدند نیرا تخم استوانهی داخل صفحهی شارحرارت و
 مواد دری لیتحل وي عدد صورت بهي کار تاکنوني کسر حساب نهیزم در

 که گرفته صورتیی کارها گریدي ها طیمح در اما است؛ نشده انجام هدفمند
 رفتار ،]22،23[ همکارانش و ایباتاگل. کرد اشاره ریزي ها یبررس به توان یم

 نیبي کسر مرتبهی خط رابطه کی قیطر از را ستمیس کي یگذرای حرارت
 تیهدا معادله معکوس مسئله] 24[ ویمور. مطالعه کردندی حرارت شار و دما

ي براي عدد روش کی و کردی بررس را محدود قطعه کی دري کسری حرارت
 به] 25[ همکارانش و زاده یقاض. کردی معرفي کسر حرارت معادله حل

 تأخیر روش از استفاده بای ستیز بافت قطعه کی دری حرارت تیهدای بررس
بدین منظور در مقاله حاضر از مزایاي روش  .پرداختندي کسر منفرد فاز

رزي اعمال شده حساب کسري در جهت بررسی اثرات گذراي ناشی از شرط م
اعمال شرط مرزي فوق، . است روي سطح یک ماده هدفمند استفاده شده

ایجاد یک رفتار شبه موجی در ماده هدفمند را ممکن ساخته که مطالعات 
محققان قبلی نشان از قابلیت و توانایی بکارگیري مدل غیرفوریه توأم با روش 

 .دهند یدر تسخیر این رفتار م FSPLحساب کسري در قالب مدل 
 کی در هیرفوریغی حرارت تیهداي عدد حلی بررس به حاضر مقاله در

 منفرد زمانی تأخیر مدل از استفاده باي ا استوانهي بعد کی هدفمند ماده
سازي  مسئله با استفاده از روش ضمنی گسسته. است   شده پرداختهي کسر
 اساس تغییر برکه این  کنند می رییتغ وستهیپ طور به مواد خواص. است شده

 مهین حل از استفاده با مطالعه این در. شود می گرفته نظر دری توان قانون
ي عددي ها روش حل از حاصل نتایج ،]19[ دوگانه زمانی تأخیر روشی لیتحل

 سپس و شدهی اعتبارسنجي کسر منفرد زمانی تأخیر و دوگانه زمانی تأخیر
 خچهیتار وي کسر مرتبه ،زمانی تأخیر ،یغیرهمگني پارامترها تأثیری بررس به

  .شود می پایا پرداختهي دما به دنیرس تایی دما

  معادلات حاکم - 2
 اي هیرفوریغي ها مدل اساس بر هدفمند، هدایت حرارتی مواد تحقیقدر این 

ی بررس این استفاده شده دري ها مدل جمله از .است گرفته قراری بررس مورد
 .کرد اشارهي کسر منفرد زمانی تأخیر و دوگانه زمانی تأخیري ها مدل به توان یم
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  دوگانه زمانی یرمدل تأخ -2-1
و با در نظر گرفتن دو ] 5[نخستین بار توسط ژو یر زمانی دوگانه مدل تأخ

توان به  به طور کلی این مدل را براي اجسام جامد می. زمانی ارائه شد یرتأخ
 :بیان کرد )1(معادله صورت 

)1(         , ,q Tq r t K T r t

 استفاده با )1( معادله ،یزمان ریتأخ دو هر بودن کوچک فرض با مدل، این در
 بالاتر، و دوم مرتبه هاي نظر از جمله با صرف و شده داده بسط لور،یت بسط از

 :دیآ یم بدست) 2(معادله  به صورت دوگانه زمانی تأخیر معادلهی خط شکل

)2(     1 , 1 ,q Tq r t K T r t
t t

                
  :)3(به صورت معادله ي بالانس انرژ معادله فیتعر با 

)3(  1( ) , P
Tq r t C

r r t


 
  
 

هدایت  معادله ،)3(انرژي، معادله  بالانس معادله با) 2( معادله بیترک و 
  :دیآ یم بدست) 4(معادله  به صورت دوگانه زمانی تأخیر حرارتی

)4( 
1(1 )( ) ( )( (1 ) )q P T
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 از کهی صورت در دوگانه زمانی تأخیر مدل در شود یم ملاحظه که گونه همان 
 زمان تأخیر معادله به) 4( معادله شود، نظر صرفیی دما انیگراد زمان تأخیر
 تأخیر هر دو از کهی صورت در و شود یم داده کاهش ورنات-کاتانئو ای منفرد
 تأخیر معادله شود، نظر صرفیی گرما شار زمان تأخیر ویی دما انیگراد زمان
 قابل نیهمچن. شود یم  داده کاهش هیفور کیکلاس معادله به دوگانه زمانی

T با موادي برا که است ذکر q ، انیگراد وجود سبب بهی حرارت شار 
q باي موادي همچنین برا است ویی دما T ، بهیی دما انیگراد وجود 

q کهی هنگام کهي ا گونه به. استی حرارت شار وجود سبب T  ،ترم باشد 
 حالت نیا در معادله و برد یم نیب از رای موج ترم اثرات ،یبیترک مشتق
 نیا اما کند؛ یمی نیب شیپی رموجیغ رای حرارت تیهدا و شود میي سهمو
ي سهموی حرارت تیهدا ي معادله توسط که استي عاد نفوذ از متفاوت رفتار
 قانون اساس بر ،يبعد کی هدفمند مواد خواص .شود یم انیفوریه ب کیکلاس

  :داریم) 5(طبق رابطه . شوند یم گرفته نظر دری توان

)5(  

1
0( ) nk k  , 

2
0( ) n    , 

3
0( ) n

P PC C   

خواص جسم بر روي هستند که ی ثابت ریمقاد 0k و 0pC، 0، )5(در رابطه 
ي ها پارامتر 3nو  1n ،2nدهند و همچنین  سطح خارجی آن را نشان می

اي که  به گونه .دهند هستند که خواص جسم را نشان میی همگن ریغ
در واقع با  .پارامترهاي غیرهمگنی همان الگوي تغییر خواص در ماده است

توان خواص متفاوتی براي ماده  تغییر مقادیر پارامترهاي غیرهمگنی می
حرارت  هدفمند بدست آورد که باعث تغییر رفتار این ماده در مقابل انتقال

 به )6(معادله ي پارامترها از استفاده با تینها در .شوند هدایتی می
 :شود یم پرداخته معادلاتي بعدساز یب
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 تینها در و باشند یم جسمی رونیب وی درون سطحي دماها Two و Twi که ییجا
بعد مدل  بی معادله ،6بعد ارائه شده در معادله  یبي پارامترها از استفاده با

  :دیآ یم بدست) 7(معادله  تأخیر زمانی دوگانه به صورت

)7(  
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  منفرد کسري زمانی یرمدل تأخ -2-2
 یري تأخ زمانی منفرد کسري با در نظر گرفتن رابطه یرمدل غیرفوریه تأخ

  :)8(صورت معادله زمانی منفرد به 

)8(       , ,qq r t K T r t

توسط  کهي کسر لوریت بسط ي وسیله بهی شارحرارت ترم دادن بسط با و
است براي اطلاعات بیشتر به مطالعه قاضی  شدهارائه ] 26[ادیبات و شوافه 

 جملات کردن از نظر همچنین با صرف ].6[زاده و همکاران مراجعه شود 
 :دیآ یم بدست )9(معادله  صورت ، به)8(معادله  بالاتر در و دوم مرتبه

)9(    1 , ,q q r t K T r t
t
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



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0مرتبه مشتق کسري است و مقدار آن  αدر معادله بالا   1 است .

همچنین قابل ذکر است که 
t








مشتق زمانی مرتبه کسري، بر اساس  

تعریف کاپوتو است که براي اطلاع بیشتر در مورد چگونگی رفتار حساب 
] 27[توان به کتاب معادلات دیفرانسیل کسري نوشته پودلونی  کسري می

 معادله تینها دري بالانس انرژ معادله با )9(ب معادله یترک با .مراجعه شود
 :آید مربوط به تأخیر زمانی منفرد کسري بدست می) 10(

)10( ( )( ) ( )( )11 0 1q P
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تواند مقادیر  مرتبه کسري است و می α، )10(در معادله   0  را داشته1
 نظر گرفتن در اي که با باشد، به گونه  q و یا0 0 معادله تأخیر زمان ،

شود و توزیع دما رفتار پخشی را از خود  تبدیل می هیفور معادله منفرد کسري به
 گرفتن نظر در با. دهد نشان می   زمانی تأخیر معادله ، معادله فوق به1

شود و توزیع دما یک رفتار موجی را نشان  یم لیولیک تبدیا هایپرب منفرد
همچنین با قراردادن مقادیر بین صفر و یک براي مرتبه کسري در . دهد می

  .حرارت را تسخیر نمود موجی فرآیند انتقال - توان رفتار پخشی می) 10(معادله 
 معادله ،)6( ارائه شده معادله بعد یبي پارامترها از استفاده با تینها در

  :دیآ یم بدست) 11(به صورت معادله ي کسر منفردی زمان تأخیر بعد یب

)11( 
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هاي بر اساس حساب کسري تاکنون بیشتر از جنبه ریاضی مورد بررسی  مدل
ها در مدل کردن رفتار گرمایی  دلیل توانایی بالاي آن اند ولی به قرارگرفته

  .اند هاي فیزیکی نیز مورد توجه قرارگرفته قطه نظر جنبهمواد به تازگی از ن

 یر زمان منفرد کسريتأخسازي معادله هدایت حرارتی  گسسته - 3
شامل ترمی با مشتق غیرصحیح ) 11(شود معادله  که ملاحظه می همان طور

یک روش براي بدست آوردن مقدار مشتق ] 6[زاده و همکارانش  قاضی. است
  . اند غیرصحیح ارائه داده
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  بررسی مورد جسم 1 شکل

با تقریب عددي مشتق کسري بر پایه تعریف کاپوتو توانستند مقدار  ها آن
با در نظر گرفتن تقریب عددي مشتق . مشتق غیرصحیح را بدست آورند

  :شود سازي می گسسته )12(معادله به صورت ) 11(کسري، معادله 
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 )13(معادله سازي عبارات شامل مشتق صحیح به صورت  و همچنین گسسته
  :باشد می
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  تعریف مسئله - 4
اي است که  استوانهماده هدفمند مسئله مورد بررسی، هدایت حرارتی در یک 

درجه کلوین قرار داشته و سپس سطح خارجی آن به  300در ابتدا در دماي 
درجه کلوین قرار  600تغییرات ناگهانی دما به اندازه  یرناگهانی تحت تأثطور 

مشابه با شود  مشاهده می 1که در شکل  همان طور ،در این مسئله. دریگ می
استوانه مورد بررسی، ] 19[گرفته توسط اکبرزاده و چن  پژوهش انجام

  .است =m 1ro و =m 6/0ri هاي اي با شعاع استوانه
 تیفوریه، هداي ها مدل از استفاده بای لیتحل مهین صورت به مسئله این

 حل] 19[توسط اکبرزاده و چن  دوگانه زمانی تأخیر و کیپربولیهای حرارت
با استفاده از مدل تأخیر زمان منفرد کسري در هیچ مرجعی بررسی ی ول .است شده
هاي  روشاز  استفاده با وي عدد صورت به مسئله حاضر، تحقیق در. است نشده

 .است مورد مطالعه قرار گرفتهي کسر منفرد زمانی تأخیر زمانی دوگانه و تأخیر
 هیاول وي مرز طیشرا شده، بعد یب صورت به معادلات گرفتن نظر در با

  :شوند یم فیتعر) 14(معادله  صورت به جسمي برا بعد یب

)14( 
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 حاکم معادلهي ساز گسسته جهتی ضمني عدد روش از مسئله، این حلي برا 

ي ها پارامترمقدار . است شده استفاده روش، نیمناسب اي داریپا لیدل به
 =1n1=n2=n3 صورت به 6 و 5ي ها شکلبراي  جز به لیتحل نیا دری رهمگنیغ

  .اند شده گرفته نظر در

  نتایج - 5
 پرداخته مسئلهی اعتبارسنج به که است لازم زیچ هر از قبل قسمت نیا در

 با جسم در دما توزیع آوردن بدست منظور به اعتبارسنجی از قبلی ول شود
استقلال شبکه مورد استفاده جهت حل  بایست می عددي، روش از استفاده

مورد بررسی قرارگرفته  مکانی و زمانی هاي گام عددي با انتخاب صحیح مقادیر
 جسم دماي توزیع 2 شکل .شود ها بدست آورده و مقادیر مناسبی براي آن

 نشان مختلف را براي مدل تأخیر زمانی دوگانه مکانی و زمانی هاي گام براي
گام  و Δζ=004/0 زمانی  گام براي شود می ملاحظه که گونه همان. دهد می

 و زمانی هاي گام کردن کوچک با. است زیاد خطا مقدار Δη=001/0 مکانی
. مشخص خواهد شد عدديمناسب حل  مکانی و زمانی گام مقدار مکانی،
 زمانی گام با انتخاب مقادیر شود می مشاهده 2 شکل در که گونه همان

00008/0=Δζ 001/0 گام مکانی و=Δη طور نسبی مطمئن شد که  توان به می
. است آورده شده بدستشبکه مناسب و معقولی براي استفاده در حل عددي 

شده  در پاسخ دمایی حاصلمکانی، نوسان  و زمانی هاي گام کردن تر کوچک با
آید، لذا مابقی نتایج با در نظر  وجود نمی و تغییري در دقت حل عددي به

  .اند ارائه شده Δη=001/0 و Δζ=00008/0گرفتن مقادیر 
  شود مقدار ماکسیمم درجه طور که مشاهده می ، همان2در شکل 

ه این است ک حرارت روي مرزها بیشتر شده  حرارت از مقدار ماکسیمم درجه
به علت فیزیک حاکم بر مسئله بوده و ناشی از انباشت انرژي در درون جسم 

اي که هرچه از سطح بیرونی  به گونه. به علت وجود غیرهمگنی در جسم است
بنابراین جسم به  یابد؛ به سمت داخلی حرکت شود، خواص جسم کاهش می

انباشت انرژي  د تا انرژي را منتقل کند و این باعثچزمان بیشتري نیاز دار
شود هرچه موج به سطح درونی نزدیک شود  این موضوع سبب می. شود می

  .مقدار دماي آن افزایش یابد
 حاصل نتایج با DPL مدلي عدد حل از حاصل نتایج ،یاعتبارسنج جهت

 3در شکل ] 19[ چن و اکبرزاده توسط شده انجامی لیتحل مهین حل از
زمانی دوگانه هر چه مقادیر تأخیر زمان در مدل تأخیر . اند شده سهیمقا

گرادیان دمایی و تأخیر زمان شار گرمایی به هم نزدیک باشند پاسخ دمایی 
نموداري که مربوط  3لذا در شکل . شود حاصل شده به مدل فوریه نزدیک می

به دو مقدار تأخیر زمانی نزدیک به هم هستند، داراي پاسخ دمایی مشابه با 
اي اطمینان از صحت حل عددي علاوه بر مقایسه نتایج بر. مدل فوریه است

، نتایج حل عددي تحقیق حاضر با δ=25/0مربوط به پاسخ دمایی در حالت 
 گونه همان. اند نیز با هم مقایسه شده δ=0نتایج حل نیمه تحلیلی براي حالت 

 بهی لیتحل مهین وي عدد حلي نمودارها شود یم مشاهده 3 شکل در که
 به توانستهي عدد حل که است مطلب نیاي ایگو و دارندی همپوشانی خوب
  .کند مدل را] 19[ چن و اکبرزاده توسط شده انجامی لیتحل مهین حلی خوب

 مهین حل با دوگانه زمانی تأخیر معادلهي عدد حلی اعتبارسنج از پس
 FGM جسم به مربوط FSPL و DPLي عددي ها حل از حاصل نتایج ،یلیتحل

 با برابریی شارگرما بعد یب زمان تأخیر مقدار نکهیا فرض باي بعد کي یا استوانه
35/0=ε 001/0 برابریی دما انیگراد بعد یب زمان تأخیر و=δ  ،یکدیگر با باشند 

 .است شده داده نشان 4 شکل در حالت، نیا به مربوط پاسخ که اند شده مقایسه
 لازمي کسر منفرد زمانی تأخیر روش از استفادهي برا سهیمقا این در

 خطا وی سع بار نیچند با. ندیآ بدست α و ε به مربوط ریمقاد که است
ی موج کیزیف به توجه با که آیند می بدست α=998/0 و ε=346/0 ریمقاد
 و DPL مدل ریمقاد به آمده بدست ریمقادی کینزد وی بررس مورد مسئله بودن

تسخیر رفتار شبه در  FSPLنتایج مدل  صحت از نشان نمودارهای همپوشان
  .داردی بررس موجی مسئله مورد
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  ζ=084/0 بعد بی در زمان  مختلف هاي گام ازاي به دما توزیع 2 شکل

  
  دوگانه زمانی تأخیر عددي حل با تحلیلی نیمه حل مقایسه 3 شکل

  
  دوگانه زمانی تأخیر با کسري منفرد زمانی تأخیر عددي حل مقایسه 4 شکل

ي پارامترها تأثیری بررس بهي عدد لیتحل به مربوطی اعتبارسنج از پس
 منفرد فاز تأخیري عدد روش از استفاده باي بعد کی FGM جسم در مختلف

 رای رهمگنیغي پارامترها تأثیر 6 و 5ي ها شکل. است شده پرداختهي کسر
  .دهند یم نشان

  
  η=8/0 بعد در مکان بی دمایی تاریخچه در غیرهمگنی پارامتر اثر 5 شکل

  
  ζ=1/0 بعد بی بر توزیع دما در جسم در زمان  غیرهمگنی پارامتر تأثیر 6 شکل

  
  بعد مختلف بی هاي زمان در در جسم توزیع دما 7 شکل

 η=8/0 بعد یب مکان و مختلفي ها زمان در رای غیرهمگن پارامتر تأثیر 5 شکل
 مقدار هرچه شود یم مشاهده که گونه همان. دهد یم بر تاریخچه دمایی نشان

به سبب انباشت انرژي در جسم  باشد شتریب جسم دری پارامترهاي غیرهمگن
بالاتر  جسم ايیپاي دما مقدار و شده شتریب جسم در گذراي دما ماکسیمم

   .رود می
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 ζ=1/0 بعد در زمان بی دمایی تاریخچه در کسري مرتبه تغییرات اثر 8 شکل

  
 ζ=1/0بعد  زمان بی در دمایی تاریخچه در فاز تأخیر تغییرات اثر 9 شکل

 شکل .دماي پایا، دمایی است که با گذشت زمان در آن تغییري مشاهده نشود
 طول دربر توزیع دما  ζ=1/0 بعد یب زمان در رای رهمگنیغ پارامتر تأثیر 6

  . دهد یم نشان جسم
 گرفته شکل موج جادیا در رای غیرهمگن پارامتر تأثیری خوب به شکل نیا
ي دارا بالاتری غیرهمگن با ایجادشده موج کهي ا گونه به. دهد یم نشان شده

ماکسیمم دمایی بالاتر به سبب وجود . استي بالاتریی مقدار ماکسیمم دما
هاي غیرهمگنی که با تغییر پیوسته خواص مواد در جسم وجود دارد،  ترم

اي که هر چه مقدار غیرهمگنی بالاتر باشد تجمع انرژي به  است، به گونه
موج به  هر چه نیبنابرا یابد؛ سبب کاهش ضریب هدایت حرارتی افزایش می

سمت شعاع داخلی استوانه حرکت کند تجمع انرژي در جسم باعث بالاتر 
همچنین قابل ذکر است که هرچه غیرهمگنی . شود رفتن ماکسیمم دمایی می

  .جسم بیشتر باشد سرعت موج گرمایی در جسم بیشتر خواهد بود
 ریمقاد مختلف به ازاي بعد یب هاي زمان در را در جسم ع دماتوزی 7 شکل

346/0=ε 998/0 و=α جسمي برا FGM منفرد زمانی تأخیر مدل از استفاده با 
 موج ζ=1/0 لحظه در شود یم ملاحظه که گونه همان .دهد یم نشاني کسر

 جسمی درون سطح سمت به حرکت حال در جسمی رونیب سطح از شده جادیا
 به سمت سطح بیرونی منعکس ،یدرون سطح به دنیرس ازپس  و است

 بیرونی سطح به شده منعکس موج ζ=5/0 بعد یب زمان در دما عیتوز. شود یم
 سمت به دوباره جسم بیرونی سطح به دنیرس از پس. دهد یم نشان را جسم

دیگر در جسم  کهیی جا تا موج برگشت و رفت. یابد یم انعکاس درونی سطح
مشاهده نشود ادامه خواهد داشت که به این حالت دماي پایاي تغییر دمایی 

رسد  اي که جسم از نظر دمایی به حالت پایا می در لحظه. شود جسم گفته می
  .توزیع دماي آن مشابه توزیع دماي مدل فوریه است

 ریمقادي ازا به ζ=1/0 بعد یب زمان در را جسم دماي عیتوز 8 شکل
 بعد زمان بی تأخیر مقدار شکل نیا در .دهد یم نشاني کسر مرتبه مختلف

346/0=ε است شده گرفته نظر در. 
 به کینزدي کسر مرتبه ریمقاد مشخص است 8 شکل در که گونه همان

به  αاي که هر چه مقدار  به گونه دهد یم نشان را مسئلهی موج تیماه ک،ی
ورنات -یک نزدیک باشد رفتار گرمایی جسم مشابه رفتار گرمایی مدل کاتانئو

-یپخش حالت به جسمی موج تیماهي کسر مرتبه مقدار کاهش با .است
رسد که رفتار گرمایی جسم نه به صورت پخشی و نه به صورت  یمی موج

 با. موجی است و رفتار گرمایی جسم بین حالت پخشی و موجی قرار دارد
رفتار گرمایی  صفر، به کینزد ریمقادي برا وي کسر مرتبه مقدار شتریب هشکا

  .شود یم کینزدی پخش حالت جسم به
 ریمقادي ازا به ζ=1/0 بعد یب زمان در را جسم در دما عیتوز 9 شکل

 در .دهد یم نشاني کسر منفرد زمانی تأخیر مدلي برا زمانی تأخیر مختلف
 شکل. است شده گرفته نظر در α=998/0 برابري کسر مرتبه مقدار شکل نیا

 جسم دماي عیتوز در راي کسر منفرد زمانی تأخیر مقدار راتییتغ تأثیر 9
 جادیا موج باشد شتریب زمان تأخیر مقدار چه هر کهي ا گونه به دهد، یم نشان
 موج باشد کمتری زمان تأخیر مقدار بوده و هرچهي کمتر سرعتي دارا شده
ی زمان تأخیر براي مقدار. شود یمي شتریب سرعتي دارا شده جادیایی گرما
 تینها یبیی گرما موج رفتار گرمایی جسم کاملاً پخشی بوده و سرعت صفر
  .است

 گیري نتیجه - 6
 زمانی تأخیر مدل اساس بر هیرفوریغ حرارت انتقالی بررس به مطالعه نیا در

 پرداخته هدفمند مواد از شده ساختهی توخال استوانه کی دري کسر منفرد
 نظر دری توان قانون براساس و وستهیپ صورت به جسم خواصی تمام. شد

 ثابت صورت بهی سادگي براي کسر مرتبه و زمانی تأخیری ول شدند گرفته
  .مورد استفاده قرار گرفتند

 قراری بررس موردی ضمن روش از استفاده با وي عدد صورت به مسئله
تحلیلی تأخیر زمان دوگانه اعتبارسنجی  همچنین مسئله با حل نیمه. گرفت

 تأثیر بهی بررس نیا در. دارد FSPLشد که حکایت از دقت بسیار بالاي مدل 
 و زمانی تأخیر وي کسر مرتبه راتییتغ تأثیر وی رهمگنیغي پارامترها

پرداخته  توزیع دماي پایا به دنیرس لحظه تا جسمیی دما خچهیتار نیهمچن
  :کرد انیب ریز صورت به خلاصه طور به رای بررس مورد جینتا توان یم که شد 

 است خواص جسم وابستهی غیرهمگني پارامترها بهیی گرما موج سرعت) 1
 شتر باشدیدر جسم بی پارامترهاي غیرهمگن که هر چه مقداري ا گونه به

  .دهد یم جهینت راي شتریگرمایی ب موج سرعت
بیشتري نتیجه  ايیپاي دما مقدار بالاتری پارامترهاي غیرهمگنبراي ) 2

  .شود می
توزیع دماي جسم مشابه مدل  و رسیدن به دماي پایا، زمان گذشت با) 3

  .گردد فوریه می
جسم، مشابه یی گرما رفتار تیماه باشد کینزد کی بهي کسر هرچه مرتبه) 4

 رفتار تیماه ،يکسر مرتبه مقدار کاهش با .خواهد شدی کاملاً موج رفتار
براي مرتبه کسري نزدیک به  رسد و میی موج-یپخش حالت به جسم ییگرما
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  .صفر رفتار گرمایی جسم کاملاً پخشی خواهد شد
 سرعتي دارا شده جادیا موج باشد، شتریب زمانی تأخیر مقدار هرچه) 5

  .برعکس و استي کمتر

 فهرست علائم - 7
  W m-1 K -1( 0k( خارجی سطح ضریب هدایت حرارتی

 J kg-1 K(  c( ثابت فشار در گرمایی ظرفیت
 )J kg-1 K( خارجی سطح براي ثابت فشار در گرمایی ظرفیت

0p
c 

 W m-1 K -1( k( ضریب هدایت حرارتی
 n غیرهمگنی پارامتر

 W m -2( q( گرمایی شار
 Q بعد بی گرمایی شار

 m( r(بردار موقعیت
 m(  ir(جسم  سطح داخلی شعاع
 m( or(جسم  سطح خارجی شعاع
 s( t( زمان
 K( T( دما

K( w( داخلی سطح دماي iT 
 K( woT( خارجی سطح دماي
  K(  T( محیط دماي

 m( r( جسم ضخامت
 ونانیی علائم

  کسري مرتبه
  بعد بی گرمایی شار زمان تأخیر
  بعد بی گرادیان زمان تأخیر
  بعد بی زمان
  بعد بی مکان
  بعد بی دماي

 kg m-3( ( چگالی
 kg m-3( 0( خارجی سطح چگالی
 s( q( گرمایی شار زمان تأخیر
 s( T( دمایی گرادیان زمان تأخیر
 m2 s-1( ( گرمایی نفوذ
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