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اي  ها تحت بار پادصفحهاي از ترك نهایت حاوي مجموعه در این مقاله با استفاده از روش توزیع نابجایی تحلیل تنش در یک صفحه الاستیک بی  
شرایط مرزي و اي در صفحه با حل معادله باي هارمونیک، اعمال  ابتدا حل نابجایی پادصفحه. گرددبر اساس تئوري گرادیان کرنش انجام می

اي به صورت انتگرالی به  گردد و میدان تنش در اثر نابجایی پادصفحهاي با استفاده از تبدیل فوریه انجام می پیوستگی مربوط به نابجایی پادصفحه
تگرالی براي تحلیل با استفاده از این حل، معادلات ان. هاي تنش داراي تکینگی از نوع مرتبه بالا در نوك ترك هستند مؤلفه. دست آمده است

هاي  براي حل معادلات تکین از نوع مرتبه بالا از سري. این معادلات انتگرالی از نوع تکین مرتبه بالا هستند. آیدمسئله چندین ترك به دست می
در این . دست آوردها را به توان ضریب شدت تنش براي تركها میبعد از به دست آوردن توزیع نابجایی روي ترك. شود چبیشف استفاده می

سنجی روش  مثالی جهت صحت. شودها پرداخته میها بر روي ضریب شدت تنش نوك آنمطالعه به بررسی اثرات اندازه و تأثیر موقعیت ترك
  .شده و تطابق خوبی حاصل شده است و سپس چند مسئله جدید جهت نمایش قابلیت روش توزیع نابجایی ارائه شده است انجام

  :نکلید واژگا
  تئوري گرادیان کرنش

  طول اثر پارامتر
  اي نابجایی پادصفحه

  ضریب شدت تنش
  تکینگی مرتبه بالا
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 In this paper, the anti-plane stress analysis in an infinite elastic plane with multiple cracks is 
carried out by using the distributed dislocation technique. The solution is obtained for an infinite 
plane containing the screw dislocation via Fourier transform of biharmonic equation for the 
analysis of infinite plane in gradient elasticity. These solutions are used to perform integral 
equations for an infinite plane weakened by multiple straight cracks. Integral equations are 
hypersingular type which are solved numerically for density of dislocation on the cracks surfaces. 
The numerical method in Chebyshev series form are used to solve the hypersingular integral 
equations. The solution of integral equations leads to dislocation density functions. The stress 
intensity factor for cracks tips are formulated in terms of density of dislocation. Employing the 
definition of dislocation density, stress intensity factors for cracks tips are calculated. The 
influence of size-effect and crack location on the stress intensity factors are studied. To confirm 
the validity of formulations, numerical values of stress intensity factors are compared with the 
results in the literature. The results of the present approach are in excellent agreement with those 
in the literature. Some new examples with different geometrics of cracks are solved to illustrate 
the applicability of procedure. 

Keywords: 
Strain gradient theory 
Size effect parameter 
Screw dislocation 
Stress intensity factor 
Hypersingularity 

 

  
  مقدمه - 1

محققان زیادي از تئوري گرادیان کرنش براي تحلیل رفتار مواد استفاده 
رفتار مواد در مقیاس میکرو  ینیب شیپولی کاربرد این تئوري در  ،اند کرده
در مقیاس میکرو ابعاد جسم  که وقتی استمطالعات تجربی نشان داده  .است

از  .رفتار مواد نخواهد بود ینیب شیپباشد تئوري الاستیسیته کلاسیک قادر به 
 بسط و کاربرد مواد در ابعاد میکرو، روزافزونبا توجه به گسترش  رو نیا

رفتار مواد در  ینیب شیپبراي  کیرکلاسیغالاستیسیته  هايگسترش تئوري
اینکه تئوري الاستیسیته  توجه بهبا  .رسد یممقیاس میکرو ضروري به نظر 

طول مشخصه ماده در معادلات ساختاري  واردکردنکرنش با  گرادیان
هاي نتایج متفاوتی نسبت به تئوري ،ردیگ یمخصوصیات ماده را نیز در نظر 

ابعاد  به نسبت هااتم بین خالی فضاي ،نانوساختارها در .داردکلاسیک 
 طول ،ضمناً. آن را نادیده گرفت توان ینم و بوده توجه شایان نانوساختار
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. است هاآن خارجی مشخصه طول در مرتبه نانوساختارهاداخلی  مشخصه
 براي پیوسته کلاسیک محیط مکانیک تئوري از استفاده توجیه بنابراین

 .است مبهم است، استوار پیوستگی فرض بر اساساً که نانوساختارها يساز مدل

 هايتئوري از کلاسیک تئوري جاي به محققین برخی ابهام، رفع این براي

 )نانومتر حد در( کوچک ابعاد راتیتأث توانند یم که یکیرکلاسیغ محیط پیوسته
گرادیان  تئوري. برند یم بهره بگیرد، نظر در را نانوساختارها ذاتی ناپیوستگی و

 راتیتأث که است کیرکلاسیغ محیط پیوسته هايتئوري از یکی کرنش،

 این مشخصه معادلات در مادي محیط پیوستگی عدم و کوچک هايمقیاس

  .است شده لحاظ تئوري
مشتقات کرنش در رابطه انرژي کرنش براي اولین بار  واردکردن ،ایده اصلی

 شده ارائهولی براي مدت زیادي رابطه  ]1[ ارائه شده است 2راویل و 1برنولی توسط
به طور  3تویجعد از اینکه ب. تها مورد توجه محققان قرار نگرفتوسط آن
 برادران گرادیان کرنش را در روابط الاستیسیته بیان کرد، راتیتأثمختصر 

مفهوم  براي اولین بار فرمولاسیونی براي این منظور بیان کردند و ]2[ تاکوسر
ت در بیان رفتار مواد اقدام به در ابرادران کوسر لذا ؛را بیان کردند تنش کوپل

درجه آزادي  سه وسه درجه آزادي جابجایی (نظر گرفتن شش درجه آزادي 
 توان یمنکته جالبی که در این تئوري  .نمودنددر هر نقطه از جسم  )دورانی

 .علاوه بر تنش کوشی در معادلات حرکت است تنش جود کوپلو ،مشاهده کرد
با فرض ] 3[ وجارامیل .متقارن نیست تاکوسر همچنین تانسور تنش در تئوري

 ووابستگی تابع چگالی انرژي کرنش به مشتقات مرتبه اول و دوم جابجایی 
به ارائه یک فرم جدید براي تابع چگالی انرژي  مرتبه اول سرعت، مشتقات

تنش کوشی را به صورت فرم کلاسیک  وي در این فرمولاسیون، .کرنش پرداخت
ه ارائه معادلات ساختاري ب] 4[ توپین .در نظر نگرفت را شتن کوپل وفرض کرد 

 .محدود پرداخت يها رشکلییتغبراي  تاکوسر در تئوري محیط پیوسته
براي  کوسراته ارائه فرمولاسیون محیط پیوسته ب] 5[ نمیندلین و ترستی

 کاملاًقبلی در این زمینه را  مطالعات وبزرگ و کوچک پرداختند  يها رشکلییتغ
 نیچندبه تحلیل  مطالعهها در این همچنین آن .قراردادندبررسی  مورد نقد و

در سال  .پرداختند کوسراتکلاسیک الاستیسیته با استفاده از تئوري  مسئله
یک فرمولاسیون خطی براي  کوسراتمیندلین با استفاده از تئوري  1963

 استخراجري تحلیل سه بعدي اجسام الاستیک ارائه کرد که معادلات ساختا
دو  .ردمطابقت دا توپینتوسط  شده استخراجبا معادلات  مطالعهدر این  شده 

مشتقات مرتبه دوم کرنش در فرم خطی سازي  واردکردنسال بعد میندلین با 
جدیدي از تئوري الاستیسیته فرم  که ارائه کرده بود، کوسراتشده از تئوري 

در این فرم جدید اثرات کشش سطحی نیز در  .گرادیان کرنش را ارائه کرد
 يبند جمعبه  1968در سال ] 6[ لاش ي به همراهو. دمعادلات قابل بررسی بو

که  بین این سه فرم پرداخت رابطه وسه فرم تئوري الاستیسیته گرادیان کرنش 
هاي بعد مورد استفاده محققان براي تحلیل رفتار در سال شده ارائهاین سه فرم 

 .ک مواد قرار گرفتالاستی
یک روش براي حل مسئله  ]8[رو و ایفانتیس  و ]7[ یفانتیسآ آلتان و

1مدل میندلین با فرض  يساز سادهمقدار مرزي که از  2l l دیآ یم دست به 
شناخته  این روش که با نام الاستیسیته گرادیان کرنش تقریبی، .ارائه کردند

 بهحاصل از الاستیسیته معمولی  رمکانییتغبا تغییر دادن میدان شود می
 .بخشد یمها را بهبود جواب هلمهولتز يا پارهیک معادله دیفرانسیل  لهیوس

ایفانتیس این روش را براي مسائل ترك در  رو وهمچنین ایفانتیس و  آلتان و
به کمک این روش مسائل ] 9[ سوایفانتی گاتکین .کاربردندمواد الاستیک به 

                                                                                                                                           
1- Bernouli 
2- Euler 
3- Voigt 

به بررسی  ]10 [2000در سال گاتکین  .را بررسی کردند مختلف نابجایی
  .ها پرداختنانوسکوپیک نابجایی

 انرژي و الاستیسیته گرادیان گرفتن نظر در با يا صفحهپاد مسئلهبررسی 

  .انجام گرفت 1998 سال در ]11 [واردیولاکیس وجئورجیادیس توسط سطحی
به وسیله  شده فیتضعنهایت حل تحلیلی مسئله صفحه بی در مقاله حاضر

اي براساس تئوري الاستیسته چندین ترك مستقیم تحت بارگذاري پادصفحه
گرادیان کرنش، با استفاده از روش نابجایی مورد بررسی قرار گرفته است و 

ها بر روي ضرایب شدت تنش ارائه اثر اندازه، طول ترك و چیدمان ترك ریتأث
توان گفت این تحقیق براي اولین بار با روش نابجایی حل می. ستشده ا

- مسائل چندین ترك در مقیاس نانو با تئوري گرادیان کرنش را به کار می
شود بررسی پدیده اثر اندازه با تئوري طور که مشاهده می همان. گیرد

گرادیان کرنش در تحقیقات قبلی براي مسائل چندین ترك انجام نشده است، 
شود تا اثرات اندازه ا در این مقاله، تئوري گرادیان کرنش به کار گرفته میلذ

  .بر روي ضریب شدت تنش این مسائل بررسی شود

  تئوري گرادیان کرنش بر اساس اي پادصفحهحل نابجایی  - 2
، رمکانییتغبردار  صفر ریغ، تنها مؤلفه اي پادصفحه رشکلییتغبا فرض 

)عمود بر صفحه  رمکانییتغ , )w x y  ي تنش ها مؤلفهاست وxz و yz  و
) 1(در تئوري الاستیسیته گرادیان کرنش به صورت روابط  yyz کوپل تنش

  .]12،13[هستند  انیب قابل )3(تا 

)1(  
  

  
   

3 3
2

3 2
( ) ( )xz
w w wG GL
x x x y

 

)2(  
  

  
   

3 3
2

3 2
( ) ( )yz
w w wG GL
y y y x

 

)3(  





2
2

2
( )yyz
wGL
y

 

طول مشخصه یا ترم وابسته به انرژي حجمی گرادیان  Lکه در روابط بالا 
 رابطه به فرم f (x)براي تابع تبدیل فوریه . مدول برشی ماده است G وکرنش 

  .شود یمبیان  )5(رابطه  و معکوس آن به فرم) 4(

)4(  
   * ixf e f x dx





   

)5(  
   *1

2
ixf x e f d  








   

با فرض نیروي جسمی صفر در تئوري گرادیان کرنش استاتیکی معادله تعادل 
  .]12[ است )6(رابطه  به صورت

)6(  0yzxz
x y

 
 

 
 

 به )7(معادله ناویر بصورت رابطه ) 6(رابطه  در) 2( و )1(روابط با جایگذاري 
  .آیدمی دست

)7(  2 2 4 0w L w     

  :شودحاصل می) 8(، رابطه )7(به رابطه ) 4(با اعمال تبدیل فوریه 

)8(  
4 * 2 *

2 2 2 2 4 2 *
4 2(2 1) ( ) 0d w d wL L L w

dy dy
        

با حل معادله ) 8(دیفرانسیل پاسخ معادله . است wتبدیل فوریه  w*که 
  .آیدمی دست به) 9(مشخصه 

)9(  2 4 2 2 2 2 4 2(2 1) ( ) 0L L L          
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  اي پادصفحهشامل نابجایی  تینها یبصفحه  1شکل 

y(شرط محدود ماندن تنش در با هاي آن که جواب (  براي منطقه
)0y ( جواب معادله دیفرانسیل  تاًینها هکند کایجاب می)به صورت ) 8

  .باشد) 10(رابطه 

)10(  2 1
2*( , ) ( ) ( ) L

yyw y A e B e        

با خط نابجایی  اي پادصفحهشامل نابجایی  کیالاست ونهایت همگن صفحه بی
مختصات در محل نابجایی قرار  مبدأرا در نظر بگیرید که  1مطابق شکل 

  .دارد
به  رمکانییتغمقداري بودن  چند وتنش، کوپل تنش  پیوستگیشرایط 

0y دلیل وجود نابجایی در  از اند عبارت )11(طبق رابطه:  

)11(  

( ,0 ) ( ,0 ) ( )

( ,0 ) ( ,0 )

( ,0 ) ( ,0 )

z

yz yz

yyz yyz

w x w x b H x

x x

x x

 

 

 

 

 

 





 

و H(x)که  بردار برگرز نابجایی  مؤلفه zbدر روابط بالا تابع هویساید 
، نیمه بالایی صفحه مسئلهی پادتقارنبا توجه به خاصیت . است اي پادصفحه

به  مسئلهشرایط مرزي در نتیجه ). 1در شکل ) 1(ناحیه ( گردد یملحاظ 
  .است انیب قابل )12(رابطه به صورت  xی نسبت به محور پادتقارندلیل 

)12(  

1( ,0) ( )
2

( ,0) 0

z

yyz

w x b H x

x




 

، روابط )3(و به کمک رابطه  )12(با اعمال تبدیل فوریه به شرایط مرزي 
  :خواهد آمد دست به) 14(و ) 13(

)13(  
* 1
( ,0) ( ( ) )

2 z

i
w b  


   

)14(  
 



 
2 *

* 2
2

0

( ,0) 0yyz
y

d wGL
dy

 

که  *
yyz  تبدیل فوریهyyz است.  
)هاي ثابتتوان رابطه بین می )14(در ) 10(جایگذاري رابطه با  )A   و
( )B  پیدا کرد )15(به صورت رابطه  را.  

)15(  


 







2 2

2 2( ) ( )
1
LB A
L

 

0yبا قرار دادن    به )16(، رابطه )13( ابطهو استفاده از ر) 10(در رابطه 
  :آیدمی دست

)16(  ( ) ( ) ( ( ) )
2
zb i

A B   


    

ثوابت ) 16( و) 15(با حل دو معادله  A و  B  به صورت روابط
  .شوندمحاسبه می) 18(و ) 17(

)17(  
2 2( ) ( ( ) )( 1)

2
zbA i L    


    

)18(  
2( ) ( ( ) )

2
zbB L i    


   

و استفاده از تبدیل فوریه ) 10(در رابطه ) 18(و ) 17(با جایگذاري روابط 
  :داریم) 19(طبق رابطه . آیدمی دست بهمعکوس میدان جابجایی 

)19(  

 

2 1
2

2 2

2

( ( ) )( 1), ( )
4

( ( ) )

{

}
y

L

y ixz

ix

b i Lw x y e e d

L i e e d


 



   


 

    
 


 








 


 




 

  :آیدمی دست به )20(ي، رابطه ساز سادهاز  پس و) 1(رابطه  استفاده ازبا 

)20(  
2 2( ( ) )( 1)

4
y ixz

xz
iGb i L e e d      



 




    

با استفاده از خاصیت تابع دلتاي دیراك و جداسازي قسمت زوج و فرد 
  :شودساده می )23(تا ) 21(روابط  ه صورتب) 20(انتگرال، رابطه 

)21(  
2 2

0

( 1) cos( )
2

yz
xz

Gb L e x d


   





   

)22(  2
0

cos( )y ye x d
r

  


   

)23(  

2 2
2

6
0

2 (3 )cos( )y y x ye x d
r

  


 
   

تنش  رابطه توان یم) 23(و ) 22(با استفاده از روابط  xz  را به صورت رابطه
  .نوشت) 24(

)24(   
2 3

2
2 6

6y 2( , ) { } 0
2

z
xz

Gb y x yx y L y
r r




 
     

  :داریم) 26(و ) 25(طبق روابط 

)25(  2
0

sin( )y xe x d
r

  


   

)26(  

2 2
2

6
0

2 ( 3 )sin( )y x x ye x d
r

  


 
   

تنش  مؤلفهبا استفاده از روندي مشابه براي  yz  و ) 25(و ) 2(و استفاده از روابط

معادله تنش  )26( yz  2در خواهد آمد که ) 27(به صورت رابطه 2 2r x y  
که میدان تنش در  دهد یمنشان ) 27(و ) 24(روابط . استاصله از محل نابجایی ف

بر خلاف تئوري الاستیسیته کلاسیک که داراي تکینگی کوشی  نوك نابجایی،
/31(، تکین از مرتبه بالا است r (0حالت  با فرض. استL  و ) 24( طدر رواب

-در الاستیسیته کلاسیک حاصل می اي پادصفحهمیدان تنش در اثر نابجایی ) 27(
  .تطابق دارد ]14[در مرجع  شده ارائهشود که با نتایج 

)27(  
3 2

2
2 6

2 6( , ) { } 0
2

z
yz

Gb x x xyx y L y
r r




 
    

  ي تركبند فرمول - 3
براي بدست آوردن معادلات انتگرالی مسائل ترك، روش توزیع نابجایی 

روي ترك  zbبا چگالی اي پادصفحهشود نابجایی رض میف. دشومی کاربرده به
با معادلات پارامتري =x s و  =y s 1ه ک 1s    توزیع شده
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میدان تنش ایجاد شده در هر نقطه با توجه ) 27(با استفاده از معادله . باشد
  .خواهد بود) 28(ورت رابطه در بالا به ص ذکرشدهبه توزیع نابجایی 

)28(  

1

2
11

2
3 2

6
1

2 2

( ( ))( , )
2

(2( ( )) 6( ( ))( ( )) )

( ( )) ( ( )) ( )

{

}

yz

z

G x sx y
r

L x s x s y s
r

s s b s ds






  

 



 
 

    

 



 

مشتق نسبت به  دهنده نشانباید توجه داشت که در رابطه فوق نماد پریم، 
است و sپارامتر    2 2

1= ( ( )) ( ( ))r x s y s.  فرض کنیدN  ترك
ها نسبت به سیستم نهایت باشد، معادلات پارامتري تركدر صفحه بی

  .]15[شوند  توصیف می) 29(به صورت رابطه  y,xمختصات دکارتی 

)29(  
= ( )i ix s  

= ( ), = 1,2, , , 1 1i iy s i N s     

ل )اگر نابجایی با چگالی مجهو )zjB sنهایت کوچک ، روي المان بی

   2 2( ( )) ( ( ))j js s ds  سطحروي j  دترك قرار داشته باشامین 
)1 1s  ( روي سطح ترك  اي پادصفحه، ترکشنiهاي  ام به دلیل توزیع نابجایی

  :داریم) 30(طبق رابطه . دهدترك نتیجه میN در بالا روي تمامی ذکرشده

)30(  

1

1 1

( ( ), ( ))= ( , ) ( )
N

yz i i ij zj
j

r r K r s B s ds  
 


 
1 1, = 1,2, ,r i N     

)تابع) 30(در رابطه  , )ijK r s شودبیان می) 31(به صورت معادله:  

)31(  

2 2

2
3

2 6

2

( , )= ( ( ), ( ), ( ), ( ))

( ( )) ( ( ))
2

( ( ) ( ))
[2( ( ) ( ))

6( ( ) ( ))( ( ) ( )) ]

{

}

ij yz i i j j

j j

i j
i j

i j i j

K r s k r r s s

G s s ds

r s L r s
R R

r s r s

   

 

 

 

   



  

 
   

 

 

2که در آن  2= ( ( ) ( )) ( ( ) ( ))i j i jR r s r s       و متغیرهاي با
رفتار . باشندمی sتابعی از  jو متغیرهاي با اندیس  r تابعی از iاندیس 

iوقتی که) 30(کرنل معادله  j  وs r  داراي تکینگی مرتبه بالا
خواهد بود که چنین رفتاري متمایز از تئوري کلاسیک با کرنل داراي تکینگی 

انتگرالی با تکینگی مرتبه بالا یک معادله ) 30(بنابراین معادله  است؛کوشی 
، از )31(هاي تکین رابطه براي نشان دادن ترم .تبراي چگالی نابجایی اس

بسط سري تیلور  ( )j s  و ( )j s  در مجاورتr 16[شود استفاده می[ .
  :داریم) 34(تا ) 32(طبق معادلات 

)32(  
13

3
0

( )( )
( , )= ( )

( ) ( )
jj m

jj mj
m

a ra r
K r s a r s

r s r s







  
    

)33(  

2 2
2

3 5
2 2 2

( )( ( ) 3 ( ))
( )

( ( ) ( ))

j j j
j

j j

r r rGa r L
r r

  


 


  


 
 

)34(  
1 1

2 2 2

( )
( )

2 ( ( ) ( ))

j
j

j j

rGa r
r r




 





 
 

. خواهند بود) 34(و ) 33(به صورت روابط ) 32(هاي تکین رابطه ضرایب ترم
توسط چندین ترك  شده فیتضعسئله صفحه م ]17[با استفاده از اصل باکنر 

مسئله اول میدان تنش در جسم  در. توان به دو مسئله تفکیک نمودرا می
هاي تنش در آید و مؤلفه بدون ترك تحت بارگذاري خارجی به دست می

مسئله دوم جسم حاوي ترك  در. شوند محل سطوح فرضی ترك محاسبه می
هاي تنش به دست آمده از  اعمال مؤلفه با. بوده و بار خارجی وجود ندارد

یدان تنش در کل جسم م ،هال در جهت عکس بر روي سطوح تركمسئله او
هاي تنش در سطح  جمع دو مسئله مذکور مؤلفه حاصل با. آید به دست می

بنابراین در این  ؛گردد ترك صفر شده و حل مسئله مکانیک شکست ارائه می
شود که بارگذاري خارجی، مقاله حل مسئله دوم مد نظر بوده و فرض می

در این صورت . در بخش دو روي سطح ترك باشد شده فیرتعبارگذاري 
گردد که با استفاده از روابط بردارهاي ترکشن در سطوح آزاد ترك ایجاد می

براي  شده انیب yz پس سمت چپ معادله . ]18[توانند محاسبه گردند می 
ابجایی، معادله براي تعریف تابع چگالی ن بردن کارا به ب. شودتعیین می) 30(

  :خواهد شد) 35(ام به صورت رابطه  jجابجایی بازشدگی دهانه ترك 

)35(  
 

 





  2 2

1

( ) ( )=

( ( )) ( ( )) ( ) & =1,2, ,

j j
r

j j zj

w r w r

s s B s ds j N
 

میدان جابجایی در خارج سطح ترك تک مقداري است، بنابراین چگالی نابجایی 
  :داریم) 36(طبق رابطه . هاي ترك را داردنیازمند اعمال شرط بسته شدن در نوك

)36(  
1

2 2

1

( ( )) ( ( )) ( ) = 0 & =1,2, ...,j j zjs s B s ds j N 


 
 

و تکینگی نتایج  مسئلهنحوه انتخاب تابع چگالی وابسته به درجه تکینگی 
روش حل معادلات انتگرالی با تکینگی مرتبه بالا بر پایه . است مسئله برحاکم 
ر پیوست محاسبه چند نمونه از این د شده و هاي چبیشف ارائه سري

جا که میدان تنش داراي ز آنا. تبیان شده اس ها با توابع چبیشف انتگرال
تکینگی مرتبه سوم در نوك ترك است، لذا چگالی نابجایی به صورت زیر 

  :داریم) 39(تا ) 37(طبق روابط . ]12 [شودانتخاب می

)37(       2( ) 1 ( ), 1 1, =1,2, ,zj zjB s s g s s j N
 

)38(  0
( ) ( )zj nj n

n

g s A U s




  

)39(  
1

1

sin[( 1)cos ( )]( )
sin[cos ( )]n

n sU s
s






  

)،)39(که در رابطه  )nU s ي چبیشف نوع دوم استا چندجمله. 
باید ) 36(و ) 30(آوردن چگالی نابجایی، معادلات انتگرالی  دست بهبراي 

باید توجه داشت که با جایگذاري مستقیم روابط . دبه طور همزمان حل گردن
)و با توجه به رفتار تابع ) 36(در رابطه ) 39(تا ) 37( )nU s  36(معادله (

0زمانی ارضا خواهد شد که  0A   38(توان حدود سري پس می. ]13[باشد (
0nرا به جاي    و ) 30(از یک شروع کرد و به جاي حل همزمان معادلات

 .محاسبه کرد ذکرشدهرا با اعمال شرط ) 30(تنها معادله ) 36(
ها در و جایگذاري آن) 39(تا ) 37( و) 34(تا ) 32( روابطبا استفاده از 

  .آیدبه دست می) 40(، معادله )30(رابطه 

)40(  
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 
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 
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 
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 توان یمي تکین را ها قسمتپیوست، انتگرال ) 50(و ) 49(با استفاده از روابط 
  .شودنوشته می) 41(به صورت رابطه ) 40(در نتیجه معادله . تحلیلی محاسبه کرد

)41 (  
1 1

( ( ), ( )) ( F ( ) G ( ))

1 1 & 1,2,3,...,

N

yz i i nj n nj nij
n j

j i

r r A r A r

r i N

  


 


 

   

 
 

)که مقادیر  )nF r و( )nijG r  بیان ) 42(به صورت رابطه ) 41(در رابطه
  .شوندمی

)42(  
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j
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nij ij nr
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n n U r n n U r
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r

U r U r

a r a r
K r s U s s ds
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G K r s U s s ds




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 


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
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    
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  

  


 





 

پذیرد  چبیشف انجام می- با روش عددي تربیع گوس) 42(در  ها انتگرالمحاسبه 
مقدار داد و دستگاه  rبه  توان یم) 41(براي محاسبه ضرایب سري در ]. 19[

1بنابراین با تقسیم ناحیه در بازه  ؛معادلات خطی را حل نمود 1er  ،  یک
) - 1 و 1(شود که نقاط نظم یافته در بازه سیستم معادله جبري خطی تولید می

  :داریم) 43(طبق رابطه ]. 20[ هستندداراي ضابطه زیر 
(2 1)= cos[ ], = 1,2, ,

2e
er e m

m
   )43(  

الاستیسیته گرادیان کرنش داراي میدان تنش در مسائل ترك براساس تئوري 
در  شده انیبتوان از تعریف تکینگی مرتبه بالا در نوك ترك هستند لذا نمی

  ].13- 12[ي از آن بیان شود تر جامعتئوري کلاسیک استفاده کرد و باید تعریف 
) a(در تئوري الاستیسیته گرادیان کرنش ضریب شدت تنش براي نوك 

  .شودبیان می) 45(و ) 44(به ترتیب به صورت روابط ) a(و 

)44(  1 1
( ) ( 1)

2 2

N N

n
n n

LGn a LG a LK a G a A n
a

  
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 
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)45(  1
( ) ( 1)( 1)
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N
n

n
n

LK a G a A n


   


 

L/باید توجه داشت در این دو رابطه  L a41(با حل معادله . است (
ها در رابطه شوند و با جایگذاري آنمیي مجهول بردار برگرز پیدا ها مؤلفه

  .توان ضریب شدت تنش را محاسبه نمودمی) 45(و ) 44(

  هاي عدديمثال - 4
ی روش حل و چند مثال سنج صحتدر این قسمت یک مثال جهت 

در . تا قابلیت استفاده از روش توزیع نابجایی نشان داده شود شده یبررس
نهایت ك بی بعد گردیده و صفحه بیها ابعاد توسط طول ترتمامی این مثال
yz=0تحت تنش ثابت   ضریب شدت تنش بی بعد شده به . گیردقرار می

 .نصف طول ترك است aشود که نظر گرفته می در )46(صورت رابطه 

)46(  100
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  یسنج صحت -4-1
که به صورت متقارن  افقی مستقیمدر این مثال نتایج عددي براي یک ترك 

 بوده 0ترك تحت تنش یکنواخت . شودبررسی می قرارگرفته x رروي محو

 وتوسط چان  مسئله نیا. شودو ضریب شدت تنش در نوك آن محاسبه می
جهت مقایسه بین ضرایب  1نیز حل شده و نتایج در جدول  ]21 [همکاران

  .شدت تنش ارائه شده است که تطابق خوبی دارد
مقایسه نتایج، صحت روش حل نابجایی را براي مسئله ترك نشان 

حال در ادامه به بررسی ضریب شدت تنش براي حالت چند ترك . دهد می
  .پردازیممی

  :صفحه شامل دو ترك - 4-2
ها که به صورت  xروي محور  2aهاي به طول، دو ترك 2مطابق شکل 

 اند قرارگرفتهو تحت تنش یکنواخت باشند از هم می yنسبت به محور  متقارن
فرض  2/0) دو نوك داخلی(از دو ترك  Bفاصله اولیه دو نوك . شودبررسی می
0.2X(شده است  ( .پارامتري دو ترك به صورت رابطه  معادله)است) 47.  

)47(  
0( ) & 1 1 & 1,2

( ) 0
i i i

i

r x a r r i
r




     


 

دو ترك را از یکدیگر دور کرده و اثر دور . ام است iنصف طول ترك  iaکه 
باید . کنیمها را روي ضریب شدت تنش نوك دو ترك بررسی میشدن ترك

از ترك اول با  Cو  Bتوجه داشت که به دلیل تقارن، ضرایب شدت تنش نوك 
به  4و  3هاي شکل. از ترك دوم برابر است Cو  Bضرایب شدت تنش نوك 

ها را براي فاصله بین نوك آن حسب برترتیب ضریب شدت تنش بی بعد شده 
کلاسیک  مچنین ضریب شدت تنش در حالته. ددهننشان می Cو  Bنوك 

  .استابل دسترسی ق ]22[ها از مرجع براي آرایش متنوع قرار گرفتن ترك
ضریب شدت  ،شود که با افزایش اثر اندازههاي بالا مشاهده میاز شکل

یابد و نیز با افزایش فاصله دو ترك، اثر دو ترك بر یکدیگر تنش کاهش می
و مقدار ضریب شدت تنش براي دو ترك به مقدار ضریب شدت  افتهی کاهش

  .کندمیل می تینها یبتنش یک ترك در صفحه 
حالتی را در نظر بگیرید که ترك سمت چپ روي محور افقی باشد و 

0.2y(ترك سمت راست در موقعیت   ( قرار داشته باشد)5( لشک.(( 
به ترتیب ضریب شدت  7و  6هاي شکل. شونددو ترك از هم دور می مجدداً

  .دهنداز دو ترك را نشان می Cو  Bتنش مربوط به نوك 

 مقایسه نتایج عددي ضریب شدت تنش 1جدول 
  مقدار اثر اندازه  ]21[مرجع  بررسی حاضر

5280/0  
6978/0  
8934/0  
9486/0  
9747/0  

5280/0 
6978/0 
8934/0 
9486/0 
9747/0  

0.8L   
0.5L   
0.2L   
0.1L   
0.05L   

  

  
  شامل دو ترك تینها یبصفحه  2 شکل
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  هاي مختلفبراي اثر اندازه Bضریب شدت تنش بی بعد شده نوك  3شکل 

  
  هاي مختلفبراي اثر اندازه Cبی بعد شده نوك  تنشضریب شدت  4 شکل

  
  تینها یبآرایش دو ترك غیر هم راستا در صفحه  5 شکل

شود که وقتی پارامتر اثر اندازه به سمت صفر هاي بالا مشاهده میاز شکل
کند، ضریب شدت تنش بی بعد شده به نتایج ضریب شدت تنش میل می

شود و با افزایش پارامتر اثر اندازه ضریب شدت حالت کلاسیک نزدیک می
  .]23[یابد تنش کاهش می

حالتی که ترك چپ روي محور افق در مثالی دیگر براي مسئله دو ترك 
ترك نوك با  )B(آن فاصله افقی نوك که راست سمت بوده و ترك ثابت 

0.2X( 2/0 مجاورش  ( راستاي محور قایمدر در نظر بگیرید که  رااست 
به ترتیب ضریب شدت تنش بی بعد شده  9و  8هاي شکل. شودجابجا می

  .دهندها را نشان میترك Cو  Bمربوط به نوك 

 
  هاي مختلفبراي اثر اندازه Bضریب شدت تنش بی بعد شده نوك  6 شکل

  
  هاي مختلفبراي اثر اندازه C ضریب شدت تنش بی بعد شده نوك 7 شکل

  
  هاي مختلفبراي اثر اندازه Bضریب شدت تنش بی بعد شده نوك  8شکل 

  :صفحه شامل سه ترك -4-3
صورت متقارن از هم  به وها  x، حالتی که سه ترك روي محور 10 شکلمطابق 

از  Bهاي  از ترك وسط با نوك Aهاي فاصله اولیه نوك. شودبررسی می باشند یم
0.2b(فرض شده است  2/0هاي مجاور خود ترك a X  .( حال
ها هاي سمت راست و چپ را از ترك وسط دور کرده و اثر دور شدن ترك ترك

  .کنیمها بررسی می را روي ضریب شدت تنش بی بعد شده نوك آن
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  هاي مختلفبراي اثر اندازه Cضریب شدت تنش بی بعد شده نوك  9شکل 

 
  شامل سه ترك هم راستا تینها یبصفحه  10 شکل

 
  هاي مختلفبراي اثر اندازه Aضریب شدت تنش بی بعد شده نوك  11شکل 

باید توجه داشت که به دلیل تقارن موجود ضرایب شدت تنش بی بعد شده 
هاي همتاي خود از ترك سمت راست با ضرایب شدت تنش نوك Cو  Bنوك 

)B  وC (در مورد نوك . از ترك سمت چپ برابر استA  نیز این تقارن برقرار
به ترتیب ضریب شدت تنش بی بعد شده مربوط به  13تا  11هاي شکل. است
   .دهندها را نشان میاز ترك Cو  A ،Bهاي نوك

بیشتر  A شود که ضریب شدت تنش نوكمیهاي بالا مشاهده در نمودار
  .از دو نوك دیگر است

 
  هاي مختلفبراي اثر اندازه Bضریب شدت تنش بی بعد شده نوك  12شکل 

 
  هاي مختلفبراي اثر اندازه Cضریب شدت تنش بی بعد شده نوك  13 شکل

بیشتر است، ضریب شدت تنش هایی که گرادیان تنش همچنین در نوك
0Lزمانی که  مجدداًشود و زودتر یکنواخت می   شود، پاسخ ضرایب

هاي بالا به نتیجه ضریب آمده در نمودار دست بهشدت تنش بی بعد شده 
  .]23 [شدت تنش حالت کلاسیک نزدیک خواهد شد

بیان شد با افزایش اثر به طور مشابه با آنچه در مورد مسئله دو ترك 
یابد و نیز مقدار اندازه، مقدار ضریب شدت تنش بی بعد شده کاهش می

ها از یکدیگر کاهش ضریب شدت تنش بی بعد شده با افزایش فاصله ترك
 ریتأثشود که اگر فاصله دو نوك ترك از هم بیشتر شود این باعث می. ابدی یم

دت تنش بی بعد دو نوك مجاور ها بر هم کمتر شده و ضرایب شمتقابل ترك
مقدار ضریب شدت تنش براي  تاًینهاو دو نوك غیر مجاور کاهش یابند و 

میل  تینها یبها به مقدار ضریب شدت تنش یک ترك در صفحه ترك
هاي مجاور توان گفت که ضرایب شدت تنش براي نوكپس می. کند یم

. یابندیکدیگر افزایش میها بر متقابل آن ریتأث لیدل بهنزدیک شونده دو ترك 
بیان کرد که تنشی که با توجه به اصل  طور نیاتوان دلیل این ویژگی را می
با نزدیک شدن دو نوك ترك به  شده گرفتهها در نظر باکنر بر روي سطح ترك

رسد و به عبارت دیگر تغییرات مقدار خود می نیتر شیبهم در فاصله کمی به 
شوند پدید تی که دو نوك ترك از هم دور میتنش شدیدتري را نسبت به حال

  .]18[ي را ایجاد نموده است تر بزرگآورد و لذا ضرایب شدت تنش می
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  نهایت حاوي سه ترك غیر هم راستاآرایش صفحه بی 14شکل 

  
  مختلفهاي براي اثر اندازهضریب شدت تنش بی بعد شده نوك 15 لشک

  
 هاي مختلفبراي اثر اندازه ضریب شدت تنش بی بعد شده نوك 16 شکل

را در بوده ثابت  یروي محور افق چپسمت  وسط و که ترك مسئله سه ترك
0.2bرابطه. نظر بگیرید a   يها نوكبین A هاي از ترك وسط و نوكB 

راست در این حالت ترك سمت  .)14 شکل(هاي مجاور آن برقرار است از ترك
دو ترك دیگر ثابت  که یدرحالشود عمودي جابجا میدر راستاي محور 

به ترتیب ضریب شدت تنش بی بعد شده مربوط  20تا  15 هايشکل. هستند
این باید توجه داشت در . دهندها را نشان میاز ترك Cو  A ،Bهاي به نوك

  .ها برابر نیستندهاي هم نام تركحالت دیگر ضرایب شدت تنش براي نوك
  

  
 هاي مختلفبراي اثر اندازهضریب شدت تنش بی بعد شده نوك 17شکل 

  
  هاي مختلفبراي اثر اندازهضریب شدت تنش بی بعد شده نوك 18شکل 

  
  هاي مختلفبراي اثراندازه1Cضریب شدت تنش بی بعد شده نوك 19 شکل
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  هاي مختلفبراي اثر اندازه2Cضریب شدت تنش بی بعد شده نوك 20شکل 

  
  هاي مختلفبراي اثر اندازه1Aضریب شدت تنش بی بعد شده نوك 21شکل 

 
  هاي مختلفبراي اثر اندازه2Aضریب شدت تنش بی بعد شده نوك 22شکل 

ثابت  یروي محور افق چپ وسط و که تركدر مثالی دیگر مسئله سه ترك 
0.2bرابطه . را در نظر بگیریدبوده  a   بین نوكA2 از ترك وسط و نوك 

B2 راست در راستاي ترك سمت )). 14( شکل(از ترك سمت چپ برقرار است
هاي شکل. دو ترك دیگر ثابت هستند که یدرحالشود افقی جابجا میمحور 

 A ،Bهاي وط به نوكبه ترتیب ضریب شدت تنش بی بعد شده مرب 26تا  21
  .دهندها را نشان میاز ترك Cو 

  
  هاي مختلفبراي اثر اندازه1Bضریب شدت تنش بی بعد شده نوك 23 شکل

  
  مختلفهاي براي اثر اندازه2Bضریب شدت تنش بی بعد شده نوك 24 شکل

  
  هاي مختلفبراي اثر اندازه1Cضریب شدت تنش بی بعد شده نوك 25شکل 

یزان ممطالعه موردي اثر اندازه بر روي ضریب شدت تنش و  - 4-4
  بازشدگی دهانه ترك

در این قسمت به بررسی اثر اندازه بر روي ضریب شدت تنش و میزان بازشدگی 
نهایت حاوي ترك به صفحه بی 27مطابق شکل . شوددهانه ترك پرداخته می

  .را در نظر بگیرید گرفته استاي قرار  که تحت تنش پادصفحه 2aطول 
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  هاي مختلفبراي اثر اندازه2Cضریب شدت تنش بی بعد شده نوك 26 شکل

  
 اي نهایت حاوي یک ترك تحت تنش پادصفحهبی صفحه 27 شکل

  
  هاي مختلفیزان بازشدگی ترك در طول خط ترك براي اثر اندازهم 28شکل 

)از آنجا که تابع چگالی )zB s مشتق اول تابع  تبه صور) 37(در معادله
ی دهانه ترك از رابطه بازشدگدر نظر گرفته شده است، پس میزان  ییجابجا

  .]13[آید بدست می) 48(
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ی دهانه ترك در راستاي خط ترك براي تئوري بازشدگمیزان  28در شکل 
  .آورده شده است) همراه با چند اثر اندازه(کلاسیک و گرادیان کرنش 

پروفیل  نتیجه مهمی که این شکل بیانگر آن است، در مورد شکل
   .جابجایی در نوك ترك براي این دو تئوري است

  
 ضریب شدت تنش بی بعد شده نوك ترك با تغییر اثر اندازه 29شکل 

ي که مطابق شکل براي تئوري گرادیان کرنش این پروفیل در نوك ترك به نحو
. داراي شیب زیاد است کدر تئوري کلاسی که یدرحالبوده  کم بیشداراي 

ان نتیجه گرفت که تئوري گرادیان کرنش میزان بازشدگی دهانه توهمچنین می
  .]24[کند  بینی میترك را نسبت به تئوري کلاسیک کمتر پیش

وجود طول مشخصه در معادلات حاکم تئوري گرادیان  ریتأث 29شکل 
شود، هر دیده می که از این شکل طور همان. دهدکرنش را به خوبی نشان می

 هباشد، اثر انداز تر کوچکهاي مشخصه مواد مقایسه با طولچه طول ترك در 
طور که از شکل  نیهم. نقش بیشتري را در حل مسئله ایفا خواهد کرد

شود مشخص است از آنجا که در معادلات تئوري کلاسیک اثر اندازه وارد نمی
  .ستیناین تئوري نسبت به تغییرات طول مشخصه حساس 

  يریگ جهینت - 5
بر اثر اندازه  براي چندتحلیلی محاسبه ضریب شدت تنش نتایج  مقالهدر این 

مشاهده شد که وقتی پارامتر اثر اندازه به . شدپایه تئوري گرادیان کرنش ارائه 
کند، میزان ضریب شدت تنش بی بعد شده به مقدار آن سمت صفر میل می

یزان و با افزایش پارامتر اثر اندازه م ]23[کند در حالت کلاسیک میل می
یابد که این همان اثر افزایش می تینها یببراي صفحه  تحمل قابلتنش 
]. 26و25[دهد ی را در معادلات حاکم گرادیان کرنش نشان میشوندگ سخت

شود که تنش در آوردن معادلات تنش مشاهده می دست بههمچنین با 
 بوده) r/31(تئوري الاستیسیته گرادیان کرنش داراي تکینگی از مرتبه بالا 

در . تکینگی از نوع کوشی است در تئوري کلاسیک این که یصورتدر 
هاي تغییرات ضریب شدت تنش در صفحه حاوي چند ترك دیده شد  شکل

هاي کلاسیک و توسط تئوري شده محاسبهکه اختلاف بین ضریب شدت تنش 
در مقیاس نانو به کار  توان گفت کهگرادیان کرنش قابل ملاحظه است و می

را به همراه خواهد داشت و  تر قیدقهاي مناسب امکان تحلیل گرفتن تئوري
 آمدنخواهد  دست بههاي کلاسیک نتایج مناسبی در صورت استفاده از تئوري

هاي درونی همچنین مشاهده شد هرچه طول ترك در مقایسه با طول]. 27[
. تري را در حل مسئله ایفا خواهد کردباشد، اثر اندازه نقش بیش تر کوچکمواد 
ه به میزان اثر اندازه افزوده که در نمودارها دیده شد، هر چ طور همان

این در واقع بدان ]. 28[ ابدیشود، میزان ضریب شدت تنش هم کاهش می می
یابد و در نتیجه معناست که با افزایش اثر اندازه سختی دامنه افزایش می

شود، به بیان دیگر هرچه اثر اندازه بیشتر می. ودشها محدود میجابجایی
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آمده همان  دست بهنتیجه . کنددامنه مسئله کمتر حضور ترك را حس می
که ما از حل مسئله با روش الاستیسیته گرادیان کرنش به  ستي اا جهینت

 برده کار بههایی که براي حل مسائل نانو ترك در سایر روش. میا آوردهدست 
توان به روش ها میاز جمله آن. آمده است دست بههمین نتایج  شود، نیزمی

ي ماده به لذا هر چه نسبت طول مشخصه] 30و29[ کرداتمیستیک اشاره 
هاي جابجایی به حالتی که دامنه ترکی در کانتور شودمی تر بزرگاندازه ترك 

 .شودتر میخود ندارند نزدیک
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