
	190- 183ص ص،13شماره ،14، دوره 1393العاده اسفند فوق،مهندسی مکانیک مدرسمجله

ماهنامه علمی پژوهشی

مدرسمکانیکمهندسی 
mme.modares.ac.ir	

	:using	article	this	cite	Please:براي ارجاع به این مقاله از عبارت ذیل استفاده نمایید
M.	Norouzi,	B.	Zare	Vamerzani,	B.	Firoozabadi,	Analysis	of	Motion	and	Shape	of	Non-Newtonian	Falling	Drops	in	a	Viscous	Liquid,	Modares	Mechanical	Engineering,	Vol.	14,	
No.	13,	pp.	183-190,	2015	(In	Persian)	

	لزجسیالدرغیرنیوتنیاتقطرخزشیسقوطشکلوحرکتآنالیز

	3فیروزآباديبهار،2وامرزانیزارعهروزب،*1نوروزيمحمود

	استادیار، مهندسی مکانیک، دانشگاه صنعتی شاهرود، شاهرود-1
شاهرودشاهرود،صنعتیدانشگاهمکانیک،مهندسیارشد،کارشناسیدانشجوي-2
	تهرانشریف،صنعتیدانشگاهمکانیک،مهندسیاستاد،-3
	mnorouzi@shahroodut.ac.ir،3619995161پستیصندوقشاهرود،*

چکیدهاطلاعات مقاله
مقاله پژوهشی کامل

1392اسفند11دریافت: 
1393اردیبهشت09پذیرش: 

1393مهر 16ارائه در سایت: 

ازحاضرقیتحقدر. استشدهیبررسیلیتحلصورتبهیوتنینفازدریوتنیرنیغقطرهیخزشيایپاشکلوحرکتمقاله،نیادر
استفادهبایلیتحلحل. استشدهاستفادهآنرامونیپطیمحفازيبرایوتنینمدلازوقطرهفازيبراماکسولیهمرفتفوقمدل

نظردریاغتشاشپارامترعنوانبهاستقطرهکیالاستتیخاصدهندهنشانکهدبوراعددوگرفتهصورتاغتشاشاتحسابروشاز
قیرقيهامحلولازکهیقطراتيبرادر نتیجهوشدهانجامیاغتشاشپارامتردوممرتبهتایلیتحلمحاسبه. استشدهگرفته

دریوتنینقطرهيایپاشکلکه،دهدیمنشانمقالهنیاازحاصلجینتا. استبرخورداریمناسبدقتازاند،شدهساختهيمریپل
موضوعنیاازکیالاستتیخاصوجودلیدلبهیوتنیرنیغقطرهامااستيکروکاملاًگر،یدیوتنینالیسدریخزشسقوطحال

خودبهشدهپهنشکلودادهدستازراخوديکروحالتسقوط،حالدریوتنیرنیغقطرهگر،یدعبارتبه. کندینميرویپ
یگواهپژوهشنیادرشدهحاصلجینتا.شودیمجادیایفرورفتگکیقطره،ییبالاقسمتدرکیالاستتیخاصشیافزابا. ردیگیم
چنینهم. استیشگاهیآزماجینتابايبهترمطابقتيدارانیشیپیلیتحلقاتیتحقبهنسبتحاضریلیتحلحلکهداردنیااز

تنشتمرکزایجادسببقطرهفازالاستیکخاصیتکهاستشدهاثباتوگرفتهقرارتوجهموردنیزقطرهشکلتغییراثرمنشأ
.شودمیمنجرناحیه،آندرفرورفتگیایجادبهامراینکهشدهقطرهپشتدرشعاعینرمال

کلید واژگان:
غیرنیوتنیقطره
ماکسولهمرفتیفوقمدل
دبوراعدد
اغتشاشآنالیز

Analysis	of	Motion	and	Shape	of	Non-Newtonian	Falling	Drops	in	a	Viscous	
Liquid	

Mahmod	Norouzi1*,	Behroz	Zare	Vamerzani1,	Bahar	Firoozabadi2	

1-	Department	of	Mechanical	Engineering,	Shahrood	University	of	Technology,	Shahrood,	Iran.	
2-	Department	of	Mechanical	Engineering,	Sharif	University	of	Technology,	Tehran,	Iran.	
*P.O.B.	361	9995161	Shahrood,	Iran,	mnorouzi@shahroodut.ac.ir 	

ARTICLE	INFORMATION	 	 ABSTRACT	
Original	Research	Paper	
Received	02	March	2014	
Accepted	29	April	2014	
Available	Online	08	October	2014	
	

	 In	 this	paper,	 steady	 creeping	motion	of	 non-Newtonian	 falling	 drop	 through	 a	viscous	 fluid	 is	
investigated	analytically.	Here,	the	Upper	Convected	Maxwell	model	(UCM)	is	used	for	drop	phase	
and	Newtonian	model	is	considered	for	external	fluid.	The	perturbation	technique	is	used	to	solve	
both	 exterior	 and	 interior	 flows	 and	 Deborah	 number,	 which	 indicate	 the	 elastic	 effect	 is	
considered	as	the	perturbation	parameter.	The	present	solution	is	derived	up	to	second	order	of	
perturbation	 parameter	 so	 this	 solution	 has	 suitable	 accuracy	 for	 drops	 made	 from	 dilute	
polymeric	 solutions.	 It	was	 found	 that	 the	 Newtonian	 drop	 has	 a	 spherical	 shape	 during	 the	
creeping	 motion	 but	 the	 non-Newtonian	 drop	 loses	 this	 shape	 and	 takes	 an	 oblate	 form. By	
increasing	the	elastic	effect,	a	dimple	at	the	rear	end	of	the	drop	is	created	and	developed.	Here,	it	
is	shown	that	the	present	results	have	better	agreement	with	experimental	data	than	the	previous	
analytical	 studies.	The	 origin	 of	 drop	 deformation	 is	 also	 considered	 and	 it	 is	 proved	 that	 the	
elastic	property	of	drop	phase	creates	a	concentrated	normal	stress	at	the	rear	end	of	 the	drop	
that	causes	the	dimple	shape	in	this	region.	
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مقدمه-1
مطالعاتوصنعتحوزهدرینشدنمخلوطالیسدرقطرهبرخاست/ سقوط
سقوطحالدرقطرهشکلوحرکت. استبودهتوجهموردهموارهکیآکادم

ومهمحرارتانتقاللیوساويجداسازاختلاط،ر،یتخمندیفرآيهانهیزمدر
،یمیپتروشونفتجملهازياریبسعیصنادرموضوعنیا. استبودهیاساس

]. 1[استکاربرديداراهاخانههیتصفویپزشکيداروهادیتولروگاه،ین
دونیبيهاتنشبهبرخاست/ سقوطحالدرقطرهشکلوحرکت

الیسدونیبفشارانیگرادوجاذبه،یسطحکشش،ینرسیايروینال،یس
دریوتنینقطرهیخزشسقوط] 3[یبزنسکیرو] 2[هادامارد. استوابسته

کهدادنشانهاآنجینتا. کردندیبررسیلیتحلصورتبهراسکوزیوالیس
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یباقيکروا،یپاحالتبهدنیرسازبعدسقوطحالدریوتنینقطرهشکل
وارده بر سطح قطره و سرعت 1يپسايروینپژوهشنیادرنیچنهم. ماندیم

صورت ] به4صورت تحلیلی محاسبه شده است. تیلور و آکریوس [آن به2نهایی
پایین، 3ینگییمووصفرکینزدنولدزیرعدادتحلیلی نشان دادند که در ا

ماند اما، با افزایش عدد رینولدز قطره شکل شکل قطره دقیقاً کروي باقی می
[گیرد. امینخود میبه4پهن شده ] حرکت و تغییر شکل 5زاده و همکاران 

صورت یک قطره و یک دنباله از قطرات در حال بالاروي در آب را به
کیبهمربوطيپسابیضراها تغییر شکل و آزمایشگاهی مطالعه نمودند. آن

نیادر. کردندیبررسراقطراتدنبالهدرمشخصقطرهکیومنفردقطره
ویبررسمذکوريرفتارهابرعاتیمایوتنیرنیغخواصریتأثپژوهش،
شیافزاموجبقطراتبهکیسکوالاستیويهایژگیوشد،افزودنمشخص

حالدریوتنینقطرهشکل] 6[لیلوکو. شودیمهاآنشکلدريداریپا
نمودندمشاهدهویابیارزيعددصورتبهرانبودهيکروابتدادرکهسقوط

قطراتییابتداشکلراتییتغکهیحالتدرونییپاینگییمواعداديبراکه
در. گردندیمبازيکروحالتبهقطراتنباشد،ادیزيکروحالتبهنسبت

ایشدهپهنشکلقطراتبزرگ،ییابتداراتییتغيازابهصورت،نیاریغ
گیرند.به خود می5یدوک

یبررسيعددصورتبهگازحبابآمدنبالاکینامیدگریديامطالعهدر
یسطحکششيرویناثروحبابشکلرییتغپژوهشنیادر]. 7[استشده

بررسی شده است. سوستارز و 6نولدزیراعدادازیعیوسمحدودهدرآن،بر
7سازي آزمایشگاهی و تحلیلی سقوط قطره ویسکوالاستیک] شبیه8بلمونته [

گر این است که، بهرا در فاز مایع انجام دادند. نتایج حاصل از این تحقیق بیان
یباقيکروحالتدرقطراتکوچک،یکافاندازهبهحجمباقطراتيازا

در. دهدیمدستازراخوديکروحالتقطرهآن،حجمشیافزاباومانده
سقوطحالدرقطرهحجمشیافزاروندادامهباکهشدمشخصمطالعهنیا
رییتغوحرکترا،یاخ. دیآیمدیپدقطرهییبالاقسمتدریرفتگفروکی

شدهمطالعهيعددصورتبهیوتنینالیسدرکیسکوالاستیوقطرهشکل
سقوطحالدرقطرهشکلبرراتهیسیسکوالاستیواثراتهاآن]. 9[است
شیافزاکه،استآنازیحاکقیتحقنیاازحاصلجینتا. کردندیبررس
قسمتدريگودکیجادیاباعثسقوط،حالدرقطرهکیالاستتیخاص
قطرهکیشکلرییتغ] 10[سرکاروآگراوال. شودیمقطرهییبالا

را(Re=0.1)نییپانولدزیرعدديبرایوتنینالیسدرکیسکوالاستیو
-دیاولرويساختارمعادلهازپژوهشنیادر. کردندیبررسيعددصورتبه
براي مدل کردن قطره در حال حرکت استفاده شده است. از سوي دیگر، 8یب

اثرات خاصیت الاستیک و نسبت لزجت قطره به سیال نیوتنی، بر تغییر شکل 
دهند که، در اعداد مویینگی بالا ان میقطره تحقیق شده است. نتایج نش

وزادهنیام. شودیمافزایش خاصیت الاستیک سبب افزایش تغییر شکل قطره 
یشگاهیآزماصورتبهرایوتنیرنیغویوتنینقطراتحرکت] 11[همکاران

کند که قطره در آن حرکت می9یرونیبالیساثریابیارزيبرا. کردندیبررس
عنوان سیالات با خواص متفاوت که داراي کاربري وسیع از آب و هوا به

ها صنعتی هستند، استفاده شده است. محدوده رژیم جریان آن

																																																																																																																																											
1- Drag Force
2- Terminal Velocity
3- Capillary
4- Oblate
5- Prolate
6- Reynolds
7- Viscoelastic
8- Oldroyd- B
9- External/Bulk Fluid

< <50 Re بوده و آنالیز تصاویر حاصل شده از دوربین سرعت بالا 500
عنوان روش آزمایش بکار رفته است.به

دررانگهامیبکیپلاستقطرهیخزشسقوط] 12[همکارانونیاسماگ
دریوتنینقطرهشکلن،یچنهم. کردندیبررسيعددصورتبهیوتنینفاز

عدداساسبریشگاهیآزماصورتبهساکنیوتنیرنیغالیسدرحرکتحال
صورت عددي با استفاده از روش حجم محدود و معادله ] و به1[10توسیا

].13سازي شده است [فاز غیرنیوتنی شبیهبراي FENE-R	11ساختاري
کاربردعلتبهگریدفازدرقطرهحرکتوشکلیبررسشود،یممشاهده

گرفتهقرارتوجهمورد] 1،8،11[يادیزمراجعيسوازصنعتدرآنعیوس
.است

صورتبهشتریبقطرهسقوطیبررسشده،انجامقاتیتحقبهتوجهبا
،کمتریلیتحلروشیدگیچیپلیدلبهوگرفتهصورتیشگاهیآزماويعدد

.استشدهمطالعهصورتنیبد
سقوطحالدریوتنیرنیغقطرهیخزششکلوحرکتحاضر،مطالعهدر

نیادر. استشدهیبررسیلیتحلصورتبهایپاحالتدریوتنینالیسدر
دریوتنیرنیغقطرهسازي براي شبیه12ماکسولیهمرفتفوقمدلازپژوهش

یداخلالیسدوهريبرااغتشاشاتحسابکیتکنهمراهبهسقوطحال
یلیتحلحلروشعنوانبه) یوتنینالیس(یخارجو) یوتنیرنیغقطره(

عنوان پارامتر اغتشاشی در نظر به13دبورابعدیبعدد. استشدهاستفاده
برحاکمبعدیبيهاگروهگرفته شده است. در این مقاله تأثیر خواص 

بعدیباعداد،(k)یوتنینالیسبهقطرهلزجتنسبتلیقبازمسئلهمسئله
ترمعیتوزنحوه. استشدهیبررسقطرهحرکتوشکلبرینگییموودبورا
قطرهسطحبرواردهيروهایننیترمهمازیکیکهیوتنیرنیغتنشيعمود

کیالاستتیخاصرییتغباآنریمقادراتییتغوشدهدادهشینماباشد،یم
صورتبهقطرهداخليهاانیجرشکلنیهمچن. استشدهیبررسقطره

استشدهمیترسقطرهکیالاستاثرراتییتغبایکم.

	قیتحقروش-2
) یداخلالیس(یوتنیرنیغقطرهيپارامترهايجداسازيبراحاضر،قیتحقدر
يپارامترهایتمامکهشودیمعملصورتنیبد) یخارج(یوتنینالیساز

یمعرفعلامتنیابدونآناطرافیوتنینالیسو)~(مدعلامتباقطره
)علامتنیچنهم. اندشده هاآنبودنبعدداردهندهنشانپارامترهايبالا^(

. باشدیممعادلاتبودنبعدیبنشانگرعلامتنیاحضورعدمو
.شوندیمفیتعر) 1(رابطهکمکبابعدیبيگروها

:قطرهفاز

)1(

l t
h h

= = =

= = =

%%
%%

% %

%% %%

0

0 0 0 0

0 0 0

ˆˆ
De ,τ ,p

ˆˆ ˆ
u ,D ,d

U R pR
R U U

u DR dR
U U U

زمان رهایی از λعدد دبورا (خاصیت الاستیک سیال)، Deدر معادله بالا 
تنش، 

0U،سرعت مرجع قطرهh%0
شعاع Rلزجت قطره در نرخ برش صفر و 

æصورت معادل قطره است که به ö
= ç ÷ç ÷pè ø

1
3

3
4
volR)‘vol’ حجم قطره) تعریف

																																																																																																																																											
10- Eotvos
11- Constitutive equation
12- Upper Convected Maxwell
13- Deborah
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t. همچنین شودمی %%
ˆˆ ˆ, ,D dترتیب، تانسور تنش، تغییر شکل و اپراتور مشتق به

.شودیمفیتعر) 2(رابطهصورتبهکههستندهمرفتی براي سیال غیرنیوتنی 

)2(( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆˆ æ ö¶ é ùç ÷= + × Ñ - Ñ × + × Ñê úç ÷ ë û¶è ø

%
% % %% % % % Td u u u

t
t

t t t t

:شوندیمفیتعر) 3(رابطهبایوتنینالیسفازبعدیبيهاگروه

)3(

t
h h

h r
G h

¥ ¥ ¥

¥ ¥

= = =

= =

ˆ ˆˆ
τ ,p ,u

Ca ,Re

R pR u
U U U

U RU

) دانسیته rعدد رینولدز،Reبعد مویینگی، عدد بیCa)، 3در معادله 
سیال نیوتنی، 

¥U ،سرعت نهایی مرجعh،لزجت سیال نیوتنیG نیروي
تانسور تنش سیال خارجی است.t̂کشش سطحی بین دو سیال و 

و) یوتنین(یخارجو) قطره(یداخلالیسنیبلزجتاختلافبهتوجهبا
، که نسبت لزجت kبعدیبعدد،قطرهحرکتوشکليروپارامترنیاریتأث

h%0)قطره در نرخ برش صفر  )) ) است، با کمک hبه لزجت سیال محیط 
.شود) تعریف می4رابطه (

)4(0k =
%h
h

قطره(یداخلالیسدولزجتاختلافو) 4(معادلهبهتوجهبا
کیسکوالاستیوقطرهمرجعسرعت،)یوتنین(یخارجالیسو) یوتنیرنیغ

( )0U با سرعت نهایی سیال خارجی( )¥Uصورت معادله اي بهداراي رابطه

:باشد.) می5(

)5(( )0 k 1
¥=
+

U
U

بعد مانند اعداد دبورا، مویینگی و نسبت هاي بیدر این مقاله تأثیر گروه
لزجت دو سیال روي شکل و حرکت قطره غیرنیوتنی ارزیابی شده است.

	یلیتحلحل-3
یخارجویداخلالیسدوهريبرااغتشاشاتزیآنالروشازیلیتحلحليبرا

فرضیخزشخارج،وداخلالیسدوهرانیجرمیرژ. استشدهگرفتهبهره
	] براي هر دو جریان صادق است.14رو معادلات استوکس [از این	،Re≈1شده

:باشدیمریزصورتبهمسئلهاتیفرض
	.هستندریناپذتراکمیخارجویداخلالیسدوهر·

	.استیپاالیسدوهرانیجر·

	.باشندیميمحورتقارنيداراقطراتشکل·

شدهنظرصرفانیجربودنیخزشلیدلبهینرسیااثراز·

	.است
،)7(و) 6(،یخارجالیسيبرامومنتمویوستگیپمعادلاتبعدیبشکل

:ازعبارتند،)9(و) 8(،یداخلالیسو
Ñ × =u 0 	 (6)	

r
h ¥

Ñ = Ñ × +
2

p τ gR
U

	 (7)	

t)،7) و (6هاي (در رابطه = Ñ +Ñ T1=2D,D ( u u )
2

است.

Ñ × =%u 0 	 (8)	

r
h

Ñ = Ñ × +
%

% %
%

2

0 0
p τ gR

U
	 (9)	

وسیله معادله ساختاري فوق همرفتی سیال داخلی (قطره غیرنیوتنی) به
]:15[شودیم) تعریف 10صورت رابطه (ماکسول مدل شده است که به

)10(t l t h+ = %%% %1 0
ˆˆ ˆˆ 2d D

(بعداستفاده از پارامترهاي بیبا  )، شکل 1سازي معرفی شده در معادله 
:دیآیمدستبه) 11(رابطهصورتبهبعد مدل فوق همرفتی ماکسول بی

)11(t + t = %% %Ded 2D
برقرار ریزيمرزطیشرایو خارجیداخلالیفصل مشترك دو سدر

:باشدیم
	.باشندیمصفربرابرالیسدوهرسرعتيعموديهامؤلفه·

	.برابرندهمباتنشوسرعتیمماسيهامؤلفه·

) 12(رابطهباالیوارده در فصل مشترك دو سيروهاینندیبرآ·

	].16[شودیمانیب

)12(t t G
1

× - × - + = +%%

1 2

1ˆˆ ˆˆn ( ) n ( )ˆ ˆp p
R R

Gشعاع انحنا قطره و 2R̂و 1R̂بردار نرمال یکه بر سطح قطره،nکه 

هاي عمودي باشند. در واقع، مؤلفهنیروي کشش سطحی بین دو سیال می
يبعدسازیبشوند. با ) جایگذاري می12تنش قطره و سیال نیوتنی در معادله (

.دیآیمدستبه) 13(رابطه،)2(و) 1(معادلاتلهیوسبه) 12(معادله

)13(
1 2

1 1n ( ) n p p ( )
Ca R R

1
× t - t × - + = +%%

دست آوردن شکل پایاي قطره، فرض شده است که قطره از حالت براي به
)کروي  )=r zبه شکل 1 m= +1 ( )r کهm q= cos تغییر شکل دهد. براي ،

zآوردن شکل پایاي قطره غیرنیوتنی باید تابعدستبه m( محاسبه شود. (

)هاي کوچک براي تغییر شکل )z <<max ، جمله انحناي قطره در معادله 1

]:16[باشدیم) قابل نمایش 14صورت رابطه () به12(

)14(z
z m

m m
1

+ = - - - 2

1 2

1 d d2 2 [(1 ) ]
R R d d

.شود) حاصل می15)، رابطه (13) در معادله (14با جایگذاري معادله (

)15(

z
z

m
m m

× - × - + = - -

-

%%

2

1n (τ τ) n p p (2 2
Ca

d d[(1 ) ])
d d

:]16کند[) را ارضا می16معادله بالا دو شرط رابطه (

)16(z m zm m
- -

= =ò ò
1 1

1 1
d 0 , d 0

هاي سرعت و فشار و تانسورهاي تنش و تغییر شکل براي سیال پروفیل
)):20) تا (17شود (روابط (قطره حول عدد دبورا تا جمله دوم بسط داده می

)17(2 3
0 1 2u u Deu De u O(De )= + + +% % % %

)18(2 3
0 1 2p p Dep De p O(De )= + + +% % % %

)19(2 3
0 1 2De De O(De )t = t + t + t +% % % %

)20(2 3
0 1 2D D DeD De D O(De )= + + +% % % %

) 21صورت رابطه (همچنین اپراتور مشتق همرفتی براي فاز قطره به
.شودبسط داده می
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)21(= + + +2 3
0 1 2d(j) d (j) Ded (j) De d (j) O(De )

) الف- 22)، روابط (11معادلات فوق و جایگذاري در معادله (با استفاده از 
آید.دست می) بهج- 22تا (

0)الف- 22( 02Dt = %%

1)ب- 22( 1 0 02D 2d Dt = -% %%

2)ج- 22( 2 0 1 0 0 1 02D 2d (D d D ) 2d Dt = - - -% % % %%

هاي سرعت و فشار، تانسورهاي تنش و تغییر مانند فاز قطره، پروفیل
(نیوتنی) حول عدد دبورا بسط داده میشکل سیال دلیل شود. بهخارجی 

) برقرار است:23هاي آن رابطه (نیوتنی بودن سیال خارجی براي تمامی مرتبه

)23(i i2Dt =

) بسط داده 25) و (24صورت روابط (تابع جریان براي هر دو سیال به
شود:می

)24(y=y + y + y% % % %2
0 1 2De De

)25(y=y + y + y2
0 1 2De De

دستگاه مختصات کروي براي هر دو جریان داخلی و خارجی استفاده 
روابطصورت هاي سرعت براي تمامی جملات بهشده است. بنابراین، پروفیل

]:14[باشندیممحاسبهقابل) 27(و) 26(

)26(q
q qq

¶y ¶y
= -

¶ ¶

% %
% j j

j 2
1 1u ( , ) ( , )

sinsin
r

r rr

)27(q
q qq

¶y ¶y
= -

¶ ¶
j j

j 2
1 1u ( , ) ( , )

sinsin
r

r rr
(O(1))مرتبه معادله استوکس براي مرتبه صفر با تفکیک پارامترهاي هم

	:شود) بیان می29) و (28صورت روابط (به

) 31() و 30روابط (1کارگیري تابع ورتیسیتهبا حذف جمله فشار با به
آیند:دست میبه

Ñدر معادله بالا ºÑ Ñ4 2 صورت در مختصات کروي بهÑ2و اپراتور2
].14باشد[) قابل تعریف می32رابطه (

]، حل معادله استوکس در مختصات 17توجه به تئوري هاپل و برنر [با
	) قابل بیان است:33صورت رابطه (کروي به

mکه  q= cos وmnQ ( معادله صورتبه3) با سري لژاندر2(سري ججنبر(
) رابطه دارند.34(

																																																																																																																																											
1- Vorticity
2- Gegenbauer
3- Legendre

)34(
m

m
-

= òn n1
Q ( ) P (s)ds

³nبراي فاز قطره و به ازاي  صفر بوده و براي nBو nAمقادیر 1
³nسیال خارجی در  ³nو در nDمقدار 1 باشد. با صفر میnCمقدار 2

تر بیان شد تابع جریان براي مرتبه صفر، اعمال شرایط مرزي که پیش
) است:ب-35(و) الف- 35(روابطصورتبه

)الف)- 35( ) ( )y = -% 2 4
0 1

1 Q
2

r r μ

+ب)- 35(
y = - - +

+ +
2

0 1
1 3k 2 k 1(2 )Q ( )
2 k 1 k 1

r r μ
r

)که ) q= - 2
1

1Q sin
2

μباشد.می

هاي یک و دو عدد دبورا پروفیل جریان با حذف فشار از براي مرتبه
الیسکهییآنجااز. دیآیمدستبه) 33معادلات مومنتم هر مرتبه و معادله (

.استبرقرار) 36(رابطههموارهبوده،یوتنینیخارج

)36(4
iE 0y =

در مقابل براي هر مرتبه عدد دبورا سیال داخلی با توجه به غیرنیوتنی 
بودن آن باید معادله مومنتم محاسبه شود. براي سیال داخلی ( قطره) معادله 

æمومنتم به ازاي مرتبه اول عدد دبورا  öæ öç ÷ç ÷è øè ø
1O Deقابل 37صورت رابطه (به (

بیان است. 

)37(( ) ( )1 1 1 0 1 0 0 0		,	p u f u f u (d D	 )Ñ = D + = -Ñ × %% % % %

آید:دست می) به38) رابطه (37با حذف عبارت فشار از معادله (

)38(( ) f
é ùy = Ñ ´ × =ë û

% %4
1 1 0 ˆE r sin f u e 0θ

) پروفیل جریان داخلی و خارجی 33با استفاده از شرایط مرزي و معادله (
) است:39صورت روابط (براي مرتبه اول دبورا به

yالف)- 39( = -
+

% 3 5
1 2

9k ( )Q ( )
10(k 1)

r r μ

yب)- 39( = -
+

1 22 2
9k 1( 1)Q ( )

10(k 1)
μ

r

qدر معادله بالا q= 2
2

1Q ( ) sin cos
2

μباشد. معادله مومنتم براي می

) 40صورت رابطه (جریان داخلی قطره غیر نیوتنی براي مرتبه دوم دبورا به
قابل بیان است:

)40(
( )

( ) ( )
2 2 2 0 1

1 0 1 1 0 0 1 0 0

p u f u ,u

f u ,u d D d

,

D d D

Ñ = D +

é ù= -Ñ× + -ë û

% % % %

% % %% %
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+
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+
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)با استفاده از شرایط مرزي در  )q =r 1) ) پروفیل جریان 33و معادله 
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)که ) q qæ ö= - -ç ÷
è ø

2 2
3

1Q sin 5cos 1
8

μهاي و کمیتC	 ,	A) 43از رابطه (

آیند.دست میبه

)43(
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1 3

k 45 63k 200ak 200a1A ,
150 k 1

+ + +
=
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3 3

k 95 82k3A ,
175 k 1

- +
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63k 45k 500ak 800ak 300a1C ,
150 k 1

+ + + +
=

+
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3 k( 95 82k)C

175 (k 1)
- +

=
+

برآیند نیروهاي وارد برسطح قطره شامل نیروي شناوري و درگ بوده و از 
آید.دست میبه	)44رابطه (

)44(= +D BF F F

شود:) تعریف می45صورت رابطه () به44(در معادله يشناوريروین

)45(p r r
h ¥

-
=

%24 ( )
3B

RF
U

[همچنین با استفاده از تئوري پاینه  ] نیروي درگ وارده بر 18و پل 
) قابل محاسبه است.46سطح قطره از رابطه (

)46(q

q
¥

®¥

y -y
= pD 2

( , )
8 lim

sinr

r
F

r
) تعریف 47صورت رابطه (تابع جریان آزاد نام دارد و بهy¥) 46در رابطه (

شود:می

)47(q
¥y =

2 2sin
2

r

شود.) حاصل می48) رابطه (25(با استفاده از معادله

)48(2
0 1 2De Dey =y + y + y

) نیروي درگ وارده بر سطح قطره 46) در رابطه (48با جایگذاري معادله (
شود.) محاسبه می49غیرنیوتنی از رابطه (

)49(

= + +
p

2D
0 1 2De De ,

2
F

F F F

=1 0,F0
3k 2 ,
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+
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k 45 63k 200ak 200a
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نیبنابراباشد،یمصفرقطرهسطحبرواردهيروهاینندیبرآایپاحالتدر
یینهاسرعتتوانیم) 44(معادلهدر) 49(و) 45(معادلاتيگذاریجابا

) محاسبه نمود:50از رابطه (راایپاحالتدریوتنیرنیغقطره

)50(( )
r r

h
¥

-
=

+ +

% 2

2
0 1 2

2( )

3 De De

gRU
F F F

) با استفاده از شرایط مرزي ذکر شده در 15قطره با حل معادله (شکل
)).51) قابل محاسبه است (رابطه (16معادله (

)51(

d - a + a
z

= - z - -

d =

+
a =

+

a = + + +
+

2
2 2 3 3

2

2 2

3 2
3 3

p 4 DeP ( ) 10 De P ( )
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Ca d d

2p ,
Ca

k(56k 114) ,
80(k 1)

1 (34k 3309k 9078k 385)
7000(k 1)
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μ
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معادلهشدهحلصورت،)16(معادلهدرشدهیادمرزيشرایطاعمالبا
.باشد) می52صورت رابطه (به) 51(

)52(
( )z m a q b q

a q

= - -

+

2
2 2 3 3

2
3 3

DeCaP (cos ) DeCa P (cos )

De CaP (cos )

) قابل بیان 53رابطه (صورتبهماکسولغیرنیوتنیقطرهپایايشکل
.است

)53(( ) ( )q = + zr 1 μ

	جینتا-4
فازدریوتنیرنیغقطرهسقوطیخزشيایپاشکلوحرکتحاضر،مطالعهدر

قطرهیینهاسرعت1شکلدر. استشدهیبررسیلیتحلصورتبهیوتنین
وسوستارز. استشدهدادهشینماقطره،معادلشعاعبهنسبتیوتنیرنیغ

یشگاهیآزماویلیتحلصورتبهرایوتنیرنیغقطرهیخزشسقوط] 8[بلمونته
فازدریوتنینقطرهیخزشسقوطيایپاشکل] 2[هاداماردوکردندیبررس

جهینت1شکلبهتوجهبا. استآوردهدستبهیلیتحلصورتبهراعیما
کاهشیوتنینقطرهبهنسبتیوتنیرنیغقطرهیینهاسرعتکهشودیم
راآنیینهاسرعتکاهشقطرهکیالاستتیخاصشیافزارو،نیااز. ابدییم

دیگر، قطره نیوتنی با خاصیت الاستیک تقریباً صفر، عبارتبه. داردیپدر
سرعت نهایی قطره غیرنیوتنی باشد. کاهش بیشترین سرعت سقوط را دارا می

. شودبه تغییر شکل قطره و افزایش نیروي درگ وارده بر سطح آن مربوط می
شود افزایش حجم قطره اختلاف میان سرعت نهایی قطره نیوتنی مشاهده می

دهد، نشان می1دهد. همچنین شکل ] با قطره غیرنیوتنی را افزایش می2[

معادلشعاعبهنسبتیوتنیرنیغقطرهیینهاسرعت1شکل
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نتایج حاصل از حل تحلیلی با استفاده از مدل فوق همرفتی ماکسول (تحقیق 
] است و نسبت 8حاضر) داراي مطابقت خوبی با نتایج پیشین آزمایشگاهی [

	باشد.] داراي خطاي کمتري می8به حل تحلیل سوستارز و بلمونته [
] با نتایج تحلیلی 8[نتایج تحلیلی و آزمایشگاهی مرجع 2در شکل 

% با 1گاموزنی زانتان16/0حاصل از مطالعه حاضر براي قطره غیرنیوتنی 
9.8با لزجت 3سیلوگزاندیمتیلو روغن پلی2حجمی آب/گلیسیرین20:80

ازاي مقادیر به اندازه کافی کوچک حجم، قطره مقایسه شده است. به4پوایز
. در این حالت نیروي کشش کند (قسمت الف)حالت کروي خود را حفظ می

باشد. با افزایش حجم عنوان نیروي غالب وارد بر سطح قطره میسطحی به
یابد و بر کشش هاي ویسکوالاستیک غیرنیوتنی سیال افزایش میقطره، تنش

کند. روند افزایشی حجم قطره ایجاد یک فرورفتگی در سطحی وارده غلبه می
ایج حاصل از حل تحلیلی در این پژوهش پی دارد. نتقسمت بالایی قطره را در

که با استفاده از مدل فوق همرفتی ماکسول حاصل شده داراي مطابقت خوبی 
	باشد.] می8با نتایج ازمایشگاهی حاصل از مرجع [

هاي پایاي قطره در حال سقوط خزشی در فاز نیوتنی براي شکل3شکل 
نشان دهنده خاصیت دهد. عدد دبورا اعداد الاستیک مختلف را نشان می

Deباشد. براي الاستیک فاز قطره می ، قطره در حال سقوط نیوتنی بوده =0
]. با افزایش خاصیت 2شود شکل پایاي آن دقیقاً کروي است[و مشاهده می

الاستیک، قطره شکل کروي خود را از دست داده و شکل پهن شده به خود 
وند افزایشی خاصیت الاستیک سبب ایجاد یک گیرد. همچنین ادامه رمی

قابل مشاهده است، 2شکل =6/0Deفرورفتگی در قسمت بالایی قطره که در 
شود.می

تصویر پایاي قطره غیرنیوتنی در حال سقوط را در فاز نیوتنی 4شکل 
ب دهد. تغییرات عدد مویینگی سببراي اعداد مویینگی مختلف نشان می

هاي وارده بر سطح قطره و تغییر مقدار نیروي کششتغییر مقدار تنش

	
مقایسه شکل پایاي قطره در حال سقوط مقاله حاضر با نتایج آزمایشگاهی و 2شکل

لیتر میلی52/0د) 21/0ج) 12/0ب) 01/0]. حجم قطرات: الف) 8تحلیلی مرجع [
باشند.می

																																																																																																																																											
1- Xanthan Gum
2- Glycerol
3- Polydimethylsiloxane (PDMS)
4- Poise

	
De= قطره نیوتنی)(0 	

	

De= 2/0 	

	
De= 4/0 	

	
De= 6/0 	

شکل پایاي قطره غیرنیوتنی با تغییرات عدد دبورا (خاصیت الاستیک) 3شکل 
Ca 0.65,k 20= =

. این موضوع در شودسطحی بین دو سیال و نهایتاً تغییر شکل پایاي قطره می
باشد. نیروي کشش سطحی همواره سعی ) نمایان می52) و (51معادلات (

اي نماید که قطره در حال سقوط، کمترین سطح را در فصل دارد به گونه
عبارت دیگر، نیروي کشش سطحی سعی مشترك دو سیال اشغال نماید. به

دارد شکل کروي قطره را حفظ نماید. افزایش عدد مویینگی نیروي کشش 
سطحی بین دو سیال (داخلی و خارجی) را کاهش داده و سبب تغییر شکل 

شود قطره از ، افزایش عدد مویینگی باعث می4کل . مطابق ششودقطره می
ن شده را حالت کروي خود، نسبت به حالت نیوتنی فاصله بگیرد و شکل په

براي خود اختیار نماید.
، تغییرات شکل پایاي قطره غیرنیوتنی در حال سقوط در فاز 5در شکل 

0kنیوتنی در مقابل نسبت لزجت ( /h h= -شده است. مشاهده می) ترسیم %
شود، تغییرات نسبت لزجت به ازاي مقادیر بزرگتر از واحد تأثیر زیادي در 

براي مقادیر بزرگتر از یک قطره شکلعبارت دیگر، شکل پایاي قطره ندارد. به

Ca= 1/0
	

Ca= 3/0 	

	
Ca= 5/0 	

	
Ca= 7/0 	

شکل پایاي قطره غیرنیوتنی با تغییرات عدد دبورا (خاصیت الاستیک) 4شکل
De 0.4,k 20= =
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k= 25/0 k=1

k=5 k=15

)شکل پایاي قطره غیرنیوتنی با تغییرات نسبت لزجت 5شکل  )k

De 0.6,Ca 0.5= =

شود. حال محسوسی در آن نمایان نمیپهن شده خود را حفظ کرده و تغییر 
که، شکل قطره براي نسبت لزجت کوچکتر از واحد داراي تفاوت قابل فهم آن
	باشد.می

تغییرات نیروي درگ وارده بر سطح قطره در حال سقوط را در 6شکل 
دهد. در این شکل مقابل عدد دبورا به ازاي اعداد مویینگی مختلف نشان می

لاستیک قطره را روي نیروي درگ مشاهده نمود. با توان اثر خاصیت امی
توجه به این شکل، افزایش خاصیت الاستیک در فاز قطره افزایش نیروي 
درگ وارده را درپی دارد. براي عدد دبوراي صفر به ازاي اعداد مویینگی 

باشد زیرا، در این وضعیت قطره در مختلف، مقدار نیروي درگ وارده ثابت می
باشد. نی بوده و شکل آن بدون هیچ تغییري کاملاً کروي میحال سقوط نیوت

افزایش عدد مویینگی سبب افزایش نیروي درگ در قطرات غیرنیوتنی 
. افزایش خاصیت الاستیک قطره، افزایش تغییر شکل قطره را درپی شودمی

شود. بنابراین، از دارد و ادامه روند افزایش آن سبب توسعه این تغییر شکل می
واسطه شود که رشد تغییر شکل پایاي قطره غیرنیوتنی بهنتیجه می6شکل 

افزایش خاصیت الاستیک یا مویینگی، نیروي درگ وارده بر سطح آن را 
دهد.افزایش می

عدديازابهدبوراعددبهنسبتقطرهسطحبرواردهدرگيروینراتییتغ6شکل 
.مختلفینگییمو

)غیرنیوتنی قطرهتغییرات مؤلفه عمودي تنش7شکل  )rrt% را براي
دهد. مؤلفه عمودي تنش غیرنیوتنی وارده بر اعداد مختلف دبورا نمایش می

ترین عوامل تغییر شکل پایاي قطره در حال سقوط سطح قطره، یکی از مهم
، بیشینه مقدار مؤلفه عمودي تنش در قطره 6]. با توجه به شکل 8باشد[می

(در حال  0qسقوط در قسمت بالایی قطره  افتد. افزایش ) اتفاق می=
خاصیت الاستیک در فاز قطره سبب افزایش مؤلفه عمودي تنش غیرنیوتنی 

رو، با افزایش خاصیت الاستیک قطره یک شود. از ایندر این قسمت می
یابد.فرورفتگی در بالاي آن ایجاد شده و توسعه می

بردارهاي سرعت و شکل پایاي جریان داخل قطره غیرنیوتنی در 8	شکل
دهد. داخل قطره دو گردابه صورت کمی نمایش میحال سقوط خزشی را به

هاي ساعت متقارن محوري وجود دارد که گردابه سمت راست در جهت عقربه
شود، باشد. مشاهده میهاي سمت چپ عکس آن میچرخد و جهت گردابهمی

یت الاستیک سیال قطره در حال سقوط، شدت بردارهاي سرعت افزایش خاص
دهد. هرچه فاصله از مرکز گردابه افزایش یابد شدت داخل قطره را افزایش می

عبارت دیگر، بیشینه مقدار کمی بردار سرعت داخل یابد. بهگردابه کاهش می
قطره در مرکز گردابه قرار دارد و افزایش خاصیت الاستیک قطره باعث 

شود.فزایش این مقدار میا

	
kمختلفيدبورااعداديبراقطرهسطحيرو%rrtمؤلفهراتییتغ	7شکل 5=.

	
De= 1/0

	
De= 3/٠ 	

	
De= 5/0 	

	
De= 7/0 	

بردارهاي سرعت داخل قطره غیرنیوتنی با تغییرات خاصیت الاستیک سیال 	8شکل 
Ca 0.4,k 15= = .
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نتیجه گیري-5
در مقاله حاضر، حرکت و شکل پایاي سقوط خزشی قطره غیرنیوتنی در سیال 

صورت تحلیلی مورد بررسی قرار گرفته است. در این پژوهش، آنالیز نیوتنی به
عنوان روش حل تحلیلی و عدد دبورا که نشان دهنده خاصیت اغتشاشات به

عنوان پارامتر اغتشاشی استفاده شده است، تا مرتبه دوم بهالاستیک قطره 
است. در مطالعه حاضر شکل پایاي قطره در حال سقوط نسبت به پارامترهاي 
تأثیرگذار بررسی و مورد بحث قرار گرفته است. نتایج حاصل از این مطالعه 

دهد که شکل پایاي قطره نیوتنی در حال سقوط خزشی در سیال نشان می
باشد. اما قطره غیرنیوتنی همواره از این موضوع پیروي ی کاملاً کروي مینیوتن
کند. بدین معنی که با افزایش خاصیت الاستیک قطره در حال سقوط، نمی

گیرد. با قطره حالت کروي خود را از دست داده و شکل پهن شده به خود می
یی قطره ادامه روند افزایش خاصیت الاستیک، یک فرورفتگی در قسمت بالا

سوي دیگر، شکل پایاي قطره غیرنیوتنی به نیروي کشش شود. ازایجاد می
سطحی بین دو سیال هم وابسته است و افزایش عدد مویینگی سبب افزایش 

شود. تمرکز مؤلفه عمودي تنش تغییر شکل قطره نسبت به حالت کروي می
در آن ناحیه غیرنیوتنی در قسمت بالایی قطره، تغییر شکل و تولید فرورفتگی

را به دنبال دارد. همچنین مشاهده شد، افزایش خاصیت الاستیک کاهش 
دلیل افزایش نیروي درگ وارده بر سرعت نهایی سقوط قطره غیرنیوتنی به

عبارت دیگر، سرعت پایاي قطره غیرنیوتنی سطح قطره را به دنبال دارد. به
ایج حاصل از حل باشد. نتنسبت به قطره نیوتنی در حال سقوط کمتر می

تحلیلی در این مقاله داراي تطابق مناسبی با مشاهدات آزمایشگاهی مطالعات 
باشد. یکی از نتایج مهم مورد مطالعه در این مقاله، بررسی کمی پیشین می

تغییرات بردارهاي داخلی سرعت قطره نسبت به خاصیت الاستیک بوده است. 
ه افزایش کمی قدرت مشاهده گردید، افزایش خاصیت الاستیک قطر

دارد.همراههاي موجود در آن را بهگردابه
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