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سازي شده و سعی بر هاي تراز شبیهبعدي موتورهاي سوخت جامد با استفاده از روش منحنیهاي سهدر این تحقیق پسروي گرین
هاي روش منحنیو بر مبناي الزاماتگیري از الگوریتم پیمایش مکعبی بر دقت نتایج افزوده شود. در این راستا اینست که با بهره

گردد. سپس با سازي میبندي، تعیین تابع فاصله و محاسبه پارامترهاي پسروي شبیهگرین در طی سه مرحله شبکهتراز، پسروي 
بعدي، مقطعی و هاي متداول تسخیر سلولی، المان برشی سهتمرکز بر مرحله محاسبه پارامترهاي پسروي، نقاط ضعف و قوت روش

منظور اعتبارسنجی، ابتدا شود. بهسازي میوریتم پیمایش مکعبی معرفی و پیادههویساید/دلتاي دیراك بررسی شده و در ادامه الگ
بعدي، هاي تسخیر سلولی، المان برشی سهضلعی در نظر گرفته شده و عملکرد روشاي، مربعی و ششسه گرین ساده استوانه

بررسی توانایی روش جدید در مواجهه با شوند. سپس با هدفمقطعی از نظر دقت و زمان اجرا با روش پیمایش مکعبی مقایسه می
با دو روش پیمایش مکعبی و هویساید/ دلتاي N.13	NAWCهاي کونوسیل و هاي پیچیده و کاربردي، نتایج پسروي گرینگرین

هاي موجود عملکرد دهد که روش پیمایش مکعبی نسبت به تمام روشنتایج به دست آمده نشان میشود. دیراك سنجیده می
.تري در محاسبه پارامترهاي پسروي داردمطلوب

کلید واژگان:
ترازهايمنحنیگرین،پسروي

برشیالمان
سلولیتسخیر

مکعبیپیمایش

Using	marching	cube	algorithm	for	3D	grain	burn-back	analysis	
in	Solid	Rocket	Motors	based	on	level	set	method	

Mohammad	Mehdi Gheisari1,	Seyed	Mehdi	Mirsajedi2*	

1-	Department	of	Aerospace	Engineering,	Shahid	Beheshti	University,	Tehran,	Iran		
2-	Department	of	Aerospace	Engineering,	Shahid	Beheshti	University,	Tehran,	Iran		
*	P.O.B.	1983969411	Tehran,	Iran,	m_mirsajedi@sbu.ac.ir	

ARTICLE	INFORMATION	 	 ABSTRACT	
Original	Research	Paper	
Received	25	April	2014	
Accepted	18	July	2014	
Available	Online	20	October	2014	
	

	 In	this	research,	three	dimensional	grain	burn-back	of	solid	rocket	motors	is	simulated	based	on	
level	set	method	and	 its	accuracy	 is	 increased	according	 to	marching	 cube	algorithm	(MCA).	To	
that	end	and	according	to	requirements	of	level	set	method,	grain	burn-back	is		
simulated	 during	 three	 steps	 including	 	 grid	 generation,	 distance	 function	 determination,	 and	
calculation	of	burn-back	parameters.	In	this		
article,	with	focus	on	the	last	step,		the	strengths	and	weaknesses	of	grain	burn-back	analysis	for	
common	methods	such	as	captured	cell,	three	dimensional	cut	cell,	sectional,	and	Heaviside		Delta	
Dirac	are	compared	and	in	the	following,	we	introduce	and	run	MCA.	For	 	validation,	first,	three	
simple	grains	such	as	cylindrical,	quad	and	hexahedron	are	considered	and	 the	performance	of	
capture	cell,	3D	c	ut	cell	and	sectional	methods	are	compared	with	MCA		in	terms	of	accuracy	and	
CPU	 time.	 Then,	 to	 evaluate	 the	 new	 method	 facing	 complex	 and	 practical	 grains,	 burn-back 	
results	 of	 conocyle	 and	 NAWC	 N.13	 grains	 are	 compared	with	MCA	 and	 heaviside/dirac	 delta	
methods.	The	obtained	results	show	that	MCA	has	a	better	performance	at	CPU	time	and	accuracy.	
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مقدمه-1
هاي نظامی کاربرد وسیع موتورهاي سوخت جامد در صنایع هوافضا با گرایش

و غیرنظامی سبب گردیده است تا طراحی بهینه موتورهاي سوخت جامد 
- ذهن طراحان را درگیر نماید. از جمله موارد بسیار تأثیرگذار در طراحی این 

ها به موتورها تعیین تراست و مدت زمان عملکرد موتور است که هر دوي آن

هاي (پارامترشدت به نحوه تغییرات سطح سوزش و حجم محفظه احتراق 
]. به عبارت دیگر در موتورهاي سوخت جامد با 1پسروي) وابسته هستند[

کند و تغییر در هندسه، تغییر سوختن سطح پیشران، هندسه گرین تغییر می
تعیین سطح سوزش و حجم محفظه احتراق را به دنبال دارد. بنابراین براي 

باید سرعت، دما)، پارامترهاي جریان داخل موتور (اعم از فشار، چگالی،
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پارامترهاي پسروي در هر لحظه محاسبه گردد که این فرآیند، تحلیل پسروي 
	شود.نامیده می

تحلیل پسروي گرین در واقع بررسی مرز متحرك و صرفاً یک تحلیل 
باشد، بنابراین تغییر شکل هندسی گرین، صرفنظر از ریاضی و عددي می

ه و اطلاعات به دست آمده از تحلیل جریان داخلی و اثرات حرارتی انجام شد
	].2گیرد[پسروي براي تحلیل بالستیک داخلی موتور مورد استفاده قرار می

به طور کلی تحلیل پسروي گرین به سه صورت تحلیلی، ترسیمی و 
هاي تحلیلی ترین کدهایی که از روش]؛ از معروف3عددي قابل انجام است[

]. این کد با تقسیم 4اشاره کرد[1پیپیتوان به کد اسکنند، میاستفاده می
تر، پارامترهاي بالستیکی را در هر گام زمانی هاي سادههندسه گرین به شکل

است که پسروي با نرخ اینپی پیاسهاي کند. یکی از محدودیتمحاسبه می
شود.سوزش ثابت نسبت به مکان انجام می

- می2میدان فازيهاي تحلیلی پسروي گرین، روش یکی دیگر از روش
باشد. در این روش مراحل پسروي به چند فاز مختلف تقسیم شده و در هر 

]. این روش 5شوند[فاز، سطح سوزش توسط روابطی با فرم بسته محاسبه می
هاي متداول دوبعدي، با نرخ ساده و بسیار سریع است اما محدود به هندسه

باشد.پسروي ثابت می
افزار ترسیمی مانند ولیه گرین در یک نرمهاي ترسیمی هندسه ادر روش

شود؛ سپس سطوح سوزشی با یک مقدار ترسیم می4یا سالیدورك3اتوکد
-ها ایجاد میشوند و یک سري سطوح جدید موازي آنمی5جاجابهمشخص 

شوند. در این حالت ممکن است بعضی از سطوح از پوسته بیرون بزند و یا 
، جاییجابهبه این دلیل نیاز است در هر گام تر شود و به پوسته نرسد،کوتاه

این موضوع بررسی شود و با استفاده از ابزارهاي موجود این مشکلات به 
توان نرخ سوزش متغیر در ]. در این روش نمی6صورت دستی بر طرف شوند[

موتور را بررسی نمود و امکان کوپل شدن با برنامه بالستیک داخلی نیست.
هاي تحلیلی و ترسیمی، معیت و کارایی پایین روشبا توجه به عدم جا

هاي عددي عموماً مرز هاي عددي استفاده شود. روشبهتر است از روش
دهند و بر این اساس متحرك بین گاز و پیشران جامد را مورد بررسی قرار می

- (اویلري) تقسیم می7(لاگرانژي) و تسخیر مرز6به دو دسته کلی تعقیب مرز
هایی مانند هاي تعقیب مرز که دربرگیرنده روشروش]. در 7شوند[

اویلري و تعقیب رو به جلو است، –هیدرودینامیک ذرات هموار، لاگرانژي
کنند. در عوض نقاط نقاط شبکه گسترش یافته و مرز متحرك را دنبال می

هاي این دسته شامل هاي تسخیر مرز ثابت هستند. روششبکه در روش
هاي تراز است. در این سیال، میدان فازي و منحنیگر و سلول، حجم نشان

ها و بهترین عملکرد بوده ترین قابلیتهاي تراز داراي بیشبین، روش منحنی
ها استفاده شده است. و در بسیاري از مطالعات براي تحلیل پسروي گرین

، ساینتوت و همکارانش با استفاده از حل معادلات 1989در سال 
ژاکوبی، مساحت سطح سوزش را طی پسروي استخراج کردند. این –همیلتون

هاي متقارن کاربرد هاي دوبعدي بود و فقط در هندسهروش مخصوص گرین
هاي ، تاکر و همکارانش با استفاده از روش منحنی2004]. در سال 8داشت[

تراز ساکن تحلیل پسروي گرین را انجام دادند و معادلات ایکونال را روي یک 
هاي چهار وجهی حل کردند؛ در این روش توصیف بعدي با مشکه سهشب

																																																																																																																																											
1-	Solid	Propellant	Rocket	Motor	Performance
2-	Phase-Base	
3- AutoCAD
4-	SolidWorks
5-	offset	
6-	Interface	Tracking	Method
7-	Interface	Capturing	Method

، 2005]. در سال 9بعدي پیچیده به آسانی ممکن نبود[هاي سههندسه
هاي هاي تراز، پسروي گرین را در حالتیلدیرام با استفاده از روش منحنی

سازي کرد. در این تحقیق براي تعیین سطح سوزش بعدي شبیهدوبعدي و سه
]. در 10غییرات حجم گرین (روش تسخیر سلولی) استفاده شده است[از ت

هاي هاي تراز را با روش، کین و همکارانش معادلات روش منحنی2006سال 
سازي حل کرده و پسروي چند گرین نسبتاً پیچیده را شبیه	کوتارانگعددي 
ده ، فاوینی و همکارانش پسروي گرین را با استفا2008]. در سال 11نمودند[

سازي کردند و براي استخراج سطح سوزش از هاي تراز شبیهاز روش منحنی
، کاوالینی یک کد عددي 2011]. در سال 12استفاده شد[8تابع دلتاي دیراك

هاي تراز ارائه کرد. در این بر اساس روش منحنی"9جی آر اي جی"به نام 
مترهاي و دلتاي دیراك دوبعدي، پارا10تحقیق با تعمیم روش هویساید

، 1390]. در سال 13بعدي محاسبه شده است[هاي سهپسروي گرین
بعدي را هاي سههاي تراز، پسروي گرینبرخوردار با استفاده از روش منحنی

سازي کرد. در این کار مقدار سطح سوزش و حجم محفظه احتراق با شبیه
سال ]. در14استفاده از توابع هویساید و دلتاي دیراك محاسبه شده است[

بعدي را با هاي سهسازي عددي پسروي گرین، مشیر استخاره شبیه1391
هاي تراز انجام داد. در این تحقیق براي محاسبه سطح سوزش از روش منحنی

سازي ، لورنته با مدل2013]. در سال 15روش المان برشی استفاده شد[
ا را هافزار متلب، پسروي گرینهاي تراز در نرممعادلات روش منحنی

سازي کرد. در این تحقیق با تعمیم روش المان برشی دوبعدي، سطح شبیه
]. 16بعدي محاسبه شد[هاي سهسوزش گرین

هاي تراز، دهد که روش منحنیبررسی تحقیقات پیشین نشان می
عملکرد مناسبی در تحلیل پسروي گرین دارد، اما میزان دقت نتایج به شدت 

محاسبه پارامترهاي پسروي (سطح سوزش و وابسته به روشی است که براي 
شود. بنابراین در این مطالعه سعی بر حجم محفظه احتراق) استفاده می

هاي مختلف، یک روش سریع و اینست که با بررسی نقاط ضعف و قوت روش
	بعدي ارائه گردد. هاي سهدقیق براي محاسبه پارامترهاي پسروي گرین

هاي ترازروش منحنی-2
هاي تراز، یک تکنیک عددي است که با اعمال بر یک معادله نیمنحروش

- مقدار اولیه اویلرین، چگونگی حرکت مرزها را توصیف می	دیفرانسیل جزئی
کند. گسترش مرز با این روش داراي سه مزیت مهم ذیل است:

هاي ، راه حل11هاي حرکت مانند نقاط تکیناز دیدگاه ریاضی، پیچیدگی-

	است.روشن شدهکاملا13ًنظمیشرایط بی، تشکیل شوك و12ضعیف

از دیدگاه عددي، یک راه حل دقیق براي محاسبه انحناي محلی، -

هاي تیز و تغییرات توپولوژي در حین ادغام و شکستگی پیگیري گوشه

کند.ارائه می

	هاي زیر قابل کنترل است:سازي، مقادیر خطاها با گزینهاز دیدگاه پیاده-

	مرتبه روش عددي- 1

	ل شبکهفواص- 2

	گام زمانی- 3

																																																																																																																																											
8-	Dirac	delta	function
9- GREG:	Grain	Regression	Model	
10-	Heaviside	functions	
11-	singularities
12-	weak	solutions
13-	entropy	conditions
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بندي هاي تراز به دو صورت ساکن و وابسته به زمان، فرمولروش منحنی
بندي شود، در فرمولالف مشاهده می- 1گونه که در شکل شده است؛ همان

و سرعت حرکت مرز xyساکن فرض بر اینست که تحولات مرز بالاي صفحه 
].17شود[نوشته می) 1ثبت باشد. معادله حرکت این حالت به صورت رابطه (

)1(	Ñ =1T F	

)در این رابطه  , )T x y زمانی است که منحنی از نقطه( , )x y عبور
	باشد.سرعت عمود بر مرز میFکند و می

ب، موقعیت اولیه مرز - 1بندي وابسته به زمان و مطابق با شکل در فرمول
- در نظر گرفته میφ	به عنوان یک منحنی تراز صفر از یک تابع با بعد بالاتر 

	براي بدست آوردن معادله حرکت این تابع منحنی تراز 	شود. φ و ترکیب
تراز هاي با توسعه مرز، ابتدا لازم است که مقدار منحنیφمنحنی تراز صفر 

):2یک جزء روي مرز صفر باشد از این روطبق رابطه(
)2(j =( ( ), ) 0x t t

) را نوشت:3توان رابطه (اي میو با استفاده از قانون مشتق زنجیره
)3(( ( ), ). ( ) 0t x t t x tj j ¢+Ñ =

	از آنجا که ¢ =( ).x t n Fوn j j= Ñ Ñ لذا معادله توسعه مرز ،φ به
آید:) بدست می4صورت رابطه (

)4(j j j+ Ñ = =0		,										 ( , 0)t F x t

سوز بودن گرین مورد نظر، سوز یا برونتحلیل پسروي بسته به درون
هاي تواند داراي توابع سرعت مثبت یا منفی باشد و لذا فقط براي گرینمی

- استفاده نمود، در حالی که فرمولبندي ساکن توان از فرمولسوز میدرون
بندي وابسته به زمان براي هر نوع گرین دلخواهی قابل اعمال است. 

هاي تراز وابسته به زمانتقریب عددي منحنی- 2-1
هاي تراز، ابتدا فرم اسکالر یک بعدي معادله منحنیروشتوسعه معادله براي

شود:) نوشته می5رابطه(هایپربولیک به صورتبقاءقانون ) با استفاده از 4(
)5(+ =[ ( )] 0t xu G u

]17هاي تراز[سازي مسئله مرز متحرك با روش منحنیمدل1شکل 

توان با استفاده از یک تابع شار عددي از نقطه نظر حل عددي، می
این رابطه را به صورت عددي تقریب زد؛ بنابراین با استفاده از یک gمناسب 

اول و تقریب تفاضل محدود مرکزي تقریب اختلاف محدود پیشرو براي ترم
	گردد:) بازنویسی می6) به صورت رابطه (5براي ترم دوم، معادله (
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اي انتخاب شود که شکل بقایی معادله حفظ و تابع شار باید به گونه
به نظمی نیز ارضا شود و علاوه بر آن یک جواب هموار با دقت بالا و شرایط بی

شار روش يعددهايبیتقرنتریاز سادهیکدور از ناپیوستگی ایجاد کند. ی
در آن با خلاصه کردن اجزا، تابع شار به صورت اوشر است، که -ستییانکو

) خواهد شد:7رابطه (
)7(2 2

EO 1 2 1 2( , ) (max( ,0) min( ,0) )g u u u u= +

=گرفتن همیلتونیندر نظربا  2( )H u uهاي تراز یک معادله منحنی
شود:)  نوشته می8بعدي به صورت رابطه (
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یتا زمانو]17[است توسط ستیانارائه شده هاي ترازمنحنیروشینا
- براي هر متغیر در ابعاد دیگر میباشد،در هر بعد فضا متقارن یلتونینکه هم

	تواند به کار گرفته شود.
بعدي، معادله همیلتونینهاي تراز سهمعادله منحنیبراي بدست آوردن
j j j j+ =( , , ) 0t x y zH) تقریب زده خواهد شد.9به صورت رابطه (
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نوشت:) را بصورت زیر10توان رابطه (میEOبا کاربرد روش و
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	آید:می
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شوند.) تعریف می12با استفاده از رابطه (Ñ+وÑ-که در این رابطه مقادیر
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سازي پسروي گرینشبیه-3
شود از سه بخش سازي پسروي گرین استفاده میالگوریتمی که براي شبیه

بندي، تعیین تابع فاصله و محاسبه پارامترهاي پسروي تشکیل اصلی شبکه
شود.] که در ادامه هر یک به صورت مختصر بیان می17-9گردیده است[

	بنديشبکه- 3-1
هاي چهاروجهی و مکعبی به ترتیب در پورت در این گام دو شبکه با المان

گردد. براي تشکیل شبکه اولیه، پورت اولیه گرین و حجم موتور ایجاد می

	الف

	ب
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افزار تولید شبکه، افزار ترسیمی ایجاد و به کمک یک نرمگرین در یک نرم
قاط شبکه و شود. اطلاعات این شبکه که شامل مختصات نبندي میشبکه

باشد، به صورت یک فایل هاي مجاور میها براي ساخت الماننحوه اتصال گره
شود. شبکه ثانویه توسط کدنویسی و به عددي در برنامه اصلی فراخوانی می

گردد که کل حجم موتور را بپوشاند.اي ایجاد میگونه

	تعیین تابع فاصله- 3-2
به صورت حداقل فاصله بین یک نقطه ،φهاي تراز، تابع فاصله یا تابع منحنی

شود. در کد عددي، محاسبه این تابع از شبکه ثانویه با مرز گرین تعریف می
گیرد.طی سه مرحله ذیل انجام می

شود ي شبکه ثانویه با تمام نقاط شبکه اولیه محاسبه میفاصله هر گره)1

نظر در و کمترین مقدار آن به عنوان تابع حداقل فاصله براي گره مورد 

شود. این عمل براي کلیه نقاط ) در نظر گرفته میjijkشبکه کارتزین (

شود.شبکه ثانویه تکرار می

هاي چهاروجهی شبکه اولیه و با استفاده از روش بردار به کمک المان)2

گردد نرمال، وضعیت نقاط شبکه ثانویه نسبت مرز پورت تعیین می

	شود). رجی تفکیک می(نقاط داخلی و خا

براي نقاطی که در داخل مرز واقع شده باشند، مقدار تابع حداقل فاصله )3

	شود.ضرب می- 1در 

محاسبه پارامترهاي پسروي- 3-3
- با پسروي گرین پارامترهاي سطح سوزش و حجم محفظه احتراق تغییر می

شوند. بدین کنند. بنابراین لازم است در هر گام زمانی این پارامترها محاسبه 
) jمنظور در هر گام زمانی ابتدا مقدار تابع فاصله  , ,i j k به کمک معادله (

شود. سپس با استفاده از مقادیر روزرسانی می) به3هاي تراز (رابطه منحنی
گردد.حاسبه میجدید تابع فاصله و یک روش مفروض، پارامترهاي پسروي م

اي متنوعی براي محاسبه پارامترهاي پسروي هدر تحقیقات پیشین روش
توان در چهار بعدي در نظر گرفته شده است که همگی را میهاي سهگرین

بندي نمود:روش ذیل طبقه
الف) روش تسخیر سلولی

در این روش الگوریتم مورد استفاده براي تعیین سطح سوزش و حجم محفظه 
]:15و 8احتراق به صورت زیر است[

هایی گره از شبکه ثانویه، علامت تابع فاصله بررسی و تعداد گرهبراي هر - 1

jشوندکه داراي تابع فاصله منفی هستند محاسبه می <å , ,( 0)n
i j k.

	شود.) محاسبه می13) از رابطه (PVحجم محفظه احتراق (- 2

)13(	P , ,( 0)n
i j kV x y zj= < ´D D Då	

) را به bSتوان سطح سوزش () می14و رابطه (PVبا کمک مقادیر- 3

	دست آورد.

)14(	
1
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b

n nV V
S

F t

+ -
=

D
	

	Fزمانی ونمو Dtپسروي در دو گام متوالی،1n+وnدر این رابطه

گر سرعت پسروي مرز یا همان نرخ سوزش است.نمایان
ب) روش مقطعی

اي ازبعدي به صورت مجموعهیک گرین سه2در روش مقطعی مشابه شکل 

) و بر zشود که در راستاي محور موتور (محور هاي دوبعدي فرض میگرین
]. بنابراین 15،16،18اند[هم) واقع شدهازdzهاي شبکه زمینه (با فاصله گره

ابتدا محیط سوزش و سطح گذرگاه جریان گرین دوبعدي واقع در هر گره 
) سطح سوزش و حجم 16) و (15شود، سپس به کمک روابط (محاسبه می

گردد.بعدي محاسبه میمحفظه احتراق گرین سه
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کند ها را در راستاي طولی گرین مشخص می، گرهkدر این روابط اندیس 

	ها در راستاي محور موتور است.تعداد گرهnو 
بعديج) روش المان برشی سه

اند مستقیماً مورد هایی که توسط مرز برش خوردهدر روش المان برشی، المان
هاي مکعبی از فرضیات زیر تقاطع مرز با المانتوجه گرفته و براي توصیف 

]: 15و 10شود[استفاده می
کند.مرز، هر المان را در وجوهش قطع می·

نظردرفصل مشترك مرز و المان به صورت سطوح صاف(غیر منحنی) ·

شوند.گرفته می

یی که المان به صورت آنجاکند و از مرز، المان را در چهار وجه قطع می·

الزاویه چسبیده به چهارضلعی مدنظر در واقع دو مثلث قائممکعب است 

	هم است.
حالت به عنوان حالات معتبر در 15بر اساس این فرضیات در مجموع 

شود.نشان داده می3ها به صورت شکل نظر گرفته شده که برخی از آن
اي داخل مرز واقع شود تابع فاصله آن بیان شد که اگر گره2-3در بخش 

واهد بود، پس در هر المان اگر دو گره واقع بر یک یال داراي تابع منفی خ
علامت نباشند بدین معنی خواهد بود که مرز آن یال را قطع کرده فاصله هم

، مختصات نقاط تقاطع مرز و4شکل است. بر این اساس و با در نظر گرفتن

]N.6]16	NAWCاي از عملکرد روش مقطعی در گرین نمونه2شکل 

حالات معتبر براي برش المان3شکل 
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یک نمونه المان مکعبی قطع شده توسط مرز4شکل 

و مساحت چهاروجهی را از 	شود) محاسبه می20) تا (17یال مشابه روابط (
) محاسبه کرد.21رابطه(
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فرضیات این روش اشاره شد، تقاطع مرز و وجوه المان گونه که در همان
توان می5گرفتن شکل درنظرالزاویه است. بنابراین با متشکل از دو مثلث قائم

المان) ایجاد شده را محاسبه کرد.مساحت چهاروجهی (فصل مشترك مرز و 
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اي مشابه، محاسبه رابطهشود؛ بامحاسبه میS1) سطح 21از رابطه (
، مساحت S2و S1جمع دو سطح شود و حاصلهم انجام میS2مساحت 

خواهد بود.ABCDچهاروجهی 

فصل مشترك مرز و المان مکعبی5شکل 

د) روش توابع هویساید و دلتاي دیراك
در این روش، حجم محفظه احتراق به کمک تابع هویساید و تقریب عددي 

].12،13،14آید[دست می) به 22رابطه (

)22(	p [1 ( ( ))]V x dxj
W
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r r

h	

)jhکل دامنه حل و Wدر این رابطه  باشد که تابع هویساید می(
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گردد.استفاده می
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توسعه الگوریتم پیمایش مکعبی-4
رسد این دو روش به مقطعی به نظر میهاي تسخیر سلولی و با بررسی روش
- توانند عملکرد مناسبی در محاسبه پارامترهاي پسروي گریندلایل زیر نمی

بعدي داشته باشند:هاي سه
در روش تسخیر سلولی، تخمین سطح یا حجم تنها بر اساس تعداد -

شود.نظر میرفهاي مرزي صهاي مکعبی داخلی بوده و از المانالمان

پارامترهاي پسروي را بر اساس میانگین مقاطع مجاور روش مقطعی -

هایی که در راستاي محوري کند. بنابراین در تحلیل گرینمحاسبه می

	شود.تغییر قطر دارند دچار درصدي خطا می

بعدي مطرح شده، تعداد حالات فرضیاتی که در روش المان برشی سه
8ین که هر مکعب داراي با توجه به ادهد اما مورد کاهش می15معتبر را به 

بندي شود، تواند به دو سطح بالا و پایین طبقهگوشه است و هر گوشه می
شود بینی میباشد؛ بنابراین پیشمورد می28=256هاي ممکن تعداد حالت

	بعدي دقت پایینی داشته باشد.روش المان برشی سه
مان ] نشان داده شده است که روش ال14در مطالعات پیشین[از طرفی 

هاي دوبعدي دقت بالاتري نسبت به توابع هویساید/ برشی در تحلیل گرین
ها دارد. پس اگر در روشی تمام حالات ممکن براي دلتاي دیراك و سایر روش

توان انتظار داشت گرفته شود مینظردرحالت) 256هاي مکعبی (برش المان
د. ها داشته باشکه آن روش دقت بالاتري نسبت به سایر روش

بر و پیچیده سازي و اعمال تمام این حالات بسیار زماناز آنجا که پیاده
است، بنابراین نیاز به روشی است که بتواند سه هدف ذیل را ارضا کند:

گرفته شود؛درنظرحالت ممکن براي برش یک المان مکعبی 256تمام -

سازي باشد؛به سادگی قابل پیاده-

بررسی حالات مختلف باعث افزایش اي باشد کهگونهعملکرد آن به-

	زمان اجراي برنامه نشود.
الگوریتم پیمایش مکعبی روشی است که در آن امکان دسترسی به همه 

	اهداف فوق وجود دارد. 
پیمایش مکعبی یک الگوریتم گرافیکی کامپیوتري است که در سال 

- يساز] و کاربرد آن در تجسم19توسط کلاین و لورنسن ارائه شده[1987
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- هاي ویژه یا مدل، جلوه2تیسیو 1آرآيامهاي پزشکی نظیر اسکن تصاویر 
باشد.بعدي میسازي سه

بعدي و گرفتن مفاهیم مورد استفاده در روش المان برشی سهنظردربا 
یابد:پسروي گرین، الگوریتم پیمایش مکعبی به صورت زیر توسعه می

	1گام 
- هاي مکعب به صورت قراردادي شاخصیالالف، ابتدا رئوس و -6مشابه شکل 

شوند. گذاري می
2گام

شود و به ازاي هر مقدار مقادیر تابع فاصله در هر یک از رئوس بررسی می
شود.روزرسانی می)  به26بر اساس الگوي رابطه("Â"منفی، متغیر 

)26(	10 	 2j -< Þ Â= i
i	

3گام
کل Âبا توجه به تعداد رئوسی که داراي تابع فاصله منفی هستند مقدار 

)totÂشود.) محاسبه می
4گام

و totÂبرابر با مقدار N؛ که مقدار "جدول برش"ام از Nفراخوانی ردیف 
باشد.می1جدول برش به صورت جدول

5گام
).20) تا (17یافتن مختصات نقاط برش المان با استفاده از روابطی مشابه (

6گام
با استفاده از مختصات نقاط برش.محاسبه پارامترهاي پسروي

)، در واقع قلب الگوریتم است؛ این جدول داراي 1جدول برش (جدول
ممکن حالت 256دهنده ستون است، که به ترتیب نشان16سطر و 256

هاي قطع شده و غیر براي تقاطع یک سطح با یک مکعب و تعداد کل یال
نامیده شده "شاخص یال"قطع شده مکعب است. در این جدول اعداد مثبت 

گر یالی از المان است که توسط مرز قطع شده است. مقادیر منفی نیز و بیان
هاي دهد هیچ تقاطعی بین یالخوانده شده و نشان می"شاخص وضعیت"

اند.واقع شدهها در سمت سوختمکعب و سطح وجود ندارد و یال
بعدي، در الگوریتم پیمایش مکعبی نیز مشابه روش المان برشی سه

هاي مختلف در نظر گرفته تقاطع مرز و وجوه المان به صورت ترکیبی از مثلث
) در هر 5-8- 9و 1-2-10شود. بر این اساس هر سه عدد مثبت متوالی (می
(سطر سط گر سه یالی است که رئوس مثلث بر آن ) بیان90ر جدول برش 

ها سطح نهایی برش خورده تعیین اند و از اجتماع این مثلثواقع شده
گر سطح برشی بهاز جدول برش بیان90گردد. به عنوان مثال ردیف می
	

(الف)                                              (ب)
اي از تقاطع مرز هاي المان مکعبی ب) نمونهگذاري رئوس و یالالف) شاخص6شکل 

از جدول برش)90و المان (معادل با ردیف 

																																																																																																																																											
1-	MRI	
2-	CT	

	هاي جدول برشبخشی از داده1جدول 
آلمانبرشهايداده)N(ردیف
1	
2	
3	
.	
.	
.	

90	
.	
.	

254	
255

1-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1-491	
1-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1021	
1-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1-492	

.	

.	

.	
1-1-11-117612439851021	

.	

.	
1-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1-491	
1-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1-

هاي جدول برششرح داده2جدول 
	المان	2شاخص یال 	1شاخص یال 	ردیف

2	1021	-	

	

5	491	1132	

	

15	12119	11109	

	

باشد.با در نظر گرفتن موارد شرح داده شده، نحوه استخراج ب می- 6شکل 
- در ادامه با پیادهتشریح شده است.2در جدول چند ردیف از جدول برش

هاي معرفی شده در محاسبه پارامترهاي پسروي گرین، سازي الگوریتم
گیرد.مورد ارزیابی قرار میهاي روش پیمایش مکعبی قابلیت

اعتبارسنجی و تحلیل نتایج-5
گونه که بیان شد، تحلیل پسروي گرین صرفاً یک کار ریاضی است و همان

نتایجی که به صورت تجربی تغییرات سطح سوزش نسبت به ضخامت جان را 
هاي تسخیر سلولی، بیان کند عملاً وجود ندارد. لذا به منظور ارزیابی روش

بعدي و پیمایش مکعبی ابتدا نتایج عددي پسروي با المان برشی سهمقطعی،
اي، شوند. بدین منظور سه گرین استوانهنتایج حل تحلیلی مقایسه می

شود.انتخاب می3ی به صورت جدول ضلعی با مشخصاتچهارضلعی و شش

هاي مفروضمشخصات گرین3جدول 

	نوع گرین
شعاع خارجی 

)mm(	
شعاع داخلی/ طول 

)mm(	ضلع
ضخامت جان 

)mm(	
طول موتور 

)mm(	
	100	35	20	55	اياستوانه

	100	35	50	70	چهارضلعی
	100	35	10	45	ضلعیشش
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ها دو هدف مدنظر بوده است:در انتخاب این گرین
اند؛هر سه گرین داراي حل تحلیلی- 1

ضلعی داراي نقاط گوشه هستند و پیگیري هاي چهارضلعی و ششگرین- 2

ترین و دشوارترین نقاط در یک روش تسخیر مرز از مهمنقاط گوشه

اي که اگر یک روش عددي تسخیر مرز شوند، به گونهمحسوب می

بتواند نقاط گوشه را با دقت پیگیري کرده و دچار خطا نشود، روش 

].17عددي مطلوبی خواهد بود[

4هاي مذکور به صورت جدول در گام اول مقایسه، زمان اجراي روش
گیرند. ارزیابی قرار میمورد 

ترین ترین و بیشدهد، کمهاي این جدول نشان میگونه که دادههمان
هاي تسخیر سلولی و مقطعی است. حجم محاسبات به ترتیب مربوط به روش

شود زمان اجراي دو روش المان برشی و پیمایش همچنین مشاهده می
د بررسی در روش مکعبی اختلاف زیادي ندارند در صورتی که حالات مور

افرایش یافته است. این مسئله سرعت بسیار 256به 15پیمایش مکعبی از 
کند.بالاي الگوریتم پیمایش مکعبی را اثبات می

شایان ذکر است که به منظور افزایش دقت روش مقطعی، محاسبه 
محیط سوزش و سطح گذرگاه جریان در مقاطع دوبعدي با روش بسیار دقیق 

].20پذیرد[مل انجام میالمان برشی کا
ها، نتایج حل عددي با حل در گام دوم و با هدف بررسی دقت روش

گردد. در این راستا ابتدا نتایج حاصل از روش تسخیر تحلیلی مقایسه می
گیرد.مورد ارزیابی قرار می8و 7هاي سلولی به صورت شکل

قابل برداشت ، موارد زیر 8و 7و نمودارهاي 4هاي جدولبا بررسی داده
است:

روش تسخیر سلولی زمان اجراي پایینی دارد؛-

را با دقت نسبتاً مناسبی محاسبه PVتواندر روش تسخیر سلولی می-

باشد؛همواره به صورت نوسانی و نامطلوب میbSکرد؛ اما تخمین

	نتایج دارد.نقاط گوشه تأثیر قابل توجهی در دقت -
توان گفت گرچه مزیت روش تسخیر سلولی در با توجه موارد فوق می

سازي، زمان اجراي پایین و عدم نیاز به محاسبه مختصات نقاط سادگی پیاده
هایی با هندسه ساده هاي بسیار ریز و براي گرینمرزي است، اما تنها در شبکه

با توجه به ضعف شدید این تواند دقت قابل قبولی داشته باشد. بنابراین می
روش در محاسبه سطح سوزش و عدم امکان تحلیل پسماندها، استفاده از آن 

شود.توصیه نمی
به صورت مشابه، تغییرات سطح سوزش سه گرین مفروض با روش المان 

9بعدي محاسبه و مقایسه نتایج با حل تحلیلی در نمودارهاي شکل برشی سه
گردند.ارائه می

شود، در روش المان برشی مشاهده می9که در شکل گونه همان
بعدي همواره مقدار سطح محاسبه شده کمتر از مقدار واقعی بوده و سه

توان باشند که علت این مسئله را میها به صورت پرشی و شکسته میمنحنی
به فرضیات مورد استفاده و تعداد حالات معتبر مربوط دانست. در مجموع، 

تواند روش بعدي نیز نمیدهد روش المان برشی سهمشاهدات نشان می
مناسبی براي تعیین پارامترهاي پسروي گرین باشد. 

در ادامه دقت عملکرد دو روش مقطعی و پیمایش مکعبی نسبت به حل 
شود.گزارش می10و شکل 5تحلیلی سنجیده شده و نتایج به صورت جدول 

مفروض براي محاسبه پارامترهاي پسروي هاي مقایسه زمان اجراي روش4جدول 

	نوع گرین
	)secزمان اجرا (

تسخیر 
	سلولی

المان برشی
	بعديسه

	مقطعی
پیمایش 
	مکعبی

	163	166	137	129	اياستوانه
	534	556	435	409	چهارضلعی

	148	159	123	115	ضلعیشش

مقایسه تعیین سطح سوزش با دو روش تسخیر سلولی و تحلیلی7شکل 

مقایسه تعیین حجم گذرگاه جریان با دو روش تسخیر سلولی و تحلیلی8شکل 

مقایسه نتایج روش مقطعی و پیمایش مکعبی5جدول 

	pVترین درصد خطايبیش	bSترین درصد خطايبیش	نوع گرین

	مقطعیروش 	
	63/0	45/0	اياستوانه

	12/1	76/0	چهارضلعی
	84/0	57/0	ضلعیشش

	روش پیمایش مکعبی	
	59/0	42/0	اياستوانه

	23/1	88/0	چهارضلعی
	84/0	61/0	ضلعیشش
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بعدي و تحلیلیمقایسه تعیین سطح سوزش با دو روش المان برشی سه9شکل 

مقایسه تعیین سطح سوزش با دو روش پیمایش مکعبی و تحلیلی10شکل 

] در 20دهد، در صورتی که از المان برشی کامل [ظواهر نتایج نشان می
توان دقت بالایی در نتایج به دست آورد، اما روش مقطعی استفاده شود می
بعدي به صورت دوبعدي هاي سهروش، گرینباید توجه داشت که در این 

هایی که در راستاي محور، تغییر تحلیل شده و ممکن است در تحلیل گرین
- قطر دارند دچار خطا شود. به منظور بررسی این احتمال، یک گرین همه

گرفته شده و نتایج دو روش پیمایش نظردر11سوز با مشخصات شکل طرف
کل ششوند (مقایسه می48×48×65ابعاد اي بامکعبی و مقطعی در شبکه

12.(
بعدي شد، روش مقطعی در تحلیل گرین سهبینی میگونه که پیشنهما

به کمک روششود. براي روشن شدن علت،سوز دچار خطا میطرفهمه

	سوز مفروضطرفمشخصات گرین همه11شکل 

مقایسه تغییرات سطح سوزش با دو روش مقطعی و پیمایش مکعبی12شکل 

سوزطرفتغییرات محیط در طول گرین همه13شکل 

پیمایش مکعبی تغییرات محیط سوزش در راستاي محور طولی استخراج و به 
شود.نشان داده می13صورت شکل 

دهد، وجود تغییر قطر در راستاي محور به خوبی نشان می13شکل 
گردد، بنابراین کاهش شدید محیط سوزش محلی میگرین سبب افرایش یا 

کند، گیري بین مقاطع محوري عمل میروش مقطعی که بر اساس میانگین
دچار خطا خواهد شد. اگرچه با ریزتر کردن شبکه حل (افزایش مقاطع مورد 

یابد، اما بر زمان اجرا نیز به شدت بررسی) عملکرد روش مقطعی بهبود می
اي بین زمان اجرا و دقت حل، باید گفت مجموع با مصالحهشود. در افزوده می

- تواند روش مطلوبی براي تعیین پارامترهاي پسروي گرینروش مقطعی نمی
بعدي باشد.هاي سه

روش پیمایش مکعبی علاوه بر دقت بسیار بالا و زمان اجراي مناسب، 
به کمک کهافزایدتوانایی ترسیم پروفیل پسروي را نیز به الگوریتم حل می

پروفیل 14توان تحولات مرز و صحت تحلیل را بررسی کرد. شکل آن می
دهد. در این را در چند گام زمانی نمایش میسوزطرفهمهپسروي گرین 

باشد و بخش گر سطح در حال سوزش میهاي تاریک نمایانبخششکل، 
باقی روشن در واقع بدنه موتور بوده که در تمام مراحل سوزش به صورت ثابت

مانده است.
نشان داده شد که روش پیمایش مکعبی نسبت به سه روش تسخیر
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سوزطرفچهار گام از پروفیل پسروي گرین همه14شکل 

بعدي و مقطعی عملکرد بهتري در محاسبه سلولی، المان برشی سه
و N.13	NAWCگرفتن دو گرین نظردرپارامترهاي پسروي دارد. در ادامه با 

[کونوسیل و با بهره [13گیري از نتایج مراجع  هاي پیمایش ]، روش14] و 
گیرند.مکعبی و توابع هویساید/ دلتاي دیراك مورد مقایسه قرار می

هاي شایان ذکر است که نتایج پسروي وابسته به سرعت پسروي، شبکه
در هیچ یک از مراجع این موارد به باشد. از آنجا که اولیه و گام زمانی حل می

طور کامل تبیین نشده، امکان مقایسه دقیق وجود ندارد و تنها محدوده نتایج 
گیرد.ها مدنظر قرار میو روند تغییرات آن

اي ، از یک گرین ساده مخروطی شکل و بدنه استوانهN.13	NAWCموتور 
موتور و مقاطع شماتیکی از این 15]. در شکل 13ساده تشکیل شده است[

پارامترهاي مورد نیاز براي تعریف 6طولی موثر نشان داده شده و در جدول 
گردد.هندسه گرین ارائه می

بعدي گرین، سطح اولیه سوزش با توجه به مشخصات فوق، شکل سه
شود.نشان داده می16(مندرل) و موتور به صورت شکل 

]N.13]13	NAWCپارامترهاي موتور 6جدول 
	(mm)	Z	mm(شعاع (	مقطع

(a)	96/60	4/152	
(b)	1/38	4/152	
(c)	1/38	498/809	
(d)	56/46	392/850	

N.13	NAWCشماتیکی از هندسه موتور 15شکل 

N.13	NAWCبعدي مندرل، گرین و موتور شکل سه16شکل 

با انتخاب دو شبکه زمینه متفاوت، پارامترهاي پسروي با روش پیمایش 
با نتایج توابع هویساید/ دلتاي دیراك 17شود و در شکل محاسبه میمکعبی 
شود.]) مقایسه می13(مرجع [

، اختلافات موجود در نتایج پسماندها و همچنین 17در بررسی شکل 
کند؛ ها جلب توجه میتفاوت در ابعاد شبکه

توان به سادگی از اختلاف در نتایج پسماندها؛ علت این اختلاف را می-

ها در مراحل انتهایی (شیب منحنی17هاي شکل د تغییرات منحنیرون

] ] هیچ 13سوزش) استنباط نمود. کاملاً مشخص است که در مرجع 

تحلیلی براي پسروي پسماندها نشده است؛ به عبارت بهتر به مرز اجازه 

داده شده که بدون توجه به بدنه موتور پسروي کند و با خروج کامل 

شود.محاسبات متوقف میدنه موتورمرز از ب

که شبکه مورد استفاده در اختلاف در ابعاد شبکه حل؛ با وجود این-

] ریزتر است، اما نتایج تقریباً یکسانند. این واقعیت نشان 13مرجع [

[می ] براي تعیین 13دهد روش هویساید/ دلتاي دیراك که مرجع 

بی ه روش پیمایش مکعپارامترهاي پسروي استفاده شده، نسبت ب

تر است.ضعیف

[N.13	NAWCبررسی پسروي گرین  دهد روش نشان می]13و مرجع 
تر زمان اجراي کمتري هاي درشتپیمایش مکعبی به واسطه استفاده از شبکه

هاي یکسان از دقت بالاتري نسبت به روش که در شبکهدارد، ضمن این
است.هویساید/ دلتاي دیراك برخوردار 

مقایسه، یک گرین کونوسیل با ابعاد داده شده در شکل به عنوان آخرین 
شود. با استفاده از روش پیمایش مکعبی، پارامترهاي در نظر گرفته می18

] که بر 14با نتایج مرجع [19پسروي این گرین محاسبه شده و در شکل 
شود.مبناي روش هویساید/دلتاي دیراك است، مقایسه می

N.13	NAWCمنحنی تغییرات پارامترهاي پسروي گرین 17شکل 

	نمایی از گرین کونوسیل همراه با ابعاد مفروض18شکل 
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	منحنی تغییرات پارامترهاي پسروي گرین کونوسیل19شکل 

در دو روش مفروض اگرچه تغییرات سطح سوزش و حجم گذرگاه جریان 
] 14دهد منحنی مرجع [تر نشان میهاي دقیقروند مشابهی دارند، اما بررسی

ترین شبکه دارد. به عبارت دیگر الگوریتم بیشترین تناسب را با نتایج درشت
نتایجی 50×50×120اي به ابعاد تواند با استفاده از شبکهپیمایش مکعبی می

بدهد. در 80×80×300ر یک شبکه مشابه روش هویساید/دلتاي دیراك د
ها و روند تغییر هاي مورد استفاده، ابعاد شبکهنتیجه با توجه به الگوریتم

رسد روش هویساید/دلتاي دیراك نسبت به روش ها، به نظر میمنحنی
پیمایش مکعبی دقت کمتري براي تعیین پارامترهاي پسروي دارد.

19و 17ر دو شکل هاي حجم گذرگاه جریان دبا مقایسه منحنی
	NAWCشود، در گرین مشاهده می N.13 اختلاف دو روش کمتر از گرین

مشخص 21و 20هاي گونه که در شکلهمانباشد. از طرفیکونوسیل می
در راستاي محوري داراي تغییر N.13	NAWCاست، گرین کونوسیل بر خلاف 

هویساید/دلتاي روش توان نتیجه گرفت که باشد. لذا میهاي زیادي میقطر
نیز همانند روش مقطعی و بر خلاف پیمایش مکعبی در مواجهه با دیراك

شود.تغییر قطرهاي محوري دچار کاهش عملکرد می

گیريبندي و نتیجهجمع- 6
هدف از این تحقیق، ارائه یک روش سریع، دقیق و کارآمد براي تحلیل

تغییرات سطح گذرگاه جریان در طول گرین کونوسیل20شکل 

پروفیل پسروي گرین کونوسیل در سه گام زمانی متفاوت21شکل 

هاي تراز بود.بعدي به کمک روش عددي منحنیهاي سهپسروي انواع گرین
موجود مورد ارزیابی قرار هاي بدین منظور ابتدا نقاط ضعف و قدرت تکنیک

گرفت و بر اساس آن یک الگوریتم جدید با عنوان پیمایش مکعبی براي 
محاسبه پارامترهاي پسروي معرفی شد.

بعدي و هاي تسخیر سلولی، المان برشی سهبراي اعتبارسنجی، ابتدا روش
ها از نظر دقت و زمان اجرا با روش پیمایش سازي و نتایج آنمقطعی پیاده

بی مقایسه گردید. در ادامه عملکرد روش جدید نسبت به روش هویساید/ مکع
ها به صورت ترین نتایج حاصل از این بررسیمهمدلتاي دیراك سنجیده شد. 

	خلاصه عبارتند از:
سازي، زمان اجراي اگرچه مزیت روش تسخیر سلولی در سادگی پیاده-

اما با توجه به پایین و عدم نیاز به محاسبه مختصات نقاط مرزي است، 

ضعف شدید این روش در محاسبه سطح سوزش و عدم امکان تحلیل 

شود.پسماندها، استفاده از آن توصیه نمی

بعدي همواره مقدار سطح محاسبه شده کمتر در روش المان برشی سه-

کننده، خطاي از مقدار واقعی بوده و به دلیل استفاده از فرضیات ساده

	روش نسبتاً بالاست.

هاي با نقاط گوشه دارد، اما روش مقطعی دقت بالایی در گریناگرچه-

هایی که راستاي محور تغییر قطر دارند دچار این روش در تحلیل گرین

	خطا شده و زمان اجراي بالایی نیز دارد.

تحلیل مناسب با استفاده از روش هویساید/دلتاي دیراك مستلزم -

شود همین مسئله سبب میهایی با ابعاد ریز است که استفاده از شبکه

	زمان اجراي بالایی داشته باشد.
توان گفت، روش اي بین دقت حل و زمان اجرا میدر مجموع با مصالحه

تري در هاي موجود عملکرد مطلوبپیمایش مکعبی نسبت به تمام روش
محاسبه پارامترهاي پسروي دارد و بهتر است در الگوریتم اصلی روش 

روش استفاده شود.هاي تراز از اینمنحنی

فهرست علائم-7
)mm2(سطح سوزش دوبعدي  A	

مشتق پیشرو +D	
مشتق پسرو -D	

)mm/s(سرعت حرکت مرز  F	
تابع شار عددي G	

شار عدديتابع  g	
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همیلتونین H	

بردار یکه عمود بر مرز rn	

)mm(محیط سوزش  P	
)mm/s(نرخ پسروي گرین  &r	
)cm2(بعدي سطح سوزش سه S	

)y)sو xزمان عبور منحنی از  ( , )T x y	

)cm3(حجم گذرگاه جریان  V	
)mm(مختصات گره در شبکه ثانویه  , ,x y z	

	علایم یونانی 
تابع دلتاي دیراك d	

تابع موقعیت مرز G	

هاي تراز)تابع حداقل فاصله (یا تابع منحنی j	

تابع هویساید h	

کل دامنه حل W	

	هازیرنویس
سوزش b	

اوشر-ستییروش انکو E O	

پورت p	
محل تقاطع مرز و المان cut	
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