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قرار گرفته هاي اخیر مورد توجه محققان زیاديسیم در سالهاي بیمصرف الکترونیکی نظیر سنسورها و سیستمنیاز به تأمین انرژي مدارهاي کم
ها، دلایل اصلی براي برداشت انرژي الکتریکی از منابع انرژي محیطی است. ها و همچنین مشکل تعویض آناست.وزن زیاد، عمر محدود باتري

ن هاي گوناگودر میان منابع مختلف انرژي محیطی، ارتعاشات مکانیکی به دلیل در دسترس بودن، رواج زیادي پیدا کرده است. از بین روش
هاي خوب برداشت مکانیکی از روش-برداشت انرژي از ارتعاشات محیطی، روش پیزوالکتریک به دلیل داشتن تأثیرات مساعد کوپل الکتریکی

کننده انرژي از ارتعاشات، تیر یکسرگیردار با یک یا چند لایه پیزوالکتریک است.در مقاله حاضر، تولید ترین وسیله برداشتانرژي است. متداول
برنولی، با یک لایه پیزوالکتریک و تحریک پایه، با استفاده از روش پارامترهاي -اي اویلرژي الکتریکی از ارتعاشات تیر یکسرگیردار ذوزنقهانر

گردد. در ابتدا، معادلات حرکت سیستم به صورت تحلیلی به دست آمده و سپس با استفاده از روش مودهاي فرضی (مربوط توزیع شده بررسی می
گذاري بر اند. جهت صحههاي طبیعی سیستم محاسبه شده و نمودارهاي مربوط به ولتاژ، جریان و توان ارائه گردیدهتیر مستطیلی)، فرکانسبه 

بندي مستطیلی، که نتایج آن در مراجع منتشر اي نزدیک به پیکرهبندي ذوزنقهنتایج به دست آمده، نمودارهاي ولتاژ، جریان و توان براي پیکره
اي، با تغییرات مقدار مقاومت بندي ذوزنقهکننده انرژي با پیکرهگیرد. در ادامه، پارامترهاي عملکردي برداشتده است، مورد مقایسه قرار میش

گیرد.کننده انرژي مورد تجزیه و تحلیل قرار میمصرف
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	 In	recent	years,	the	need	for	low	power	electronic	circuits	like	sensors	and	wireless	systems	has	
been	considered	by	many	researchers.	Excessive	weight,	limited	lifetime	of	the	batteries	and	also		
the	 problem	 of	 replacing	 them,	 are	 the	 main	 reasons	 for	 harvesting	 energy	 from	 ambient	
vibrations.	 Among	 the	 various	 sources	 of	 environmental	 energy,	 mechanical	 vibrations	 have	
gained	in	popularity	due	to	their	availability.	Between	the	different	methods	of	ambient	vibration	
energy	 harvesting,	piezoelectric	method,	 is	one	of	 the	good	ways	 to	 harvest	 energy	due	 to	 the	
favorable	effects	of	electromechanical	coupling.	The	most	common	means	of	harvesting	energy	
from	 vibrations	 is	 a	 cantilevered	 beam	with	 one	 or	more	 piezoelectric	 layers.	 In	 the	 present	
paper,	electrical	energy	harvesting	from	Euler-Bernoulli	trapezoidal	cantilevered	unimorph	beam	
with	base	excitation	using	distributed	parameter	method	has	been	considered.	First,	equations	of	
motion	are	analytically	obtained	and	then	using	Assumed	modes	method(for	rectangular	beam),	
system’s	natural	frequencies	are	calculated	and	output	voltage,	current	and	power	diagrams	are	
presented.	 For	 verifying	 results,	 presented	 voltage,	 current	 and	 power	 output	 diagrams	 for	
trapezoidal	configuration	close	to	rectangular	configuration,	the	results	of	which	are	published	in	
references,	will	be	compared.	Then,	functional	parameters	for	trapezoidal	energy	harvester	with	
resistance	value	changes	for	energy	consumer	have	been	analyzed.	

Keywords:	
Energy	harvesting	
Piezoelectric	
Vibrations	
Trapezoidal	beam	
Distributed	Parameters	Method	

	



همکارانواصغرزادهمحمدرضاشدهتوزیعپارامترهايروشازاستفادهباپیزوالکتریکلایهیکباايذوزنقهتیرارتعاشاتازانرژيبرداشتبررسی

	

1597شماره ،14، دوره 1393العاده اسفند فوقمهندسی مکانیک مدرس، 
	

مقدمه-1
آن به انرژي فرآیند به دست آوردن انرژي از محیط اطراف و تبدیل

هاي اخیر گویند. با پیشرفت1الکتریکی قابل استفاده را برداشت انرژي
- تکنولوژي در زندگی روزمره، تقاضا براي وسایل الکترونیکی قابل حمل و کم

باشند، ضروري مصرف رو به افزایش است. چون این وسایل قابل حمل می
نند. به طور سنتی این است که بتوانند منبع ذخیره انرژي خود را نیز حمل ک

	کنند.ها از باتري به عنوان منبع انرژي استفاده میسیستم
ها عمر محدودي دارند و ها این است که آنمشکل اصلی استفاده از باتري

کننده تبدیل شود. حتی در تواند به یک کار تکراري و خستهها میتعویض آن
- قابلند در جاهاي غیرتوانسیم که میهاي بیمورد وسایلی مانند سنسور

ها و یا همچنین بر ها، بر روي حیوانات براي ردیابی آندسترس، مثل بدنه پل
تواند امري غیرممکن نصب شوند، تعویض باتري میGPSهاي روي سیستم

باشد.در چنین مواردي تنها راه تغذیه این تجهیزات، استفاده از انرژي 
یکجا بودن منبع تغذیه و محیطی، همچون انرژي مکانیکی(ارتعاشات) است. 

هاي لازم جهت کشیها، باعث کاهش تلفات انرژي شده و میزان سیمسنسور
دهد.تغذیه سنسورها را کاهش می

هاي مختلفی که براي تبدیل انرژي مکانیکی(ارتعاشات) یزمدر میان مکان
به الکتریسیته وجود دارد(از قبیل الکترومغناطیس، پیزوالکتریک و 

به دلیل راحتی استفاده از آن، دارا الکترواستاتیک)، مکانیزم پیزوالکتریک
بالا،2توانبودن خاصیت ذاتی کوپلینگ الکترومکانیکی و همچنین چگالی

ن توجه را به خود اختصاص داده و مقالات مروري زیادي در این مورد تریبیش
.]1,2[نوشته شده است 

ترین وسیله برداشت کننده انرژي از ارتعاشات، تیر یکسرگیردار با متداول
) است که بر روي یک سازه مرتعش قرار PZTیک یا چند لایه پیزوسرامیک (

هاي پیزوالکتریک منجر به تولید گیرد. کرنش دینامیکی ایجاد شده در لایهمی
دد که به وسیله الکترودهایی که سطح لایه پیزوالکتریک گرولتاژ الکتریکی می

گردد. از لحاظ ریاضی فرایند تبدیل آوري و ذخیره میپوشانند، جمعرا می
به وسیله توان میاستفاده را انرژي مکانیکی(ارتعاشات) به انرژي الکتریکی قابل

و همچنین روابط مقاومت مصالح تشریح ]3[روابط ساختاري پیزوالکتریک 
سازي ، سه نوع مدلPZTنمود. جهت بیان رفتار ارتعاشی تیر یکسرگیردار 

، 3اند از: مدل گسستهتوسط محققین مورد استفاده قرار گرفته است که عبارت
ها، تیر یکسرگیردار ، که در اکثر این بررسی5محدودو مدل اجزاء4مدل پیوسته

یا دو لایه پیزوالکتریک مورد بررسی قرار گرفته است. اومدا و مستطیلی با یک 
هاي انرژي بودند. جزو اولین محققان در زمینه برداشت کننده]4[همکاران 

و میراکننده ها یک مدل گسسته بود که از یک جرم، فنر مدل پیشنهادي آن
دل یک درجه آزادي با تحریک پایه و بر م]5[تشکیل شده بود. ویلیامز و ییتز 

هاي بعد روندي و اساس مکانیزم الکترومغناطیس ارائه دادند. در سال
	6	[همکاران هاي قبلی را بهبود ببخشند. آجیتساریا و تلاش کردند که مدل]
-با دو لایه پیزوالکتریک را با فرض تیر اویلرتیر یکسرگیردار]7[همکاران

برنولی، و همچنین تیر تیموشنکو بررسی کرده و حل تحلیلی ارائه نمودند. 
لایه حل تحلیلی ارائه ارتورك و اینمن براي تیر یکسرگیردار مستطیلی دو

گسسته نیز پرداخته و ثابت ها در مقالات خود به بررسی روش . آن]8[کردند
کردند که این روش براي ارتعاشات طولی و عرضی تیر نتایج غیر دقیقی ارائه 

																																																																																																																																											
1-	Energy	harvesting	
2-	Power	Density	
3-	Lumped	parameter	model	
4-	Distributed	parameter	model	
5-	Finite	element	model	

. همچنین ]9[کند، در نتیجه ضرایب تصحیحی براي این مدل ارائه نمودند می
هاي موده و مدلهاي تجربی مقایسه نهاي تحلیلی را با تستها روشآن

اند.متنوعی پیشنهاد داده
تواند اي شکل میبندي ذوزنقهادعا کردند که پیکره]10[روندي و همکاران

بندي مستطیل عملکرد بهتري در تولید انرژي الکتریکی نسبت به پیکره
اي نیز بررسی کردند که هندسه ذوزنقه]11[داشته باشد. دنیس و همکاران 

اي براي آن ارائه رابطهقادر به تولید توان بیشتري است، اما هیچ فرمول یا
نکردند.

، به دلیل اینکه کرنش تیر با PZTبراي تیر یکسر گیردار با لایه 
تر از نوك گاه بزرگ(قائده ذوزنقه در محل تکیهاي معکوس بندي ذوزنقهپیکره

- تیر است) بیشتر از تیر مستطیلی است، لذا توان الکتریکی بیشتري تولید می
اي مستقیم به دلیل سطح تماس کند. همچنین با حجم مشخص تیر ذوزنقه

تر در محل اتصال به پایه داراي سطح تنش کمتر و در نتیجه داراي عمر بزرگ
بندي قبلی است. در این مقاله، برداشت انرژي به دو پیکرهبیشتري نسبت

اي شکل مستقیم تک بندي ذوزنقهبرنولی با پیکره- الکتریکی از یک تیر اویلر
لایه با استفاده از روش پارامترهاي توزیع شده بررسی گردیده و نمودارهاي 

حرکت پایه مربوط به ولتاژ، جریان و توان خروجی ترسیم شده است. 
رمونیک و دائمی فرض شده است که منجر به تولید خروجی الکتریکی ها

ها به صورت سري به لایه پیزوالکتریک گردد و الکترودپیوسته از سیستم می
ها منجر به بندي سري الکترودتحت شرایط یکسان، پیکرهاند.متصل شده

جریان ها منجر به تولید بندي موازي آنتولید ولتاژ خروجی بیشتر و پیکره
سیستم مدل شده خطی فرض شده همچنینگردد.خروجی بیشتري می

هاي غیرخطی است، بدین معنی که آستانه تحریک باید تا جایی باشد که ترم
هاي بندي پارامترهندسی و پیزوالاستیک در سیستم ظاهر نشود. فرمول

ت. ریتز اس- ي الکترومکانیکی روش رایلیي خطی ارائه شده، نسخهشدهتوزیع
اي معکوس لازم به ذکر است که روابط ارائه شده در این مقاله براي تیر ذوزنقه

نیز قابل اعمال است، با این توضیح که در آن حالت، نسبت طول قاعده ذوزنقه 
تر از یک خواهد بود. مزیت روش پارامترهاي در ریشه به نوك تیر کوچک

-روش رابطه تنشتوزیع شده نسبت به روش گسسته این است که در این 
با PZTشود. بررسی عملکرد تیر تک لایه کرنش در کل تیر وارد محاسبه می

اي با استفاده از روش پارامترهاي توزیع شده نوآوري این بندي ذوزنقهپیکره
باشد که تاکنون توسط محققین دیگر گزارش نشده است.کار تحقیقاتی می

سازي به روش پارامترهاي توزیع شده مدل-2

اي شکل و بندي ذوزنقهبرنولی با پیکره-در این مقاله، تیر یکسرگیردار اویلر
یک لایه پیزوالکتریک، به عنوان برداشت کننده انرژي در نظر گرفته شده 

). مدل مذکور از طریق الکترودهایی به یک مدار ساده متصل 1است(شکل
توان است. کنندهالکتریکی به عنوان مصرفشده که فقط شامل یک مقاومت

فرض شده است که الکترودها تمام سطح لایه پیزوالکتریک را پوشانده و لایه 
پیزوالکتریک به طور کامل به سطح تیر چسبیده باشد. حرکت عرضی تیر را 

) نشان داد.1توان به صورت معادله (می
,ݔ)ܹ	)1( (ݐ = ,ݔ)ୠݓ (ݐ ,ݔ)୰ୣ୪ݓ+ 	(ݐ

,ݔ)ୠݓکه در آن ,ݔ)୰ୣ୪ݓحرکت پایه تیر و (ݐ جابجایی عرضی تیر (ݐ
	نسبت به انتهاي گیردار است.

شود.) بیان می2همچنین حرکت پایه به صورت رابطه (
,ݔ)ୠݓ	)2( (ݐ = (ݐ)݃ + 	(ݐ)ℎݔ
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تیر ذوزنقه با یک لایه پیزوالکتریک1شکل

چرخش تیر (ݐ)ℎو yحرکت عرضی تیر در جهت (ݐ)݃در رابطه بالا 
باشد.میz	حول محور 

به x-yبرنولی تحت ارتعاشات آزاد و در صفحه -معادله حرکت تیر اویلر
شود.) بیان می3صورت معادله (

(ݔ)ܫܻ	)3(
߲ଶݔ)ܯ, (ݐ

ଶݔ߲ + (ݔ)݉
߲ଶݔ)ݓ, (ݐ

ଶݐ߲ = 0	

ممان اینرسی سطح مقطع، (ݔ)ܫمدول یانگ تیر، Yدر رابطه فوق، 
,ݔ)ܯ ,ݔ)ݓجرم بر واحد طول تیر و (ݔ)݉ممان خمشی، (ݐ حرکت (ݐ

عرضی تیر است.
توان براي براي نشان دادن تلفات مکانیکی دو نوع مختلف میرایی را می

. نوع اول میرایی خارجی یا مقاومت هوا(میرایی ]12[سیستم در نظر گرفت 
اي. با وارد کردن ضرایب میرایی در ویسکوز) و نوع دوم میرایی داخلی یا سازه

) خواهد بود:4، معادله حرکت به صورت رابطه (سیستم

)4(	

(ݔ)ܫܻ
߲ଶݔ)ܯ, (ݐ

ଶݔ߲ + ܿୱ(ݔ)ܫ
߲ହݔ)ݓ, (ݐ
ݐସ߲ݔ߲ ݐ + ܿୟ

,ݔ)ݓ߲ (ݐ
ݐ߲ 	

(ݔ)݉+							
߲ଶ(ݔ)ݓ
ଶݐ߲ = 0	

آید:) به دست می4) در معادله (1) با جایگذاري رابطه (5رابطه (

)5(	

߲ଶݔ)ܯ, (ݐ
ଶݔ߲ + ܿୱ(ݔ)ܫ

߲ହݓ୰ୣ୪(ݔ, (ݐ
ݐସ߲ݔ߲ + ܿୟ

,ݔ)୰ୣ୪ݓ߲ (ݐ
ݐ߲ 	

(ݔ)݉+					
߲ଶݓ୰ୣ୪(ݔ, (ݐ

ଶݐ߲ 	

						= (ݔ)݉−
߲ଶݓୠ(௫,௧)

ଶݐ߲ − ܿୟ
,ݔ)ୠݓ߲ (ݐ

ݐ߲ 	

اي ترم میرایی سازه(ݔ)ܫୱܿضریب میرایی ویسکوز وca)، 5در رابطه (
معادل براي سطح مقطع کامپوزیتی است.

با استفاده از روابط ساختاري پیزوالکتریک، ممان خمشی داخلی 
,ݔ)ܯ ) محاسبه خواهد شد:6به صورت رابطه ((ݐ

,ݔ)ܯ	)6( (ݐ = − න ଵܶ
ୱݕ݀ݕ(ݔ)ݓ − න ଵܶ

୮ݕ݀ݕ(ݔ)ݓ

௛ౙ

௛ౘ

௛ౘ

௛౗

	

ଵܶاي، عرض تیر ذوزنقه(ݔ)ݓکه در رابطه فوق، 
ୱ تنش در تیر و

ଵܶ
୮باشد.تنش در لایه پیزوالکتریک می	

) به دست 6) با جایگذاري روابط تنش پیزوالکتریک در معادله (7(رابطه 
آید.می

)7(	

,ݔ)ܯ (ݐ = න ୱܻ(ݔ)ݓ
߲ଶݓ୰ୣ୪(ݔ, (ݐ

ଶݔ߲

௛ౘ

௛౗

	ݕଶ݀ݕ

				+ න ୮ܻ(ݔ)ݓ
߲ଶݓ୰ୣ୪
ଶݔ߲ ݕଶ݀ݕ − න (ݐ)ܸ ୮ܻ(ݔ)ݓ

݀ଷଵ
ℎ୮

ݕ݀ݕ

௛ౙ

௛ౘ

௛ౙ

௛ౘ

	

) تبدیل خواهد شد:8) به رابطه (7سازي، رابطه (با ساده

,ݔ)ܯ	)8( (ݐ = (ݔ)ܫܻ
߲ଶݓ୰ୣ୪(ݔ, (ݐ

ଶݔ߲ + 	(ݐ)ܸߴ

) به دست 9از رابطه بالا، ترم کوپلینگ الکترومکانیکی به صورت رابطه (
آید.می

ߴ	)9( = − ୮ܻ݀ଷଵ(ݔ)ݓ
2ℎ୮

(ℎୡଶ− ℎୠଶ)	

مدول یانگ لایه پیزوالکتریک، ୮ܻثابت پیزوالکتریک، ଷଵ݀در روابط بالا
ha،hb	 وhcترین از محور خنثی، پایینترین لایه تیربه ترتیب فاصله پایین

خنثی 	محور	خنثی و بالاترین لایه پیزوالکتریک از	محور	لایه پیزوالکتریک از
است.

همچنین روابط مربوط به ممان اینرسی و عرض تیر به صورت روابط 
گردند.) تعریف می11) و (10(

(ݔ)ܫ	)10( =
ଵܫ
ܮ ܮ] −

ݎ) − 1)
ݎ

ݔ
	[ܮ

و

(ݔ)ݓ	)11( = −ଵ(1ݓ
ݎ) − 1)

ݎ
ݔ
	(ܮ

، به عرض تیر ଵݓنسبت عرض تیر در انتهاي گیردار rکه در روابط فوق 
عبارت است از ممان اینرسی مقطع تیر مرکب ଵܫاست و w0در انتهاي آزاد 

) داریم:12گاه. طبق رابطه (در محل تکیه

ݎ	)12( =
ଵݓ
଴ݓ
	

) ) معادله حرکت به صورت رابطه 12-8در نهایت با استفاده از روابط 
خواهد بود.) 13(

)13(	

߲ଶ

ଶݔ߲ ቈܻܫ
(ݔ)

߲ଶݓ୰ୣ୪(ݔ, (ݐ
ଶݔ߲ + +቉(ݐ)ܸߴ ܿୱ(ݔ)ܫ

߲ହݓ୰ୣ୪

	ݐସ߲ݔ߲

					+ܿୟ
,ݔ)୰ୣ୪ݓ߲ (ݐ

ݐ߲ (ݔ)݉+
߲ଶݓ୰ୣ୪(ݔ, (ݐ

ଶݐ߲ 	(ݐ)ܸߴ+

					= (ݔ)݉−
߲ଶݓୠ(ݔ, (ݐ

ଶݐ߲ − ܿୟ
,ݔ)ୠݓ߲ (ݐ

ݐ߲ 	

)، معادله حرکت مکانیکی با کوپلینگ الکتریکی است. حال 13معادله (
الکتریکی با کوپلینگ مکانیکی از روابط به دست آوردن معادله مداربراي 

شود.) استفاده می14پیزوالکتریک به صورت رابطه (
ଷܦ	)14( = ݀ଷଵ ଵܶ + ଷଷ்ߝ 	ଷܧ

ظرفیت الکتریکی در تنش ଷଷ୘ߝ، جابجایی الکتریکیD3)، 14در رابطه (
به ترتیب 3و 1هاي الکتریکی است. همچنین زیرنویسمیدانE3ثابت و 

باشند.میyو xمنطبق بر محورهاي 
(ݐ)ଷܧبا جایگذاري  = ି௏(௧)

௛౦
ଷଷୱߝو نیز  = ଷଷ୘ߝ − ݀ଷଵଶ ୮ܻ)به 14رابطه (

شود.) بازنویسی می15صورت رابطه (

,ݔ)ଷܦ	)15( (ݐ = ݀ଷଵ ୮ܻݏଵ(ݔ, −(ݐ ଷଷ௦ߝ
(ݐ)ܸ
ℎ୮

	

به عنوان فاصله مرکز لایه پیزوالکتریک از محور خنثی hpcبا معرفی 
) خواهیم داشت:16طبق رابطه (

,ݔ)ଵݏ	)16( (ݐ = −ℎ୮ୡ
߲ଶݓ୰ୣ୪(ݔ, (ݐ

ଶݔ߲ 	

,ݔ)ଵݏکه 	tو زمانxکرنش خمشی متوسط لایه پیزوالکتریک در نقطه (ݐ
است.

) بار 17گیري از آن، (رابطه ) و انتگرال15) در (16با جایگذاري رابطه (
)الکتریکی  )q t.نتیجه خواهد شد

)17(	

(ݐ)ݍ =	

			− න(݀ଷଵ ୮ܻℎ୮ୡ(ݔ)ݓ
߲ଶݓ୰ୣ୪(ݔ, (ݐ

ଶݔ߲ + ଷଷୱߝ (ݔ)ݓ
(ݐ)ܸ
ℎ୮

ݔ݀(
௅

௫ୀ଴
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مقادیر مربوط توان میq(t)پس از به دست آوردن رابطه بار الکتریکی
	) محاسبه کرد.19) و (18را به صورت روابط (v(t)و ولتاژ i(t)به جریان

)18(	

(ݐ)݅ =
(ݐ)ݍ݀
ݐ݀ =	

						− න ݀ଷଵ ୮ܻℎ୮ୡ(ݔ)ݓ
߲ଷݓ୰ୣ୪(ݔ, (ݐ
ݐଶ߲ݔ߲ ݔ݀

௅

௫ୀ଴

						−
ଷଷୱߝ ܮ(ݔ)ݓ

ℎ୮
(ݐ)ܸ݀
ݐ݀ 	

)19(	

(ݐ)ܸ = (ݐ)ܴ݅ = −ܴ න ݀ଷଵ ୮ܻℎ୮ୡ(ݔ)ݓ
߲ଷݓ୰ୣ୪(ݔ, (ݐ
ݐଶ߲ݔ߲ ݔ݀

௅

௫ୀ଴

	

							+ 	
ଷଷୱߝ ܮ(ݔ)ݓ

ℎ୮
(ݐ)ܸ݀
ݐ݀ 	

) معادله مدار الکتریکی به صورت 19و در نهایت با مرتب کردن رابطه (
	) به دست خواهد آمد.20رابطه (

)20(	

ଷଷୱߝ ܮ(ݔ)ݓ
ℎ୮

(ݐ)ܸ݀
ݐ݀ +

(ݐ)ܸ
ܴ 	

						= − න ݀ଷଵ ୮ܻℎ୮ୡ(ݔ)ݓ
߲ଷݓ୰ୣ୪(ݔ, (ݐ
ݐଶ߲ݔ߲ ݔ݀

௅

௫ୀ଴

	

حل معادلات-3

حاکم بر سیستم از اصل جداسازي متغیرها در این بخش، براي حل معادلات 
	شود.) استفاده می21به صورت رابطه (

,ݔ)୰ୣ୪ݓ			)21( (ݐ = ෍߶୰(ݔ)ߟ୰(ݐ)
ஶ

௥ୀଵ

	

هاي تیر نماینده قسمت مکانی(شکل مود(ݔ)୰߶در رابطه فوق 
((ݐ)୰ߟمستطیلی) و  ) در 21پاسخ زمانی تیر است، که با قرار دادن رابط 

	) خواهیم رسید:22) به رابطه (20(

)22(	

ଷଷୱߝ ܮ(ݔ)ݓ
ℎ୮

(ݐ)ܸ݀
ݐ݀ +

(ݐ)ܸ
ܴ 	

					= − න ݀ଷଵ ୮ܻℎ୮ୡ(ݔ)ݓ
݀ଶ߶୰(ݔ)
ଶݔ݀

(ݐ)୰ߟ݀
ݐ݀ ݔ݀

௅

௫ୀ଴

	

	:]13	[آید) به دست می23سازي معادله بالا رابطه (با ساده

(ݐ)ܸ݀	)23(
ݐ݀ +

ℎ୮
ଷଷୱߝܴ ܸܮ(ݔ)ݓ

(ݐ) = ෍߶୰(ݔ)
(ݐ)୰ߟ݀
ݐ݀

ஶ

௥ୀଵ

	

	) داریم:24که در آن طبق رابطه (

)24(	

		߶୰(ݔ) = −
݀ଷଵ ୮ܻℎ୮ୡℎ௣

ଷଷୱߝ ܮ

න
݀ଶ߶୰(ݔ)
ଶݔ݀ ݔ݀ = −

௅

௫ୀ଴

݀ଷଵ ୮ܻℎ୮ୡℎ௣
ଷଷୱߝ ܮ

݀߶୰(ݐ)
ݔ݀ ቤ

௫ୀ௅
	

ߤتوان با ضرب فاکتور انتگرال ) را می23معادله ( = ݁
೟
ഓౙ .در آن حل کرد

- ) تعریف می25معرف ثابت زمانی مدار است که به صورت رابطه (τcپارامتر 
	شود.

)25( 	߬ୡ =
ଷଷୱߝܴ ܮ(ݔ)ݓ

ℎ௣
	

) داریم:26طبق رابطه (

(ݐ)ܸ	)26( = ݁
ష೟
ഓౙ [݁

೟
ഓౙ෍߶୰

ஶ

௥ୀଵ

(ݐ)୰ߟ݀
ݐ݀ ݐ݀ + ܿ]	

(به منظور ساده در رابطه بالا و )c=0سازي، با فرض ولتاژ اولیه صفر 
	) داریم:27مرتب کردن آن، در رابطه (

(ݐ)ܸ	)27( = ݁
ష೟
ഓౙ ෍߶୰

ஶ

௥ୀଵ

න݁
೟
ഓౙ
(ݐ)୰ߟ݀
ݐ݀ 	ݐ݀

است. از (ݐ)୰ߟبراي حل معادله بالا نیاز به دانستن ترم زمانی معادله، 
باشد، مقدار ایم سیستم داراي میرایی تناسبی میآنجا که فرض کرده

	߶୰(ݔ)) 14[شود ) قرار داده می28صورت رابطه () به 21در رابطه[:	

)28(	

߶୰(ݔ) 	= ඨ 1
ܮ݉ [cosh

୰ߣ
ܮ ݔ − cos

୰ߣ
ܮ ݔ

୰(sinhߪ−																	
୰ߣ
ܮ ݔ − sin

୰ߣ
ܮ 	[(ݔ

	):29که طبق رابطه (

௥ߪ	)29( =
sinhߣ୰− sinߣ୰
coshߣ୰ + cosߣ୰

	

) خواهد 30) به صورت رابطه (28(شروط عمود بودن مودها براي معادله 
	بود:

)30(	

න ݉߶ୱ(ݔ)߶୰(ݔ)݀ݔ = ,	୰ୱߜ
௅

௫ୀ଴
	

න (ݔ)ୱ߶(ݔ)ܫܻ
݀ସ߶୰(ݔ)
ସݔ݀

௅

௫ୀ଴
ݔ݀ = ߱୰

ଶߜ୰ୱ	

) در معادله حرکت، همچنین استفاده از شروط 21قرار دادن رابطه (	با
شود.) حاصل می31عمود بودن مودها و حل قسمت زمانی آن معادله (

)31(	݀ଶߟ୰(ݐ)
ଶݐ݀ + ୰ߦ2 ୰߱

(ݔ)୰ߟ݀
ݐ݀ + ߱୰ଶߟ୰(ݐ) + ߯୰ܸ(ݐ) = ୰ܰ(ݐ)	

	شود:) حاصل می32از رابطه (ξrدر رابطه بالا نسبت میرایی 

୰ߦ	)32( =
ܿୱ(ݔ)ܫ߱୰
(ݔ)ܫ2ܻ +

ܿୟ
୰߱(ݔ)2݉

	

(୰߯همچنین  ) 33ترم کوپلینگ مودال نامیده شده و به صورت رابطه 
	شود.تعریف می

)33(	߯୰ = ߴ
݀߶୰(ݔ)
ݔ݀ ቤ

௫ୀ௅
	

) بیان خواهد 34) پاسخ زمانی مسئله به صورت رابطه (31با حل معادله (
	شد.

)34(	

(ݐ)ܚߟ =
1
߱୰ୢ

	

න [ ୰ܰ(߬)− ߯୰ܸ(߬)]݁ିక౨ఠ౨(௧ିఛ)sin߱୰ୢ(ݐ − ߬)݀߬
௧

ఛୀ଴
	

دهنده آن به صورت هاي تشکیلدر رابطه بالا تابع نیروي مکانیکی و ترم
	شوند.) بیان می38-35روابط (

)35(	௥ܰ(ݐ) = ୰ܰ
ୡ(ݐ) + ୰ܰ

୫(ݐ)	

)36(	୰ܰ
௖(ݐ) = −ܿୟ[ߛ୰୵

(ݐ)݃݀
ݐ݀ + ୰஘ߛ

݀ℎ(ݐ)
ݐ݀ ]	

)37(	୰ܰ
௠(ݐ) = ୰୵ߛ](ݔ)݉−

݀ଶ݃(ݐ)
ଶݐ݀ + ୰஘ߛ

݀ଶℎ(ݐ)
ଶݐ݀ ]	

)38(	

୰୵ߛ = න ߶୰(ݔ)݀ݔ
௅

௫ୀ଴

୰஘ߛ = න ݔ݀(ݔ)୰߶ݔ
௅

௫ୀ଴
	

) نشان داده شده است با جایگذاري رابطه 39طور که در رابطه (همان
	داشت.) خواهیم 27) در (34(
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)39(

(ݐ)ܸ = ݁
ష೟
ഓౙ ෍

߶୰
߱୰ୢ

ஶ

௥ୀଵ

න݁
೟
ഓౙ
݀
ݐ݀

(න [ ୰ܰ(߬)− ߯୰ܸ(߬)]݁ିక౨ఠ౨(௧ିఛ)sin߱୰ୢ(ݐ − ݐ݀(߬݀(߬
௧

ఛୀ଴
گردد. جهت سادگی، حرکت پایه به صورت هارمونیک در نظر گرفته می

v(t)و ولتاژ g(t)، چرخش کوچک h(t)هاي حرکت عرضیبا این فرض عبارت

گردند. ) بیان می40(به صورت روابط ، 
)40(	ℎ(ݐ) = ,			଴݁௝ఠ௧ߠ (ݐ)݃ = ଴ܻ݁௝ఠ௧				, (ݐ)ܸ = ଴ܸ݁௝ఠ௧	

و yدامنه حرکت عرضی در جهت Y0دامنه چرخش، θ0در روابط بالا 
V0.دامنه ولتاژ عبوري از مقاومت الکتریکی است	

) نشان داده شده است با جایگذاري روابط 41همان طور که در رابطه (
	نظر از میرایی ویسکوز خواهیم داشت:) و صرف27) در رابطه (40() و 35(

)41(	

݀ଶߟ୰(ݐ)
ଶݐ݀ + ୰ߦ2 ୰߱

(ݔ)୰ߟ݀
ݐ݀ + ߱୰ଶߟ୰(ݐ) + ߯୰ ଴ܸ݁௝ఠ௧

						= ୰୵ߛ)ଶ߱(ݔ)݉ ଴ܻ + 	଴)݁௝ఠ௧ߠ୰஘ߛ
	آید.) به دست می42به صورت رابطه ((ݐ)୰ߟبا حل معادله بالا 

(ݐ)୰ߟ	)42( =
୰୵ߛଶ൫߱(ݔ)݉] ଴ܻ + ଴൯ߠ୰஘ߛ − ߯୰ ଴ܸ݁௝ఠ௧]

߱୰
ଶ −߱ଶ + ୰߱୰߱ߦ2݆

	

)حال با قرار دادن  ) 0
j tV t V e w=) خواهیم 43) به رابطه (23در رابطه (

	رسید:

)43(	(
1 + ݆߱߬ୡ

߬ୡ
) ଴ܸ݁௝ఠ௧ = ෍߶୰(ݔ)

(ݐ)୰ߟ݀
ݐ݀

ஶ

௥ୀଵ

	

) دامنه ولتاژ به صورت رابطه 43در رابطه ((ݐ)୰ߟدر نهایت با قرار دادن 
	آید.) به دست می44(

)44(	

൬
1 + ݆߱߬ୡ

߬ୡ
൰ ଴ܸ

= ෍߶୰
୰୵ߛଶ൫߱(ݔ)݉]݆߱ ଴ܻ + ଴൯ߠ୰஘ߛ − ߯୰ ଴ܸ]

߱୰ଶ−߱ଶ + ୰ߦ2݆ ୰߱߱

ஶ

௥ୀଵ

	

) را 45از آن، رابطه (V0پس از ساده کردن رابطه بالا و به دست آوردن 
	خواهیم داشت:

)45(	଴ܸ =
∑ ௝௠(௫)ఠయథ౨൫ఊ౨౭௒బାఊ౨ಐఏబ൯

ఠ౨
మିఠమା௝ଶక౨ఠ౨ఠ

ஶ
௥ୀଵ

∑ ௝ఠఞ౨థ౨
ఠ౨
మିఠమା௝ଶక౨ఠ౨ఠ

ஶ
௥ୀଵ + ଵା௝ఠఛౙ

ఛౙ

	

(ݐ)ܸطبق رابطه  = ଴ܸ݁௝ఠ௧ ولتاژ عبوري از مقاومت الکتریکی به
	) بیان خواهد گردید.46صورت رابطه (

(ݐ)ܸ	)46( =
∑ ௝௠(௫)ఠయథ౨൫ఊ౨౭௒బାఊ౨ಐఏబ൯௘ೕഘ೟

ఠ౨
మିఠమା௝ଶక౨ఠ౨ఠ

ஶ
௥ୀଵ

∑ ௝ఠఞ౨థ౨
ఠ౨
మିఠమା௝ଶక౨ఠ౨ఠ

ஶ
௥ୀଵ + ଵା௝ఠఛౙ

ఛౙ

	

توان از تقسیم ولتاژ بر مقاومت الکتریکی به همچنین رابطه جریان را می
) بیان کرد.47صورت رابطه (

(ݐ)ܸ	)47( =
∑ ௝௠(௫)ఠయథ౨൫ఊ౨౭௒బାఊ౨ಐఏబ൯௘ೕഘ೟

ఠ౨
మିఠమା௝ଶక౨ఠ౨ఠ

ஶ
௥ୀଵ

∑ ௝ఠఞ౨థ౨
ఠ౨
మିఠమା௝ଶక౨ఠ౨ఠ

ஶ
௥ୀଵ + ଵା௝ఠఛౙ

ఛౙ

	

	
گذاري فرآیند تحلیلصحه-4

اي، گذاري روابط ارائه شده براي تیر ذوزنقهدر این بخش جهت صحه
نمودارهاي مربوط به ولتاژ، جریان و توان خروجی براي تیر مستطیلی با ابعاد 

گردد. لازم به ذکر است که نتایج ارائه بررسی می2نشان داده شده در شکل
اند. بدین مقایسه شده]13[شده در این مقاله با نتایج آزمایش انجام گرفته در 

را w0به عرض در انتهاي آزاد w1منظور نسبت عرض تیر در انتهاي گیردار 
فرض کرده و نمودارهاي مربوط به ولتاژ، جریان و توان r=95/0به صورت 

اند. نمونه در ادامه ترسیم گردیده=Ω104Rخروجی براي مقاومت الکتریکی 
نشان داده شده است. جهت وضوح بیشتر نماي 2مورد مطالعه در شکل 
اند.ها نشان داده شدهبزرگ شده نیز در شکل

گردد، نتایج ارائه شده میمشاهده5و3،4هايشکلدرهمان طور که 
براي برداشت ]13[در این مقاله با دقت قابل قبولی با نتایج ارائه شده در 

کننده مستطیلی مطابقت دارد.

گرفتن تأثیر مقاومت بررسی یک نمونه مطالعاتی با در نظر-5

	الکتریکی

اي با پارامترهاي هندسی ارائه شده در کننده ذوزنقهدر این بخش یک برداشت
.گرددبررسی می1جدول 

تیر مستطیل با یک لایه پیزوالکتریک2شکل

	ولتاژ خروجی مقایسه شده	نمودار3شکل

	
	نمودار جریان خروجی مقایسه شده4شکل
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نمودار توان خروجی مقایسه شده5شکل

پارامترهاي هندسی نمونه1جدول

	پیزوالکتریک]3[	)sتیر (]2[	پارامتر]1[

	]6[100	5[100[	mm(Lطول (]4[
	]9[4/0	8[5/0[	mm(hضخامت (]7[
عرض تیر در پایه ]10[

)mm(w1	
]11[20	]12[20	

عرض تیر در ]13[
	w0	mm(انتهاي آزاد (

]14[10	]15[10	

مدول یانگ ]16[
Y)GPa(	

]17[100	]18[66	

	]21[7800	20[7165[	)ρ)kg/m3چگالی ]19[
ثابت پیزوالکتریک ]22[

d31)Pm/V(	]23[-	]24[190-	

ظرفیت الکتریکی ]25[

)nF/m(e33
s	]26[-	]27[93/15	

	
به دست آمده، همچنین ]13[هاي آزمایشگاهیهاي میرایی از دادهنسبت

ریتز - براي به دست آوردن سه فرکانس طبیعی اول سیستم از روش رایلی
Hzاستفاده شده است. بنابراین سه فرکانس طبیعی اول سیستم در محدوده 

اند از:عبارت1000-0

	߱ଵ = 65Hz			, ߱ଶ = 356Hz			, ߱ଷ = 956Hz	

اند از:همچنین ضرایب میرایی سیستم عبارت

1ߦ	 = 0/010 2ߦ = 0/013 3ߦ = 0/033	
پارامتر مهمی در تعیین رفتار Rالکتریکی از آنجایی که مقدار مقاومت

مقدار 3دینامیکی سازه است، توابع ولتاژ، جریان و توان خروجی براي 
ترسیم خواهد گردید.Ω104تاΩ102ازRمختلف

و تیر فقط در 	کنیم حرکت پایه هارمونیک باشدفرض میبراي رسم تابع 
.(h(t)=0)کنیممی	نظرجهت عرضی حرکت کند و از چرخش تیر نیز صرف

بعدسازي، نسبت ولتاژ به شتاب پایه و جریان به شتاب پایه همچنین جهت بی
هاي مربوطه ترسیم ) در نظر گرفته و نمودار49) و (48را به صورت روابط (

	گردند.می

(ݐ)ܸ	)48(

−߱2ܻ0݁
ݐ݆߱ =

∑ ݎߛr߶߱(ݔ)݆݉−
ݓ

߱r
r߱r߱ߦ2݆+2߱−2

∞
1=ݎ

∑ ݆߱߯r߶r
߱r

r߱r߱ߦ2݆+2߱−2
∞
1=ݎ + 1+݆߱߬c

߬c

	

(ݐ)݅	)49(
−߱2ܻ0݁

ݐ݆߱ =
∑ ݓݎߛr߶߱(ݔ)݆݉−

߱r2−߱2+݆2ߦr߱r߱
∞
1=ݎ

ܴ(∑ ݆߱߯r߶r
߱r2−߱2+݆2ߦr߱r߱

∞
1=ݎ + 1+݆߱߬c

߬c
)
	

گردد، نمودار پاسخ فرکانسی ولتاژ مشاهده می6در شکل گونه کههمان
- ) بر حسب فرکانس براي سه مقدار مختلف مقاومت48خروجی (رابطه

گردند، هایی که در نمودار مشاهده میالکتریکی ترسیم گردیده است. قله
باشند، که براي سیستم مورد مطالعه هاي طبیعی سیستم مینمایانگر فرکانس
فقط سه فرکانس طبیعی در این محدوده Hz1000-0انسی در محدوده فرک

باشند.قرار دارند. بنابراین، نمودارهاي ترسیم شده داراي سه قله می
با توجه به نمودار ولتاژ خروجی، اندازه ولتاژ به دست آمده از سیستم 

الکتریکی دارد، یعنی با افزایش مقاومت الکتریکی رابطه مستقیمی با مقاومت
یابد.شده از سیستم افزایش میولتاژ برداشتاندازه 

7نمودار پاسخ فرکانسی جریان خروجی بر حسب فرکانس در شکل 
ترسیم شده است. برخلاف رفتار سیستم در نمودار ولتاژ خروجی، در نمودار 

شده از سیستم با ن برداشتپاسخ فرکانسی جریان خروجی، مقدار جریا
به عبارت دیگر، با افزایش مقاومت الکتریکی رابطه عکس دارد.مقاومت 

یابد. همچنین الکتریکی مقدار جریان به دست آمده از سیستم کاهش می
ضرب ولتاژ در نمودار پاسخ فرکانسی توان خروجی بر حسب فرکانس ( حاصل

گردد، بر گونه که مشاهده میترسیم گردیده است. همان8جریان) در شکل 
مشخصی نسبت به افزایش مقاومت الکتریکی خلاف دو نمودار قبلی که رفتار 

بینی نیست. به دارند، رفتار نمودار توان با افزایش مقاومت الکتریکی قابل پیش
هر حال، همان طوري که از این شکل مشخص است، میزان توان قابل 
استحصال در مود اول به مراتب بیشتر از مودهاي بعدي است که علت این 

هاي زیاد در مود اول ارتعاشی است.امر، به وجود آمدن کرنش

نمودار ولتاژ خروجی براي سه مقدار مختلف مقاومت الکتریکی مدل ذوزنقه6شکل

نمودار جریان خروجی براي سه مقدار مختلف مقاومت الکتریکی مدل ذوزنقه7شکل
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	توان خروجی براي سه مقدار مختلف مقاومت الکتریکی مدل ذوزنقهنمودار 8شکل

	گیريبحث و نتیجه- 6

اي با در مقاله حاضر، برداشت انرژي از ارتعاشات تیر یکسرگیردار ذوزنقه
استفاده از روش پارامترهاي توزیع شده بررسی گردید. معادلات مربوط به 

مودارهاي مربوطه براي ولتاژ، جریان و توان خروجی استخراج گردیده و ن
گذاري نتایج با نزدیک ترسیم گردید. صحهHZ1000 -0محدوده فرکانسی

اي به حالت مستطیلی که اطلاعات منتشر شده براي بندي ذوزنقهکردن پیکره
ها براي تیر پیزوالکتریک آن در دسترس است، ارائه شد. نتایج تحلیل

اي و مستطیلی با حجم یکسان ههاي ذوزنقبنديیکسرگیردار تک لایه با پیکره
اي مستقیم کننده ذوزنقهنشان داد که میزان انرژي برداشت شده از برداشت

کننده مستطیلی است. دلیل این امر کمتر از مقدار به دست آمده از برداشت
اي مستقیم نسبت به حالت تواند تولید کرنش کمتر در حالت ذوزنقهمی

	مستطیلی باشد.
الکتریکی مدار در نمودارها تأثیر قابل توجه مقدار مقاومتنکته قابل تأمل 

کننده به میزان انرژي برداشت شده است که تأثیر این پارامتر در مصرف
طوریکه با افزایش مقاومت، نمودارهاي ولتاژ و جریان عکس یکدیگر است، به

ژ برخلاف ولتایابد.ولتاژ خروجی افزایش پیدا کرده و جریان عبوري کاهش می
بینی و جریان، رفتار نمودار توان با افزایش مقاومت الکتریکی قابل پیش

دهند که میزان توان قابل استحصال در نیست. به هر حال، نتایج نشان می
تواند به مود اول به مراتب بیشتر از مودهاي بعدي است که علت این امر می

هاي زیاد در مود اول ارتعاشی باشد.وجود آمدن کرنش
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