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کند که اندازه ضخامت یک سازه نزدیک به مقدار پارامتر مشخصه طولی ماده باشد. رفتار وابسته به اندازه مواد موقعی بروز پیدا می
به اندازه روي در چنین مواردي نادیده گرفتن این رفتار ممکن است به نتایج نادرستی منجر شود. در این مقاله اثر شدید وابستگی

رفتار استاتیکی و دینامیکی میکروتیرهاي با تحریک الکترواستاتیک مطالعه شده است. نقاط تعادلی میکروتیرهاي با جنس طلا و 
نیکل تعیین شده و نشان داده شده است که به ازاء یک ولتاژ استاتیکی داده شده، اختلاف قابل توجهی بین نقاط تعادلی به دست 

هاي کلاسیک و تنش کوپل اصلاح شده وجود دارد. از سوي دیگر نشان داده شده است که ولتاژهاي پولین استاتیکی يآمده با تئور
باشند. برخی از محققین و دینامیکی محاسبه شده با تئوري تنش کوپل چندین برابر ولتاژهاي به دست آمده با تئوري کلاسیک می

براي پوشش اختلاف قابل توجه نتایج تجربی با تئوري، از مقدار قابل توجهی تنش گذشته از تئوري کلاسیک استفاده نموده و 
دهد که با استفاده از تئوري تنش کوپل اند. ولی نتایج این تحقیق نشان میپسماند کششی فرضی در مدل خود استفاده نموده

.یابداختلاف نتایج تئوري و تجربی به میزان قابل توجهی کاهش می

واژگان:کلید 
میکروتیر

الکترواستاتیک
کوپلتنش
پولین
طولیمشخصهپارامتر

Study	on	the	Size	Dependent	Behavior	of	a	Micro-beam	Subjected	to	a	
Nonlinear	Electrostatic	Pressure	

Morteza	Sadeghi1,	Mohammad	Fathalilou1,	Ghader	Rezazadeh2	*	

1-	Department	of	Mechanical	Engineering,	University	of	Tabriz,	Tabriz,	Iran	
2-	Department	of	Mechanical	Engineering,	Urmia	University,	Urmia,	Iran	
*	P.O.B.	57169-33111	Urmia,	Iran,	g.rezazadeh@urmia.ac.ir	

ARTICLE	INFORMATION	 	 ABSTRACT	
Original	Research	Paper	
Received	15	December	2013	
Accepted	28	December	2013	
Available	Online	22	October	2014	
	

	 Size	dependent	behavior	of	materials	appears	for	a	structure	when	the	characteristic	size	such	as	
thickness	or	diameter	is	close	to	its	internal	 length-scale	parameter.	In	these	cases,	ignoring	this	
behavior	 in	 modeling	 may	 lead	 to	 incorrect	 results.	 In	 this	 paper,	 strong	 effects	 of	 the	 size	
dependence	 on	 the	 static	 and	 dynamic	 behavior	 of	 the	 electrostatically	 actuated	micro-beams	
have	been	studied.	The	equilibrium	positions	or	fixed	points	of	the	gold	and	nickel	micro-beams	
have	 been	 determined	 and	 it	 is	 shown	 that	 for	 a	 given	 DC	 voltage,	 there	 is	 a	 considerable	
difference	between	the	fixed	points	gained	using	the	classic	beam	theory	and	the	modified	couple	
stress	theory.	In	addition,	it	is	also	seen	that	the	static	and	dynamic	pull-in	voltages	gained	using	
the	couple	stress	theory	are	several	times	higher	than	those	gained	using	the	classic	beam	theory.	
Some	previous	 studies	 have	applied	 the	 classic	 beam	 theory	 in	 their	models	and	 introduced	 a	
considerable	 hypothetical	 value	 of	 residual	 stress	 to	 match	 their	 experimental	 and	 incorrect	
theoretical	results.	Using	the	modified	couple	stress	theory	considerably	decreases	the	difference 	
with	the	experimental	results.	
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مقدمه-1
) 1هاي میکروالکترومکانیکی (ممزاي در سیستممیکروتیرها به شکل گسترده

دهند که در این . بسیاري از مطالعات نشان می]5- 1[روند به کار می
دهند از خود بروز می2ساختارها، مواد حین تغییر شکل، رفتار وابسته به اندازه

هاي ذاتی یک ماده است که . رفتار وابسته به اندازه یکی از ویژگی]6-8[

																																																																																																																																											
1-	MEMS	
2-	Size	dependence	

یسه با گردد که اندازه ضخامت یا قطر ماده قابل مقاموقعی قابل ملاحظه می
هاي کلاسیک الاستیسیته به . تئوري]9[ماده گردد 3پارامتر مشخصه طولی

باشند و باید از دلیل در نظر نگرفتن این پارامتر قادر به تفسیر این رفتار نمی
. ویت اولین کسی بود که سعی ]10[هاي غیر کلاسیک استفاده نمود تئوري

نماید. وي فرض کرد که کرد تا نقایص تئوري کلاسیک الاستیسیته را رفع
اي داخل جسم علاوه بر یک بردار تراکنش بین دو رویه از یک المان صفحه

																																																																																																																																											
3-	Length	scale	parameter	
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. تئوري کامل ]11[شود یک بردار کوپل نیز انجام میلهیوسبهنیرو، 
. این ]12[به وسیله کسرات توسعه یافت 1909الاستیسیته نامتقارن در سال 

فرض استوار است که یک نقطه مادي تئوري که در آغاز غیرخطی بود بر این 
تواند به شکل مستقل دوران جایی میدر حین تغییر شکل ماده علاوه بر جابه

نیز نماید. بعد از حدود پنجاه سال تئوري کسرات مورد توجه محققین زیادي 
متغیر سینماتیکی وابسته به هاآن. در مطالعات تمامی ]22-13[قرار گرفت 

گرفته شده بود، ولی نه به عنوان یک متغیر مستقل. دوران یک نقطه در نظر
بعدها ارینگن با پیروي از الاستیسیته کسرات، تئوري میکروپلار را ارائه داد 

جایی المان در نظر گرفته که در آن بردار میکرو دوران، مستقل از بردار جابه
هاي غیر کلاسیک منجر به پیدایش .  تعمیم بیشتر تئوري]23[شده است 

کند که یک جسم مادي ئوري میکرومورفیک شد که این تئوري فرض میت
است که هر ذره اندازه ریپذشکلاي از تعداد زیادي ذره تغییر مجموعه پیوسته

. با فرض تغییر ]24[بسیار کوچک و ساختار داخلی مربوط به خود را دارد 
هاي آهسته ذرات تئوري میکرومورفیک هاي بسیار کوچک و حرکتشکل

. هنگامی که ]25[شود تبدیل به تئوري میکروساختار میندلین می
میکروساختار یک ماده، صلب فرض شود، تئوري میندلین تبدیل به تئوري 

.  با یکسان فرض کردن حرکت ماکروي یک ]23[شود میکروپلار ارینگن می
گردد المان با حرکت میکروي ساختار داخلی آن، تئوري تنش کوپل ایجاد می

. در نهایت اگر ذره به عنوان یک نقطه مادي فرض شود در این ]18،19[
ها تبدیل به تئوري کلاسیک معمولی الاستیسیته      صورت تمامی تئوري

.شوندیم
در هاآنکه اختلاف استتئوري عمومی میندلین شامل سه فرم معادل 

- جابه.  عبارت اول شامل گرادیان ]25[باشد عبارت چگالی انرژي کرنشی می
جایی، عبارت دوم شامل گرادیان کرنش و عبارت سوم شامل گرادیان چرخش 
است. تئوري تنش کوپل بر اساس سومین عبارت از چگالی انرژي کرنشی 

دومین عبارت منجر به پیدایش تئوري گرادیان الاستیسیته کهیدرحالاست، 
شده است.

کنار دو ثابت در تئوري تنش کوپل دو ثابت غیر کلاسیک الاستیسیته در
. ]25[شود در روابط ظاهر میلامه

ها را بر اساس تئوري برخی از محققین رفتار استاتیکی و دینامیکی سازه
یانگ و همکارانش 2002. در سال ]26،27[اند تنش کوپل مطالعه کرده

تئوري تنش کوپل اصلاح شده را معرفی کردند که در آن تانسور تنش کوپل 
در نظر گرفته شده و در نتیجه فقط یک پارامتر مشخصه یک تانسور متقارن

. با استفاده از این تئوري پارك و]10[طولی در روابط ظاهر شده است 
اند همکارانش رفتار استاتیکی یک تیر ساخته شده از اپوکسی را مطالعه نموده

. کونگ و همکارانش معادلات حاکم و شرایط مرزي حاکم بر یک تیر ]28[
برنولی را با استفاده از تئوري تنش کوپل اصلاح شده به دست آورده و - اولر

.]9[گزارش کردند که سفتی تیر یک ویژگی وابسته به اندازه است 
اي در هاي اخیر جایگاه ویژهلهاي میکروالکترومکانیکی در ساسیستم

توان ها را میاند. عمده کابرد این سیستموژي مدرن براي خود پیدا کردهتکنول
ها ، شتاب سنج]29[ها ، میکرو پمپ]2[ها ، ژیروسکوب]3[هافشارسنجدر 

ها عمدتاً به دلیل کوچکی و غیره پیدا کرد. کاربرد وسیع این سیستم]30[
اندازه، کم هزینه بودن و مصرف پایین انرژي است.

در هارهاي با تحریک الکترواستاتیکی از جمله پرکاربردترین سازهمیکروتی
ها هستند. هنگامی که یک میکروتیر بین نیروي سیستمگونهنیا

گیرد، با الکترواستاتیکی و نیروي الاستیک سازه در حال تعادل قرار می

یابند. هنگامی که ولتاژ به یک افزایش ولتاژ اعمالی، هر دو نیرو افزایش می
ایست که افتد. پولین نقطهاتفاق می1رسد، ناپایداري پولینمقدار بحرانی می

تواند نیروي الکترواستاتیکی را بالانس نماید. در آن نیروي الاستیک دیگر نمی
افزایش بیشتر ولتاژ باعث جهش ناگهانی تیر متحرك و چسبیدن آن به تیر 

ن یک ناپایداري از نوع شود. از نقطه نظر دینامیکی، پولیثابت پایینی می
. برخی از تحقیقات گذشته پدیده پولین را با اعمال ]31[2استنود -سدل

. علاوه بر پولین استاتیکی، برخی ]5-1[اند ولتاژ پایه استاتیکی مطالعه نموده
. ]34- 32[اند از محققین پولین دینامیکی را در تحقیقات خود معرفی کرده

شود که وقتی به طور ن یک ولتاژ پله تعریف میولتاژ پولین دینامیکی به عنوا
.شودیمآنی اعمال شود باعث ناپایداري سیستم 

از سوي دیگر، در تکنولوژي ممز، میکروتیرها از مواد مختلفی مانند 
شوند. ، و غیره ساخته می]37،38[، نیکل ]36-35[، طلا ]5-1[سیلیکون 

پارامتر مشخصه طولی سیلیکون در مقایسه با ابعاد میکرونی تیر بسیار ناچیز 
ی است که در میکروتیرهاي سیلیکونی نتایج نیبشیپو لذا قابل ]39[بوده 

هاي کلاسیک و غیر کلاسیک تفاوت چندانی با هم نداشته حاصل از تئوري
- یکروتیرها استفاده میباشند. اما فلزاتی مانند طلا و نیکل که براي ساخت م

رود در شوند داراي پارامتر مشخصه طولی در حد میکرومتر بوده و انتظار می
هاي کلاسیک و تنش کوپل قابل ملاحظه ها اختلاف بین تئورياین سازه

باشد، مخصوصاً هنگامی که ضخامت تیر داراي اندازه قابل مقایسه با پارامتر 
شود که لازم باشد می بیشتر میمشخصه طولی باشد. اهمیت موضوع هنگا

از تئوري کلاسیک گذشتهولتاژ پولین را محاسبه نماییم. بسیاري از تحقیقات 
ها . آن]37-35[اند براي پیدا کردن ولتاژ پولین میکروتیرها استفاده کرده

اند تا ولتاژ پولین مقدار زیادي تنش پسماند فرضی در معادلات خود وارد کرده
استفاده از مدلشان را با نتایج تجربی موجود تطابق دهند.به دست آمده با 

در این مقاله، رفتار وابسته به اندازه یک میکروتیر با تحریک 
هاي کلاسیک و تنش کوپل اصلاح شده تئوريازالکترواستاتیکی با استفاده 

شود. معادلات استاتیکی و دینامیکی حاکم، به ترتیب با استفاده از مدل می
و روش مدل کاهش مرتبه یافته مبتنی بر 3سازي گام به گامروش خطی 

هاي ارائه شده، ولتاژ شوند. جهت اطمینان از صحت روشگالرکین حل می
پولین براي میکروتیر سیلیکونی ارائه شده با نتایج موجود در کارهاي گذشته 

شود. سپس ولتاژ پولین براي میکروتیرهاي ساخته شده از طلا و مقایسه می
هاي کلاسیک و تنش کوپل اصلاح کل محاسبه شده و اختلاف بین تئورينی

شود. با مقایسه نتایج حاصل براي میکروتیر شده در این زمینه نشان داده می
شود که سهم تنش ساخته شده از طلا با نتایج تجربی موجود، نشان داده می

بی در برخی پسماند کمتر از مقداري است که براي تطابق نتایج تئوري با تجر
از مقالات ارائه شده است.

	شرح مدل و معادلات حاکم-2

فشار یکنواخت ریتأثبرنولی را تحت -، یک میکروتیر دوسرگیردار اولر1شکل
یک ولتاژ بین الکترودهاي بالا و کهیزماندهد. الکترواستاتیکی نشان می

پایین اعمال گردد، نیروي الکتریکی حاصل، تیر متحرك بالایی را به سمت 
کشد.پایین می

، معادله ]10[بر طبق نظریه تنش کوپل اصلاح شده یانگ و همکارانش 
	ݔ	ارتعاش عرضی میکروتیر و شرایط مرزي آن در  = 	ݔو 0	 = صورتبهܮ	

																																																																																																																																											
1-	Pull-in	
2-	Saddle-node	
3-	SSLM	
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شوند:استخراج می)2) و (1روابط (

ܣߩ
߲ଶݓ
ଶݐ߲ + ܫതܧ) + (ଶ݈ܣܩ

߲ସݓ
ସݔ߲ = ,ݔ)ݍ 	(ݐ )1( 	

,0)ݓ (ݐ = ,ܮ)ݓ (ݐ = 0,		

		
ݓ߲
ݔ߲

(0, (ݐ =
ݓ߲
ݔ߲

,ܮ) (ݐ = 0	
)2( 	

براي تیر തܧ	باشند. به ترتیب چگالی و مساحت سطح مقطع میܣو ߩ	که
1)/ܧ) و براي تیر عریض، ܧباریک، همان مدول الاستیسیته ( − است و (ଶߥ

صورت واضح دیده به	)1در معادله (. ]34[باشد نسبت پوآسون ماده تیر میߥ	
نماینده ܫതܧشود، شود که سفتی خمشی تیر از دو قسمت تشکیل میمی

در ارتباط با نظریه تنش کوپل اصلاح ଶ݈ܣܩسفتی خمشی تئوري کلاسیک و
، بیانگر رفتار وابسته به )lپارامتر مشخصه طولی (در این معادله باشد. شده می

نظر شود یعنی واضح است که اگر از اثر میکروساختار صرف. باشدمیتیراندازه
݈	 = 0) ) 3، تئوري تنش کوپل اصلاح شده به تئوري کلاسیک به معادله 

شود:تبدیل می

ܫതܧ
߲ସݓ
ସݔ߲ + ℎܾߩ

߲ଶݓ
ଶݐ߲ = ,ݔ)ݍ 	(ݐ )3( 	

کی، بار گسترده خارجی در واحد در میکروتیرهاي با تحریک الکترواستاتی
,ݔ)ݍ	طول :]34[شود ) نوشته می4صورت رابطه (، به(ݐ

,ݔ)ݍ (ݐ =
(ݐ)ଶܸܾߝ

2(݀ 	ଶ(ݓ−
)4( 	

باشد. لازم به ولتاژ اعمالی بین الکترودهاي ساکن و متحرك می(ݐ)ܸ	که
گیرند در ذکر است که تیرهاي دوسرگیردار، وقتی که تحت خمش قرار می

گیرند. در مدل مورد استفاده، معرض نیروي کششی محوري غیرخطی قرار می
به دلیل کوچک بودن فاصله دو تیر و در نتیجه پایین بودن میزان کشش لایه 

به تواندیم1نظر شده است. براي راحتی تحلیل، معادله میانی از این اثر صرف
ෝݓط به ترتیب با روابݔو ݓشکل بی بعد نوشته شود. لذا  = ොݔو݀/ݓ = 	ܮ/ݔ

زمان نیز به وسیله پریود مشخصه سیستم به صورت اند.نرمالیزه شده
ݐ̂ = ∗ݐشود که در آنبی بعد می∗ݐ/ݐ = . با جایگذاري این ଵ/ଶ(ܫܧ/ସܮℎܾߩ)

- بعد زیر نوشته می، معادله  به فرم بی1پارامترهاي بی بعد در معادله 
)):5شود(معادله (

(1 + (ߙ
߲ସݓෝ
ොସݔ߲ +

߲ଶݓෝ
ଶݐ߲̂

= ߚ ൬
(ݐ)ܸ

,ොݔ)ෝݓ−1 (ݐ̂
൰
ଶ

	 )5( 	

شوند:) تعریف می6به شکل رابطه (βو αپارامترهاي 

ߚ	 = ଺ఌ௅ర

ா௛యௗయ
ߙو    		 = ீ஺௟మ

ாതூ
	 )6( 	

هاي وابسته به زمان از معادله دینامیکی معادله استاتیکی نیز با حذف ترم
شود:) نوشته می7به فرم رابطه (

(1 + (ߙ
݀ସݓෝ௦
ොସݔ݀ = ߚ ൬

ܸ
ෝ௦ݓ−1

൰	 )7( 	

	آنالیز عددي-3

بر ی بودن معادله استاتیکی حاکم، حل آن پیچیده و زمانرخطیغبه دلیل 
خواهد بود. اعمال مستقیم روش گالرکین یا تفاضل محدود منجر به ایجاد

شود. در این مقاله، روشی ارائه ی میرخطیغیک مجموعه از معادلات جبري 
شده است که از دو مرحله تشکیل شده است. در گام اول، روش خطی سازي 

اعمال شده و در گام دوم، روش گالرکین براي حل معادله 	]1[گام به گام 
فرض شود. در گام اول،خطی به دست آمده از مرحله اول به کار گرفته می

باشد. در این صورت ௞ܸ	تغییر شکل تیر به ازاء ولتاژ اعمالی ෝ௦௞ݓشود که می
با افزایش ولتاژ اعمالی به مقدار جدید تغییر شکل در مرحله جدید به شکل 

شود:) نوشته می8رابطه (
ෝ௦௞ାଵݓ = ෝ௦௞ݓ + ෝݓߜ = ෝ௦௞ݓ 	(ොݔ)߰+ )8( 	

) داریم:9در رابطه (کهیدرحال
ܸ௞ାଵ = ܸ௞ + 	ܸߜ )9( 	

݇بنابراین معادله استاتیکی حاکم در مرحله  + تواند به شکل رابطه می	1
) نوشته شود:10(

(1 + (ߙ
݀ସݓෝ௦௞ାଵ

ොସݔ݀ = ߚ ቆ
ܸ௞ାଵ

ෝ௦௞ାଵݓ−1
ቇ	 )10( 	

خواهدکوچکیکافاندازهبه	(ොݔ)߰	،ܸߜکوچکمقدارگرفتننظردربا
و در نظر گرفتن جمله 10معادلهدر، بنابراین با استفاده بسط تیلور حول بود

توان به دقت مناسب دست یافت. میܸߜاول سري به ازاء مقدار کوچک 
شود:) بیان می11به شکل رابطه ((ොݔ)߰معادله خطی شده براي محاسبه 

(1 + (ߙ
݀ସ߰
ොସݔ݀ − ߚ2

(ܸ௞)ଶ

൫1−ݓෝ௦௞൯
ଷ߰ − ߚ2

ܸ௞ܸߜ
ଶ(ෝ௦௞ݓ−1)

= 0	 )11( 	

تواند به روش گالرکین حل شود. به حال معادله خطی به دست آمده می
(	(ොݔ)߰این منظور ) نوشته 12به صورت جمع توابع متعامد به شکل رابطه 

	شود:می

(ොݔ)߰ = ෍ ௝ܽ߶௝(ݔො)
ஶ

௝ୀଵ

	 )12( 	

امین شکل مود طبیعی میکروتیر انتخاب jبه عنوان 	(ොݔ)௝߶در این مقاله
(	nبا قطع سري به (ොݔ)߰شده است. حال تابع  ) 13جمله به شکل رابطه 

شود:تقریب زده می

(ොݔ)߰ ≈෍ ௝ܽ߶௝(ݔො)
௡

௝ୀଵ

	 )13( 	

	(ොݔ)௝߶و ضرب طرفین معادله در11در معادله 13با جایگذاري معادله 

گیري از حاصل از صفر به عنوان تابع وزنی در روش گالرکین و نهایتاً انتگرال
- ) تولید می14ه (اي از معادلات جبري خطی به شکل رابطتا یک مجموعه

	شود:
∑ ݆݅ܭ ௝ܽ
௡
௝ୀଵ = ௜ܨ 																							݅ = 1, … ,݊		 )14( 	

௜௝ܭکه در این معادله  = ௜௝௠ܭ − ) داریم:15و طبق رابطه (௜௝௘ܭ

௜௝௠ܭ = (1 + ොݔන߶௜߶௝௜௩݀(ߙ
ଵ

଴

,					

௜௝௘ܭ = ߚ2
(ܸ௞)ଶ

൫1 ෝ௦௞൯ݓ−
ଷන߶௜߶௝݀ݔො

ଵ

଴

,	

௜ܨ	 = ߚ2
ܸ௞ܸߜ

(1− ෝ௦௞)ଶݓ
න߶௜݀ݔො
ଵ

଴

	 )15( 	

به منظور مطالعه پاسخ دینامیکی میکروتیر، یک مدل کاهش مرتبه یافته 
ی رخطیغ. به دلیل ]1[گیرد مبتنی بر روش گالرکین مورد استفاده قرار می

nبودن نیروي الکترواستاتیک، اعمال مستقیم روش گالرکین منجر به ایجاد 

کند. براي را بسیار پیچیده میشود که حلمعادله دیفرانسیل کوپل شده می
یک میکروتیر دو سرگیردار با تحریک الکترواستاتیک1شکل

L	

bh	

d	
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گیري در هر مرحله از انتگرال5حل این پیچیدگی، ترم نیرو را در معادله 
گیریم که این مقدار ثابت برابر مقدار نیرو در مرحله زمانی مقدار ثابتی می

شود این فرض هاي زمانی بسیار کوچک باعث میقبلی خواهد بود. انتخاب گام
ي همراه شود. براي به دست آوردن مدل کاهش مرتبه با خطاي بسیار ناچیز

,ොݔ)ෝݓیافته شود: ) تقریب زده می16به شکل رابطه ((̂ݐ

,ොݔ)ෝݓ (ݐ̂ = ෍ ௝ܶ(̂ݐ)߶௝

௡

௝ୀଵ

	(ොݔ) )16( 	

به عنوان 	(ොݔ)௝߶و ضرب طرفین در5در معادله 16با جایگذاري معادله 
یافته مبتنی بر گیري از حاصل از صفر تا یک، مدل کاهش تابع وزنی و انتگرال

شود:) ایجاد می17روش گالرکین به شکل رابطه (

෍ܯ௜௝ ఫ̈ܶ(̂ݐ)
௡

௝ୀଵ

+෍ܭ௜௝ ௜ܶ௝(̂ݐ)
௡

௝ୀଵ

= 	௜ܨ )17( 	

هاي جرم و سفتی سیستم بیانگر ماتریسبیترتبهKوMدر این معادله 
هاي مذکور کند. بردار و ماتریسنیرو را معرفی میبردارFنیچنهمباشند. می

	شوند:) تعریف می18ل رابطه (به شک
௜௝ܯ = ∫ ߶௜߶௝݀ݔො

ଵ
଴ ,	

௜௝ܭ = (1 + ∫(ߙ ߶௜߶௝௜௩݀ݔො
ଵ
଴ ௜ܨ	, = ∫ ߶௜ܨ(ܸ,ݓෝ)݀ݔොଵ

଴ 	
)18( 	

کوتا روي -هاي مختلف مانند روش رانگتواند با روشمی17حال معادله 
,ොݔ)ෝݓکهیدرحالگیري شود زمان انتگرال گیري در هر مرحله از انتگرال(̂ݐ

گیرد.مقدار مرحله قبلی را به خود میزمانی 

	ارائه نتایج-4

به منظور بررسی صحت روش عددي ارائه شده در آنالیز استاتیکی، یک 
میکروتیر سیلیکونی دو سرگیردار با مشخصات هندسی و فیزیکی ارائه شده 

شود.در نظر گرفته می1در جدول 
نتایج موجود ولتاژ پولین محاسبه شده در این مقاله با2در جدول 

که گونههمانمقایسه گردیده است. 1گذشته براي تیر با مشخصات جدول 
.استمشخص است نتایج به دست آمده در تطابق خوبی با کارهاي گذشته 

براي بررسی صحت نتایج دینامیکی با کارهاي گذشته، یک میکروتیر دو 
به عنوان فشارسنج مورد استفاده قرار گرفته ]40[سرگیردار که در مرجع

زمان پولین محاسبه شده در این مقاله با2شود. در شکل است، مطالعه می

مشخصات هندسی و فیزیکی میکروتیر1جدول  	

	مقدار 	متغیر طراحی
50	μm	 b	

3	μm h	

1	μm	 d	

169	GPa	 E	

2330	kg/m3	 ρ	

85/8 	PF/m	 ε	

06/0 ν	

مقایسه ولتاژ پولین محاسبه شده با نتایج قبلی 2جدول 

طول
نتایج مقاله 

حاضر
	]3[روش انرژي MEMCAD	

]3[	

350	μm 1/20 V	 2/20 V	 3/20 	V	
250	μm	 5/39 	V	 5/39 	V	 1/40 	V	

به ازاء مقادیر مختلف ]40[نتایج تئوري و آزمایشگاهی هونگ و همکارانش 
. زمان پولین زمانی است که به ازاء آن  ولتاژ پله اعمالی مقایسه شده است 

. ]34[دهد صعود ناگهانی در پاسخ ارتعاشی میکروتیر به ولتاژ پله رخ می
مشخص است نتایج محاسبه شده، در تطابق خوبی 2طور که در شکل همان

دهد که نشان می2چنین شکل رند. همبا نتایج تئوري و تجربی موجود قرار دا
ناپایداري پولین V18/8	از ترکوچکبراي حالت بدون میرایی براي ولتاژهاي 

افتد. بنابراین این ولتاژ پله به عنوان ولتاژ پولین دینامیکی براي تیر اتفاق نمی
شود. در بررسی صحت نتایج استاتیکی و دینامیکی، داده شده معرفی می

گونه که قبلاً نیز اشاره مورد مطالعه از سیلیکون بود که همانجنس تیرهاي 
- شد داراي پارامتر مشخصه طولی بسیار کوچک در مقایسه با ضخامت تیر می

هاي کلاسیک و تنش کوپل منجر به محاسبه ولتاژ . بنابراین تئوري]39[باشد 
صه شوند. اما موقعی که پارامتر مشخپولین یکسان براي تیر داده شده می

افتد؟ انتظار طولی در مقایسه با ضخامت تیر قابل ملاحظه باشد چه اتفاقی می
رود که اختلاف ولتاژ پولین محاسبه شده بین دو تئوري قابل ملاحظه می

در این حالت برخی از محققین براي تطابق نتایج تجربی با نتایج تئوري 	باشد.
براي تنش پسماند در کلاسیک مجبور به در نظر گرفتن مقدار فرضی زیادي 

.]37-35[اند مدل خود شده
براي یک میکروتیر ساخته شده ]35[به عنوان مثال بالسترا و همکارانش 

را به عنوان تنش پسماند  براي تطابق نتایج MPa30	از طلا مقدار فرضی 
اند که گزارش کردههاآناند. به علاوه تجربی با تئوري کلاسیک در نظر گرفته

تر شده و تطابق نتایج افزایش ضخامت میکروتیر مقدار تنش پسماند کمبا 
شود. به عنوان مثال دیگر، پاچئو و تجربی با تئوري کلاسیک بیشتر می

اند که ولتاژ براي میکروتیر ساخته شده از نیکل گزارش کرده]37[همکارانش 
. استلاسیک پولین تجربی حدود نه برابر ولتاز پولین محاسبه شده با تئوري ک

اند که بخش اعظم این اختلاف به دلیل وجود تنش پسماند فرض کردههاآن
اند. تخمین زدهMPa150	در پروسه ساخت تیر بوده است که آن را حدود 

براي نشان دادن جزئیات بیشتر، دو میکروتیر طلا و نیکل با مشخصات 
در ]35[رانش هندسی میکروتیر طلاي ساخته شده به وسیله بالسترا و همکا

آمده است.3شود. سایر مشخصات این دو میکروتیر در جدول نظر گرفته می
هاي تعادلی میکروتیرهاي داده شده را بر حسب ولتاژ موقعیت3شکل 

طور که دردهد. هماناستاتیکی اعمالی به عنوان یک پارامتر کنترلی نشان می

مقایسه زمان پولین محاسبه شده با نتایج قبلی2شکل 
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این شکل نشان داده شده است براي یک ولتاژ داده شده، میکروتیر داراي سه 
باشد که براي تشخیص پایداري یا ناپایداري این نقاط باید به نقطه تعادلی می

صفحه فازي را براي میکروتیر طلا به ازاء 4صفحات فازي مراجعه نمود. شکل 
- می4دهد. با توجه به شکل اژ داده شده و شرایط اولیه مختلف نشان میولت

توان فهمید که به ازاء یک ولتاژ داده شده، نقطه تعادل اول یک نقطه پایدار 
، نقطه دوم یک نقطه ناپایدار سدل و سومی از نظر ریاضی یک نقطه 1سنتر

ت پایینی امکان پایدار سنتر است که از نظر فیزیکی به دلیل وجود صفحه ثاب
که در این شکل نشان داده شده است دو حوضه گونههمانپذیر نیست. 

براي سدل وجود دارد. حوضه 3براي سنتر پایدار و یک حوضه دافع2جاذب
اول جاذب یک حوضه محدود و دومی یک حوضه نامحدود است.

، علاوهبهتواند پایدار یا ناپایدار باشد.بسته به محل شرایط اولیه، سیستم می
همهاي پایدار و ناپایدار نقاط تعادلی با افزایش ولتاژ اعمالی شاخه3در شکل 

کنند. ولتاژ متناظر با این سدل ملاقات می4را در نقطه بایفورکیشنگرید
. به بیان استنقطه همان ولتاژ ناپایداري یا همان ولتاژ پولین در ادبیات ممز 

بر با ولتاز پولین استاتیکی باشد هیچ حوضه دیگر، وقتی که ولتاژ اعمالی برا
جاذب پایدار در بالاي صفحه پایینی براي تیر متحرك وجود نخواهد داشت و 

میکروتیر به ازاء تمامی شرایط اولیه ناپایدار خواهد بود.
اي بین دو تئوري ب مقایسه-3الف و -3هاي از سوي دیگر در شکل

کلاسیک و تنش کوپل به ترتیب براي میکروتیرهاي طلا و نیکل صورت 
که نشان داده شده است اعمال تئوري تنش کوپل همان طورگرفته است. 

باعث انتقال نقطه بایفورکیشن سدل به سمت راست و در نتیجه افزایش ولتاژ 
شود که اختلاف بین دو شود. و نیز به وضوح دیده میپولین سیستم می

تئوري در مورد نیکل به مراتب بیشتر از طلاست، زیرا در نیکل نسبت 
طور که در از طلا کمتر است. همان(h/l)صه طولی ضخامت به پارامتر مشخ

	معادلات نیز نشان داده شد، اختلاف بین دو تئوري ارتباط مستقیم با نسبت

h/l نشان داده شده است که با افزایش نسبت 5دارد. در شکلh/l نسبت ،
)ولتاژ پولین محاسبه شده با تئوري تنش کوپل ሖܸ به ولتاژ محاسبه شده با 	(

کند، اما براي مقادیر تر شده و به سمت یک میل میکم	(ܸ)سیک تئوري کلا
(الف و ب) 6شود. شکل تر می، تفاوت دو تئوري قابل ملاحظهh/lکم نسبت 

	میکروتیرهاي طلا و نیکل را نسبت بهبعدیبتغییرات فرکانس طبیعی اول 

که در طورهماندهد. ولتاژ استاتیکی اعمالی از صفر تا ولتاژ پولین نشان می
کارگیري تئوري کلاسیک در این موارد منجر بهشکل نشان داده شده است به

	
مشخصات هندسی و فیزیکی میکروتیرهاي طلا و نیکل3جدول  	

	نیکل طلا 	متغیر طراحی
8/541 	μm 8/541 	μm L	

2/32 	μm	 2/32 	μm	 b	

68/2 	μm	 68/2 	μm	 h	

83/2 	μm	 83/2 	μm	 d	

200	GPa	 5/98 	GPa	 E	

76	GPa	 27	GPa	 G	

8900	kg/m3	 19300	kg/m3 ρ	

5	μm	 12/1 	μm	 l	

31/0 	 44/0 	 ν	

																																																																																																																																											
1-	Centre	point	
2-	Basin	of	attraction	
3-	Repulsive	
4-	Bifurcation	point	

	
	(الف)

	
	(ب)

نتایج نادرست خواهد شد و تئوري تنش کوپل اصلاح شده موجب بهبود نتایج 
پدیده پولین دینامیکی براي میکروتیر طلا نشان داده 7شود. در شکل می

که مشخص است با اعمال تئوري کلاسیک، پولین در طورهمانشده است. 
با در نظر گرفتن تئوري تنش کوپل کهیدرحالافتد؛ اتفاق میV26.33ولتاژ 

به ارتعاش همچناناصلاح شده، در این ولتاژ پولین اتفاق نیفتاده و میکروتیر 
ب صفحات فازي براي میکروتیر -8الف و -8خود ادامه خواهد داد. در شکل 

چنین اء شرایط اولیه صفر و ولتاژهاي پله متفاوت ترسیم شده است. همبه از
در این شکل نشان داده شده است که پاسخ میکروتیر به ولتاز پله کوچک، 
یک پاسخ هارمونیک است و با افزایش مقدار ولتاژ اعمالی، به دلیل ماهیت 

سفتی وابسته به تغییر شکل نیروي الکترواستاتیک غیر خطی و کاهش مقدار
معادل، پریود ارتعاشات افزایش یافته و یک شکست متقارن در منحنی حرکت 

ب نشان داده -8الف و -8هاي که در شکلطورهمانعلاوهبهدهد. روي می
ل توجهی بین دو تئوري وجود دارد.شده است، در این حالت نیز اختلاف قاب

کهنیکلوطلامیکروتیرهايدردهدمینشاننتایجکهطورهمان
اعمالدارند،ضخامتشانبهنسبتايملاحظهقابلطولیمشخصهپارامتر
بنابراینپسشود،نادرستینتایجبهمنجرتواندمیکلاسیکتئوري
در. گیردقراراستفادهموردبایدکوپلتنشمانندکلاسیکغیرهايتئوري

تغییرات فاصله مرکزي دو صفحه بر حسب ولتاژ اعمالی (الف. میکروتیر طلا 3شکل 
و ب. میکروتیر نیکل)
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مادهچندبرايدینامیکیواستاتیکیپولینولتاژهاي4جدولدرنهایت
جدولایننتایج. شودمیمقایسهوارائهتئوريدوهرازاستفادهبامختلف

.شودمیارائه3جدولهندسیمشخصاتبامیکروتیرهاییبراي

	مقایسه ولتاژهاي پولین استاتیکی و دینامیکی براي چند ماده 4جدول 
	ولتاژ پولین

تجربی تنش کوپل 	کلاسیک 	مشخصات ماده 	فلز

57	V	 55/34 	V	 57/28 	V	
E= 5/98 	GPa,	G=27GPa,	

ρ=19300kg/m3

ν= 44/0 	,	l= 12/1 μm	

	طلا

- 60/150 	V	 44/38 	V	
E=200GPa,	G=76GPa,	

ρ=89000kg/m3

ν= 31/0 	,	l= 5/0 μm	

	نیکل

- 61/25 	V	 35/25 	V	
E=83GPa,	G=30GPa,	

ρ=10490kg/m3

ν= 37/0 	,	l= 2/0 μm	

	جیوه

- 33/90 	V	 83/28 	V	
E=110GPa,	G=48GPa,	

ρ=8920kg/m3

ν= 34/0 	,	l= 7/3 μm	

	مس

	

	
صفحه فازي براي میکروتیر طلا به ازاء شرایط اولیه مختلف4شکل  	

	
	h/lتغییرات نسبت ولتاژ پولین بر حسب 5شکل 

	
	(الف)

	
	(ب)

-بعد میکروتیر بر حسب ولتاژ اعمالی(الفتغییرات فرکانس طبیعی بی6شکل 
میکروتیر نیکل)-میکروتیر طلا و ب 	

	
)=V26.33V(پلهولتاژبهطلامیکروتیرپاسخ7شکل

	گیرينتیجه-5

در مقاله حاضر، رفتار وابسته به اندازه میکروتیرهاي با تحریک الکترواستاتیکی 
مطالعه شد. معادله حاکم بر تغییر شکل استاتیکی تیر با استفاده از روش
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	(الف)

	
	(ب)

	
صفحه فازي به ازاء ولتاژهاي پله متفاوت (الف. میکروتیر طلا و 8شکل 

	ب. میکروتیر نیکل)

از مدل کاهش خطی سازي گام به گام و معادله حرکت دینامیکی با استفاده 
دهند، که نتایج نشان میطورمرتبه یافته مبتنی بر گالرکین حل شدند. همان

دیگر که پارامتر مشخصه طولی در میکروتیرهاي از جنس طلا، نیکل و مواد 
بردن تئوري کلاسیک کاربهاي در مقایسه با ضخامتشان دارند، قابل ملاحظه

هاي غیر کلاسیک مانند تنش شود و باید تئوريمنجر به نتایج نادرست می
نتایج نشان دادند که اثر رفتار وابسته علاوهبهکوپل مورد استفاده قرار گیرد. 

اي با کاهش نسبت ضخامت به پارامتر ابل ملاحظهقصورتبهبه اندازه 
چنین نشان  داده شد که نقش واقعی رود. هممشخصه طولی میکروتیر بالا می

تر از مقدار فرض تنش پسماند در بعضی کارهاي گزارش شده بسیار پایین
مانده . البته، باید تاکید نمود که ممکن است تمامی اختلاف باقیاستشده 

آمده با استفاده از تئوري تنش کوپل اصلاح شده و دستبهلین بین ولتاژ پو
هاي پسماند موجود نباشد و استفاده نتایج تجربی گزارش شده به دلیل تنش

هاي الاستیسیته غیر کلاسیک دیگر از قبیل تئوري الاستیسیته از تئوري
ي و تواند نتایج تئوري را بهبود بخشیده و تفاوت بین نتایج تئورگرادیان می

سازي توانند در طراحی و مدلآمده میدستبهتجربی را کاهش دهد. نتایج 
دقیق میکروساختارها مفید باشند.
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