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هاي هیبرید تصادفی هستند، پرداخته اي از سیستمهاي تصادفی قطعه قطعه هموار که زیر مجموعهدر این مقاله به موضوع پایداري سیستم
ها در نقطه تعادل سیستم صفر ه آنشود که دامنهاي به صورت جمعی در نظر گرفته میهاي نویز در زیرسیستمشود. در اینجا سیگنالمی

شوند که این نوع پایداري نمایی به صورت گسترده در مقالات هاي هیبرید تصادفی میشود. این نویزها مانع پایداري نمایی تصادفی سیستمنمی
رهاي پیوسته سیستم بوده که فرآیند ها وابسته به متغیها در این دسته از سیستمهاي بین  زیرسیستماست. همچنین پرشمورد بحث قرار گرفته

هاي هاي وابسته به متغیرهاي حالت، براي سیستمکند. قضیه ارائه شده با در نظر گرفتن نویز جمعی و پرشتر میبررسی پایداري را پیچیده
کند دهد و همچنین تضمین مییقطعه غیرخطی، حد بالایی براي ممان دوم تصادفی یا واریانس متغیرهاي حالت سیستم به ارائه متصادفی قطعه

ها بررسی شده، . سپس مسأله براي حالت خطی در این دسته از سیستمرسدکه تابع چگالی احتمال پاسخ یک سیستم پایدار به حالت پایا می
سپس آید. دست میشود، که در نتیجه آن حد بالایی روي کوواریانس متغیرهاي حالت بهارائه میشرایط پایداري با نامساوي ماتریسی خطی
کند مورد مطالعه قرار حل معادلات فوکر پلانک که تحول تابع چگالی احتمال سیستم را مشخص میبراي بررسی درستی قضیه پیشنهاد شده، 

با روش ها، راه حل مناسب و ابتکاري ارائه شده است، و هاي تصادفی در شرایط مرزي این دسته از سیستمگیرد. براي مشکل ناشی از پرشمی
.تا صحت نتایج قضیه به صورت عددي بررسی شونداي مذکور در یک مثال حل شدهحجم محدود معادلات با مشتقات پاره
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	 In	 this	article,	stability	analysis	 for	Stochastic	Piecewise	Affine	Systems	which	are	 a	 subclass	of	
stochastic	hybrid	 systems	 is	 investigated.	Here,	additive	noise	 signals	are	 considered	 that	does	
not	vanish	 at	equilibrium	points.	These	 noises	will	 prohibit	 the	 exponential	 stochastic	 stability	
discussed	widely	in	literature.	Also,	the	jumps	between	the	subsystems	in	this	class	of	stochastic	
hybrid	systems	are	state-dependent	which	make	stability	analysis	more	complex.	The	presented	
theorem	considering	both	additive	noise	and	state-dependent	jumps,	gives	upper	bounds	for	the	
second	stochastic	moment	or	variance	of	Stochastic	Piecewise	Nonlinear	Systems	trajectories	and	
guarantees	that	stable	systems	have	a	steady	state	probability	density	function.	Then,	linear	case	
of	 such	 systems	 is	 studied	where	 the	 stability	 criterion	 is	 obtained	 in	 terms	 of	 Linear	Matrix	
Inequality	(LMI)	and	an	upper	bound	on	state	covariance	is	obtained	 for	them.	Next,	 to	validate	
the	 proposed	 theorem,	 solving	 the	 Fokker	 Plank	 equations	 which	 describes	 the	 evolution	 of	
probability	density	function,	is	addressed.	A	solution	for	the	problem	of	boundary	conditions	that	
arises	 from	 jumps	 in	 this	 class	 of	 systems	 is	 given	 and	 then	 with	 finite	 volume	 method	 the	
corresponding	partial	differential	equations	are	solved	for	a	case	study	to	check	the	results	of	the	
presented	theorem	numerically.	
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مقدمه-1
شود که شامل تعدادي شمارا سیستم هیبرید به سیستمی اطلاق می

زیرسیستم با متغیرهاي پیوسته بوده و تحت قوانینی، پرش از یک زیرسیستم 

هاي پذیرد. آنالیز پایداري و کنترل سیستمبه زیرسیستم دیگر صورت می
هیبرید تصادفی در دهه گذشته توجه پژوهشگران زیادي را به خود جلب 

هاي هاي هیبرید، ابتدا آنالیز پایداري سیستماست. در موردسیستمکرده 
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هاي که بیشتر در مورد بررسی قرار گرفته است. یکی از روش1هیبرید یقینی
این زمینه بیشتر به کار گرفته شده است، روش توابع لیاپانوف چندگانه 

هاي . همچنین مطالعات زیادي بر روي پایداري و کنترل سیستم]1,2[است
.]7-3[قطعه خطی یقینی نیز انجام شده است قطعه

هاي هیبرید هستند که یک هاي هیبرید تصادفی تعمیم سیستمسیستم
تواند ها اضافه شده است. این خاصیت تصادفی هم میخاصیت تصادفی به آن

هاي ها وارد شود و هم به صورت نویز در زیرسیستممربوط به پرشدر قانون
هاي هیبرید تصادفی که ظاهر شود. یکی از ساختارهاي کلی براي سیستم

معرفی ]8[ها است در مرجع ها و زیرسیستممشتمل بر تصادفی بودن پرش
یافته هاي تعمیمشده است. در همان مرجع، مولد دیفرانسیلی این سیستم

هاي پایداري کاربرد فراوان هیبرید تصادفی استخراج شده است که در تحلیل
دارد.

هاي تصادفی نیز به صورت گسترده مورد دیگر پایداري سیستماز طرف
]9[توان به مرجع هاي شاخص میمطالعه قرار گرفته است. از میان پژوهش

در آن 2پایداري تصادفی مبتنی بر فرمول دانکیناشاره کرد که چندین تئوري
قضایاي پایداري مبتنی بر لیاپانوف مرور شده ]10[اثبات شده است. در مقاله 

هاي تصادفی در معادلات است که به پایداري تصادفی و پایداري ممان
پردازند.می3دیفرانسیلی تصادفی ایتو

هاي هیبرید هاي مختلفی از سیستماستخراج شرایط پایداري براي دسته
شرایط ]11[ادفی نیز اخیراً انجام شده است. به طور مثال درمرجع تص

هاي تصادفی هاي هیبرید تصادفی با پرشپایداري مجانبی براي سیستم
ها داراي یک مقدار ارائه شده است که امید ریاضی زمان بین پرش4مارکوف

هاي هاي با پرشایداري تصادفی لیاپانوفی براي سیستمحداقلی باشد. قضیه پ
نیز ارائه شده است که ]12[دلخواه و یا به عبارتی کاملاً تصادفی درمرجع 

ها شرط بسیار بدلیل لحاظ نکردن قوانین مربوط به پرش بین زیرسیستم
قضیه ]13[اي دارد. به صورت مشابهی در کارانه و محدود کنندهمحافظه

ها را هاي چندگانه پیشنهاد شده است که در آن پرشپایداري برپایه لیاپانوف
تر است که اثبات قضیه مربوط به پایداري را سادهدلخواه در نظر گرفته 

کند. براي تضمین پایداري نیز حدي براي تفاوت بین امید ریاضی توابع می
شوند، در نظر گرفته شده است. لیاپانوف، وقتی که وارد یک زیرسیستم می

سیار دشواري است.ها کار بالبته بررسی آن شرط در اکثر سیستم
هاي غیرخطی اي از سیستمبراي دسته5تقریباً مطمئنپایداري نمایی 
ه است. در شرایط اثبات شد]14[هاي مارکوف در مرجع تصادفی ایتو با پرش

این قضیه لازم است که نویز تصافی حول نقطه تعادل به صفر میل کند، در 
کنند. البته لازم به ذکر است صورتی که اکثر نویزها به این صورت رفتار نمی

که پایداري مجانبی و نمایی که به آنها اشاره شد، بدون صفر شدن دامنه نویز 
یست. بدلیل اینکه خاصیت تصادفی نویز پذیر ندر نقطه تعادل نهایی امکان

حداقل یک ]15[شود. مرجع مانع رسیدن دقیق پاسخ به نقطه تعادل می
ها درنظر گرفته است ودوباره قضیه پایداري میانگین براي زمان بین پرش

مجانبی را ارائه کرده است که نیاز به حذف شدن نویز تصادفی در مبداء دارد. 
]16[هاي هیبرید تصادفی در مرجع نیز براي سیستم6تعمیم قضیه لاسل

کند. علاوه آورده شده است که مجدداً پایداري نمایی تصادفی را تضمین می
یک قضیه پایداري نمایی تقریباً مطمئن براي ]17[براین در مرجع 
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هاي مارکوف داده شده است که بر طبقهاي هیبرید تصادفی با پرشسیستم
7هاي ماتریسی خطیآن براي نوع خطی، طراحی کنترلري با روش نامساوي

پیشنهاد شده است.
هاي هیبرید تصادفی به بیشتر مقالات ارائه شده براي پایداري سیستم

هاي وابسته به اند و کمتر پرشهاي مارکوف و یا دلخواه پرداختهپرش
قرار گرفته است. ها مورد توجه متغیرهاي پیوسته هر یک از زیرسیستم

شود، در همچنین به ندرت اثر نویز جمعی که در نقطه تعادل صفر نمی
هاي هیبرید تصادفی بررسی شده است. بنابراین در این مقاله براي سیستم

هاي قطعه قطعه هاي هیبرید تصادفی یعنی سیستمیک دسته از سیستم
ه بوده و داراي هاي وابسته به متغیرهاي پیوستخطی تصادفی که داراي پرش

نویز جمعی هستند، یک قضیه پایداري ارائه شده است. در این قضیه پایداري 
هاي هیبرید تصادفی غیرخطی مطرح شده است به که در ابتدا براي سیستم

هاي متغیرهاي جاي پایداري مجانبی یک حد بالا براي مجموع واریانس
کند در صورت میآید. همچنین این قضیه تضمینپیوسته سیستم بدست می

برقراري شرایط پایداري، تابع چگالی احتمال متغیرهاي پیوسته به یک حالت 
رسد. سپس قضیه دیگري بر پایه قضیه قبل براي نوع خطی این پایا می
هاي ماتریسی خطی شود که شروط آن را نامساويها پیشنهاد میسیستم

ین قضیه را براي تمام توان شرایط ادهند. بنابراین به راحتی میتشکیل می
قطعه خطی به کار بست.هاي تصادفی قطعهسیستم

اي پیشنهادي، از معادلات مشتقات پارهسپس براي بررسی صحت قضیه
شود که تغییرات زمانی تابع چگالی احتمال یک استفاده می8فوکر پلانک

کند. البته براي این حل این معادله مشتقات سیستم تصادفی را توصیف می
قطعه خطی باید به دشواري اعمال هاي تصادفی قطعهاي براي سیستمارهپ

افتد نیز ها اتفاق میها در این سیستمشرایط مرزي خاصی که به دلیل پرش
روشی 9هاي محدودبا استفاده از روش تفاضل]18[توجه شود. در مرجع 

هاي پیوسته غیر براي حل معادلات فوکر پلانک دو بعدي براي سیستم
هیبرید ارائه شده است که پایداري و دقت روش پیشنهادي مورد مطالعه قرار 

نک مقالات زیاد دیگر نیز گرفته است. البته براي حل عددي معادلات فوکر پلا
هاي اي از سیستماص براي دستهبه صورت خ]19[وجود دارد ولی در مقاله 

ها وجود دارد، معادلات اي که نویز در زیرسیستمقطعههیبرید تصادفی قطعه
فوکر پلانک تعمیم یافته استخراج شده است که شامل یک سري شرایط 

یک مثال 10مرزي است. سپس در همان مقاله با روش حل حجم محدود
حل عددي دچار مشکل عددي حل شده است که در اعمال شرایط مرزي در

]20[شود. در ادامه کار قبلی در مرجع شده است که در مورد آن بحث می
تري که شامل ادفی نیز براي سیستم لحاظ شده و معادلات کلیهاي تصپرش

شوند، ارائه شده است. در مقاله حاضر نیز براي شرایط مرزي جدیدي می
معادلات فوکر پلانک به ]19[خطی مشابه قطعههاي تصادفی قطعهسیستم

همراه شرایط مرزي مربوطه آورده شده است و سپس در مورد اعمال صحیح 
شود.ها در روش عددي بحث میآن

شود، که در بخش دوم به تعریف این مقاله شامل هفت بخش می
هاي تصادفی هیبرید پرداخته شده و برخی خواص آنها بررسی سیستم

هاي هیبرید تر پایداري تصادفی براي سیستمشود. در بخش بعد قضیه کلیمی
تصادفی غیرخطی آمده است که در همان بخش اثبات مربوطه آورده شده 

هاي ماتریسی گیري از نامساويش چهارم با استفاده از بهرهاست. سپس در بخ
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اي ارائه شده است که بررسی شرایط آن به صورت براي حالت خطی قضیه
ها میسر است. حل معادلات فوکر سیستماتیک براي این دسته از سیستم

ها در بخش ها و شرایط مرزي مختص آنپلانک براي این دسته از سیستم
ی قرار گرفته است. در بخش ششم نیز حل عددي معادلات پنجم مورد بررس

فوکر پلانک به منظور استخراج پاسخ زمانی تابع چگالی احتمال انجام شده و 
سپس صحت نتایج قضیه پیشنهادي بررسی شده است. در نهایت نیز به 

گیري پرداخته شده است.نتیجه

	تعریف مسأله-2
اي از چندین معادله مجموعههاي هیبرید تصادفی، منظور از سیستم

اي از فضاي حالت دیفرانسیل تصادفی به شکل ایتو است که هر کدام در ناحیه
اند:ارائه شده)1اعتبار دارند که در رابطه(

)1(w= + ÎW Î( ) ( , ) ,i i idx f x dt g x t d for x i I

}که درآن } Î
W Í � n

i i I
کند که یک افراز از فضاي حالت را مشخص می

فعال است Wiدر ناحیه iبراي مثال زیرسیستم با اندیس یا حالت گسسته 
ها است. لازم به ذکر است که این افراز کل فضا را مجموعه این اندیسIو 

Wهد یا به عبارتیدپوشش می =U � n
i

i
 .Î�( ) nx t بردار متغیرهاي حالت

)wزمان پیوسته سیستم است و  )t یک بردارq -  تایی فرآیند وینر است با

[ ]w =0E d وwé ù =ë û
2

qE d I dtکهqI بردار همانی´q q است، و در تمام

�®ها زیرسیستم �: n n
if و+ ´®� �1: n n q

ig محدود و با خاصیت
هستند تا وجود و یکتایی جواب براي این سیستم تضمین شود. 1لیپشیتز

شود که این سیستم هیچ پاسخی ندارد که به صورت همچنین فرض می
ها حرکت کند.لغزشی روي مرز بین زیرسیستم
مولد دیفرانسیلی بر )1(هاي موجود در معادله براي هر یک از زیرسیستم

�®+روي تابع اسکالر  �: nV که دو مرتبه مشتق پذیر است به صورت
:]9[شود ) تعریف می2رابطه(

)2(æ ö¶ ¶
= + ç ÷

¶ ¶è ø

2

2

( ) 1 ( )( ) ( , ) ( ) ( )
2

T
i i i i

V x V xLV x f x t tr g x g x
x x

)�که )tr تابع جمع قطري ماتریس است و¶
¶
( )V x
x

ژاکوبین و 

¶
¶

2

2

( )V x
x

)تابع 2هسین )V x ،نسبت به متغیرهاي حالتx.است ،

هیبریدهاي تصادفی غیرخطی قضیه پایداري سیستم-3
در این بخش قضیه اصلی ذیل مربوط به قضیه پایداري تصادفی در 

شود.هاي تصادفی غیرخطی هیبرید ذکر میهاي سیستمسیستم
(قضیه پایداري تصادفی) سیستم هیبرید تصادفی تعریف شده .1- قضیه

پذیر مثبت را در نظر بگیرید. اگر توابع لیاپانوف دو بار مشتق)1(معادله در 
+®� �: n

iV0<به همراه عددd و تابع اسکالر نیمه مثبت معین( )h x
یافت شوند که 

مرزهاي ها توابع  لیاپانوف روي به ازاي تمام مرزهاي بین زیرسیستم-1

	:مشترك برابر باشند یا به عبارتی
" ÎW W =I , ( ) ( )i j i jx V x V x 	

	)):3شرط زیر برقرار باشد(رابطه(-2

																																																																																																																																											
1-	Lipchitz	
2-	Hessian	

)3(£ - + " ÎW( ) ( ) , ,i i
iLV x h x d x

)):4آنگاه خواهیم داشت(رابطه(
)4([ ]

®¥
£lim ( )

t
E h x d

شود.براي اثبات قضیه به یک لم نیاز است که در زیر مطرح و اثبات می
هاي هاي هیبرید تصادفی با پرشبه سیستم3تعمیم فرمول دانکین. (1لم 

) 5به صورت رابطه()1(معین) اگر مولد دیفرانسیلی عمومی براي سیستم 
) تعریف شود:6و(

)5(x
Î

=å* ( ) ( ) ( )i i

i I
LV x x LV x

که

)6(
x

ÎWì
= í ÏWî

1 ,
( )

0 ,
ii

i

if x
x

if x

Î+و همچنین اگر تابع  ®� �* 0 : nV Cپذیري مرتبه صفر به با مشتق
) نوشته شود:7صورت رابطه(

)7(x
Î

=å*( ) ( ) ( )i i

i I
V x x V x

\) را خواهیم داشت:8آنگاه رابطه(

)8(é ù = +ë û ò* * * *

0
( ( )) (0) ( ( ))

t

x xE V x t V E LV x s ds

ها، لازم به ذکر است که مولد دیفرانسیلی بر روي مرز نواحی زیرسیستم
¶Wi نیست. ولی این ناپیوستگی از نوع مرتبه اول است که در ادامه ، پیوسته

پردازیم.بیشتر به آن می
است ولی براي شفافیت ]9[اثبات مشابه فرمول دانکین اصلیاثبات لم.

بیشتر، اثبات به صورت کامل در ذیل آورده شده است. اگر بگیریم 
= *( ( ))Z V x t آید:) به دست می9اعمال شود، رابطه(]21[و فرمول ایتو

)9(

( ) ( )

( )

w w

w

¶ ¶
= +

¶ ¶ ¶

¶
+ " ÎW -¶W

¶

å å

å

* 2 *

,

*

1
2

,

i i i
k k l

k k lk k l

i
i ik

k k

V VdZ f dx g d g d
x x x

V g d x
x

باید توجه شود که فرمول ایتو در مرزها قابل اعمال نیست. چون که 
خراج شده پذیري مرتبه دوم استفرمول ایتو با استفاده از بسط تیلور و مشتق

)10است.حال از آنجا که طبق رابطه (
)10(( ) ( ) ( )w w =.i i i iT

k l kl
g d g d g g dt

) بدست 11نسبت به زمان رابطه()9(در معادله dZگیري از با انتگرال
آید:می

)11(

( )

x

x

x w

æ ö¶
= + ç ÷

¶è ø
æ ö¶

+ ç ÷
¶ ¶è ø

¶
+

¶

åò

åò

åò

* *

0

2

0
,

, 0

( ( )) ( (0)) ( )

1 ( )
2

( )

it i i
k

k k

it i i iT

kl
k l k l

t i
i

km m
k m k

VV x t V x x f dx ds
x

Vx g g ds
x x

Vg x d
x

با فرض اینکه این سیستم هیچ پاسخی ندارد که به صورت لغزشی روي 
ها در انتگرال فوق در ها حرکت کند، اندازه ناپیوستگیمرز بین زیرسیستم

مقایسه با طول کل مسیر حل صفر خواهد بود. بنابراین عبارت داخل انتگرال 
مام جا پیوسته است. همچنین با توجه به اینکه تبالا تقریباً در همه

¶ها در توابع ناپیوستگی ¶
¶ ¶ ¶

* 2 *

, , ,i i
k k l

V Vf g
x x x

داراي حد چپ و راست بوده و از 

																																																																																																																																											
3-	Dynkin’s	Formula	
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نتیجه گرفت که پاسخ انتگرال فوق وجود دارد و نمرتبه اول هستند، می توا
*Îبه دلیل اینکه  0V C.رابطه فوق قابل محاسبه است

)7(و جایگذاري در )11(طرفین رابطه حال با گرفتن امید ریاضی از 
آید:) بدست می12رابطه (

)12(

( )

w

é ù =ë û
é ùæ ö¶ ¶

+ +ê úç ÷
¶ ¶ ¶ê úè øë û

é ù¶
+ ê ú

¶ë û

å åò

å ò

* *

* 2 *

0
,

*

, 0

( ( )) ( (0))

1
2

t T
i k kl

k k lk k l

t

km m
k m k

E V x t V x

V VE f dx gg ds
x x x

VE g d
x

با در نظر گرفتن اینکه امید ریاضی ترم آخر مساوي صفر است و 
جایی امید که اجازه جابه1همچنین استفاده از قضیه انتگرالی فوبینی

ریاضی(امید ریاضی نیز خود به شکل یک انتگرال است) و انتگرال زمانی را 
دهد:) را نتیجه می13دهد، رابطه (می

)13(é ù = +ë û ò* * * *

0
( ( )) ( (0)) ( ( ( ))) ( (0))

t
E V x t V x EL V x s dsV x

□رسد.بنابراین اثبات لم به پایان می
رسیم :می)14به رابطه (با در نظر گرفتن شرط دوم قضیه .1- قضیهاثبات 

)14(£ - +* *( ) ( )LV x h x d
آید:) بدست می15) رابطه (14از رابطه (1حال با بکارگیري لم 

)15([ ]é ù £ - +ë û ò* *

0
( ( )) ( (0)) ( ( )) *

t
E V x t V x E h x t ds d t

)*سپس با توجه به مثبت معین بودن  ( ))V x t و تقسیم نمودن برt ،
))16خواهیم داشت(رابطه (

)16([ ] £ +ò
*

0

1 ( (0))( ( ))
t V xE h x t ds d

t t
آید:) بدست می17نهایت رابطه (با میل دادن زمان به سمت بی

)17([ ]
®¥

£ò0
1lim ( ( ))

t

t
E h x t ds d

t
توان نتیجه گرفت که مقدار داخل انتگرال ) می17به رابطه (با توجه

آید.) بدست می18محدود است و رابطه(
)18([ ]£ ®¥( ( )) . .E h x t d a s t

□شود. بدین ترتیب قضیه اثبات می
شود و برقرار)14(شرط آمده است، اگر ]22[بنابر آنچه درمرجع 
نیز باشد، آنگاه یک توزیع احتمال پایا براي سیستم 2سیستم تصادفی ایتو، فلر

هاي بعدي با حل عددي معادله چگالی وجود خواهد داشت، که در بخش
شود. به سیستمی فلر احتمال براي سیستم نیز این موضوع نشان داده می

هاي آن معادله و توابع محدود و پیوسته شود که براي تمام پاسخگفته می
( )f x پیوستگی ،( )Ef xهاي منتج شود. لازم به ذکر است در صورتیکه ترم
,i if g فلر خواهد بود که )1(معادله در معادله اصلی لیپشیتز باشند آنگاه کل

	آمده است.]8[اثبات مشابه آن در 
توان با تعریف مناسب توابع لیاپانوف می1-قضیهبنابراین با استفاده از 

هاي تصادفی سیستم بدست آورد. براي اي براي واریانس یا سایر ممانمحدوده
)=ترین حالت اگر  مثال در ساده ) Th x x x ،18(معادله در نظر بگیریم(

هاي قطري ماتریس کوواریانس به ما خواهد داد. در ي روي مجموع المانحد
شود.ایارائه میهاي هیبرید تصادفی خطی یک قضیه ویژهادامه براي سیستم

																																																																																																																																											
1-	Fubini	
2-	Feller	

هاي روش سیستماتیک بررسی پایداري تصادفی براي سیستم-4
قطعه قطعه خطی تصادفی

هاي معین هستند، پرشاي از معادلات هیبرید تصادفی خطی که داراي دسته
) آمده است:19در رابطه (

)19(w= + + ÎW Î( ( ) ) , ,i i i idx A x t a dt S d x i I
}که افراز فضاي حالت،  } Î

Wi i I
که 3ها، براي این سیستم با چندوجهی

ها بیشتر شوند که در ادامه راجع به آنمحدود یا نامحدود هستند، تعریف می
wiSبحث خواهد شد.  dکند که به شکل نیز نویز تصادفی سفید را ایجاد می

)شود. سه تایی جمعی به سیستم اضافه می , , )i i iA a S نیزi- امین
فعال است. لازم Wiکند که در ناحیه زیرسیستم تصادفی خطی را تعیین می

به ذکر است که پاسخ این سیستم همواره پیوسته است. پیوستگی پاسخ ناشی 
]9[از پیوستگی پاسخ هر زیرسیستم تصادفی با نویز سفید است که در مرجع

به اثبات رسیده است و اینکه با رسیدن پاسخ به مرز هر ناحیه و ورود به 
ناحیه دیگر نقطه تقاطع شرط اولیه زیرسیستم جدید خواهد بود، بنابراین 

همچنان پیوستگی حفظ خواهد شد.
}بندي فضاي حالت بخش } Î

Wi i I
توان با با فرض چندوجهی بودن را می

:]23[) تعریف کرد 21) و (20روابط (

)20(é ù
" ÎW ³ Û ÎWê ú

ë û
, 0

1i i i

x
x E x

بعدي است به 1n-که یک صفحه jو iبین دو زیر سیستم و مرز
صورت زیر قابل بیان است:

)21({ }-¶W Ç¶W Í + Î � 1| n
i j ij ijl F s s

´که در آن -Î Î� �( 1) ,n n n
ij ijF lتوان توابع است. براي حالت خطی می

) در نظر گرفت: 22لیاپانوف مرتبه دوم در هر ناحیه را به صورت رابطه(

)22(é ùé ù
= = = >ê úê ú

ë û ë û
( ) , , 0

1
i ii T

i i T
i i

P qx
V x x P x x P

q r
i,شرط پیوستگی توابع لیاپانوف مرتبه دو بین دو ناحیه  jتوان با را می

	) ارضا کرد. 23هاي خطی رابطه(مجموعه تساوي

)23(( )

- =

- + - =

- + - + - =

( ) 0

( ) ( ) 0

( ) 2( ) 0

T
ij i j ij

T T
ij i j ij ij i j

T T
ij i j ij i j ij i j

F P P F

F P P l F q q

l P P l q q l r r

هایی از فضا در نظر را اندیس محدوده0Iحال، زیرمجموعه اندیس 
ها در مجموعه ها قرار دارد. مابقی اندیسبگیرید که مبدا درون یا در مرز آن

1Iگیرند. براي قرار میÎ 0i I0=خواهیم داشتia .
توان به صورت تجمیع شده را می)1(در ضمن سیستم موجود در معادله 

) بازنویسی کرد:25) و (24رابطه(
)24(w= + + ÎW Î( ) ( )i i i idx A x t Bu t S d for x i I

که در آن

)25(é ù é ù é ù é ù
= = = =ê ú ê ú ê ú ê ú
ë û ë û ë û ë û

( )
, , , ( )

0 0 0 0 1
i i i i

i i i

A a B S x t
A B S x t

تصادفی است (با پایدار)24(خطی سیستم هیبرید تصادفی .1-تعریف
) اگر با شروع از هر شرط اولیه داشته باشیم:Cو ماتریس وزنی cحد 

)26(
®¥

é ùé ù < >ë ûë ûlim ( ) ( ) , 0T T

t
tr E x t CC x t c c

لازم به ذکر است که تعریف فوق متفاوت است با آنچه در ادبیات به 

																																																																																																																																											
3-	polyhedral	
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عنوان پایداري تصادفی در میانگین مربعات در بسیاري مقالات مانند مراجع 
آمده است. در این تعریف لازم نیست که کران بالاي واریانس در ]24-26[

نهایت به صفر میل کند.
، iPهاي متقارن ماتریس)24(اگر براي سیستم ارائه شده در .2قضیه 

iU،iW و ثابت مثبتd وجود داشته باشند که تمام عناصرiU وiW
نامنفی باشند و شرایط زیر ارضاء شود:

1.- >0i i i iP E W E	

2.+ + + £0T T
i i i i i i iA P P A C C E U E	

3.£( )T
i i itr S P S d	

برقرار باشند، آنگاه سیستم iPبراي تمام )23(هاي همچنین تساوي
پایدار تصادفی است. Cو ماتریس وزنی dبا حد 1- تعریفمطابق )24(

هاي ماتریسی نامساويلازم به ذکر است که شرایط ذکر شده در فوق با روش
□قابل بررسی هستند. 

=توابع لیاپانوف اثبات. T
i iV x P x را براي هر ناحیهWi تعریف

³0iEکه به ازاي آن شرط)20(کنیم. با در نظر گرفتن رابطه می x در
آید رابطه بدست میiWو iUبرقرار است، و نامنفی بودن عناصر Wiناحیه 

)27:(

)27(
³ ÎW

³ ÎW

0 ,

0 ,

T
i i i i

T
i i i i

x E U E x x

x E W E x x

و iPشرط اول با در نظر گرفتن رابطه فوق، مثبت معین بودن ماتریس 
)در نتیجه مثبت معین بودن  )iV x را در ناحیهWiکند و تضمین می

شرط پیوستگی موجود در شرط اول را برقرار )23(هاي همچنین تساوي
لازم است.1-قضیهکند.، که براي استفاده از می

) 28رابطه(Wiدر ناحیه iVسپس با اعمال مولد دیفرانسیلی بر روي 
آید:بدست می

)28(= + + ÎW( ) ( )i i T T T
i i i i i i i iLV x A P P A x tr S P S x

خواهیم داشت:)29از رابطه()28(و )27(گیري از روابط با بهره
)29(£ + + + ÎW( ) ( )i i T T T

i i i i i i i i i i iLV x A P P A E U E x tr S P S x
کنیم: ) را تعریف می30حال رابطه (

)30(=( ) T Th x x C Cx
) 30(و)29(با لحاظ کردن شروط دو و سه قضیه حاضر و ادغام با روابط 

):31شود رابطه (نتیجه می
)31(£ - + " ÎW ³( ) ( ) , , ( ) 0i i

iLV x h x d x h x
شود:) حاصل می32قرار است که از آن رابطه (بر1-قضیهحال شرایط

)32(= £ " ÎW ³[ ( )] [ ] , , ( ) 0T T
iE h x E x C Cx d x h x

پایداري تصادفی ممان دوم سیستم را تضمین 1- تعریفباکه مطابق 
■کند.کندو اثبات قضیه را کامل میمی

بودن سیستم، 1قابل اعمال باشد با توجه به ارگودیک2اگر قضیه توجه:
]نهایت، برداربا میل دادن زمان به بی ]( )E x t نیز به مقدار ثابتی میل

کند. ولی حتی اگر سیستم بدون در نظر گرفتن نویز پایدار مجانبی باشد می
]همچنان امکان دارد  ]( )E x t.به صفر میل نکند

éبراي اینکه بتوان حد بالایی را براي  ùë û
T TE x C Cx 19(سیستم در(

) را حل 33رابطه (2توان مساله نامساوي ماتریسی خطیحساب کرد، می

																																																																																																																																											
1-	Ergodic	
2-	Linear	matrix	inequality	

نمود:

)33(
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T
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tr S P S d
از قبل باید مشخص شود و براي بدست Cکه در آن ماتریس وزنی 

شود. در این مقاله براي حل مسئله مسئله فوق حل میdآوردن حد بالاي
استفاده شده است.5افزار متلبدر نرم4و سدومی3فوق از کتابخانه بالمیپ

حل عددي معادله فوکر پلانک براي سیستم هیبرید تصادفی-5
معادله فوکر پلانک تغییرات زمانی تابع چگالی احتمال را براي سیستم 

کند. این معادله به افتخار آدرین فوکر ایتو را توصیف میدیفرانسیلی تصادفی 
نیز 6گذاري شده است و به نام معادله پیشرو کلموگروفو ماکس پلانک نام

معرفی شد. در این بخش حل 1931شود که اولین بار در سال شناخته می
هاي هیبرید تصادفی مورد مطالعه قرار عددي این معادلات را براي سیستم

	شود.د. بنابراین ابتدا به معرفی معادله فوکر پلانک پرداخته میگیرمی

معرفی معادله فوکر پلانک
را در نظر بگیرید:)34اگر سیستم دیفرانسیلی تصادفی ایتو غیر هیبرید رابطه(

)34(s w= +( , ) ( , )dx f x t dt x t d
)آنگاه معادله فوکر پلانک که تغییرات زمانی تابع چگالی احتمال , )p x t

خواهد بود:)35رابطه(را مشخص می کند به صورت 

)35(

[ ]

ss

¶ ¶
= -

¶ ¶

¶ ¶ é ùé ù+ ê úë û¶ ¶ ë û

å

åå

( , ) ( , ) ( , )

. ( , ) ( , ) ( , )1
2

N

i i

N N

ij
j i i j

T

p x t f x t p x t
t x

x t x t p x t
x x

]است وxتعداد متغیرهاي حالتNکه ]i j
ام و -iبه درایه سطر 

کند. لازم به ذکر است که شرط اشاره میام ماتریس داخل کروشه- jستون 
)اولیه زمانی ,0)p x .به عنوان توزیع احتمال اولیه سیستم باید مشخص شود

شرایط مرزي براي معادله فوکر پلانک از آنجا که روي فضاي بی نهایت تعریف 
ردن شود نیز شامل میل کردن تابع چگالی احتمال به صفر به ازاي میل کمی

، در هر راستا است. لازم به x¥®متغیرهاي مکان به سمت بینهایت، یعنی
ذکر است که معادله فوکر پلانک یک معادله پایستار نیز هست، چون باید 
انتگرال تابع چگالی احتمال روي کل فضاي حالت یک باقی بماند. با توجه به 

) نیز نوشت:36پلانک را به صورت رابطه(توان معادله فوکر این موضوع می

)36(¶
= -Ñ

¶
( , ) .p x t J

t
باشد.) می37شار چگالی احتمال برابر رابطه(Jکه در آن 

)37([ ] [ ]s sé ù= - Ñë û( , ) ( , ) ( , ) . ( , ) ( , )1
2

TJ f x t p x t x t p x t x t

]بخش اول یعنی  ]( , ) ( , )f x t p x tو بخش دیگر را 7را مولفه همرفت
گویند. در اینجا برقرار کردن یک ارتباط بین این مفاهیم و 8مولفه انتشار

تواند به درك بهتر مسأله در بخش بعد کمک کند. مفاهیم ترمودینامیکی می
ارز چگالی احتمال در یک نقطه توان دما در یک سیال را همبدین منظور می

																																																																																																																																											
3-	YALMIP	
4-	SeDuMi	
5-	MATLAB	
6-	Kolmogorov	forward	equation	
7-	Convection	
8-	Diffusion	
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شار حرارتی ناشی از نگرایانم)37(دانست. بنابراین مولفه همرفت در رابطه
نیز 	)37(دما به دلیل حرکت سیال است. ترم انتشار در رابطه جاییجابه

معادل شار هدایتی درون سیال است.

هاي هیبرید تصادفیمعادله فوکر پلانک تعمیم یافته براي سیستم
تصادفی هاي هیبرید لازم به ذکر است از آنجا که تمرکز این مقاله بر سیستم

شود، در هاي خطی استفاده میخطی است، در ادامه از فرمولاسیون سیستم
حالی که این روش کاملاً براي نوع غیرخطی آن نیز قابل اعمال است. اگر 

در نظر گرفته شود، )19(هاي معین سیستم هیبرید تصادفی خطی با پرش
پیوسته خواهد بود بنابراین وقتی همانطور که ذکر شد پاسخ این سیستم 

درون ناحیه یک زیرسیستم قرار داریم احتمال پرش به زیرسیستم دیگر وجود 
اثبات ریاضی این موضوع ندارد تا اینکه پاسخ سیستم به مرز آن ناحیه برسد. 

که دور از مرزها درون ناحیه یک زیرسیستم، احتمال پرش به زیرسیستم 
آمده است. بنابراین دینامیک شار چگالی ]27[و]19[دیگر صفر است درمراجع

احتمال در هر ناحیه فقط مربوط به آن زیرسیستم بوده و به صورت 
) خواهد بود:38رابطه(

)38(

[ ]

Î

= +

¶é ù- "ê ú¶ë û
W " Î

( , ) ( ) ( , )

( , )1 ,
2

T
i i

i i

i

J x t A x a p x t

S p x
x

S x it I

نهایت مانند حالت غیر هیبرید است و توجه شود که شروط مرزي در بی
اي بین دو زیر ماند شرایط مرزي این معادلات مشتقات پارهآنچه که باقی می

داراي مشتق )36() است. معادله فوکرپلانک Wi¶سیستم هیبرید (روي مرز
مرتبه دو نسبت به مکان است، بنابراین به دو شرط مرزي نیاز است. اولین 
شرط با توجه به بقاي چگالی احتمال و اینکه انتگرال چگالی احتمال در کل 

شود. پس هر شار عمود بر مرزي که در فضاي حالت باید یک باشد، حاصل می
د ناحیه مجاور شود یا به هر نقطه از یک ناحیه خارج شود باید دقیقا وار

i,عبارتی براي دو زیرسیستم مجاور  j)39داریم(رابطه:((
)39(W W= ¶" Î¶ Ç

r r( , ). ( ) ( , ). (x)i ij j ij i jJ x t n x xJ x t n

بوده و jوiبه ترتیب شار چگالی احتمال در سمت ناحیهjJو iJکه 
r (x)ijnبردار نرمال عمود بر مرز بین دو ناحیه مجاور,i jدر محلx .است

در مورد شرط مرزي دوم، امکان ناپیوستگی در مقدار چگالی احتمال در 
بر روي هر طرف مرز وجود ندارد. با توجه به صورت غیرصفر بودن ترم انتشار 

شباهت بین این مسأله و مفاهیم ترمودینامیکی این موضوع به خوبی قابل 
درك است. اگر انتقال حرارت هدایتی وجود داشته اشد، دو نقطه مجاور به 

توانند دماي متفاوتی داشته باشند. به این دلیل که در این چسبیده نمیهم
دما ها را همها به وجود آمده و آننهایت بین آنبیصورت شار هدایتی

) را خواهیم داشت:40کند. پس براي شرط دوم مرزي رابطه(می
)40(Î¶W Ç= ¶W= "%( ) ( ) ,( , ) ( , ) ( , )i ji j j ixp x t p x t p x t

)که  )ip و( )jpبه ترتیب شار چگالی احتمال در سمت ناحیهiوj

هستند. لازم به ذکر است که اگر ترم انتشار بر روي هر دو طرف مرز صفر 
)39(شود آنگاه مرتبه مشتق مکانی به یک کاهش یافته و تنها شرط مرزي 

اند، در مورد شرایط مرزي بحث کرده]27[و ]19[کند. هر دو مرجعکفایت می
ولی مشکل این دو مرجع در نحوه اعمال شرایط مرزي است که در هر دو اثر 
ترم همرفت در مرز نادیده گرفته شده است و تساوي شار چگالی احتمال فقط 

ر در نظر گرفته  شده است. حذف ترم همرفت از شرط مرزي براي ترم انتشا
مربوط به چگالی شار منطقی نیست. بنابراین در این مقاله تلاش شده است تا 

ضمن رفع اشکال وارده به مراجع اشاره شده، شرط مرزي صحیح استخراج 
شود تا هم شرایط اصلی ذکر شده را ارضا کند و هم در حالات حدي نتایج 

	ار را حاصل کند.مورد انتظ
به همراه شرایط )36(و رابطه 	)38(بنابراین با در نظر گرفتن معادله 

یافته حاصل خواهد شد.، معادله فوکر پلانک تعمیم)40(و )39(مرزي 

روش حل عددي معادله فوکر پلانک تعمیم یافته 
اي براي حل عددي معادلات مشتقات پاره1در اینجا از روش حجم محدود

شود، زیرا فرمتی انتگرالی دارد که پایستاري چگالی  احتمال را بهره برده می
گیري از آن براي برقراري شرایط مرزي بین کند. همچنین بهرهتضمین می
هاست.تر از سایر روشها نیز مناسبزیر سیستم

بهره 3کرنک نیکولسون2یسازي در زمان نیز از روش ضمنبراي گسسته
هاي صریح پایدارتر بوده و مرتبه دقت زمانی بالاتري شود که از روشبرده می

هاي زمانی بزرگتري توان از گامهاي صریح دارد، بنابراین مینسبت به روش
استفاده نمود. البته این روش به دلیل حل دستگاه معادلات بزرگ و محاسبه 

ا به حافظه بزرگتري در رایانه احتیاج دارد.ههمزمان کلیه مقادیر المان
براي به دست آوردن پاسخ به روش حجم محدود فضاي مورد نظر حل 

شود. براي هر المان حجمی باید شار بندي میهاي مکعبی تقسیمبه المان
شوند، را بدست آورد. به طور مثال چگالی را که از وجوه آن وارد یا خارج می

سازي زمانی غیر با گسسته	1شکل	ان داده شده دربراي المان دوبعدي نش
) را خواهیم داشت:41صریح روش کرنک نیکلسون رابطه(

حجم المان که در حالت ساده مستطیلی دو بعدي dVکه در آن 
D Dx yشود و میdS اندازه وجوهی هستند که شار از آنها وارد المان

يمی -شود. در حالت ساده مستطیل دو بعد += = Dx xdS dS y و
- += = Dy ydS dS x هستند. همچنین,

t
k lp مقدار تابع چگالی احتمال در

ام در -lو محل xدر راستاي ام-k)که در محل k,lاست که در المان (tزمان 
اي در نظر ها به گونهواقع شده است. لازم به ذکر است که المانyراستاي 

شوند که هر المان تنها متعلق به یک زیرسیستم باشد. بنابراین با گرفته می
، که المان در آن واقع شده است، iشماره زیرسیستم، k,lتوجه به مقادیر 

شود.مشخص می
لمان را با توجه به حال تنها باید مقدار شارهاي ورودي و خروجی به ا

هاي اطراف آن نوشت. با در نظر گرفتن بر حسب مقادیر المان	)37(رابطه 
شود. براي یک مثال دو رابطه تفاضلی ساده براي مشتق این کار انجام می

)چگالی شار بین نود xبعدي در راستاي  ),k l و( )+1,k l که هر دو در
آید:) بدست می42اند،رابطه(واقع شده	iیه ناح

	

																																																																																																																																											
1-	Finite	Volume	
2-	Implicit	
3-	Crank	Nicolson	
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x
rکه در آن 

xe بردار واحد یکه در راستايx است. البته باید ذکر شود که
و روابط عددي بعدي براي نمایش از )42(تنها براي کوچکتر شدن رابطه 

éمشتقات ضربی صرف نظر شده است، یعنی  ù = ¹ë û 0T
k k ij

S S if i j براي .

بدسترا)42(توان مشابه رابطه مینیز)41(در سایر چگالی شارهاي آمده 
ي در حالت دوبعدي آورده شده است.مثالی براي دو نود مرز2شکلدر .ردآو

)لازم به ذکر است اگر در دو نود ),k l و( )+1,k l نشان داده شده در
حاکم باشند آنگاه با اعمال شرایط jو iبه ترتیب دو زیرسیستم 	2شکل

آید:به دست می)43رابطه ()40(و )39(مرزي 
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توان در راستاهاي دیگر نیز شرایط مرزي را اعمال به صورت مشابه می
دستگاه معادلاتی شارهاي احتمالحاسبهمو	)41(روابط نمود. با استفاده از 

D+براي 
,

t t
k lp ها بر حسب,

t
k lpهاي انجام سازيشود. در ادامه شبیهها حاصل می

شود.بر روي یک مثال و نتایج آن بررسی میشده 

	سازي معادله فوکر پلانک براي سیستم هیبرید تصادفیشبیه- 6
در این بخش حل عددي معادله فوکر پلانک براي مثال هیبرید تصادفی ذیل 

گیرد.انجام می
3	شکلنمایی از این مثال در - )مثال(جرم فنر دمپر با فاصله هوایی

نمایش داده شده است که به دلیل وجود فاصله هوایی داراي ماهیت هیبرید 
باعث تغییر ضریب فنریت 2kشود. چون درگیر بودن و یا نبودن فنرهاي می

مربوط به این مثال شود. در زیر مشخصات اصلی سه زیرسیستممیسیستم 
) آورده شده است:44به صورت پارامتري در رابطه(

	
jو iدو نود در کنار مرز بین دو زیرسیستم	2شکل
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شوند:تعریف می)45رابطه(که سه زیرسیستم ذکر شده در نواحی 

)45(
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) 20(هایی که نواحی چندوجهی این سیستم را با توجه به رابطه ماتریس
اند:) داده شده46کنند، در رابطه(تعریف می
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لازم است )23(سپس پارامترهایی که براي شرط پیوستگی در رابطه 

گردد:)ارائه می47طبق رابطه(
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شبیه سازي عددي جهت یافتن تابع چگالی احتمال سیستم هیبرید به 
براي مدل ) 48رابطه(کمک روش ضمنی کرنک نیکولسون با مقادیر پارامتري 

انجام شده است.
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شود. شرط اولیه تابع احتمـال حالـت پایـا بـراي سیسـتم      مساوي تقسیم می

در نظر ) 50) و (49هیبرید یاد شده، تابع احتمال گوسی با پارامترهاي رابطه (
گرفته شده است.
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که در آن
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نمایش داده شده است.تابع چگالی 4شکلاین تابع چگالی احتمال در 
) به صورت جداگانه در 0.3احتمال پایا (در اینجا تابع چگالی احتمال ثانیه 

رسم شده است. 5شکل 
آمده است،که 6کلشهاي مختلف در تصویر در زمان6پاسخ سیستم در 

کند، و به بعد شکل تابع چگالی احتمال تغییري نمی0.2تقریبا از زمان واحد 
رسد چگالی احتمال سیستم هیبریدي پایا شده است.به نظر می

mو در نهایت نمودار مقدار میانگین  m1 2(t), ( )t  و( )tr P 7شکلدر

éارائه شده است که در آن  ù= ë û( ) Ttr P E x x است و به مقدار-´ 52.45 10

گیري از برنامه یالمیپ با هسته سدومی میل کرده است. از طرف دیگر با بهره
گردد. براي مثال ذکر شده حل می1قضیه مسئله نامساوي ماتریسی خطی  

نامساوي ماتریسی خطی بدست آمده از قضیه با حل مسئله dحد بالاي 

´-مربوطه، مقدار 55.2 )شود که بزرگتر از مقدار می10 )tr P حاصل از حل
یافته است و همچنین تابع چگالی احتمال پایا شده معادله فوکرپلانک تعمیم

همخوانی دارد.1قضیه است که با نتایج 

شرط اولیه تابع چگالی احتمال براي حل عددي4شکل

تابع چگالی احتمال  در حالت پایا بر حسب متغیرهاي حالت5شکل

	گیرينتیجه-7
هاي هیبرید تصادفی مورد در این پژوهش پایداري یک دسته از سیستم

هاي تصادفی قطعه قطعه خطی نامیده بررسی قرار گرفتند که سیستم
ها وابسته به زیرسیستمبین هاي مورد بحث پرششوند. در سیستممی

متغیرهاي حالت  سیستم بوده و نویز تصادفی در نظر گرفته شده در هر 
زیرسیستم به صورت جمعی بوده که دامنه غیر صفر حول نقطه تعادل 

ها ابتدا یک تر غیرخطی این دسته از سیستمسیستم دارد. براي حالت کلی
ئه گردید. قضیه پیشنهاد قضیه پایداري تصادفی مطرح شد و اثبات آن نیز ارا

شده در صورت برقرار بودن شرایط پایداري، حد بالایی براي مجموع واریانس 
کند که تابع چگالی متغیرهاي حالت سیستم داده و همچنین تضمین می

احتمال سیستم پایدار با میل زمان به بی نهایت، به حالت پایا خواهد رسید.
ه خطی قضیه پایداري هاي تصادفی قطعه قطعسپس براي سیستم

هاي مربوطه ارائه شده است که شرایط پایداري در آنها به صورت نامساوي
شود. در صورت برقراري شرایط پایداري مذکور حد ماتریسی خطی بیان می

به منظور اینکهآید. پس از آن بالا روي کوواریانس متغیرهاي حالت بدست می

هاي مختلف تا زمان رسیدن به حالت پایاتابع چگالی احتمال در زمان6کلش
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mمقدار میانگین 7شکل m1 2(t), ( )t  و( )tr Pبراي حل عددي

یافته براي معادلات فوکر پلانک تعمیمصحت قضیه بررسی شود حل 
هاي هیبرید مورد توجه قرار گرفت.  با ارائه روشی براي در نظر گرفتن سیستم

سازي روش حل هاي وابسته به حالت و پیادهشرایط مرزي مربوط به پرش
اي براي یک مثال فنر عددي حجم محدود، این معادلات با مشتقات پاره

ل شد. این مثال شرایط پایداري تصادفی پیشنهاد دمپري با فاصله هوایی، ح
کرد بنابراین با استفاده از قضیه مربوطه حد بالاي کواریانس شده را ارضا می

متغیرهاي حالت آن نیز محاسبه شد. نتایج عددي حل معادلات فوکر پلانک 
دهد که بعد از گذشت مدت براي این سیستم هیبرید  تصادفی نیز نشان می

ع چگال احتمال سیستم به حالت پایا رسیده و دیگر تغییر چندانی زمانی، تاب
هاي بدست آمده از حالت پایا نیز کمتر کند. همچنین مجموع کوواراینسنمی

کند.باشد که صحت قضیه را تصدیق میاز مقدار بدست آمده از قضیه می
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