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اي توپر با ضخامت متغیر، با فرض صفحۀ نازك و بر اساس دو نظریۀ نموي و دایرهپلاستیک متقارن صفحۀ-در این مقاله کمانش الاستیک
صورت فشار یکنواخت روي لبۀ خارجی و شرایط مرزي لبۀ خارجی به دو شکل ساده و گیردار در نظر تغییرشکل بررسی شده است. بارگذاري به

فرض شده است. براي کمینه کردن معیار انتگرالی یگانگی پاسخ، بر شکل توانیگرفته شده است. تغییر ضخامت صفحه در راستاي شعاعی به
جایی عرضی صفحه کند، براي جابهریتز، یک تابع حدس شامل تعدادي ضریب مجهول که شرایط مرزي هندسی را ارضا می-پایۀ روش ریلی

هاي مجهول، یک دستگاه معادلات ال نسبت به ضریبسازي انتگرگاه با جایگذاري تابع حدس در معیار پایداري و کمینهانتخاب شده است. آن
آید. براي داشتن پاسخ غیر بدیهی و با مساوي صفر قرار دادن دترمینان ماتریس ضرایب، دست میهاي مجهول بهجبري همگن بر حسب ضریب

مراجع پیشین مقایسه و سازگاري خوبی بین منظور ارزیابی تحلیل، نتایج در حالت ضخامت ثابت با نتایج آید. بهدست میبار بحرانی کمانش به
، اثر اندازه و چگونگی تغییرات ضخامت صفحه و نیز نوع 1403گاه براي صفحه با دو جنس آلومینیوم تجاري و فولاد نتایج مشاهده شده است. آن

از ضخامت لبه بیشتر باشد نسبت به % 10دهند در حالتی که ضخامت مرکز گاه بر بار بحرانی کمانش بررسی شده است. نتایج نشان میتکیه
% افزایش یابد.40تواند تا حدود % از ضخامت لبه کمتر باشد، بار بحرانی کمانش می10حالتی که ضخامت مرکز 
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	 In	 this	 paper,	 elastic-plastic	 symmetrical	 buckling	 of	 a	 thin	 solid	 circular	 plate	 of	 variable 	
thickness	under	uniform	edge	pressure	 is	 investigated,	based	on	both	 Incremental	Theory	 (IT)	
and	Deformation	Theory	(DT).	Two	kinds	of	simply	supported	and	clamped	boundary	conditions	
have	been	considered.	A	power-law	 function	was	assumed	 for	 thickness	variation.	To	minimize	
the	integral	uniqueness	criterion,	based	on	Rayleigh-Ritz	method,	transversal	displacement	was	
approximated	 by	 a	 test	 function	 which	 includes	 some	 unknown	 coefficients	 and	 satisfies	
geometric	 boundary	 conditions.	 Substituting	 the	 test	 function	 in	 the	 stability	 criterion	 and	
minimizing	with	respect	 to	 the	unknown	coefficients	results	 in	 a	homogeneous	algebraic	set	of	
equations	 in	 terms	 of	 unknown	 coefficients.	 For	 non-trivial	 solution,	 the	 determinant	 of	
coefficient	 matrix	 should	 be	 equated	 to	 zero.	 Using	 this	 equation,	 critical	 buckling	 load	 is	
determined.	The	results	of	the	present	study	were	compared	with	existing	analytical	solutions	for	
circular	plate	of	constant	thickness	and	 a	good	agreement	was	observed.	This	clearly	shows	 the	
validity	of	the	presented	analysis.	Then	the	effect	of	thickness	variation	and	boundary	conditions	
type	 on	 the	 critical	 buckling	 load	was	 investigated	 for	 commercial	 aluminum	 and	 steel	 1403	
materials.	The	results	show	that	when	 the	thickness	of	circular	plate	center	is	10%	greater	than	
its	edge	thickness	the	buckling	load	may	increase	up	to	40%	compared	with	the	circular	plate	for	
which	the	center	thickness	is	10%	less	than	its	edge	thickness.	
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مقدمه-1
ها، هاي مهندسی مانند فضاپیماها، کشتیاي در سازهشکل گستردهها بهصفحه
طور خاص توان بهشوند. در این میان میها استفاده میها و ساختمانماشین

هاي هاي مخازن تحت فشار، توربیناي در دیافراگمهاي دایرهبه کاربرد صفحه
ش سیلندرها و هاي ساخته شده از مواد مرکب در سرپوبخار، صفحه

هایی ها اشاره کرد. خطاهاي موجود در فرآیند تولید و یا نیاز به صفحهپیستون
شود که تغییرات ضخامت و نحوة با ضخامت متغیر در موارد خاص، باعث می

ها دلیل ضخامت کم صفحهتغییرات آن از اهمیت خاصی برخوردار شود. به
ها معمولاً بر اساس ین سازهها، طراحی مقاومتی انسبت به ابعاد دیگر آن

اي است شود. کمانش پدیدهمیزان مستعد بودن سازه براي کمانش انجام می
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هاي که در آن یک سازه، تحت یکی از مودهاي ناپایداري متحمل تغییرشکل
چه در لحظۀ وقوع کمانش، وضعیت تانسور شود. چنانبزرگ قابل مشاهده می

باشد که تنش معادل در آن نقطه کمتر ايگونهتنش در هر نقطه از جسم به
از تنش تسلیم اولیۀ جسم باشد، کمانش الاستیک و در غیر این صورت، 

ها ممکن پلاستیک رخ خواهد داد. کمانش اجزاي سازه-کمانش الاستیک
تمام سازه تأثیر بگذارد و یا حتی موجب 1است روي مقاومت و یا سفتی

مهم است که میزان بار بحرانی شکست غیرمنتظرة سازه بشود. بنابراین،
	هنگام آن، تعیین گردد.منظور جلوگیري از شکست نابهکمانش یک سازه به

هـاي نـازك   هاي زیادي بر روي تحلیل کمانش الاستیک صـفحه پژوهش
]، 2]، یاماکی [1توان به کارهاي برایان [اي انجام شده است. از جمله میدایره

اره کـرد. محاسـبۀ بـار بحرانـی کمـانش      ] اش ـ4] و ماجومـدار [ 3تیموشنکو [
عنـوان یـک حـد بـالایی در     تواند بهالاستیک از آن جهت اهمیت دارد که می

هـاي  هاي مهندسی مورد اسـتفاده قـرار گیـرد. امـا در مـورد تحلیـل      طراحی
کـار گرفتـه   تر در زمینۀ کمانش، دو نظریۀ متداول در پلاستیسیته بهپیشرفته

. کـافمن  3و نظریـۀ نمـوي  2ارتند از نظریۀ تغییرشکلها عباند. این نظریهشده
تـوان از جملـه   ] را مـی 8] و شربورن و غزالی [7]، استول [6]، ایلیوشین [5[

] و پیرسـون  9دهندگان نظریۀ تغییرشکل دانست. هنـدلمن و پراگـر [  توسعه
پلاسـتیک  -] نیز به توسعۀ نظریـۀ نمـوي در تحلیـل کمـانش الاسـتیک     10[

اند.پرداخته
اي با سوراخ هاي دایرهپلاستیک صفحه-] کمانش الاستیک11ان [دورب

روش عددي گاهی را بهمرکزي تحت بارگذاري برشی در شرایط مختلف تکیه
اجزاي محدود مورد بررسی قرار داد. نتایج وي نشان داد که نظریۀ تغییرشکل، 

ان کند. همچنین او نشبینی میبار بحرانی کمتري نسبت به نظریۀ نموي پیش
خوانی بیشتري با نتایج داد که نتایج مربوط به نظریۀ تغییرشکل، هم

پلاستیک -] کمانش الاستیک12آزمایشگاهی دارد. هنگ و همکارانش [
اي ضخیم با در نظر گرفتن تأثیر تغییرشکل برشی تحت شرایط صفحۀ دایره

نشان ها ریتز مورد بررسی قرار دادند. نتایج آن-روش ریلیمرزي مختلف را به
چه براي صفحۀ ضخیم از فرض صفحۀ نازك استفاده شود، بار داد که چنان

ها خطاي زیادي خواهند دست خواهد آمد و پاسخمراتب بیشتري بهبحرانی به
پلاستیک صفحۀ مستطیلی -] کمانش الاستیک13داشت. دوربان و زوکرمن [

یردار در بارگذاري دومحورة کششی/فشاري را تحت شرایط مرزي ساده و گ
ها براي این کار از روش جداسازي متغیرها استفاده کردند و بررسی کردند. آن

نشان دادند که وقتی لبۀ گیردار تحت فشار قرار گیرد، نسبت به لبۀ ساده، بار 
ها اثر تغییرشکل برشی را نیز در یابد. همچنین آنبحرانی کمانش افزایش می

بینی بار تن آن، بیشتر بر روي پیشنظر گرفتند و نشان دادند که در نظر گرف
[بحرانی توسط نظریۀ نموي اثر می ] کمانش 14گذارد. کاسل و برمک 

اي با سوراخ مرکزي تحت فشار شعاعی را پلاستیک صفحۀ دایره-الاستیک
ها براي این کار، از روش اجزاي محدود استفاده مورد بررسی قرار دادند. آن

ها در تحلیل خود ررسی کردند. همچنین آنهاي مختلف را بگاهکرده و تکیه
ها اثر کارسختی کرنش استفاده کردند. آن-خطی براي منحنی تنشاز مدل دو

بر روي بار بحرانی کمانش را مورد بررسی قرار دادند و نشان دادند که اختلاف 
% است. وانگ و 10% تا 0هاي دو نظریۀ تغییرشکل و نموي بین بین پاسخ

هاي کمانش پلاستیک در مورد ترین تحلیلکی از جامع] ی15همکارانش [
ها نشان داد که نظریۀ تغییرشکل هاي ضخیم را انجام دادند. نتایج آنصفحه

																																																																																																																																											
1-	Stiffness	
2-	Deformation	Theory	
3-	Incremental	Theory	

ها کند. همچنین آنبینی میبار بحرانی کمتري نسبت به نظریۀ نموي پیش
یابد.نشان دادند که با افزایش ضخامت، بار بحرانی کمانش افزایش می

تحلیل کمانش الاستیک صفحه با ضخامت متغیر نیز در زمینۀ 
[پژوهش ] کمانش الاستیک 16هایی انجام شده است. بوشان و همکارانش 

اي ارتوتروپ با ضخامت متغیر تحت بارگذاري شعاعی با در نظر صفحۀ دایره
ها براي گاهی را مورد بررسی قرار دادند. آنهاي مختلف تکیهگرفتن حالت

اجزاي محدود استفاده کردند و نشان دادند که با افزایش حل مسأله از روش
ضخامت از لبه تا مرکز، سفتی صفحه بیشتر شده و در نتیجه بار بحرانی 

هاي ] کمانش الاستیک صفحه17یابد. سیانسیو و ریس [کمانش افزایش می
ریتز - روش ریلیاي با ضخامت متغیر، تحت شرایط مرزي مختلف را بهدایره

صورت نمایی در نظر ها تغییرات ضخامت را بهبررسی کردند. آنبهینه شده
گرفتند و نشان دادند که نظریۀ تغییرشکل، بار بحرانی کمتري را نسبت به 

] کمانش الاستیک صفحۀ 18کند. نایی و همتی [بینی مینظریۀ نموي پیش
رابر گاه مقاوم الاستیک در باي ارتوتروپ با ضخامت متغیر خطی با تکیهدایره

ریتز بهینه شده -ها براي این کار از روش ریلیپیچش را تحلیل کردند. آن
ها نشان داد که در یک ضخامت ثابت، افزایش شعاع استفاده کردند. نتایج آن

] 19شاه [نیا و گلشود. فرهتخارجی منجر به کاهش بار بحرانی کمانش می
رتوتروپ با ضخامت اي ااي و حلقهبه بررسی کمانش الاستیک صفحۀ دایره

ها تغییرات ضخامت را ریتز بهینه شده پرداختند. آن- روش ریلیمتغیر به
گاه از ساده به صورت خطی در نظر گرفته و نشان دادند که با تغییر تکیهبه

یابد.گیردار، بار بحرانی کمانش افزایش می
-هاي اندکی در زمینۀ کمانش الاستیکدر داخل کشور، پژوهش

[صفحهپلاستیک  ] به 20ها منتشر شده است. معارفدوست و کدخدایان 
-هاي تغییرشکل و نموي در تحلیل کمانش الاستیکي نظریهمقایسه

چهارم تفاضلی - کمک روش یکپلاستیک صفحۀ نازك مستطیلی به
گاه صفحه، ها نشان دادند که با گیردار شدن تکیهیافته پرداختند. آنتعمیم

دهد. تر رخ می، کمانش پلاستیک در آن سریعدلیل افزایش سطح تنشبه
دهد که اختلاف دو نظریۀ تغییرشکل و نموي ها نشان میهمچنین نتایج آن
یابد.محوره افزایش میدر حالت تنش تک

بر اساس جستجوي نگارندگان، تاکنون پژوهشی در زمینۀ بررسی اثر 
ستیک صفحۀ پلا-نحوة تغییرات ضخامت بر روي بار بحرانی کمانش الاستیک

پلاستیک -اي منتشر نشده است. این مقاله به بررسی کمانش الاستیکدایره
اي نازك توپر تحت فشار شعاعی و با در نظر گرفتن تغییرات صفحۀ دایره
واره، هندسه و بارگذاري مسأله صورت طرحبه1پردازد. شکل ضخامت می

	دهد.مورد بررسی در این مقاله را نشان می

	
اي توپر با ضخامت ي دایرهي هندسه و بارگذاري صفحهوارهنمایش طرح1شکل 

	گاه سادهمتغیر، تحت فشار یکنواخت شعاعی و با تکیه

	ݎ

ℎ(ݎ)	ݖ	

ܴ	
	ߪ
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گاه است. چرا که گر فاصلۀ مرکز صفحه تا تکیهنشانR، شعاع 1در شکل 
گاه کمی با لبۀ صفحه فاصله دارد. منظور از شعاع صفحه در عمل محل تکیه

شوند که گاه بررسی میاست. در این مقاله دو گونه تکیهRنیز همین شعاع 
واره متداول که در نمایش طرحچنانگاه ساده و گیردار. همعبارتند از تکیه

شود. چین نشان داده می، با دایرة خط1گاه ساده، همانند شکل ست، تکیها
شود.گاه گیردار با دایره با خط توپر نشان داده میصورت مشابه تکیهبه

معادلات حاکم-2
را که فشار شعاعی (ݎ)ℎو ضخامت متغیر Rشعاع اي توپر بهي دایرهصفحه

، در نظر بگیرید. 1ود، همانند شکل شروي لبۀ بیرونی آن وارد میߪیکنواخت 
بر اساس فرضیۀ صفحۀ نازك، میدان سرعت قابل قبول براي تغییرشکل 

].15شود [) نوشته می1ي (صورت رابطهمتقارن محوري این صفحه به

௥ݒ = ݖ−
௭ݒ݀
ݎ݀

ఏݒ = 0
௭ݒ)1( = ݓ̇

سرعت در راستاي عرضی است.ݓ̇) 1در رابطۀ (
شود. اي تحلیل میدر این مقاله کمانش متقارن محوري صفحۀ دایره

]. میدان نرخ 15وابسته نیستند [ߠها به مختصۀ محیطی بنابراین کمیت
ي وسیلۀ رابطه) در تغییرشکل متقارن محوري، به1ي (کرنش متناظر با رابطه

].15شوند [) محاسبه می2(

ε̇௥௥ =
௥ݒ߲
ݎ߲ = ݖ−

݀ଶݒ௭
ଶݎ݀

ε̇ఏఏ =
௥ݒ
ݎ +

1
ݎ
ఏݒ߲
ߠ߲ = −

ݖ
ݎ
௭ݒ݀
ݎ݀

ε̇௭௭ =
௭ݒ߲
ݖ߲ = 0

)2(γ̇௥௭ =
௥ݒ߲
ݖ߲ +

௭ݒ߲
ݎ߲ = −

௭ݒ݀
ݎ݀ +

௭ݒ݀
ݎ݀ = 0

هاي دیگر نرخ کرنش نیز صفر هستند. با استفاده از شکل نرخی مؤلفه
هاي غیر صفر تنش بر پلاستیک، نرخ مؤلفه- معادلات ساختاري الاستیک

].15آیند [دست می) به3هاي (هاي کرنش بر اساس رابطهمؤلفهحسب 
௥௥ߪ̇ = αε̇௥௥)ܧ + βε̇ఏఏ)

ఏఏߪ̇)3( = βε̇ఏఏ)ܧ + γε̇௥௥)
هایی هستند که بر اساس ضریب پؤاسون ثابتγو α ،β) 3ي (در رابطه
شوند.هاي مماسی و وتري به مدول الاستیسیته بیان میو نسبت مدل
هاي تغییرشکل و نموي متفاوت هستند. ها براي دو حالت نظریهاین ثابت

].15[آیند دست می) به4ي (ها مطابق رابطهبراي نظریۀ نموي این ثابت

ρ = (5− 4ν) − (1− 2ν)ଶ
ܶ
ܧ

α =
1
ρ ൬1 + 3

ܶ
൰ܧ

β =
1
ρ ൤2− 2(1− 2ν)

ܶ
൨ܧ

)4(γ =
4
ρ

) 5ي (بـر اسـاس رابطـه   γو α ،βهـاي ثابتبراي نظریۀ تغییرشکل نیز 
].15[آیند دست میبه

ρ = 3
ܧ
ܵ + (1− 2ν) ൤2− (1− 2ν)

ܶ
ܧ − 3 ൬1−

ܶ
ܵ൰൨	

α =
1
ρ ൬1 + 3

ܶ
ܵ൰

β =
1
ρ ൤2− 2(1− 2ν)

ܶ
ܧ − 3 ൬1−

ܶ
ܵ൰൨

)5(γ =
1
ρ ൤4− 3 ൬1−

ܶ
ܵ൰൨

(4هاي (در رابطهܵو ܶ، ܧپارامترهاي  گر مدول ترتیب نشان) به5) و 
صورت الاستیسیته، مدول مماسی و مدول وتري ماده هستند. این پارامترها به

کرنش -از منحنی تنشAبراي یک نقطۀ دلخواه مانند 2واره در شکل طرح
اند.نشان داده شده

وسیلۀ بهآزگود که -کرنش از مدل رامبرگ-در این مقاله براي رابطۀ تنش
]، استفاده شده است.11شود [) بیان می6رابطۀ (

)6(ε =
ߪ
ܧ + k ቀ

ߪ
ቁܧ

ୡ

هاي مـدول مماسـی و مـدول    )، نسبت6(ي رابطهدر نتیجه با استفاده از 
آیند.دست می) به7ي (بر اساس رابطهالاستیسیته،وتري به مدول 

ܶ
ܧ =

1

1 + kc ቀఙ
ா
ቁ
ୡିଵ

)7(
ܵ
ܧ =

1

1 + k ቀఙ
ா
ቁ
ୡିଵ

آستانۀ ناپایداري و نقطۀ دوشاخگی، از معیار یگانگی براي تعیین شرایط 
ي مورد ]. معیار انتگرالی یگانگی پاسخ براي مسأله15شود [پاسخ استفاده می

].15شود [) بیان می8ي (صورت رابطهبررسی به

)8(න ቊ(ఙ̇ೝೝக̇ೝೝାఙ̇ഇഇக̇ഇഇ)ିఙ൬
ௗ௩೥
ௗ௥

൰
మ
ቋௗ∀	வ଴

∀
اي فشار یکنواخت شعاعی وارد بر لبۀ صفحۀ دایرهߪ)، 8(ي رابطهدر 

است.
) در 3) براي نرخ کرنش و معـادلات سـاختاري (  2(ي رابطهبا جایگذاري 

)، معیار انتگرالی یگانگی پاسخ براي صفحه با ضخامت متغیر و تابع 8(ي رابطه
شود.) تبدیل می9صورت رابطۀ (به، ݎمختصۀ شعاعی 

)9(

න න ቊܧ ቈα൬
௥ݒ݀
ݎ݀ ൰

ଶ

+ 2βቀ
௥ݒ
ݎ ቁ൬

௥ݒ݀
ݎ݀ ൰+ γ ቀ

௥ݒ
ݎ ቁ

ଶ
቉

ା೓(ೝ)
మ

ି೓(ೝ)
మ

ோ

଴

ߪ−																					 ൬
௭ݒ݀
ݎ݀ ൰

ଶ

ቋݎ	ݖ݀	ݎ݀ > 0

௭ݒبرحسب ௥ݒبا جایگذاري  = ) و سپس 9(ي رابطه) در 1(ي رابطهاز ݓ̇
آید.دست می) به10(ي رابطه، ଶ(ݐ݀)ضرب نتیجۀ حاصل در 

)10(

න න ൝ܧ ൥αݖଶ ቆ
݀ଶݓ
ଶݎ݀ ቇ

ଶ

+ 2βݖଶ ൬
1
ݎ
ݓ݀
ݎ݀ ൰ቆ

݀ଶݓ
ଶቇݎ݀

ା೓(ೝ)
మ

ି೓(ೝ)
మ

ோ

଴

																		+γݖଶ ൬
1
ݎ
ݓ݀
ݎ݀ ൰

ଶ

቉ − ߪ ൬
ݓ݀
ݎ݀ ൰

ଶ

ቋݎ	ݖ݀	ݎ݀ > 0

	
ي ي مدول الاستیسیته، مدول مماسی و مدول وتري در نقطهوارهنمایش طرح2شکل 

	کرنش-از منحنی تنشAدلخواه 

ε	

	ߪ

ܶ	

ܵ	

	ܧ
1	

1	

1	
A	
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، ݖتابع مختصۀ ضخامتی، ଶݖهاي شامل )، تنها جمله10(ي رابطهدر 
- نتیجه محاسبههستند. درݖمستقل از ଶݖهاي ضریب بعلاوه عبارتهستند. 

) 11(ي رابطه)، به 10(ي رابطهي انتگرال داخلی بر حسب ضخامت در 
انجامد.می

)11(

න ൝
ℎ(ݎ)ଷ

12 ൥αቆ
݀ଶݓ
ଶݎ݀ ቇ

ଶ

+ 2β൬
1
ݎ
ݓ݀
ݎ݀ ൰ቆ

݀ଶݓ
+ଶቇݎ݀ γ ൬

1
ݎ
ݓ݀
ݎ݀ ൰

ଶ

൩
ோ

଴

																					−ℎ(ݎ)
ߪ
ܧ ൬

ݓ݀
ݎ݀ ൰

ଶ

ቋݎ	ݎ݀ > 0

) ساده 12(ي رابطه) به 11(ي رابطهبراي صفحه با ضخامت ثابت، 
شود.می

)12(

න ൝αቆ
݀ଶݓ
ଶቇݎ݀

ଶ

+ 2β൬
1
ݎ
ݓ݀
ݎ݀ ൰ቆ

݀ଶݓ
ଶݎ݀ ቇ+ γ ൬

1
ݎ
ݓ݀
ݎ݀ ൰

ଶோ

଴

										−
12
ℎଶ 	

ߪ
ܧ ൬

ݓ݀
ݎ݀ ൰

ଶ

ቋݎ	ݎ݀ > 0

روش حل-3
) 11(ي رابطـه سازي انتگرال ي کمانش، با استفاده از کمینهبار بحرانی آستانه

]. در ایـن  15[آیـد  بدسـت مـی  ) براي حالت ضخامت ثابـت)  12(ي رابطه(یا 
بعـد معـادلات اسـتخراج    بعـد، شـکل بـی   هاي بیبخش ابتدا با معرفی کمیت

	شوند. سپس روند کلی حل شرح داده خواهد شد.می

هاي حاکمبعدسازي متغیرها و معادلهبی-3-1
) تعریـف  13ي (بـر اسـاس رابطـه   σഥوr̅ ،hത ،wഥبعـد  هاي بـی متغیرها و کمیت

شوند.می

r̅ =
ݎ
ܴ

hത =
ℎ
ܴ

wഥ =
ݓ
ܴ

)13(σഥ =
ߪ
ܧ

)، شـکل  13(ي رابطـه بعـد معرفـی شـده در    هاي بیبا استفاده از کمیت
آید.دست می) به14(ي رابطهصورت ) به11(ي رابطهبعد شدة بی

)14(

න ൝
hത(r̅)ଷ

12 ൥α ቆ
݀ଶwഥ
݀r̅ଶ ቇ

ଶ

+ 2β൬
1
r̅
݀wഥ
݀r̅ ൰ ቆ

݀ଶwഥ
݀r̅ଶ ቇ+ γ ൬

1
r̅

dwഥ
݀r̅ ൰

ଶ

൩
ଵ

଴

								−hത(r̅)	σഥ൬
݀wഥ
݀r̅ ൰

ଶ

ቋ	 r̅	݀r̅ > 0

، hത(r̅)بعـد،  در این مقاله براي بررسی اثر تغییر ضخامت، تابع ضخامت بی
) فرض شده است.15توانی (ي رابطهصورت به

)15(hത(r̅) =
ℎଵ
ܴ ൫(1− μ)r̅୬೓ + μ൯ = hതଵ൫(1− μ)r̅୬೓ + μ൯

گـر نسـبت   بیـان μگر ضخامت لبـۀ صـفحه و   نشانℎଵ) 15(ي رابطهدر 
نیـز  n௛ضخامت مرکز صفحه به ضـخامت لبـۀ صـفحه اسـت. پـارامتر تـوان       

کند. بـراي  سمت مرکز صفحه را مشخص میچگونگی تغییر ضخامت از لبه به
) و در دو =1n௛نمونه چگونگی تغییرات ضخامت براي حالت تغییرات خطی (

نشان داده شده است.3واره در شکل صورت طرحبه<1μو >1μحالت 

روند کلی حل-3-2
بار بحرانی کمانش، در ایـن ) و محاسبۀ 14سازي رابطۀ انتگرالی (براي کمینه

ریتز استفاده شـده اسـت. در ایـن روش یـک خـانواده از      -مقاله از روش ریلی
کننـد،  ها که هر عضو از آن شـرایط مـرزي هندسـی مسـأله را ارضـا مـی      تابع

صورت یک ترکیب خطی از  بهwഥبعد جایی بیگاه تابع جابهشود. آنانتخاب می
	شود.، در نظر گرفته میجمله از خانوادة انتخاب شدهܰ

گاه ساده و گیردار در لبـۀ صـفحه،   در این مقاله دو نوع شرط مرزي تکیه
ي رابطهي وسیلهگاه ساده بهبررسی شده است. شرط مرزي هندسی براي تکیه

شوند.) بیان می17(ي رابطهي وسیلهگاه گیردار به) و براي تکیه16(

هـاي  ، از خانوادة تابعwഥبعد، جایی بیدر این مقاله براي تخمین تابع جابه
) 18(ي رابطهصورت گاه ساده بهبراي تکیهwഥمثلثاتی استفاده شده است. تابع 

اند.) انتخاب شده19(ي رابطهصورت گاه گیردار بهو براي تکیه

)18(wഥ = ෍Dഥ௜ sinቆ݅
π
2

(1− r̅)ቇ					,					(݅ = 1	to	ܰ)

)19(wഥ = ෍Dഥ௜ ቈsinቆ݅
π
2

(1− r̅)ቇ቉
ଶ

					,					(݅ = 1	to	ܰ)

هـا  Dഥ௜دهـد  و  ها را نشان میتعداد جملهܰ)، 19) و (18هاي (در رابطه
تـوان نشـان داد کـه    آسـانی مـی  بعد و مجهول هستند. بههاي ثابت بیضریب
) را ارضا 17هاي مرزي () شرط19(ي رابطه) و 16) شرط مرزي (18(ي رابطه

کنند.می
)، بسـته بـه نـوع    19) یـا ( 18(ي رابطهاز یکی از دو wഥبا جایگذاري تابع 

) 14)، انتگـرال رابطـۀ (  15از رابطـۀ ( hത(r̅)گاه، و پس از جایگذاري تابع تکیه
شود.محاسبه میDഥ௜بعد مجهول هاي بیبصورت تابعی بر حسب ثابت

سازي حاصل این انتگرال، لازم اسـت مشـتق نسـبی عبـارت     براي کمینه
ها برابر صفر قرار داده شود. بـا مسـاوي   Dഥ௜حاصل انتگرال نسبت به هر یک از 

ܰهـا، یـک دسـتگاه    Dഥ௜صفر قرار دادن مشتق انتگرال نسبت بـه هـر یـک از    

) نتیجه خواهد شد.20(ي رابطهمجهولی خطی و همگن همانند ܰمعادله و 
)20([K]ே×ே 	[Dഥ]ே×ଵ = [0]ே×ଵ

) پاسخ غیر بدیهی داشـته باشـد   20که دستگاه خطی و همگن (براي آن
برابر صـفر شـود. کـوچکترین ریشـۀ ایـن      [K]باید دترمینان ماتریس ضرایب 

].15، خواهد بود [σഥୡ୰بعد کمانش، معادلۀ جبري، بار بحرانی بی
در این مقاله براي محاسبۀ بار بحرانـی کمـانش، یـک برنامـه در محـیط      

بعـد لبـۀ  اي این برنامه، ضـخامت بـی  تدوین شده است. با اجر1میپلافزارنرم

	
	(الف)

	
	(ب)

، ℎଵصفحه با ضخامت لبۀ برايي چگونگی تغییر ضخامتوارهنمایش طرح3شکل 
	<1μو (ب) >1μازاي دو حالت (الف) ) و به=1n௛در حالت تغییرات خطی ضخامت (

																																																																																																																																											
1-	Maple 	

)16(wഥ(r̅ = 1) = 0

)17(
൝

wഥ(r̅ = 1) = 0
dwഥ
dr̅

(r̅ = 1) = 0

	ݎ

ℎଵ 	
μℎଵ	

	ݖ

	ݎ

ℎଵ 	ݖ	
μℎଵ	
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شـود.  عنوان ورودي دریافت میبهμو نسبت ضخامت n௛صفحه، پارامتر توان
شود.عنوان خروجی محاسبه می، بهσഥୡ୰بعد کمانش، بحرانی بیگاه بارآن

	نتایج عددي و بحث-4
بینی بار بحرانی کمانش، ابتدا نتایج پیش از بررسی اثر تغییر ضخامت بر پیش

نظـر  شـود. سـپس اثـر در    ها نشان داده مـی دست آمده ارزیابی و اعتبار آنبه
شود.گرفتن تغییر ضخامت بر بار بحرانی کمانش بررسی می

در این مقاله براي ارزیابی عددي نتایج، از دو مـادة آلومینیـوم تجـاري و    
] برگرفته شده و 11ها از مرجع [آزگود آن-هاي رامبرگکه ثابت1403فولاد 

شود.نشان داده شده است، استفاده می1در جدول 

ارزیابی نتایج-4-1
براي ارزیابی نتایج، ابتدا روند همگرایی بار بحرانی کمانش بر حسـب افـزایش   

شود. پس از آن، براي حالت صفحه با ها در تابع حدس بررسی میتعداد جمله
شوند.ضخامت ثابت، نتایج این مقاله با نتایج تحلیلی موجود مقایسه می

ازاي سه مقدار هاي مختلف، بهها براي تعداد جملهروند همگرایی پاسخ
، بار بحرانی 4نشان داده شده است. در شکل 4در نمودارهاي شکل hതمختلف 

جمله، یکه شده =8ܰازاي ، با تقسیم بر مقدار آن بهhതبعد کمانش براي هر بی
ها همگرا ها، پاسخشود، با افزایش تعداد جملهطور که مشاهده میاست. همان

جمله =8ܰو =6ܰازاي تابع حدس با هها باي که پاسخگونهشوند. بهمی
اند. بر همین اساس و براي کاهش زمان محاسبات، در محاسبات یکسان شده

اي استفاده شده است.جمله-بعدي از تابع حدس شش
اکنون بمنظور ارزیابی نتایج، بار بحرانی کمانش بدست آمـده از تحلیـل   

شوند. نمودارهاي مقایسه می]، 21این مقاله با نتایج تحلیلی مشابه از مرجع [
هايپلاستیک بر اساس نظریه-بار بحرانی کمانش الاستیک و الاستیک5شکل

]11[1403آزگود براي آلومینیوم تجاري و فولاد -هاي رابطۀ رامبرگثابت1جدول 
پارامتر
	جنس

c	k	ܧ	(GPa)	

	7/68	27/1×1010	72/3	آلومینیوم تجاري
	210	7/3×1012	9/4	1403فولاد 

	

شده، بر حسب افزایش تعداد بعد یکهنمودار روند همگرایی تنش بحرانی بی4شکل 
	1جایی، براي ورق آلومینیومی با مشخصات جدول هاي تابع حدس جابهجمله

، براي hത، را بر حسب نسبت ضخامت به شعاع صفحه، σഥୡ୰نموي و تغییرشکل، 
گاه ساده و گیردار نشان تکیهصفحۀ آلومینیومی با ضخامت ثابت و دو حالت 

دهند.می
نتایج این مقاله با حل تحلیلی مرجع ي مقایسهبیشترین مقدار خطا در 

ي نموي است. سازگاري بسیار خوبی که % و مربوط به نظریه5/2] برابر 21[
[بین نتایج تحلیل این مقاله و پاسخ ] در نمودارهاي 21هاي تحلیلی مرجع 

ي اعتبار نتایج تحلیل این دهندهروشنی نشانهشود بمشاهده می5شکل 
نشان 5نمودارهاي بخش (الف) و (ب) شکل ي مقایسهچنین مقاله است. هم

گاه گیردار رود، بار کمانش در حالت تکیهگونه که انتظار میدهد، همانمی
گاه بر روي بار کمانش گاه ساده است. این تغییر نوع تکیهبزرگتر از حالت تکیه

دست آمده پلاستیک به-ستیک بیشترین اثر و بر روي بار کمانش الاستیکالا
از نظریۀ تغییرشکل کمترین اثر را دارد.

	

	گاه ساده(الف) تکیه

	

	گاه گیردار(ب) تکیه
]، براي ورق 21بعد کمانش با نتایج تحلیلی مرجع [ي بار بیمقایسه5شکل 

گاه ساده و ، براي دو حالت تکیه1جدول آلومینیومی با ضخامت ثابت و مشخصات 
	گیردار
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پلاستیک-بررسی اثر تغییر ضخامت بر بار بحرانی کمانش الاستیک-4-2
بعد در این بخش اثر چگونگی تغییر ضخامت و اندازة آن بر بار بحرانی بی

شود. براي این منظور نمودار بار بحرانی کمانش ، بررسی میσഥୡ୰کمانش، 
، براي μپلاستیک بر حسب نسبت ضخامت مرکز به لبه، -الاستیک و الاستیک

اند. در رسم شده9تا 6هاي ورق با دو جنس آلومینیومی و فولادي، در شکل
9و 8هاي گاه صفحه ساده فرض شده و در شکلتکیه7و 6هاي نمودار شکل

صورت گیردار در نظر گرفته شده است. براي بررسی اثر چگونگی گاه بهتکیه
تغییر ضخامت بر بار کمانش، در هر حالت نمودار بار کمانش براي سه مقدار 

).=2n௛و=5/0n௛= ،1n௛اند (مختلف توان تغییر ضخامت رسم شده
وارة داخل نمودارها که چگونگی هاي طرحلازم است توجه شود که شکل

گونه اند. زیرا همانصورت نمادین ارائه شدهدهند، بهتغییر ضخامت را نشان می
ضخامت مرکز کوچکتر از ضخامت لبه >1μکه پیشتر اشاره شد، در محدودة 

ضخامت مرکز بزرگتر از ضخامت لبۀ صفحه است.<1μو در محدودة 
این است 9تا 6هاي نخستین نتیجۀ مشترك در همۀ نمودارهاي شکل

پلاستیک -که بار بحرانی کمانش الاستیک از بار بحرانی کمانش الاستیک
بزرگتر است. این نتیجه از آن جهت که با فرض رفتار الاستیک، سفتی صفحه 

و چنین در بین دو نظریۀ نموي]. هم21و 15یابد، بدیهی است [افزایش می
تري از بار بحرانی کمانش بینی محتاطانهتغییرشکل، نظریۀ تغییرشکل پیش

] شود. اما دلیل ] نیز مشاهده می15دارد. این نتیجه در مراجع دیگر مانند 
] نشان داده 11مشخصی براي این موضوع بیان نشده است. البته در مرجع [

نتایج نظریۀ اي توخالی با ضخامت ثابت، شده است که براي صفحۀ دایره
و 6هاي تر است. مقایسۀ نمودارهاي شکلتغییرشکل به نتایج تجربی نزدیک

دهند با تبدیل نشان می9و 7هاي چنین مقایسۀ نمودارهاي شکلو هم8
یابد. این نتیجه که گاه ساده به گیردار، بار بحرانی کمانش افزایش میتکیه

] نیز گزارش شده 15نند [هاي دیگر مامورد انتظار نیز هست، در پژوهش
چنین با مقایسۀ هر یک از نمودارهاي مربوط به جنس آلومینیوم با است. هم

هاي توان دریافت که با افزایش خصوصیتنمودار مشابه از جنس فولاد، می
یابد. این )، بار بحرانی کمانش افزایش می6آزگود (-مادي در رابطۀ رامبرگ

بینی بود، که قابل پیشام ماده، علاوه بر آندلیل افزایش استحکنتیجه نیز به
] نیز گزارش شده است.15] و [11در نتایج مراجع دیگر مانند [

گاه ساده است، نوع الف) که مربوط به صفحۀ فولادي با تکیه- 7در شکل (
گاه و نیز نوع تغییر ضخامت سبب شده بار بحرانی کمانش پایین باشد. از تکیه

هاي شخصات مکانیکی ماده سبب شده که نسبتسوي دیگر بالا بودن م
هاي دیگر، بیشتر به عدد در این حالت در مقایسه با حالت(ܧ/ܵ)و (ܧ/ܶ)

همین دلیل بار بحرانی کمانش الاستیک و کمانش یک نزدیک شوند. به
دست آمده از هر دو نظریۀ نموي و تغییرشکل، در این پلاستیک به-الاستیک

دهند.حالت کمترین اختلاف را با یکدیگر نشان می
نتایج مربوط به اثر تغییر ضخامت بر روي آورد اصلی این مقاله،اما دست

بار بحرانی کمانش است. در این زمینه نتایج از دو جنبه قابل بررسی هستند. 
، نسبت ضخامت مرکز به ضخامت لبۀ صفحه، μجنبۀ نخست به اثر اندازة 

وسیلۀ شود. دومین جنبه به چگونگی روند تغییر ضخامت که بهمربوط می
گردد.شود، باز میص می، مشخn௛پارامتر توان، 

شود مشاهده می9تا 6هاي از نظر جنبۀ اول، در همۀ نمودارهاي شکل
، بار بحرانی کمانش μکه با افزایش نسبت ضخامت مرکز به ضخامت لبه، 

یابد. بنابراین بین دو صفحه با ضخامت غیر یکنواخت، بار بحرانی افزایش می
)<1μاش است (از ضخامت لبهاي که ضخامت مرکز آن بزرگترکمانش صفحه

	

	=5/0n௛(الف) 

	

	=1n௛(ب) 

	

	=2n௛(ج) 
گاه بعد کمانش بر حسب نسبت ضخامت، براي ورق آلومینیومی با تکیهبار بی6شکل 

	=2n௛(ج) و =1n௛(ب) ، =5/0n௛(الف) ساده و سه حالت مختلف تغییر ضخامت، 
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	=5/0n௛(الف) 

	

	=1n௛(ب) 

	

	=2n௛(ج) 

گاه بعد کمانش بر حسب نسبت ضخامت، براي ورق فولادي با تکیهبار بی7شکل 
	=2n௛(ج) و =1n௛(ب) ، =5/0n௛(الف) ساده و سه حالت مختلف تغییر ضخامت، 

	

	=5/0n௛(الف) 

	

	=1n௛(ب) 

	

	=2n௛(ج) 

گاه بعد کمانش بر حسب نسبت ضخامت، براي ورق آلومینیومی با تکیهبار بی8شکل 
	=2n௛(ج) و =1n௛(ب) ، =5/0n௛(الف) گیردار و سه حالت مختلف تغییر ضخامت، 
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	=5/0n௛(الف) 

	

	=1n௛(ب) 

	

	=2n௛(ج) 

گاه بعد کمانش بر حسب نسبت ضخامت، براي ورق فولادي با تکیهبار بی9شکل 
	=2n௛(ج) و =1n௛(ب) ، =5/0n௛(الف) گیردار و سه حالت مختلف تغییر ضخامت، 

مرکز آن کوچکتر از ضخامت اي است که ضخامت مراتب بزرگتر از صفحهبه
(لبه تر از از نظر کمانش ایمن<1μعبارت دیگر صفحه با ). به>1μاش است 

هاي است. از نظر چگونگی روند تغییر ضخامت نیز نتایج شکل>1μصفحه با 
، بار بحرانی کمانش و در n௛دهند با افزایش پارامتر توان، نشان می9تا 6

یابد. لازم است توجه شود که نتیجه ایمنی صفحه در برابر کمانش، افزایش می
شود.در مرکز صفحه بیشتر میتراکم ماده ، n௛با افزایش 

دهند که با افزایش تراکم در مجموع، هر دو جنبۀ مورد بررسی نشان می
یابد.ماده در مرکز صفحه، بار بحرانی کمانش افزایش می

براي درك اهمیت در نظر گرفتن اندازه و چگونگی تغییرات ضخامت و 
گیرد. اثر آن بر روي بار بحرانی کمانش، یک حالت خاص مورد توجه قرار می

گاه ساده و با فرض تغییرات ي آلومینیومی با تکیهبراي این منظور صفحه
(=2n௛شکل ضخامت، سهمی (شکل  ج)) انتخاب شده است. نتایج نشان - 6، 

دهند در این حالت، با افزایش نسبت ضخامت مرکز به ضخامت لبه از می
9/0μ= 1/1بهμ=328/0بعد کمانش از ، بار بیσഥୡ୰= 453/0بهσഥୡ୰= افزایش

% بزرگتر از 10عبارت دیگر در این حالت، اگر ضخامت مرکز صفحه یابد. بهمی
اي % بیش از صفحه38)، بار بحرانی کمانش حدود  =1/1μلبۀ صفحه باشد (

).=9/0μلبه باشد (% کوچکتر از ضخامت 10است که ضخامت مرکزش 
% تغییر 10دلیل دقت پایین در تولید، کافی است توجه شود که به

رو این نتیجه شود. از اینها مشاهده میطور متداول در ورقضخامت به
ییرات ضخامت را در محاسبۀ بار بحرانی روشنی اهمیت در نظر گرفتن تغبه

دهد.پلاستیک نشان می- کمانش الاستیک

گیرينتیجه-5
اي تحت فشار پلاستیک صفحۀ نازك دایره- در این مقاله، کمانش الاستیک

شعاعی با در نظر گرفتن تغییرات ضخامت مورد بررسی قرار گرفته است. براي 
ۀ پلاستیسیتۀ تغییرشکل و پلاستیک از دو نظری- تحلیل کمانش الاستیک

گاه براي نموي استفاده و اثر چگونگی و اندازة تغییرات ضخامت و نیز نوع تکیه
بررسی شده است. نتایج نشان 1403دو جنس آلومینیوم تجاري و فولاد 

مراتب کمتري نسبت به دهند نظریۀ تغییرشکل، بار بحرانی کمانش بهمی
ین با کاهش تمرکز ماده در مرکز چنکند. همبینی مینظریۀ نموي پیش

)، و نیز با افزایش استحکام ماده، اختلاف دو نظریۀ >1n௛یا >1μصفحه، (
گاه از در شرایط مشابه، با تغییر تکیهبعلاوه یابد. نموي و تغییرشکل کاهش می

ضخامت کند. هر چهساده به گیردار، بار بحرانی کمانش افزایش پیدا می
اختلاف بار بحرانی کمانش مربوط به دو حالت ساده و صفحه کمتر باشد، 

kو cبا افزایش پارامترهاي دهند که نتایج نشان میگیردار کمتر خواهد بود.

اختلاف زمان آزگود، بار بحرانی کمانش افزایش یافته و هم-در رابطۀ رامبرگ
شود. در مجموعهاي نموي و تغییرشکل نیز کمتر مینتایج مربوط به نظریه

صورت زیر برشمرد.توان بهدست آمده را مینتایج به
اثر اندازه و چگونگی تغییرات ضخامت بر روي بار بحرانی کمانش، در - 1

عنوان مثال ي تغییرشکل است. بهمراتب بیشتر از نظریهنظریۀ نموي به
ازاي یک ضخامت لبۀ مشخص، اگر گاه ساده و بهبراي صفحه با تکیه

افزیش یابد، بار بحرانی =3/3μبه =3μلبه از نسبت ضخامت مرکز به 
یابد. در حالی که بار % افزایش می8کمانش نظریۀ تغییرشکل حدود 

یابد.% افزایش می46بحرانی کمانش در نظریۀ نموي حدود 
) =1r̅چه توزیع ماده بیشتر در شعاع خارجی (دهند چناننتایج نشان می- 2

متمرکز باشد، بار بحرانی کمانش پلاستیک با استفاده از هر دو نظریه 
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بینی شده توسط تحلیل الاستیک اختلاف ناچیزي با بار کمانش پیش
% است. به این 2/0طوري که در بدترین حالت این اختلاف تنها دارد. به

پلاستیک همان بار - توان براي بار بحرانی کمانش الاستیکترتیب می
	ی کمانش الاستیک را گزارش کرد.بحران

توان از براي طراحی صفحۀ مقاوم در برابر کمانش و با ضخامت متغیر، می- 3
اي استفاده کرد که در لبۀ خارجی داراي ضخامت کمتر و در صفحه

بعنوان مثال نتایج نشان قسمت مرکزي داراي ضخامت بیشتري باشند. 
شکل، بار بحرانی همیصورت سدهند که با فرض تغییرات ضخامت بهمی

% بیشتر از 50اي که ضخامت مرکزي آن کمانش پلاستیک صفحه
% 50ضخامت لبۀ خارجی آن باشد نسبت به حالتی که ضخامت مرکزي 

	یابد.برابر افزایش می5/4کمتر از ضخامت لبۀ خارجی باشد، حدوداً 
	
هافهرست نمادها و نشانه- 6
c	آزگود-رابطۀ رامبرگبعد درهاي مکانیکی بییکی از ثابت	

Dഥ௜	بعد شدهجایی بیها در تقریب ریتز جابهبعد جملهضریب بی	
	(Pa)آزگود - هاي رابطۀ رامبرگمدول الاستیسیته و از ثابت	ܧ
k	آزگود-بعد در رابطۀ رامبرگهاي مکانیکی بییکی از ثابت	
ℎଵ	 ضخامت لبۀ صفحه(m)	
hതଵ	بعد لبۀ صفحهضخامت بی	

hത(r̅)	 بعدبعد، تابعی از مختصۀ شعاعی بیبیضخامت	
n௛ 	بعد توان در تابع ضخامتپارامتر بی	
N	جاییها در تقریب ریتز جابهتعداد جمله	
	(m)اي مختصۀ شعاعی در دستگاه استوانه	ݎ
r̅	بعدمختصۀ شعاعی بی	
	(m)گاه اي تا تکیهفاصلۀ مرکز صفحۀ دایره	ܴ
	(Pa)مدول وتري 	ܵ
	(Pa)مدول مماسی 	ܶ

௥ݒ ఏݒ, 	(m/s)هاي شعاعی، محیطی و محوري سرعت ترتیب مؤلفهبه	௭ݒ,
	(m)جایی عرضی جابه	ݓ
wഥ 	بعدجایی عرضی بیجابه	
	(m)اي مختصه در راستاي ضخامت صفحۀ دایره	ݖ

	نمادهاي یونانی

α	بعد مادي وابسته به ضریب پؤاسون و نسبت مدول وتري ثابت بی
	مماسی به مدول الاستیسیتهو مدول

β	بعد مادي وابسته به ضریب پؤاسون و نسبت مدول وتري ثابت بی
	و مدول مماسی به مدول الاستیسیته

γ	بعد مادي وابسته به ضریب پؤاسون و نسبت مدول وتري ثابت بی
	و مدول مماسی به مدول الاستیسیته

௜௝ߝ 	هاي کرنشمؤلفه	
	اياستوانهمختصۀ محیطی در دستگاه	ߠ
μ	ايبعد ضخامت مرکز به ضخامت لبۀ صفحۀ دایرهنسبت بی	
ν	ضریب پواسون	

	

ρ	بعد مادي وابسته به ضریب پواسون و نسبت مدول وتري ثابت بی
	و مدول مماسی به مدول الاستیسیته

௜௝ߪ 	(Pa)هاي تنش مؤلفه	
	(Pa)اي بارگذاري تنش شعاعی روي لبۀ خارجی صفحۀ دایره	ߪ
σഥ୧୨	بعد تنشهاي بیمؤلفه	
σഥୡ୰	بعد کمانشتنش بحرانی بی	
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