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بسیاري مانند کنترل کیفیت، مهندسی معکوس، هاي بر پایه نقاط در کاربردهاي مهندسیبا توسعه سریع اسکنرهاي سه بعدي لیزري، مدل
اي و ماشین بینایی به شکل وسیعی مورد استفاده قرار گرفته است. محاسبه انحناي سطح ابرهاي نقاط یکی از موارد پایه بشمار گرافیک رایانه

مقاله روش جدیدي براي تخمین انحناي سطوح گیرد. در اینرود که در بسیاري از کاربردهاي مرتبط با ابرهاي نقاط مورد استفاده قرار میمی
براي باشد.هاي نقطه مورد بررسی میگردد. یکی از اجزا تعیین کننده انحناي سطح در ابر نقاط مختصات همسایگیابرهاي نقاط، معرفی می

سایگی همگن، با  بهبود روش همسایگی همگن استفاده شده است. در روش تعیین هم	هاي یک نقطه در ابر نقاط از روشیتعیین همسایگی
بردار نرمال سطح از .شودها در اطراف نقطه مورد بررسی نیز لحاظ  میها، توزیع آنهمسایگی، علاوه بر نزدیک بودن همسایگیkنزدیکترین 

ر نقطه مورد سطح د	شود. در این پژوهش انحناي سطح در هر نقطه بر اساس بردار نرمالهاي همگن تخمین زده میمختصات همسایگی
شود. براي ارزیابی انحناي سطح بدست آمده با این روش انحناي چتري نامیده میگردد.، محاسبه میهاي همگنبررسی و مختصات همسایگی

برد این کارآیی این روش، مقادیر انحناي چتري براي چند ابر نقاط محاسبه گردیده و در چند کاربرد متفاوت استفاده گردید. نتایج حاصله از کار
روش تعیین انحناي سطح در کاربردهاي مختلف، نشان از کاربردي بودن روش پیشنهاد شده در تعیین انحناي سطوح ابرهاي نقاط دارد. 
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	 With	 the	rapid	development	of	3D	 laser	scanners,	point-based	discrete	shape	modeling	is	being	
widely	used	in	many	engineering	applications,	e.g.	quality	control,	reverse	engineering,	computer	
graphics	 and	 machine	 vision.	 Point	 cloud	 discrete	 curvature	 estimation	 is	 considered	 a	 basic	
operation	in	point	cloud	operations	and	is	used	in	many	applications	related	to	cloud	points.	This	
paper	 presents	 a	 novel	method	 for	 point	 clouds	 surface	 curvature	 estimation.	One	 of	 the	 key	
components	of	point	clouds	surface	curvature	calculation	is	neighbor	coordinates	of	query	point.	
For	 selecting	 neighbors,	homogeneous	neighborhood	method	 is	used.	This	method	of	 choosing	
neighbors,	 in	 addition	 to	 the	 distance,	 takes	 into	 consideration	 the	 directional	 balance	 by	
improving	the	k	nearest	neighbors.	Surface	normal	vector	is	estimated	by	neighbors	coordinates.	
In	this	paper	surface	curvature	is	calculated	based	on	normal	vector	and	homogeneous	neighbors	
coordinates.	Surface	curvature	calculated	using	the	novel	method	is	called	umbrella	curvature.	To	
evaluate	how	 this	method	 performs,	 umbrella	 curvature	values	 are	 calculated	 for	 a	number	of	
cloud	points	and	 the	results	are	used	 in	 some	different	applications.	The	results	 show	 that	 the	
proposed	method	performs	well	in	point	clouds	curvature	estimation.	
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مقدمه -1
هاي بالا و بعدي مدرن با قابلیت اسکن با سرعتاسکنرهاي لیزري سه

هاي تماسی که قادر به اسکن سطوح گیري موقعیت با پروبهاي اندازهماشین
آوري اطلاعات اي براي جمعزایندهباشند به شکل فبه شکل پیوسته می

گیرند. این موقعیت نقاط سطح یک قطعه یا مدل مورد استفاده قرار می
هاي موقعیت نقاط، بدلیل داشتن تراکم بالا معمولا ابر نقاط نامیده داده
شوند. تخمین قابل اعتماد و دقیق خواص هندسی مرتبط از قبیل بردار می

هاي گسسته، در بسیاري از کاربردهاي نرمال و انحناي سطح این داده

CAD/CAM آن هم در شرایطی که مدلCAD ،ممکن است در دسترس نباشد
] 3]، بازسازي سطوح[2بندي سطوح[]. بخش1آید[یک کار اساسی بشمار می

] از جمله کاربردهاي عمومی این خواص 4ابرهاي نقاط[1سازيمرجعو هم
توان در مباحث گرافیک میباشد. کاربردهاي دیگري راهندسی می

].5کامپیوتري در مورد رندر کردن مستقیم نقاط، پیدا نمود[
بدلیل فقدان تعاریف مشخص تحلیلی در رابطه با انواع سطوح، قابلیت 

هاي تخمین انحناي سطح بطور محاسبه انحنا از نقاط، پیچیده است. روش

																																																																																																																																											
1-	Registration	



خلیل خلیلیوابوالفضل فورگی نژادتخمین انحناي ابرهاي نقاط با استفاده از انحناي چتري

1شماره ،15، دوره 1394فروردینمهندسی مکانیک مدرس، 228

	

طح، شامل شوند. دسته اول، برازش سمعمول به دو دسته تقسیم می
هاي هر نقطههایی است که در آن یک سطح پارامتري بر همسایگیروش

ها یک تکنیک عمومی براي تخمین انحنا است. شود. این روشبرازش می
گردد و همیشه با روش حداقل مربعات محاسبه میها معمولاًدقت این روش

را در بر هاییوابسته به مدل پارامتري است. دسته دوم، روش گسسته، روش
هاي نقاط گسسته را بر اساس روابط بسط تعاریف گیرد که انحناي دادهمی

زنند. در روش دوم از محاسبه حداقل مربعات اجتناب انحنا، تقریب می
هاي برازش سطح هاي انجام شده روششود. بر اساس برخی پژوهشمی

دلیل هاي گسسته بهاي گسسته دارند، اما روشعملکرد بهتري نسبت روش
].6سرعتشان جذابیت خاص خود را دارند[

تواند تغییرات شکل انحنا یک خاصیت هندسی از جزء سطح است و می
ت و تبدیلات جایی ناوردا اسسطح را بیان نماید. انحنا نسبت به دوران و جابه

انحناي سطوح به لحاظ اهمیت ].7ثیري بر آن ندارد[جایی و دوران تأجابه
یک از موضوعات مهم در کاربردهاي متفاوتی که با ابرهاي نقاط مرتبط 

گردند، در مورد سطوحی که بر پایه نقاط ایجاد میرود.باشند بشمار میمی
سازي و مرجعبندي سطوح، ایجاد مدل، همانحناي سطوح در کاربردهاي بخش

]. در صورت وجود روابط 8ردار است[حذف نویزها از اهمیت بسزایی برخو
)1(تحلیلی سطح، تعیین انحناي آن در مختصات کارتزین توسط رابطه 

	پذیرد.صورت می

)1(݇ୡ =
หݔᇱݕ" − ห"ݔᇱݕ
ᇱଶݔ) + ᇱଶ)ଷ/ଶݕ

ݔکه  ᇱ ݕوᇱ باشند.مشتقات مرتبه دوم می"ݕو"ݔمشتقات مرتبه اول و
استفاده از این رابطه براي بدلیل فقدان روابط تحلیلی سطوح، عملاً

هاي در برخی روشباشد. پذیر نمیتعیین انحناي سطح، ابرهاي نقاط امکان
تعیین انحناي سطوح ابرهاي نقاط، با برازش یک سطح بر نقطه مورد بررسی 

هاي دیگر با روشدر برخی.آیدهاي آن، انحناي سطح بدست میو همسایگی
هاي آن بردار نرمال سطح محاسبه یگیاستفاده از مختصات نقطه و همسا

شود. یکی از گردیده و سپس انحناي سطح به کمک آن تخمین زده می
بر نقاط همسایه 2هاي تعیین انحناي سطح برازش یک سطح درجه روش

کند بر تبعیت می)2(که از رابطه 2است. در این روش یک سطح درجه 
pا انحناي سطح در نقطه شود تبرازش میpهمسایگی نقطه kنزدیکترین 

بدست آید.

)2(
ݖ = r(ݕ,ݔ) = a଴	ݔଶ + aଵ	ݕଶ + aଶ	ݕݔ+ 	aଷ	ݔ

+ aସ	ݕ+ aହ																												
این سطح a5	a4,	a3,	a2,	a1,روش حداقل مربعات براي تخمین پارامترهاي 

2و انحناي متوسط1Kانحناي گوسیگیرد و مورد استفاده قرار می2درجه 
Hسطح 3گردد. انحناهاي اصلیبا استفاده از تغییرات هندسی محاسبه می

]. براي تعیین 8مبین حداکثر و حداقل انحناي سطح در یک نقطه هستند[
شود. دایره بوسان در یک منحنی انحناهاي اصلی از دایره بوسان استفاده می

باشد و ن تماس را دارا میاست که در آن نقطه با منحنی بیشتریاي دایره
݇)مقدار انحنا برابر یک تقسیم بر شعاع دایره بوسان است = ଵ

௥
. در یک سطح (

بیشترین مقدار انحنا و کمترین مقدار انحنا به عنوان انحناهاي اصلی شناخته 
انحناي گوسی از اند.نشان داده شده1شوند. انحناهاي اصلی در شکل می

آید و همچنین اصلی در یکدیگر بدست میضرب کردن مقادیر انحناهاي
روابطباشد که انحناي متوسط مقدار میانگین انحناهاي اصلی می

																																																																																																																																											
1-	Gaussian	Curvature
2-	Mean	Curvature	
3-	Principal	Curvatures

	
انحناهاي اصلی در یک نقطه از سطح1شکل 

)3) ) چگونگی محاسبه انحناهاي گوسی و متوسط را با استفاده از 4) و 
دهند.انحناهاي اصلی و همچنین تغییرات سطح نشان می

ܭ)3( = ݇ଵ݇ଶ =
ܰܮ ଶܯ−

ܩܧ)2 − (ଶܨ

ܪ)4( =
݇1 + ݇2

2
=
ܰܧ − ܯܨ2 + ܮܩ

ܩܧ)2 − (ଶܨ

(3(در روابط  ، M=rxy·n	E=rx·rx ،F=rx·ry ،G=ry·ry ،L=rxx·n ،، )4) و 
N=ryy·n بوده وrxx ،rxy ،ryy ،rx ،ry 2مشتقات جزئی سطح درجه

باشند.در این روابط انحناهاي اصلی میk2	,	k1همچنین باشند.می
	k1انحناهاي اصلی  ,	 k2 بوسیله انحناي گوسیK و انحناي متوسطH طبق

شود. محاسبه می)5(رابطه 

)5(൝݇ଵ = ܪ −ඥܪଶ ܭ−
݇ଶ = ܪ + ඥܪଶ ܭ−

تعریفی دیگر براي تعیین انحناي سطح است که مشتق شده از 4خمیدگی
انحناهاي اصلی سطح است. این پارامتر معرف چگالی انحناي سطح است و با 

دهد. رابطه استفاده از مفهوم انرژي، شدت و ضعف تغییرات انحنا را نشان می
دهد.چگونگی تعیین خمیدگی را نشان می)6(

ܥ)6( = ඨ(݇ଵ
ଶ + ݇ଶ

ଶ)
2

گیري انحناي موضعی، از نسبت میان حداقل مقدار براي اندازه5انس سطحواری
برد. این تعریف از ویژه و مجموع مقدارهاي ویژه ماتریس کوواریانس، بهره می

] پیشنهاد شده و تغییر انحناي هندسی نیز 3انحناي موضعی توسط هوپ[
نحناي شود، زیرا این روش تغییرات انحناي موضعی را بجاي انامیده می

K]. باید در نظر داشت که واحد انحناي گوسی 9گیرد[موضعی اندازه می

معکوس مربع فاصله است اما واحد واریانس سطح بدون بعد است. هر مقدار 
اي را در مسیر بردار ویژه بردار ویژه از ماتریس کوواریانس تغییرات فاصله

مقدارهاي ویژه، ویژه و مجموع مقدارکند. نسبت حداقل مرتبط ارائه می
].10است[(௜݌)ୡୡܯواریانس سطح 

(௜݌)ୡୡܯ	)7( =
ଵߣ

∑ ௜ଷߣ
௜ୀଵ

																

																																																																																																																																											
4-	Curvedness	
5-	Surface	Variance

r1	

r2	
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مقدار ویژه است.௜ߣکمترین مقدار ویژه و ଵߣدر این رابطه 
در این پژوهش روش جدیدي براي تخمین انحناي سطح ابر نقاط، 

انحناي سطح در این گردد. با توجه به اینکه هدف از تخمین پیشنهاد می
باشد لذا روش پژوهش بکارگیري آن در کاربردهاي مرتبط با ابرهاي نقاط می

پیشنهادي، بر مبناي روش گسسته بنا نهاده شد، تا بتواند با سرعت بیشتري 
تخمین انحنا را انجام دهد. رویه تخمین انحنا داراي پنج مرحله است. که این 

مراحل عبارتند از:
	نقطه همسایگی براي تک تک نقاط ابر20تعیین -الف
محاسبه بردار نرمال اولیه-ب
همسایگی همگن8انتخاب - ج
هاي همگن محاسبه بردار نرمال تصحیح شده هر نقطه با کمک همسایگی-د

آن نقطه
تخمین انحناي چتري سطح براي هر یک از نقاط داده -ه

توضیح داده شده 4الی 2هاي ها در بخشتمامی این مراحل و نحوه انجام آن
ارائه گردیده و کارآیی روش 5هاي این روش، نیز در بخش است. قابلیت

پیشنهادي در کاربردهاي مختلف بررسی گردیده است. 

تخمین بردار نرمال-2
هر یک از نقاط ابر نقاط را ارائه نرمالبرداري این بخش چگونگی محاسبه

ي جهت صفحات مماس ] روشی را براي محاسبه3[شکند. هوپ و همکارانمی
کنند. در این پژوهش، از روشی مشابه براي هر نقطه در ابر نقاط پیشنهاد می

شود. براي یک نقطه دلخواه براي تخمین بردار نرمال استفاده می
௜ܲ ∈ S ⊂ Rଷها، ، در روش هوپ بردار نرمال بر اساس مختصات همسایگی

)ܰها با علامت یگیشود. همساتخمین زده می ௜ܲ) نشان داده می شود وN به
با توجه به نیاز، kاشاره دارد، جایی که ௜ܲمتعلق به kهاي نزدیکترین مجاورت

)ܰمربوط به ௜ܱ، مرکزنرمالبردارانتخابی است. براي محاسبه  ௜ܲ) ابتدا
تخمین 1با استفاده از تحلیل اجزاي اصلینرمالبردار ௜݊محاسبه می شود. 

)ܰ، ماتریس مرتبط کوواریانس نرمالگیري بردار زده می شود. براي اندازه ௜ܲ)

گیرد.شکل می)8(طبق رابطه 

ୡ୭୴ܯ	)8( = ෍ ( ௜ܺ
௫೔∈ே(௉೔)

− ௜ܱ)( ௜ܺ − ௜ܱ)୘							

Xi یکی ازk همسایگی نقطهPi وOiباشد.ها میمرکز همسایگی
,௜ଷߣاگر  ,௜ଶߣ باشند و بردارهاي ویژه متناظر 	Mcovمقادیر ویژه ماتریس௜ଵߣ

,௜ଷߦبا هریک از مقادیر ویژه بردارهاي  ,௜ଶߦ ௜ଵߣباشند و همچنین ௜ଵߦ < ௜ଶߣ < ௜ଷߣ

بردارهاي نرمال ایجاد شده با این 2است. شکل ௜ܲرمال نقطه نبردار ௜ଵߦباشد، 
دهد.روش را نشان می

بر توان را می)9(از ابر نقاط، رابطه ௜ܲنقطه دلخواه براي تعیین بردار نرمال
نقطه مد نظر بنا نهاد.هاياساس همسایگی

)9(ܻ = ෍[
௞

௜ୀଵ

( ௜ܺ − ௜ܱ) ∙ ݊௜]ଶ

Yاز ابر نقاط، باید مقدار ௜ܲبراي بدست آوردن بردار نرمال در نقطه دلخواه 

گردد.بازنویسی می)10(شکل رابطه ه ب)9(کمینه گردد. بنابراین رابطه 

)10(ܻ = ෍݊௜୘
௞

௜ୀଵ

( ௜ܺ − ௜ܱ)( ௜ܺ − ௜ܱ)୘݊௜

آید.) بدست می11مقادیر مشخصی دارند رابطه (Xiو Oiاز آنجایی که 

																																																																																																																																											
1-	Principal	Component	Analysis

بردار نرمال -بهاي داراي شبکهبردار نرمال استخراج شده از داده-الف2شکل 
هاي فاقد شبکهاستخراج شده از داده

نشان داد.)12(توان به شکل رابطه را می)11(شکل خلاصه شده رابطه 

)12(
	
ܻ = ݊௜୘ܯୡ୭୴݊௜ 						

باشد. متقارن و نیمه معین مثبت می3×3یک ماتریس Mcovماتریس 
,௜ଷߣ ,௜ଶߣ ]. بردارهاي ویژه 11هستند[	Mcovمقادیر ویژه غیر منفی ماتریس௜ଵߣ

,௜ଷߦارتونرمال مرتبط با مقادیر ویژه،  ,௜ଶߦ توانند به نحوي ساخته شوند می௜ଵߦ
که:

)13(
	
௜ߦୡ୭୴ܯ

௝ = ௜ߣ
௝ߦ௜

௝ 									݆ = 1,2,3

تواند به شکل ترکیبی خطی از بردارهاي ویژه طبق رابطه یک بردار دلخواه می
نمایش داده شود.)14(

)14(
	
௜ߦ = 	 ௜ܿଵߦ௜ଵ + ௜ܿ

ଶߦ௜ଶ + ௜ܿ
ଷߦ௜ଷ								

از آنجایی که بردارهاي ویژه ارتوگونال هستند:

)15(
	
௜ߦ ∙ ௜ߦ = ௜ܿ

ଵଶ + ௜ܿ
ଶଶ + ௜ܿ

ଷଶ						

شود و در نتیجهبرابر یک می)15(بردار واحد است، رابطه ௜ߦبا توجه به اینکه 

)16(
	
௜ߦୡ୭୴ܯ = ௜ܿ

ଵߣ௜ଵߦ௜ଵ + ௜ܿ
ଶߣ௜ଶߦ௜ଶ + ௜ܿ

ଷߣ௜ଷߦ௜														ଷ 											

,௜ଷߦبا توجه به اینکه  ,௜ଶߦ رابطه توان هستند میMcovمقادیر ویژه ماتریس ௜ଵߦ
:) نتیجه گرفت17(

)17(
	
௜ߦୡ୭୴ܯ = ௜ܿ

ଵߣ௜ଵߦ௜ଵ + ௜ܿ
ଶߣ௜ଶߦ௜ଶ + ௜ܿ

ଷߣ௜ଷߦ௜														ଷ 											
௜ଵߣدر حالیکه  < ௜ଶߣ < ௜ଷߣ

)18(
	
௜ߦୡ୭୴ܯ௜୘ߦ = ௜ܿ

ଵଶߣ௜ଵ + ௜ܿ
ଶଶߣ௜ଶ + ௜ܿ

ଷଶߣ௜ଷ ≥ ௜ଵߣ

تواند داراي این مفهوم است که مقدار این رابطه نمی)18(شکل مربعی رابطه 
شود بردار از کمترین مقدار غیرمنفی مقادیر ویژه کمتر باشد. نتیجه گرفته می

کند. اکنون براي را کمینه می)18(ویژه متناظر با کمترین مقدار ویژه رابطه 
௜ଵߦبردار niکمینه شود کافیست به جاي )12(را در رابطه Yآنکه مقدار 

توان نتیجه گرفت که جهت بردار نرمال بر سطح همان جایگزین گردد. لذا می
است.௜ଵߦجهت بردار 

,௜ݔفرض کنید که دو نقطه  ௝ݔ ∈ s از لحاظ هندسی نزدیک هستند. به

)11(ܻ = ݊௜୘෍( ௜ܺ − ௜ܱ)( ௜ܺ − ௜ܱ)୘݊௜

௞

௜ୀଵ

														

n	

n	
	الف

	ب
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ها متراکم باشند و سطح نیز هموار باشد، بردارهاي آل وقتی دادهصورت ایده
,௜݊نرمال مرتبط  ௝݊ ݊تقریبا موازي خواهند بود، و بعبارتی௜. ௝݊ ≅ . اگر ±1

.௜݊بردارهاي نرمال داراي جهات یکسانی باشند،  ௝݊ ≅ ௜݊، در غیر اینصورت 1
ممکن است به دلیل اینکه در روش هوپ تنها راستاي بردار به دست ௝݊یا 
ل قرار اي بدهند و در جهت مقابل بردار نرمادرجه180آید، تغییر جهت می

بگیرند. جهات بردارهاي نرمال بر اساس جهت بردار نقطه شروع تعیین 
௜݊شوند. اگر در طول پیمایش، می ௝݊ < را ௜݊کنونی نرمال جهت بردارو 0

−بردار نرمال بعدي با ௝݊مشخص کرده باشد،  ௝݊ جایگزین خواهد شد و به
3گیرند. شکل رار میاین ترتیب تمامی بردارهاي نرمال در یک سمت سطح ق

اند، نشان بردارهاي نرمال یک ابر نقاط را که طبق رویه مذکور یکنواخت شده
دهد.می

	شناسایی نقاط همسایگی-3
نقطه از بعدي است و براي هر سطح سهبردار نرمال یک مشخصه هندسی

توان بردار نرمال را به عنوان یکی از خواص هندسی آن سطح سطح می
ن قابل اعتماد بردار نرمال یک نقطه از ابر نقاط، بستگی مشخص نمود. تخمی

به انتخاب درست نقاط همسایگی آن نقطه دارد. پژوهشگران بسیاري تعداد 
هاي اقلیدسی نقاط را براي تخمین بردار نرمال ثابتی از نزدیکترین همسایگی

ي هااند. با توجه به اینکه همسایگییک نقطه مشخص مورد استفاده قرار داده
ها است، تعیین تعداد همسایگیثابت، که مبینkیک نقطه بر اساس یک 

شود. گفته می1هاهمسایگیkها، نزدیکترین گردد به این همسایگیمی
] یا برازش 3ها براي تعیین صفحه مماس بر یک نقطه[همسایگیkنزدیکترین 

هاي تعیین گیرند. روش] مورد استفاده قرار می12[2یک سطح درجه 
ها با وجود اینکه در بسیاري از همسایگیkهمسایگی مبتنی بر نزدیکترین 

kباشند. نزدیکترین اند، داراي دو ضعف میکاربردها مورد استفاده قرار گرفته

ها داراي هاي مورد اشاره ممکن است در مواردي که دادههمسایگی
فرمت ثابتی نیستند، براي تخمین بردار نرمال مناسب نباشند. بندي با شبکه

نیز براي تمام کاربردها یکسان نبوده و بسته به کاربرد مورد نظر و kمقدار 
]. روش دیگري که بر اساس فواصل 1شود[هاي ابر نقاط تعیین میداده

کند، کره هاي یک نقطه از ابر نقاط را مشخص میاقلیدسی همسایگی
اي با شعاع مشخص و است. در این روش نقاطی که داخل کره2همسایگی

هاي آن وجود دارد، قرار اي که قصد بدست آوردن همسایگیمرکز نقطه
ها گردند. این روشهاي نقطه مدنظر انتخاب میگیرند به عنوان همسایگیمی

هاي بسیاري براي تعیین اند و در پژوهشبدلیل ساده بودن عمومیت یافته
بخش اند، اما نتایج چندان رضایتهمسایگی مورد استفاده قرار گرفتهنقاط 

].13وقتی توزیع نقاط یکنواخت نباشد[نیست مخصوصاً

بردارهاي نرمال یکنواخت شده3شکل 

																																																																																																																																											
1-	k	Nearest	Neighbors	(k-NN)	
2-	Ball-Neighbor	

ها به هاي چندضلعیهاي چندضلعی و تعیین فصل مشتركایجاد مش
نقاط، روش هاي یک نقطه در ابر منظور مشخص نمودن تعیین همسایگی

]. از آنجایی 2هاي یک نقطه در ابر نقاط است[دیگري براي تعیین همسایگی
زنی از پذیرد نقطه شروع در مشاي انجام میشکل زنجیرهه ها بکه تولید مش

زنی متفاوت باشد، اهمیت بسزایی برخوردار است. زمانیکه نقاط شروع مش
بود و در نتیجه بردار هاي یک نقطه در ابر نقاط یکسان نخواهدهمسایگی

نرمال تخمین زده شده از نقاط همسایگی یک نقطه از ابر نقاط، در صورت 
شکل آشکاري بر روي ه بندي، تغییر خواهد کرد. این موضوع بتغییر مش

گذارد.ثیر میبندي تأر نرمال با استفاده از مشثبات تخمین بردا
توان براي بندي، میز مشبه منظور ثبات تخمین بردار نرمال با استفاده ا

استفاده نمود. 3سازي دلونیزنی به روش مثلثها از مشتعیین همسایگی
مش لازم را 4سازي دلونی، با کمک دوگانگی هندسی و دیاگرام ورونويمثلث

ثیري بر مش تولید شده زنی تأو در این روش نقطه شروع مشنماید تولید می
- چگالی و توزیع نقاط داده است و از آن مهمندارد. دیاگرام ورونوي مستقل از 

کند که به هایی را مشخص میتر اینکه نقاط همسایگی ورونوي، همسایگی
نحو قابل اتکایی، نماینده هندسه محلی سطح هستند. مش دلونی در هر 

نماید. با افزایش بعدي را استخراج میحالتی کمترین حجم یک مدل سه
]. 14یابد[هاي مش دلونی بهبود میتتراکم نقاط، تقریب شکل و مزی

] به 15در پژوهش حاضر از روش ارائه شده توسط فورگی نژاد و خلیلی[
هاي نقاط در ابر نقاط استفاده نام همسایگی همگن، براي تعیین همسایگی

ها علاوه بر فاصله، چگونگی توزیع گردید. در این روش براي تعیین همسایگی
هاي بدست گیرند. همسایگی، نیز مد نظر قرار میها در جهات مختلفهمسایه

اي از نمونه4شوند. شکل هاي همگن نامیده میآمده از این روش همسایگی
دهد و تفاوت انتخاب نقاط به نحو هاي همگن را نشان میانتخاب همسایگی

نشان داده شده است. 4ها در شکل مورد نظر با انتخاب نزدیکترین همسایگی
نکه یک ابر نقاط از تعداد قابل توجهی نقطه تشکیل گردیده و بدلیل ای

بر انجام یک عملیات هر چند ساده بر روي تمامی ابر نقاط امري زمان
خطاهاي بوجود آمده در اثر نامتوازن گرانشود، اکثر پژوهشمحسوب می

در این پژوهش تلاش گردید تا از گیرند. لذا را در نظر نمیها بودن همسایگی
ها استفاده گردد. در شی با حجم محاسبات کم براي انتخاب همسایگیرو

به همسایه در نظر گرفته شد.8هاي همگن پژوهش حاضر تعداد همسایگی
نقطه نزدیک 20همسایگی همگن یک نقطه در ابر نقاط ابتدا 8منظور یافتن 

و بر روي صفحه مماس در نقطه موردگرددبه نقطه مورد بررسی انتخاب می
شود. براي یافتن نشان داده شده تصویر می5شکلبررسی همانگونه که در 

هایی که از نظر جهت یکنواخت توزیع گشته باشند از چرخ تعادل همسایگی
آل، زمانیکه بردارگردد. در حالت ایدهاستفاده می6نشان داده شده در شکل 

همسایگی 8نزدیکترین -بهمگن همسایگی8-الف4شکل 

																																																																																																																																											
3-	Delaunay	Triangulation	
4-	Voronoi	Diagram	

	ب 	الف
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بله

خیر

ها بر روي صفحه مماستصویر کردن نزدیکترین همسایگی5شکل 

چرخ تعادل قرار هاي در امتداد پرهp-piو نقطه مورد بررسیتفاضل همسایگی
همگن ها کاملاً، توزیع همسایگیاي نداشته باشدگیرد و با آن اختلاف زاویه

است.
رویه انتخاب همسایگی همگن بدین شرح است: ابتدا نقطه مرکزي چرخ 

جهت اولین پره چرخ گیرد و قرار میpبر روي نقطه مورد بررسی oتعادل 
	-p1تعادل با بردار تفاضل اولین همسایگی و مرکز چرخ تعادل  oجهت هم

ن هاي چرخ تعادل یک نقطه همسایگی از میاگردد. براي هر کدام از پرهمی
اي بین جهت پره و جهت همسایگی، که داراي کمترین اختلاف زاویه20

گردد. ضریب همگنی بردار تفاضل همسایگی و مرکز چرخ تعادل انتخاب می
Hآید.) بدست می19هاي انتخاب شده طبق رابطه (براي همسایگی

ܪ)19( = ൭෍|ߙ௜|
଼

௜ୀଵ

+ bias൱× (෍݀௜

଼

௜ୀଵ

)

αیگی انتخاب شده ت بردار تفاضل همسااي بین جهت پره و جهاختلاف زاویه
فاصله بین همسایگی انتخاب dو عدد ثابتbiasباشد، و مرکز چرخ تعادل می

است.شده و مرکز چرخ تعادل
باشد. هاي یک نقطه میضریب همگنی معرف دو خاصیت از همسایگی

ها از نقطه دهد با افزایش فاصله همسایگی) نشان می19همانگونه که رابطه (
دهنده یابد بنابراین این ضریب نشانمورد بررسی ضریب همگنی افزایش می

طرف دیگر در صورتیکه جهت بردار باشد. از ها  میدوري و نزدیکی همسایگی
اختلاف داشته باشند هاو مرکز چرخ تعادل با جهت پرههاتفاضل همسایگی

توان نتیجه میگردد. لذا باعث افزایش مقدار ضریب همگنی میαاین اختلاف 
المکان ها حتیگرفت هرچقدر مقدار ضریب همگنی کمتر باشد همسایگی

داراي نزدیکترین فواصل به نقطه مورد بررسی با توزیع یکنواخت حول آن 
(باشند.نقطه می ) بدین دلیل بوده 19در نظر گرفتن مقدار ثابت در رابطه 

وجود نداشته باشد αآل هیچگونه اختلافاست که در صورتیکه در حالت ایده
ثیر فاصله تا نقطه مورد بررسی در محاسبه ضریب همگنی حذف نگردد. تأ

در مرحله بعد پس از اینکه ضریب همگنی براي اولین نقطه بدست آمد، 
شروع به چرخش نموده و جهت اولین پره آن با oچرخ تعادل حول نقطه 

o	p2-رکز چرخ تعادل همسایگی و م20بردار تفاضل دومین نقطه از مجموعه 

هاي چرخ تعادل گردد. همانند مرحله اول براي هر کدام از پرهجهت میهم
همسایگی، که داراي کمترین اختلاف 20یک نقطه همسایگی از میان 

اي بین جهت پره و جهت بردار تفاضل همسایگی و مرکز چرخ تعادل زاویه
نتخاب شده مجدداًهاي اگردد و ضریب همگنی براي همسایگیانتخاب می
گردد. در همسایگی تکرار می20آید. این کار براي تمامی مجموعه بدست می

هاي مرتبط با کوچکترین مقدار ضریب همگنی به عنوان نهایت همسایگی
تر، مراحل گردند. به منظور مشخص شدن صریحهمسایگی همگن انتخاب می

نشان داده شده است.7ها در قالب یک روند نما در شکل انتخاب همسایگی

همسایگی همگن8چرخ تعادل براي 6شکل 

	

	

	

	

	

	

روند نماي تعیین همسایگی همگن7شکل 

	پایان

همسایگی همگن مرتبط با کوچکترین ضریب همگنی 8تعیین 
بدست آمده

مقایسه ضریب همگنی بدست آمده با کوچکترین ضریب همگنی و 
در صورت کوچکتر بودن آن در نظر گرفتن آن به عنوان کوچکترین

چرخش چرخ تعادل و قرار گرفتن اولین پره چرخ  برروي همسایگی 
بعدي و تعیین ضریب همگنی

تعادل یک دور چرخآیا
	چرخیده استکامل

نقاط همسایگی و یکی ازقرار گرفتن چرخ تعادل بر روي
همسایگی همگن و ضریب همگنی مرتبط با آن8تعیین 

صفحه مماسهمسایگی تعیین شده بر روي20تصویر 

محاسبه بردار نرمال و صفحه مماس بر آن نقطه به روش 
هوپ

kهمسایگی آن نقطه به روش نزدیکترین 20تعیین 
همسایگی

انتخاب یک نقطه از ابر 
نقاط
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°225
°270
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انحناي چتري-4
انحناي سطوح و در نظر گرفتن یک انحناي محلی براي نقاط سطح به عنوان 

ها از هاي مرتبط با استخراج دادهیک ویژگی راه دیگري را براي حل چالش
گشوده است. انحنا یک خاصیت هندسی از جزء سطح است و ابرهاي نقاط

جایی تواند تغییرات شکل سطح را بیان نماید. انحنا نسبت به دوران و جابهمی
ثیري بر آن ندارد. در پژوهش جایی و دوران تأت و تبدیلات جابهناوردا اس

حاضر روش جدیدي براي تعیین انحناي ابرهاي نقاط تعریف گردیده که 
ها به برازش سطح بر روي نقاط نداشته و فقط از مختصات همسایگینیازي

جایی نماید. این روش جدید علاوه بر ناوردا بودن به تبدیلات جابهاستفاده می
بر مقدار انحناي تأثیري و دوران نسبت به مقیاس نیز ناوردا بوده و بزرگنمایی 

استفاده از آن در محاسبه ندارد. هدف از تخمین انحناي سطح در کار حاضر 
ها، استخراج لبهاست. برخی از این کاربردها ابرهاي نقاطکاربردهاي مرتبط با 

سازي ابر مرجعها و همبندي ابرنقاط، کاهش دادهنویززدایی ابر نقاط، بخش
باشند. نقاط می

همسایگی 20براي محاسبه مقدار انحناي چتري در مرحله اول بر کمک 
وش هوپ بردار نرمال سطح بدست آمده و پس از آن با نقطه مورد نظر از ر

ها بر روي صفحه  مماس در آن نقطه با روش توضیح تصویر این همسایگی
نرمال شود. بردار همسایه همگن انتخاب می8تعداد 3،داده شده در بخش 

هاي انتخاب شده مورد محاسبه قرار تصحیح شده با استفاده از همسایگی
بر اساس جمع تصاویر بردارهاي kumمقدار انحناي چتري ت گیرد. در نهایمی

ها و نقطه مورد بررسی، بر بردار نرمال سطح طبق واحد تفاضل همسایگی
آید.بدست می)20(رابطه 

)20(݇୳୫ = ෍ABS(
( ௜ܰ − (݌
| ௜ܰ − |݌ ∙ ݊)

଼

௜ୀଵ
n ،بردار نرمالNi مختصات همسایگی وp.مختصات نقطه مورد بررسی است

مقدار انحنا در این روش براي هر نقطه بسته به موقعیت نقاط بنابراین 
همسایگی و جهت بردار نرمال بین صفر تا هشت متغیر خواهد بود. براي 

همسایگی همگن آن استفاده 8تبیین روش پیشنهادي از یک نقطه مرکزي و 
ها تداعی کننده شکل یک هاي آنشده است که این نقاط به همراه همسایگی

باشند. به همین دلیل نام این روش تعیین انحناي ابرهاي نقاط، چتر می
انحناي چتري گذاشته شده است. وضعیت نقاط همسایگی در سه وضعیت 

نشان داده شده است و انحناي چتري 8بسته، نیمه بسته و باز چتر در شکل 
1ها در جدول ها به همراه مختصات همسایگیمرتبط با هرکدام از وضعیت

8دهنده در حقیقت بیان کننده وضعیت نشان8ده است. شکل آورده ش
همسایگی همگن نسبت به نقطه مورد بررسی است. بردار نشان داده شده در 

همانگونه که باشد.نیز بردار نرمال سطح در نقطه مورد بررسی می8شکل 
دهد با بسته شدن چتر تصویر نتایج انحناهاي چتري بدست آمده نشان می

حاصل از نقاط همسایگی و نقطه مرکزي بر روي بردار نرمال سطح بردارهاي
مقدار انحناي چتري بزرگتر )20(بزرگتر بوده و در نتیجه بر اساس رابطه 

خواهد گردید. با باز شدن چتر تصویر بردارهاي مذکور کوچکتر شده و مقدار 

همسایگی آن در سه وضعیت باز، نیمه بسته و باز8یک نقطه و 8شکل 

یابد. در صورتیکه سطح تخت باشد این بردارها بر بردار نرمال انحنا کاهش می
سطح عمود گشته لذا مقدار انحناي چتري سطح برابر صفر خواهد گشت. به 

موقعیت نقاط همسایگیجاییدلیل اینکه در حین تبدیلات دوران و جابه
نسبت به نقطه مورد بررسی ثابت است بنابراین این روش تعیین انحنا که فقط 

نماید نسبت به این از مختصات همسایگی نقاط در ابر نقاط استفاده می
طرف دیگر در تعیین مقدار انحنا از بردارهاي یکه باشد. از تبدیلات ناوردا می

ه نقاط به یک نسبت شود در صورت تغییر فاصلشود که باعث میاستفاده می
افتد راستاي بردارها تغییري ننموده و مساوي که در حین بزرگنمایی اتفاق می

	ماند.میدر نتیجه مقدار انحناي چتري ثابت 

بکارگیري انحناي چتري در کاربردهاي مختلف و نتایج-5

کاربرد دیداري-5-1
پی برد.توان به برخی خصوصیات سطحبا افزودن ویژگی رنگ به ابر نقاط می

] به منظور بررسی کیفی انحناهاي سطح ویژگی انحنا 16ها[در برخی پژوهش
شود و بر اساس مقدار انحنا به نقطه مورد نظر براي هریک از نقاط محاسبه می

آن نقطه است. در دهنده شدت انحنا دررنگی اختصاص داده شده که نشان
تري براي یک ابر پژوهش حاضر نیز براي بررسی کیفی محاسبه انحناي چ

نقاط انحناي چتري تمامی نقاط محاسبه گردید و سپس هر نقطه بر اساس 
شود. در مقدار انحنا با سطح متفاوتی بین سیاه و سفید نمایش داده می

صورت صفر بودن مقدار انحنا چتري نقطه با رنگ سیاه نمایش داده شده و با 
بیشترین مقدار انحناي افزایش مقدار انحنا رنگ نقطه خاکستري شده و در

مقادیر 9شود. شکل چتري نقطه به شکل کاملا سفید رنگ نمایش داده می
را با استفاده از سطوح 3انحناي چتري ابر نقاط نشان داده در شکل 

از نظر کیفی 9ابر نقاط نمایش داده شده در شکل دهد. خاکستري نشان می
انحنا در ابرهاي نقاط دارد. دهنده کارآیی قابل قبول این روش تخمین نشان

ابر نقاط مورد آزمون از انواع سطوح پیچیده تشکیل گردیده و شکل بوجود 
آمده از تخمین انحناها نشان از درستی تخمین انحنا با روش پیشنهادي دارد.

ها و خطوط در ابر نقاطتعیین منحنی-5-2
خاص یک قطعه بکار هاي ها خطوط و منحنیاز انحنا براي تشخیص لبه

رود. در این پژوهش به منظور ارزیابی روش تخمین انحناي چتري، از آن می
آب همراه با جتدر برش ،برشبراي استخراج منحنی موجی شدن سطح

نشان داده شده است 10همانگونه که در شکل ذرات ساینده استفاده گردید. 
هاي بیشتر ر عمقسطح برش بدلیل کاهش انرژي ذرات ساینده و جت آب د

موجی شدن سطح ناشی از برش جت نماید.شکل موجی خاصی پیدا میبرش
منظور مشخص نمودن معادله منحنی به شود.نامیده می1استریشنآب

هاي برش قطعه بریده شده با فرآیند هاي ایجاد شده در سطح برش، لبهموج
اسکن Ti-6Al-4Vآلیاژ تیتانیوم جت آب همراه با ذرات ساینده از جنس 

بعدي گردید. سه

نمایش انحناي چتري با استفاده از سطوح خاکستري9شکل 

																																																																																																																																											
1-	striation	
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و انحناي چتري مرتبط8هاي نشان داده شده در شکل مختصات نقاط و همسایگی1جدول 

	انحناي چتري 	8همسایگی 
(mm)	

	7همسایگی 
(mm)	

	6همسایگی 
(mm)	

	5همسایگی 
(mm)	

	4همسایگی 
(mm)	

	3همسایگی 
(mm)	

	2همسایگی 
(mm)	

1همسایگی 
(mm)	

نقطه مورد 
	بررسی 	

وضعیت 
	چتر

4775/5	 1	 8/1	 2	 8/1	 1	 2/0	 0	 2/0	 1	 x	 	بسته

	
0	 2/0	 1	 8/1	 2	 8/1	 1	 2/0	 1	 y	 	

	
1	 1	 1	 1	 1	 1	 1	 1	 0	 z	 	

4058/3	 1	 8/1	 2	 8/1	 1	 2/0	 0	 2/0	 1	 x	
نیمه 
	بسته

	
0	 2/0	 1	 8/1	 2	 8/1	 1	 2/0	 1	 y	 	

	
5/0	 5/0	 5/0	 5/0	 5/0	 5/0	 5/0	 5/0	 0	 z	 	

0	 1	 8/1	 2	 8/1	 1	 2/0	 0	 2/0	 1	 x	 	باز

	
0	 2/0	 1	 8/1	 2	 8/1	 1	 2/0	 1	 y	 	

	
0	 0	 0	 0	 0	 0	 0	 0	 0	 z	 	

ها ابتدا نقاط شکل موج با استفاده از انحناي به منظور تعیین منحنی موج
شود. پس از تعیین نقاط با مقدار انحناي بیشتر، منحنی میچتري مشخص

ابر نقاط 11آید. شکل استریشن با استفاده از مختصات این نقاط به دست می
به منظور 11دهد. در قسمت ب شکل سطح برش خورده را نمایش می

تر نمایش نقاط انتخاب شده براي تعیین منحنی نقاط با انحناي بیشتر تیره
اند و نقاط قرار گرفته بر روي سطوح تخت به رنگ سفید نمایش داده گردیده

اند. در حقیقت سطوح خاکستري نشان داده شده در شکل براي هر نقطه شده
باشند.کننده انحناي چتري در آن نقطه میبیان

	
سطح برش خورده توسط برش جت آب10شکل 

سطوح خاکستري انحناي چتري سطح -ابرنقاط سطح برش خورده  ب-الف11شکل 
برش خورده

با جدا نمودن نقاط با انحناي بیشتر و برازش منحنی بر آن معادله منحنی 
) ضریب آید. ) بدست می21موجی شدن سطح در برش طبق رابطه 

اه ها به همرباشد. دادهمی98/0ها و معادله منحنی بین دادهRهمبستگی 
	نشان داده شده است.12منحنی برازش شده در شکل 

)21(
	
(ݔ)݂ = 3.594e଴.ଷ଼଺௫ + 0.0002035eଷ.ଽଽଶ௫

سازي ابرهاي نقاطمرجعهم-5-3
برداري و ارائه سه بعدي تعداد بسیار زیادي اسکنر لیزري به طور کلی با نمونه

اسکنرهاي لیزري از آنجا که . نمایداز نقاط سطوح اشیاء، سطوح را بازیابی می
هاي کلیه باشند، براي جمع آوري دادهداراي یک میدان دید محدود می

ها برداري از جهات مختلف وجود دارد که این دادهسطوح یک شی نیاز به داده
هاي مختصات مختلفی با توجه به موقعیت اسکنر نسبت به قطعه در دستگاه
یابی کلیه سطوح یک قطعه هاي استخراج شده براي بازآیند. دادهبدست می

رویه تبدیل مختصات 	باید به یک سیستم مختصات واحد تبدیل گردند.
سازي ابرهاي نقاط نامیده مرجعابرهاي نقاط به یک سیستم مختصات، هم

].7شود[می

	

برازش منحنی بر نقاط با ویژگی انحناي چتري بیشتر12شکل 

	الف

	ب

y	

x	
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سازي دو ابر مرجعکارآیی روش پیشنهادي، همکمیبه منظور ارزیابی
به منظور بررسی کارآیی . انجام پذیرفتنقاط توسط انحناهاي بدست آمده 

عنوان نقطه به 500یک ابر نقاط شامل از سازي مرجعانحناي چتري در هم
استفادهنقطه 173شامل برگرفته از آنابر نقاط مرجع، یک ابر نقاط کوچکتر

ه از نقاط ابر کوچکتر به منظور کنترل خطا ثابت در نظر نقط30گردید.
گرفته شد همچنین موقعیت این نقاط در ابر نقاط مرجع ثبت گردید و 

با کمک تابع رندم یکنواخت، مقداري )22(مختصات سایر نقاط طبق رابطه 
تغییر کرد. سپس مختصات نقاط ابر نقاط دوم در یک ماتریس چرخش ضرب 

سازي بر اساس انحناهاي بدست آمده صورت مرجعهمگردید. در نهایت 
دهد.سازي را نشان میمرجعابر نقاط قبل و بعد از هم13پذیرفت. شکل 

)22(
ቐ
୬ୣ୵ݔ = ݔ + (2 × RND− 1) × ݀୫ × 0.01
୬ୣ୵ݕ = ݕ + (2 × RND− 1) × ݀୫ × 0.01
୬ୣ୵ݖ = ݖ + (2 × RND− 1) × ݀୫ × 0.01

میانگین فاصله نقاط در ابر نقاط است.dmرابطه این در که 
سازي نقاط با انحناي مشابه بین دو ابر نقاط تشخیص مرجعمرحله همدر 

صورتیکه پذیرد. در ها انطباق دو ابر نقاط صورت میداده شده و با کمک آن
نقطه کنترلی که 30دقیق صورت پذیرفته باشد، سازي کاملاًمرجعهم

قاط نقطه ثبت شده از ابر ن30ها ثابت نگه داشته شده است بر مختصات آن
گردند و در غیر اینصورت اختلاف بوجود آمده بین هر نقطه مرجع منطبق می

شود. مقدار خطا طبق کنترلی در دو ابر نقاط به عنوان خطا در نظر گرفته می
سازي را با مرجعنتایج حاصل از هم2جدول گردد.محاسبه می)23(رابطه 

	.دهداستفاده از دو روش متفاوت تعیین انحنا نشان می
	

ابرهاي نقاط بعد از -بمرجع سازي دو ابر نقاط قبل از هم-الف13شکل 
سازيمرجعهم

	
	

سازي دو روش تخمین انحنامرجعخطاي هم2جدول 

	انحنامقدار میانگین سازيعجمري همخطا
(mm)	

	انحنا

0016/0	 2734/0 	واریانس سطح
0071/0	 1675/0	 	انحناي چتري

	
	

ݎ݋ݎݎܧ)23( = ෍ห݌௜୰ୣ୤ − ௜୧୬ୢห݌
ଷ଴

௜ୀଵ

موقعیت نقاط کنترلی در ابر نقاط مرجع௜୰ୣ୤݌
سازيمرجعموقعیت نقاط کنترلی در ابر نقاط دوم پس از هم௜୧୬ୢ݌
	

در روش پیشنهاديو دقت دهد کارآیی همانگونه که نتایج حاصله نشان می
بر سازيمرجعسطح بالاتري قرار دارد. بررسی کمی انجام شده در مورد هم

روي یک مثال انجام گردیده و با هدف اثبات برتري انحناي چتري صورت 
نپذیرفته است و فقط به منظور بررسی کاربردي بودن این روش تعیین انحنا 

	انجام شده است.

گیرينتیجه- 6
م انحناي چتري براي تخمین انحناي سطوح در این مقاله روش جدیدي با نا

این روش تعیین انحنا با استفاده از بردار نرمال سطح ابرهاي نقاط ارائه گردید. 
در نقطه مورد بررسی و مختصات نقاط همسایگی همگن مقدار انحناي مرتبط 

هاي گسسته ارائه گردیده از دادهنماید. روش با هر نقطه را محاسبه می
روي نقاط براي بدست آوردن و نیازي به برازش سطح بر استفاده نموده

انحناي موضعی سطح ندارد. به منظور ارزیابی کارآیی روش پیشنهاد شده از 
کاربرد مختلف استفاده گردید. در کاربردهاي دیداري و استخراج 3آن در 

منحنی روش انحناي چتري از نظر کیفی مورد بررسی قرار گرفت. براي 
استفاده شد و نتایج حاصله با روش واریانس سازي مرجعز از همآزمون کمی نی

سطح مقایسه گردید. نتایج حاصل از بکارگیري انحناي چتري در کاربردهاي 
سازي نشان از کاربردي بودن این روش مرجعدیداري، استخراج منحنی و هم

	تعیین انحناي سطوح ابرهاي نقاط دارد.
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