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دهی دهی فلزات است. در این بین، نمودار حد شکلسازي ابزار و پارامترهاي عملیات شکلمهم در طراحی و بهینهايسازي ریاضی مرحلهمدل
پذیري اندك دهی، مورد توجه محققان قرار گرفته است. با توجه به شکلفلزات به عنوان یک ابزار کارآمد در تولید بهینه قطعات به روش شکل

دهی اهمیت فراوانی پیدا اي فراوان این آلیاژها در صنایع پیشرفته نظیر هوا و فضا، مطالعه رفتار این آلیاژها در شکلآلیاژهاي تیتانیوم و کاربرده
دهی مخصوصاً در دماهاي بالا، روش عددي توجه محققان زیادي را هاي تجربی تعیین حد شکلهاي بالاي روشکرده است. با توجه به هزینه

تیتانیوم، رفتار نامعمول مکانیکی Ti-64پلاستیک ماده است. در آلیاژ -سازي دقیق رفتار الاستیکحت تأثیر مدلجلب کرده است. روش عددي ت
شود. در این مقاله روش عددي مارشینیاك به هاي مختلف مشاهده میاز قبیل ناهمسانگردي پلاستیک و عدم تقارن کشش و فشار در جهت

دهی با بینی حد شکلگردد که پیشکار رفته است. ملاحظه میبهTi64دهی آلیاژ سبه حد شکلهمراه سطوح تسلیم کازاکا و هیل در محا
بینی بهتر سطح تسلیم کازاکا از رفتار آلیاژ تیتانیوم تر است. علت این موضوع در پیشاستفاده از سطح تسلیم کازاکا به نتایج تجربی موجود نزدیک

هاي تسلیم بینی سطوح تسلیم هیل و کازاکا از ضرایب لانکفورد و تنشهاي تسلیم است. پیشو تنشاز قبیل ناهمسانگردي در ضرایب لانکفورد
مقایسه شده است.
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	 Mathematical	modeling	is	an	important	step	in	the	design	and	optimization	of	process	parameters	
for	 metal	 forming.	 Researchers	 consider	 the	 metal	 forming	 limit	 diagram	 an	 efficient	 tool	 to	
optimize	 the	 production	 of	 components	 using	 forming	 methods.	 Due	 to	 the	 low	 ductility	 of	
titanium	alloys	and	wide	applications	of	 these	alloys	 in	advanced	 industries	such	as	aerospace,	
researchers	have	 focused	on	 studying	 the	 forming	behavior	of	 these	alloys.	Because	of	 the	high	
cost	of	experimental	methods,	especially	at	high	temperatures,	numerical	methods	have	attracted	
the	 attention	 of	many	 researchers.	Accuracy	 of	 the	 numerical	method	 is	 affected	 by	modeling	
elastic-plastic	material	behavior.	Unusual	mechanical	behavior	of	Ti-64	 titanium	 alloys	 such	as	
high	in-plane	anisotropy/asymmetry	of	yield	stress	and	hardening	response	has	been	observed.	
In	this	paper,	the	Marciniak	model	with	Cazacu	and	Hill	yield	criterions	has	been	used	for	forming	
limit	prediction.	 It	 is	observed	 that	 the	prediction	of	 forming	 limit	using	 the	Cazacu	criterion	 is	
closer	 to	 the	 experimental	 results.	This	 is	 due	 to	 the	 better	 prediction	 of	 the	 behavior	 of	 the	
titanium	alloy,	especially	Lankford	and	stress	anisotropy	coefficients	by	Cazacu	criterion.	Cazacu	
and	Hill	criterions	prediction	of	Lankford	coefficients	and	yield	stresses	have	been	compared.	
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مقدمه- 1
سازي ابزار و پارامترهاي اي مهم در طراحی و بهینهسازي ریاضی مرحلهمدل

بینی صحیح دهی فلزات است. یکی از موارد مهم این رویه، پیشعملیات شکل
دهی است. در طول سالیان گذشته، مفهوم مودهاي ناپایداري فرآیند شکل

معرفی شد، 1968و گودوین 1966وسیله کیلر دهی که بهنمودار حد شکل
گران قرار گرفته است. در این نمودار، کرنش مورد توجه محققان و صنعت

درون صفحه بیشینه بر حسب کرنش درون صفحه کمینه در لحظه 

هاي وسیله روشدهی بهشود. محاسبه نمودار حد شکلشدن رسم میگلویی
اریکسون توان به آزمونهاي تجربی میشود. از روشتجربی و عددي انجام می

دهی به روش تجربی، اغلب و ناکازیما اشاره نمود. محاسبه نمودار حد شکل
هاي پرهزینه و در دماهاي بالا با مشکلات فراوانی همراه است. بنابراین مدل

ها دهی ارائه شده است. از نخستین آنتئوري مختلفی براي محاسبه حد شکل
، 1967ره نمود. در سال اشا1952توان به مدل سوئیف و هیل در سال می

مارشینیاك معیاري را در حالت تنش دومحوره ارائه نمود که از سوي محققان 
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تا به حال بیشتر مورد استفاده قرار گرفته است. در این مدل ناهمگونی ماده 
شود. زمانی که نسبت سازي میتر مدلوسیله یک باریکه با ضخامت کمبه

دهی احیه از حدي بالاتر رود، حد شکلتغییر کرنش در جهت ضخامت در دو ن
دهد. این مدل با سطوح تسلیم مختلفی مورد استفاده قرار گرفته است. رخ می

، بنابیک و همکارانش مدل سطح تسلیم خود را در 2005و 2003در سال 
پور و عاصم2007]. در سال 1،2اند[سازي نمودهمدل مارشینیاك پیاده

تلف را در مدل مارشینیاك مورد مطالعه قرار همکارانش اثر سطوح تسلیم مخ
هاي چهارگانه به ]. ایشان با اضافه نمودن معادله انرژي و حل معادله3اند[داده

رافسون، محاسبه تنش و نمو کرنش انباشته را در ناحیه شیار -روش نیوتن
اند. محققان بسیاري با استفاده از تحلیل اجزاء محدود و مدل بهبود بخشیده

، بنابیک و 2010اند. در سال دهی را محاسبه کردهنیاك حد شکلمارشی
افزار آباکوس همکارانش مدل مارشینیاك و سطح تسلیم خود را در نرم

فایلینگن و همکارانش با ایجاد 2008]. در سال 4اند[سازي نمودهپیاده
دهی را با استفاده از تحلیل تغییراتی در مدل مارشینیاك، نمودار حد شکل

]. ایشان تغییر ضخامت مدل 5اند[زاء محدود تصادفی محاسبه کردهاج
اند.صورت یک میدان تصادفی در نظر گرفتهمارشینیاك را به

دلیل نسبت استحکام به وزن بالا، مقاومت در برابر آلیاژهاي تیتانیوم به
هاي بسیار زیادي در صنعت هوا و خزش و مقاومت در برابر خوردگی کاربرد

دلیل سازگاري با بدن انسان و در صنایع . در صنایع پزشکی بهفضا دارد
گیر در برابر خوردگی، از تیتانیوم استفاده دلیل مقاومت چشمپتروشیمی به

دهی ورق تولید که بسیاري از قطعات با شکلدلیل اینشود. بهفراوانی می
حد بینی نمودار شود و تیتانیوم داراي کاربردهاي فراوان است، پیشمی

باشد. با این وجود، دهی ورق آلیاژ تیتانیوم داراي اهمیت فراوان میشکل
بینی، مستلزم توصیف دقیق رفتار مکانیکی است. در افزایش دقت پیش

کند که علت آن را باید در آلیاژهاي تیتانیوم رفتار نامعمولی بروز می
ریزساختار بررسی نمود.

صورت آلفا و بتا وجود دارد. شکل تیتانیوم در شکل بلوري معمولاً به دو 
هاي لغزش در این است. تعداد اندك سیستم1وجهی-هاي ششآلفا داراي بلور

رغم لغزش، شود. علیمی2بلور سبب اهمیت یافتن مود تغییرشکل دوقلوشدن
افتد. علاوه بر این، دوقلو شدن سبب دوقلوشدن تنها در یک جهت اتفاق می

رآیند تغییر شکل و تکامل و دگرشکلی بافت ها در طول فتغییر جهت بلور
وجهی علاوه -شششود. به دلایل ذکر شده، فلزاتی با بلور نیز می3چندبلوره

بر ناهمسانگردي پلاستیک، رفتاري متفاوت در کشش و فشار در راستاهاي 
مختلف دارند.

اند. سازي این رفتار، محققان سطوح تسلیم متفاوتی ارائه نمودهبراي مدل
هاي خطی به ، هاسفرد با اضافه کردن جمله1979خستین بار در سال ن

سازي عدم تقارن کشش و فشار کرده معادله تسلیم هیل، تلاشی براي مدل
، بارلات و همکارانش با استفاده از ایده هاسفرد، یک 1991]. در سال 6است[

تر ]. با معرفی شش پارام7تبدیل خطی بر تانسور تنش کوشی معرفی نمودند[
ماده در این تبدیل، از تانسور تنش تبدیل یافته در معادله سطح تسلیم 

شود. بارلات، کازاکا و همکارانش با استفاده از همین ایده در استفاده می
معادله سطح تسلیم خودشان را بهبود 2008و 2006، 2004هاي سال

ز این ایده ، خان و همکارانش با استفاده ا2012]. در سال 10،9،8اند[بخشیده
توان ناهمسانگردي پلاستیک و عدم تقارن کشش و فشار را با دو تابع که می

1948مجزا در سطح تسلیم در نظرگرفت، اصلاحاتی را در سطح تسلیم هیل 

																																																																																																																																											
1-	Hexagonal	Closed	Packed
2-	Twinning	Deformation	
3-	Poly-crystal	

].11اند[داده و سطح تسلیم جدیدي ارائه کردهانجام
پور با اضافه نمودن در این پژوهش، روش مارشینیاك که در مقاله عاصم

Ti64دهی آلیاژ بینی نمودار حد شکل]، در پیش3یافته[معادله انرژي تعمیم

ي اثر مدل سطح تسلیم در منظور مطالعهکار رفته است. بهتیتانیوم به
در 1948] و هیل 9دهی، سطوح تسلیم کازاکا[بینی نمودار حد شکلپیش

دهی در دماي سازي شده است. نمودار حد شکلمدل مارشینیاك پیاده
oC400]دهد ] مقایسه شده است. نتایج نشان می12محاسبه و با نتایج تجربی

حد تسلیم کازاکا نسبت به سطوح تسلیم دیگر، تطابق بهتري با نتایج تجربی 
در 4مارکوآت- گدارد. همچنین مشاهده شد استفاده از الگوریتم عددي لونبر

دهد.گرایی بهتري را نتیجه میهاي غیرخطی، روند همحل دستگاه معادله

	هاي ساختاريمعادله- 2
ي سطح تسلیم، مدل هاي ساختاري در فاز پلاستیک شامل معادلهمعادله

هاي سطح تسلیم و باشد. در ذیل به بیان مدلکارسختی و قانون جریان می
شود. در این مقاله از قانون در این مقاله اشاره میکار برده شده کارسختی به

	جریان همراه استفاده شده است.

سطح تسلیم-2-1
مفهوم تابع سطح تسلیم، یک تابع اسکالر در فضاي شش بعدي تنش کوشی 

بعدي تنش پیولا) است که وضعیت یک نقطه مادي را از لحاظ تغییر 9(یا 
1948ر این مقاله از مدل هیل کند. دشکل پلاستیک و الاستیک مشخص می

دهی استفاده شده است. با توجه بینی نمودار حد شکلدر پیش2006و کازاکا 
شود، در ادامه اي تعریف میبه اینکه مدل مارشینیاك در حالت تنش صفحه
شود.اي پرداخته میبه بیان مختصر این دو مدل در حالت تنش صفحه

1948هیل -1- 2-1
اي، تنش مؤثر در جهت طح تسلیم در حالت تنش صفحهطبق این معادله س

].13شود[) محاسبه می1ي (نورد ورق طبق معادله
തߪ)1( = ଵଵଶߪ) − ଶଶߪଵଵߪ2ܲ + ଶଶଶߪܳ + (ଵଶଶߪ2ܴ

భ
మ	

(در معادله )، ضرایب بر حسب ضرایب لانکفورد و یا با استفاده از 1ي 
کشش محوره و تنش تسلیم در آزمونهاي تسلیم در آزمون کشش تکتنش

) قابل محاسبه است.3) و (2هاي(دومحوره برابر طبق رابطه

)2(

ܲ = ൬
ܴ଴

1 + ܴ଴
൰	

ܳ = ൬
ܴ଴(1 + ܴଽ଴)
ܴଽ଴(1 + ܴ଴)

൰	

ܴ = ൬
ܴ଴ + ܴଽ଴

2ܴଽ଴(1 + ܴ଴)൰ (2ܴସହ + 1)	

)3(

ܲ = ൬
଴ߪ
ଽ଴ߪ

൰
ଶ
	

ܳ =
1
2

(1 + ൬
଴ߪ
ଽ଴ߪ

൰
ଶ
− ൬

଴ߪ
௕ߪ
൰
ଶ
)	

ܴ = 2 ൬
଴ߪ
ସହߪ

൰
ଶ
−

1
2
൬
଴ߪ
௕ߪ
൰
ଶ
	

ܴ଴ ،ܴସହ ܴوଽ଴هاي کشش ساده در ترتیب ضرایب لانکفورد در آزمونبه
௕ߪو ଽ଴ߪ، ସହߪ، ଴ߪدرجه نسبت به جهت نورد و 90و 45زوایاي صفر، 

هاي صفر، محوره در راستاهایی با زاویهترتیب تنش تسلیم آزمون کشش تکبه
باشد. در درجه و تنش تسلیم در آزمون کشش دومحوره برابر می90و 45

این مقاله هرگاه ضرایب سطح تسلیم با ضرایب لانکفورد محاسبه شود، سطح 
شود.نامیده می2و در غیر این صورت هیل 1تسلیم هیل 

																																																																																																																																											
4-	Levenberg-Marquardt	
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2006کازاکا -2- 2-1
در این معیار، براي توصیف عدم تقارن کشش و فشار و ناهمسانگردي پلاستیک، 

].9شود[) تبدیل خطی بر تانسور تنش انحرافی انجام می4ي (طبق معادله
)4(	Σ௜௝ = 	௜௝௞௟ܵ௞௟ܮ

ترتیب تانسور تنش تبدیل یافته، تانسور تنش بهLو S،)، 4ي(در معادله
شکل درلذااست،متقارنباشد. تانسور تبدیل انحرافی و تانسور تبدیل می

قابل) 5شکل رابطه(بهي اصفحهتنشدرحالتو1تیوی سیماترشینما
.استشینما

)5(
ܮ = ൦

݈ଵଵ ݈ଵଶ ݈ଵଷ
݈ଵଶ ݈ଶଶ ݈ଶଷ
݈ଵଷ ݈ଶଷ ݈ଷଷ

0
0
0

0 	0 	0 ݈ସସ

൪	

تنش مؤثر در جهت نورد افته،یلیتبدتنشتانسوری اصلریمقادازاستفادهبا
.شودیمفیتوص) 6(معادلهشکل بهورق 

തߪ)6( = |Σଵ|)]ܤ − ݇Σଵ)௔

+ (|Σଶ| − ݇Σଶ)௔+(|Σଷ| − ݇Σଷ)௔]
భ
ೌ	

شود.) محاسبه می8) و (7هاي (با توجه به معادلهB)، متغیر 6در معادله (
ܤ	)7( = [(|∅ଵ| − ݇∅ଵ)௔ + (|∅ଶ| − ݇∅ଶ)௔+(|∅ଷ| − ݇∅ଷ)௔]

భ
ೌ	

)8(	∅୧ =
2
3
௜ଵܮ −

1
3
௜ଶܮ −

1
3
,	௜ଷܮ ݅ = 1,2,3	

بیضرک،یپلاستي ریناپذتراکمومیتسلسطحتحدبطیشراي ارضابمنظور
aبیضرویک ازبزرگترحیصحعدددیباk 1،1[يمحدودهدرباید - [

وکششي هاآزمونبهتوجهباkثابتولیتبدسیماترثوابت]. 10[باشد
لانکفوردبیضراونوردجهتبهنسبتمختلفهاياویهزدرمحورهتکفشار

ي سازنهیکمي حل مسألهبامدلبیضرا. استمحاسبهقابلهاآزموننیادر
. شرایط تحدب باید در دیآیمدستبه) 9(معادلهطبقخطا،مربعاتمجموع

یافتن این ضرایب لحاظ شود.

min f = ෍ݓ௜ ቆ1 −
௣௥௜ߪ

௘௫௣௜ߪ ቇ
ଶ

+ ෍ݓ௜ ቆ1 −
ܴ௣௥௜

ܴ௘௫௣௜ ቇ
ଶ௡

௜ୀଵ

௠

௜ୀଵ

	

)9(−1 ≤ ݇ ≤ 1	, ܽ = 4	

و 200سازي از روش الگوریتم ژنتیک با جمعیت اولیه براي حل معادله کمینه
استعداد برتر در هر گام استفاده شده است.10انتخاب 

کارسختی-2-2
بههمسانگردی کارسختازهیثانومیتسلسطوحفیتوصي برامقاله،نیادر

.استشدهاستفاده) 10شکل رابطه (
,ߪ൫ܨ	)10( ௣̅൯ߝ = (ߪ)തߪ − 	(௣̅ߝ)ܻ

درمحورهتککششآزمونکرنش-تنشی منحنبیتقرازY،)9ي (معادلهدر
ی کارسختمعادلهازی منحننیابیتقري برا. دیآیمدستبهنوردجهت

.]3[استشدهاستفاده)12)و (11هاي (معادلهصورتبهو وك فیسوئ
)11(ܻ൫ߝ௣̅൯ = ݍ)݌ + 	௣̅)௥ߝ

)12(ܻ൫ߝ௣̅൯ = ݌ − ݌) − 	(௣̅ߝݎ−)	exp(ݍ

مدل مارشینیاك- 3
گیري مختلف هاي ماده از قبیل اندازه و جهتدر مدل مارشینیاك، ناهمگونی

. شودصورت یک ناهمگونی هندسی معادل در نظر گرفته میها بهها و ناخالصیریزدانه
طور همان.شودتر فرض میشیار با ضخامت کمصورت یک این ناهمگونی هندسی به

شکل به دو ناحیه همگن و گردد، ورق مستطیلی مشاهده می1که در شکل 
شود. بندي میاند، تقسیمنمایه شدهbو aترتیب با اندیس غیرهمگن که به

																																																																																																																																											
1-	Voigt	notation

	
ورق مستطیلی تحت بارگذاري دو محوره در مدل مارشینیاك1شکل 

باشد. دستگاه مختصات میtbداراي ضخامت bو ناحیه taداراي ضخامت aناحیه 
x1x2x3 در جهت نورد ورق، عمود بر جهت نورد و در جهت ضخامت تعریف

به xnxtx3سازد. دستگاه مختصات میߠزاویه x2شود. شیار ناهمگن با محور می
عمود بر دیواره شیار باشد.xnشود که نحوي تعریف می

گام کشش دو محوره به ناحیه همگن، تغییر بهاماین دو ناحیه با اعمال گ
دلیل تفاوت ضخامت در این دو ناحیه، نمو کرنش دهند. بهشکل پلاستیک می

دهد دهی بر اساس این معیار زمانی رخ میپلاستیک متفاوت است. حد شکل
به نمو bهاي اعمال بار، نسبت نمو کرنش انباشته در ناحیه که در طول گام

از حدي فراتر رود. با توجه به شرایط تعادل در aه در ناحیه کرنش انباشت
هاي ي شیار و استفاده از تنش عمودي و برشی در مرز شیار، معادلهدیواره

) برقرار است.14) و (13(
௡௡௔ߪ)13( ௔ݐ = ௡௡௕ߪ ௕ݐ 	

௡௧௔ߪ)14( ௔ݐ = ௡௧௕ߪ ௕ݐ 	

) نمو 15طبق معادله (tکند که در جهت شرایط سازگاري هندسی ایجاب می
کرنش برابر باشد.

௧௧௔ߝ݀)15( = ௧௧௕ߝ݀ 	

ߝ݀، aابتدا نمو کرنش انباشته در ناحیه  ̅௔شود. این مقدار اندکی فرض می
فرض شده است. انتخاب مقدار مناسب در 0001/0مقدار در بیشتر موارد 

روند همگرایی حل مؤثر است.
شود.) تصحیح می16ي(صورت معادلهبهترتیب مقدار کرنش انباشته بدین

௡̅௘௪௔ߝ)16( = ௢̅௟ௗ௔ߝ + 	௔̅ߝ݀

هاي سطح تسلیم همگن از درجه اول، نسبت تنش ثابت موجب در معادله
ي ي سطح تسلیمی که در رابطهشود. معادلهایجاد مسیرکرنش خطی می

شود.) صدق کند، همگن از درجه اول نامیده می17(

:ߪ)17(
߲σഥ
∂σ

= σഥ	

ߙبنابراین مقدار  = ఙమೌ

ఙభೌ
از ௬ߪ، مقدار ௡̅௘௪௔ߝشود. با داشتن مقدار ثابت فرض می

ي سطح تسلیم با ي کارسختی قابل محاسبه است. بنابراین در معادلهمعادله
ߙتوجه به نسبت ثابت  = ఙమ

ఙభ
با توجه به سطح تسلیم همگن از درجه ଵߪمقدار 

ଵ௔ߪصورت اول به = ఙ೤
ఙഥഀ

ଵ௔ߪبا جایگزینی തఈߪآید. مقدار دست میبه = و ߙ
ଶ௔ߪ = ي تانسور تنش، شود. با محاسبهدر معادله سطح تسلیم محاسبه می1

طبق 2و 1هاي نمو کرنش با استفاده قانون جریان پلاستیک همراه در جهت
) قابل محاسبه است.19) و (18هاي (رابطه

)18(݀εଵୟ = ௔̅ߝ݀
തߪ∂
∂σଵ

	

)19(݀εଶୟ = ௔̅ߝ݀
തߪ∂
∂σଶ

	

مشخص شد. با x1x2x3در دستگاه مختصاتaتانسور تنش و کرنش ناحیه 
در a)، تانسور تنش و کرنش ناحیه 22) و (21)، (20هاي (استفاده از رابطه

شود.تعیین میxnxtx3دستگاه مختصات 
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)20(൤ߝ௡௡
௔ ௡௧௔ߝ
௡௧௔ߝ ௧௧௔ߝ

൨ = ܴ ൤ߝଵ
௔ 0

0 ଶ௔ߝ
൨ ்ܴ 	

)21(൤ߪ௡௡
௔ ௡௧௔ߪ
௡௧௔ߪ ௧௧௔ߪ

൨ = ܴ ൤ߪଵ
௔ 0

0 ଶ௔ߪ
൨ ்ܴ 	

)22(ܴ = ቂ cosθ sinθ
−sinθ cos θቃ	

نیست. براي aبه راحتی ناحیه bهاي تنش و کرنش در ناحیه محاسبه کمیت
هاي غیرخطی را که از شرایط تعادل و این منظور، باید دستگاه معادله

شود، حل نمود. دو معادله اول از شرایط تعادل سازگاري نتیجه می
شود.) حاصل می24) و (23هاي ()) طبق معادله14) و (13هاي ((معادله

)23(݂
௡௡௕ߪ

௬ߪ
−
௡௡௔ߪ

௬ߪ
= 0	

)24(݂
௡௧௕ߪ

௬ߪ
−
௡௧௔ߪ

௬ߪ
= 0	

)25(݂ = ଴݂exp	(ߝଷ௕ − 	(ଷ௔ߝ

଴݂)،25در معادله ( = ௧బ್

௧బ್
است. این aبه ناحیه bنسبت ضخامت اولیه ناحیه 

دهی مؤثر است و باید با استفاده از یک نقطه بینی حد شکلپارامتر در پیش
دهی کالیبره شود.تجربی در نمودار حد شکل
باشد.) می26ایط سازگاري هندسی طبق معادله (معادله سوم، با توجه به شر

)26(
௧௧௕ߝ݀

௧௧௔ߝ݀
− 1 = 0	

(هابا توجه به قانون جریان پلاستیک، نموهاي کرنش طبق رابطه )، 27ي 
شود.) محاسبه می29) و (28(

)27(݀ε୲୲௕ = ߝ݀ ̅௕
തߪ∂
∂σ୲୲

	

)28(݀ε௡௡ୠ = ௕̅ߝ݀
തߪ∂
∂σ୬୬

	

)29(݀ε୲୬ୠ = ௕̅ߝ݀
തߪ∂
∂σ୲୬

	

(24)، (23هاي (بنابراین در معادله ߝ݀)، 26) و  ̅௕ ،ߪ௧௧௕ ،ߪ௡௧௕ ߪو௡௡௕ مجهول
است.

ௗఌത್ها، در صورتی که ي مجهولبا محاسبه

ௗఌതೌ
≥ برقرار باشد، حد 10

روند حل در روش مارشیناك آمده است.2دهی رخ داده است.در شکل شکل
موجود در جعبه ابزار هايهاي غیرخطی، روشحل دستگاه معادله

نیوتن، الگوریتم -مارکوآت، گوس- افزار متلب نظیر لونبرگسازي نرمبهینه
هاي غیرخطی، بررسی شده است. در دستگاه معادله1ژنتیک و ناحیه اعتماد

هاي تنش وجود دارد. در سطح تسلیم مشتق سطح تسلیم نسبت به مؤلفه
اي مطابق با از قاعده زنجیرهکازاکا، مشتق سطح تسلیم کازاکا با استفاده 

شود.) محاسبه می30ي (معادله

)30(
തߪ߲
௜௝ߪ߲

=
തߪ߲
߲Σ௠

߲Σ௠
߲Σ௞௟

߲Σ௞௟
߲σ௜௝

	
డఙഥ
డΣ೘

 ،డΣ೘
డΣೖ೗

డΣೖ೗و 
డσ೔ೕ

ترتیب مشتق تنش مؤثر نسبت به مقدارهاي ویژه تانسور به
یافته نسبت به یافته، مشتق مقدارهاي ویژه تانسور تنش تبدیلتنش تبدیل

هاي تناسور تنش تبدیلیافته و مشتق مؤلفههاي تانسور تنش تبدیلمؤلفه
డΣ೘اي، هاي تانسور تنش است. در حالت تنش صفحهیافته نسبت به مؤلفه

డΣೖ೗

݉مثلاً براي  = شود.) محاسبه می33) و (32)، (31ي (طبق معادله1

)31(

߲Σଵ
߲Σ௫௫

=
1
2

+
Σ௫௫ − Σ௬௬

2ට(Σ௫௫ − Σ௬௬)ଶ + 4Σ௫௬ଶ
	

)32(

߲Σଵ
߲Σ௬௬

=
1
2
−

Σ௫௫ − Σ௬௬

2ට(Σ௫௫ − Σ௬௬)ଶ + 4Σ௫௬ଶ
	

)33(

߲Σଵ
߲Σ௫௬

=
Σ௫௬

ට(Σ௫௫ − Σ௬௬)ଶ + 4Σ௫௬ଶ
	

																																																																																																																																											
1-	Trust	regien	

	مارشینیاكروند حل در روش 2شکل 

(31هاي (طور که در معادلهبراي همان شود، به ازاي ) مشاهده می33) تا 
Σ௫௬ = Σ௫௫و 0 = Σ௬௬هاي سطح تسلیم وجود ابهام و ناپیوستگی در مشتق

هاي بالاتر نیز ابهام و ناپیوستگی وجود دارد. بدین ترتیب در مشتق مرتبه
خواهد داشت. این موضوع و شدت غیرخطی بودن مسأله منجر به عدم تعریف 

هاي هاي عددي حل دستگاه معادلهمناسب و یا تکین بودن ژاکوبین در روش
در روش 2شود. طبق شکل رافسون و بروز واگرایی می-نیوتنغیرخطی نظیر

هاي گام نیاز به چندین مرتبه حل دستگاه معادلهبهمارشینیاك با حل گام
هاي موجود در جعبه ابزار متلب، با استفاده از باشد. در بین روشغیرخطی می
دست آمده است.مارکوآت نتایج بهتري به-روش لونبرگ

0به ازاي مقادیر  ≤ ߠ ≤ شود. روند حل انجام می2، طبق شکل 90
شود. دهی گزارش میبه عنوان نقاط نمودار حدشکلεଶ௔و εଵ௔مقادیر کمینه 

0دهی به ازاي مقدارهاي مختلف نقاط مختلف نمودار حد شکل ≤ ߙ ≤ 1

آید.دست میبه
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]12[هاي تسلیم بر حسب مگاپاسکال و ضرایب لانکفوردمقادیر تجربی تنش1جدول 
دما

oC25oC400دماي -اتاق*کمیت

00/100000/681	଴்ߪ
ଽ଴்ߪ 	00/102000/691
ସହ்ߪ 	00/97200/591
80/109390/744	௕்ߪ
଴஼ߪ 	30/110640/753
ܴ଴	40/060/0
ܴଽ଴	61/051/0
ܴସହ	19/126/1
ܴ௕ 	00/100/1

 *T ،C وbترتیب نمایانگر آزمون کشش ساده، فشار ساده و کشش دو محوره است. به
باشد.زوایا نسبت به جهت نورد می

a=4هاي سطح تسلیم کازاکا ثابت2جدول 

دما
کمیت

oC25oC400دماي -اتاق

-7535/00655/0	ଵଵܮ
1555/0-3831/0	ଵଶܮ
1714/02971/0	ଵଷܮ
6193/00178/0	ଶଶܮ
4482/0-5392/0	ଶଷܮ
9965/0-8012/0	ଷଷܮ
0000/1-5313/0	ସସܮ
݇	0574/0-05594/0

Ti-6AL-4Vاژیآل- 4

oC980حدوددربتافازبهآلفافازازTi-6AL-4Vاژیآلاستحالهي دما
ي اتاق و دماي دمادراژیآلنیالانکفوردبیضراومیتسلي هاتنش]. 12[است

oC400استدهمآ1جدولدرمتریلیم2ضخامتباورقي برا.
oC788ي دمادرقهیدق30مدتبه4911	AMSاستانداردبامطابقورق،

)oF1450 (12[استشدهی حرارتاتیعمل.[
را به ازاي 2006کازاکا میتسلسطحي پارامترهااودنبرگر و همکارانش، 

a=2 وa=8بینی ضرایب دلیل بالا رفتن دقت پیش. به]14[اندمحاسبه نموده
لانکفورد و در عین حال کاهش شدت غیرخطی بودن مسأله، در این مقاله از 

سطحي پارامترها،1جدولي هادادهاساسبراستفاده شده است. a=4ضریب 
3و 2، 1آمده است. جهت a=4به ازاي 2 جدولدر 2006کازاکا میتسل
ترتیب جهت نورد ورق، جهت عمود بر نورد ورق و جهت ضخامت در نظر به

مربعاتمجموعي سازنهیکمي حل مسألهبامدلبیضرااست. گرفته شده 
.دیآیمدستبه) 9(معادلهطبقخطا،

درکششی منحنبیتقرازاستفادهباو وك فیسوئی کارسختبیضرا
.استدهمآ4و 3جدولدرقورنوردجهت

	نتایج- 5
هاي تسلیم و ضرایب لانکفورد هاي سطح تسلیم از تنشبینی مدلابتدا پیش

سطح تسلیم در حالت تنش دومحوره آمده 4و 3شود. در شکل مقایسه می
است. عدم تقارن کشش و فشار در سطح تسلیم کازاکا قابل مشاهده است. 

ردار ضرایب لانکفورد در بردار یکه عمود بر سطح تسلیم مؤثر است. تفاوت ب

و 3هاي که در شکل2یکه عمود بر سطح تسلیم کازاکا و سطح تسلیم هیل 
ଶߪطور مثال در حالت کشش تک محوره در راستاي نورد ورق (به4 = ) و 0

ଵߪکشش تک محوره در راستاي عمود بر جهت نورد ( = گردد، ) مشاهده می0
ست.بینی بهتر سطح تسلیم کازاکا از ضرایب لانکفورد اناشی از پیش
بینی سطوح تسلیم کازاکا و هیل از ضریب پیش6و 5هاي در شکل

نسبت به جهت ߠلانکفورد در آزمون کشش تک محوره در راستایی با زوایه 
با مقادیر تجربی مقایسه شده است. oC400و oC25نورد در دماهاي 

هاي تسلیم محاسبه شده که با مقادیر تنش2بینی سطح تسلیم هیل پیش
از ضریب لانکفورد نسبت به مقادیر تجربی فاصله زیادي دارد. در مقابل است، 
تر است.و کازاکا به مقادیر تجربی نزدیک1بینی سطح تسلیم هیل پیش

تسلیم در آزمون بینی سطوح تسلیم از تنشپیش8و 7هاي در شکل
نسبت به جهت نورد در دماهاي ߠکشش تک محوره در راستایی با زوایه 

oC25 وoC400بینی سطح تسلیم با مقادیر تجربی مقایسه شده است. پیش
هاي تسلیم نسبت شده، از تنشکه با مقادیر ضرایب لانکفورد محاسبه 1هیل 

قادر به 1به مقادیر تجربی فاصله دارد. در دماي اتاق، سطح تسلیم هیل 
و 5/22هاي بینی صحیح ناهمسانگردي در مقدار تنش تسلیم در زاویهپیش

تري از این رفتار بینی نزدیکنیست. در مقابل سطح تسلیم کازاکا پیش5/67
ناهمسانگرد فلز تیتانیوم دارد.

، سطح تسلیم هیل قادر به 8تا 3هاي در مجموع، با توجه به شکل
هاي تسلیم نیست. زمان ناهمسانگردي در ضرایب لانکفورد و تنشتوصیف هم

ثابت در صفحه تعریف شده 4تسلیم فقط با توجه به اینکه در این سطح
شود.است، این نقیصه توجیه می

فیسوئی کارسختمعادلههاي ثابت3جدول 
دما

کمیت
oC25oC400دماي -اتاق

13626/883	݌
0324/00136/0	ݍ
0913/00608/0	ݎ

	ی وكکارسختمعادلههاي ثابت4جدول 
دما

کمیت
oC25oC400-اتاق

11859/798	݌
13747/915	ݍ
77/1265/16	ݎ
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	دماي اتاق
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دومحوره آلیاژ تیتانیوم در مقایسه سطح تسلیم کازاکا و هیل در حالت تنش 4شکل 

	oC400دماي 

	
نسبت به جهت نورد ߠمحوره با زاویه ضریب لانکفورد در آزمون کشش تک5شکل 

ورق در دماي اتاق

	
نسبت به جهت نورد ߠمحوره با زاویه ضریب لانکفورد در آزمون کشش تک6شکل 

oC400دماي ورق در 

ఙబ)	علاوه بر این در سطح تسلیم هیل رابطه
೅

ఙవబ೅
− 1)( ோబ

ோవబ
− 1) ≥ برقرار 0

طبق oC400دماي در Ti-6AL-4Vرخی مواد مانند آلیاژ تیتانیوم است. در ب
بینی این رابطه برقرار نیست. سطح تسلیم هیل در این شرایط پیش1جدول 

دقیقی از ناهمسانگردي فلز ندارد.
تسلیم فشاري بینی سطح تسلیم کازاکا از نسبت تنش، پیش9در شکل

نسبت به جهت نورد در ߠمحوره در راستایی با زوایه به کششی در آزمون تک
آمده است.oC400دماي 

	
نسبت به جهت ߠمحوره با زاویه نسبت تنش تسلیم در آزمون کشش تک7شکل 

	رق در دماي اتاقنورد ورق به تنش تسلیم در جهت نورد و

	
نسبت به جهت ߠمحوره با زاویه نسبت تنش تسلیم در آزمون کشش تک8شکل 

oC400دماي نورد ورق در نورد ورق به تنش تسلیم در جهت

	
نسبت به ߠمحوره با زاویه نسبت تنش تسلیم فشاري به کششی در آزمون تک9شکل 

(سطح تسلیم کازاکا)oC400دماي جهت نورد ورق به تنش تسلیم در جهت نورد ورق در 

بینی این عدم تقارن کشش و فشار نیست. در سطح تسلیم هیل قادر به پیش
دهی ورق تیتانیوم در دماي بینی حد شکلدر پیش଴݂، تاثًیر پارامتر 10شکل 

oC400 داده شده است.و با سطح تسلیم کازاکا نشان
طور که قبلاً اشاره شد، این پارامتر با توجه به روابط تجربی و یا با همان

شود. به عنوان دهی تنظیم میداشتن یک نقطه تجربی از نمودار حد شکل
باشد.می975/0برابر با ଴݂مقدار بهینه 10مثال در شکل 
وسیله هبoC400دهی در دماي ، پیش بینی نمودار حد شکل11در شکل 

گونه که مشاهده سطوح تسلیم کازاکا و هیل با هم مقایسه شده است. همان
شود، سطح تسلیم کازاکا تطابق بهتري با نتایج تجربی دارد. علت این امر می

هاي تر این سطح تسلیم از ضرایب لانکفورد و تنشرا باید در بیان بهتر و دقیق
تسلیم جویا شد. 



پورکورش حسنو اکبر اله دادیانعلیتیتانیومTi64دهی آلیاژ بینی نمودار حد شکلمقایسه تأثیر سطوح تسلیم مختلف در پیش

1شماره ،15، دوره 1394فروردینمهندسی مکانیک مدرس، 396

	

	
و oC400دهی ورق تیتانیوم در دماي بینی حد شکلدر پیش଴݂تاثًیر پارامتر10شکل 

سطح تسلیم کازاکا

روش مارشینیاك با سطح تسلیم دهی بهبینی نمودار حد شکلمقایسه پیش11شکل 
oC400در دماي 2کازاکا و هیل 

تر سطح تسلیم کازاکا از ضرایب لانکفورد و هاي قبل، توصیف صحیحدر شکل
نشان داده شده است.هاي تسلیمتنش

هاي روش مارشینیاك با معادلهدهی بهبینی نمودار حد شکلبررسی پیش
کارگیري این دو معادله تأثیر دهد که بهمیکارسختی سوئیفت و وك نشان

دهی ندارد. در این پژوهش، نتایج بینی نمودار حد شکلچندانی در پیش
دست آمد.ی بهیکسانی با استفاده از این دو معادله کارسخت

	نتیجه گیري- 6
oC400دماي دهی ورق آلیاژ تیتانیوم در ، نمودار حد شکلدر این مقاله

دهی از سطح بینی نمودار حد شکلبینی شد. در پیشروش مارشیناك پیشبه
بینی با استفاده از سطح تسلیم کازاکا تسلیم هیل و کازاکا استفاده شد. پیش

در مقایسه با سطح تسلیم هیل تطابق بهتري با نتایج تجربی دارد. با توجه به 
بیشتري نسبت به هاي درون صفحه اینکه سطح تسلیم کازکا داراي ثابت

بینی سطح تسلیم کازاکا از ناهمسانگردي سطح تسلیم هیل است، پیش
هاي تسلیم و ضرایب لانکفورد در مقایسه با سطح تسلیم هیل بهتر است. تنش

دهی ورق تیتانیوم با استفاده از بینی نمودار حد شکلبنابراین دقت بالاتر پیش
تر این سطح تسلیم از رفتار ماده توان در توصیف بهسطح تسلیم کازاکا را می

خصوص ناهمسانگردي در ضرایب لانکفورد توجیه نمود.و به

	فهرست علائم- 7
تنش مؤثر	തߪ

نمو کرنش پلاستیک انباشته در ناحیه همگن	௔̅ߝ݀
ߝ݀ ̅௕	نمو کرنش پلاستیک انباشته در ناحیه غیر همگن
کرنش پلاستیک	௣̅ߝ
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