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هاي آرام نقش اساسی در تحلیل سیالات هاي میکرو جریانی، انتشار و پخش ذرات تحت جریانسیستمپزشکی در زمینه در سنجش و تحلیل
هاي روي تراشه، ههاي ساخت آزمایشگابا توجه به رشد تکنیک. رودشمار میسازي نمونه بهعنوان عامل اصلی در آمادهبیولوژیکی ایفا کرده و به
معین و با ابعاد میکرون و زیرمیکرونی فراهم گشته که در نتیجه آن سبب بزرگنمایی اثر هاي مستطیلی با نسبت هندسهامکان تولید میکروکانال

گونه اثرات ات اخیر اینجایی که در مطالعالکتروسینتیک بر توزیع و پخش محلول در این تجهیزات خواهد شد. از آنوسیلههاي انتقال بهپدیده
الکتریکی بر پدیدهلایه دوگانههاکل در ناحیه-پوشی قرار گرفته؛ بنابراین در این تحقیق براساس روش تحلیلی، اثر پارامتر دبايمورد چشم

نظر گرفته شده ان فشار درصورت تلفیق نیروي الکترواسموتیک همراه با گرادینوع جریان مسأله به.پخش عرضی مورد بررسی قرار خواهد گرفت
گیرند. نتایج تحقیق بیانگر افزایش عرض و نتایج بررسی در سه سناریوي جریان با گرادیان فشار مساعد، صفر و مخالف مورد مطالعه قرار می

از آنالیز مقیاسی همچنین نتایج حاصل .اي و دوکی شکل کانتورهاي غلظت با افزایش طول دباي استهاي پروانهپخشی در پروفیلناحیه
اسملوکوفسکی و پارامتر -براساس سرعت هلمهولتزکاهش این کمیت در اثر افزایش عدد پکلهدهندهبراساس معیار شدت اختلاط نیز نشان

واهد ي الکتریکی خباشد. توان متوسط محوري معیار اخیر نیز رفتاري کاهشی نسبت به افزایش ضخامت لایه دوگانههاکل می-بعد دبايبی
داشت.
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	 Dissemination	 of	 an	 analyte	 under	 the	 laminar	 flows	 plays	 a	 major	 role	 in	 measuring	 and	
assessment	of	biological	fluids	such	as	sample	preparation	in	the	context	of	microfluidic	systems.	
Due	to	the	development	of	manufacturing	technology	in	the	Lab-on-a-chip	devices,	the	production	
of	rectangular	microchannels	with	finite	aspect	ratios	and	micron	and	submicron	sizes	has	been	
provided	by	which	 the	effect	of	electrokinetic	phenomena	on	concentration	distribution	will	be	
magnified	in	these	systems.	Since	the	recent	researches	in	this	field	have	overlooked	such	effects,	
the	present	work	will	be	conducted	analytically	to	study	the	effect	of	electric	double	layer	on	cross	
stream	diffusion	of	the	analyte	in	the	combined	electroosmotic	and	pressure	driven	flows.	Three	
flow	 scenarios,	 the	 favorable,	 adverse	 and	 zero	 pressure	 gradients	 are	 analyzed.	 The	 results	
demonstrate	 that	 the	 width	 of	 the	 diffusion	 region	 near	 the	 top	 and	 bottom	 walls	 of	 the	
microchannel	 becomes	 broader	with	 the	 increase	 in	 the	Debye	 length.	Also,	 the	 results	 of	 the	
scaling	analysis	reveal	the	decrease	in	mixing	intensity	with	increasing	the	Péclet	number	based	
onHelmholtz-Smoluchowski	 velocity	 and	 dimensionless	 Debye–Hückel	 parameter.	 As	well,	 the	
average	scaling	exponent	of	this	criterion	is	a	descending	function	with	respect	to	the	thickness	of	
the	electric	double	layer.	
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مقدمه - 1
هاي هاي آرام در سیستماختلاط و پخش عرضی ذرات تحت جریانپدیده

سازي نمونه و ایجاد عنوان عامل اصلی در آمادهمیکروجریانی، به
هاي هاي شیمیایی و سنجشبراي تحلیل]1[هاي مولکولی کنشبرهم

مختلفی براي پمپاژ هاي رود. در این تجهیزات از روششمار میبیولوژیکی به
هاي ایجاد گرادیانهاي اولیه از مکانیزمشود که در سیستمجریان استفاده می

استفاده شده، که به دلیل نیاز به هیدرودینامیکی براي تحریک جریان فشار
هاي ها در مقیاس میکرو، از جمله روشگونه پمپهاي ساخت اینتکنیک
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هاي شود. در این میان، پمپپرهزینه براي ایجاد جریان محسوب می
هاي آرام، بدون پالس، دوسویه و بدون الکترواسموتیک به دلیل ایجاد جریان

مکانیزم غالب تولید جریان در سیالات عنوان استفاده از قطعات متحرك به
.]2[گیرند هاي روي تراشه مورد استفاده قرار میقطبی در آزمایشگاه

هاي انتقال هاي اصلی در پدیدهعنوان یکی از مکانیزمبه1الکترواسموزیس
به وسیله الکتروسینتیک محسوب شده که براساس بار القایی در فاز سیال در 

جایی که چنین اثرات . از آن]3[کند الکتریک عمل میاثر تماس با سطح دي
هاي میکرومتري روي شدن هندسه تا مقیاسترسطحی با کوچک

هاي الکتروسینتیک، یابند؛ بنابراین پدیدههاي جریان تشدید میمشخصه
مد براي کنترل جریان در تجهیزات میکروجریانی عنوان ابزاري کارآامروزه به

. این در حالی است که استفاده از این روش براي پمپاژ ]4[شوند استفاده می
هاي فشاري براي لفی مانند تلفیق دیگر مکانیزمجریان تحت عوامل مخت

تحریک سیال، اختلاف هد فشاري میان منابع ابتدایی و انتهایی و تلفات 
باشد.، همراه با گرادیان فشار محوري مساعد یا مخالف می]5[اصطکاکی 

هاي انتقال الکتروسینتیک در مباحث توزیع پتانسیل و در زمینه پدیده
یج . نتا]7,6[است هاي مختلف انجام شده مومنتوم، مطالعات تحلیلی به روش

بیانگر توزیع سرعت وابسته پارامترهاي الکتروسینتیک و گرادیان فشار در 
هاي ترکیبی ناشی از نیروي الکترواسموتیک و پوازي بوده که سبب جریان

ایجاد پروفیل سرعت غیریکنواختی در مقطع عرضی میکروکانال خواهند شد و 
راي نقاط مختلف جز محلول در سیال جاري ب2نتیجه با تغییر در زمان مانددر

انتشار عرضی غیرهمگن و در مقطع عرضی میکروکانال، سبب ایجاد پدیده
هاي در گیري نحوه اختلاط در سیستم. براي اندازهدشونوابسته به مکان می
هاي آزمایشگاهی و تحلیلی فراوانی صورت گرفته است. ابعاد میکرو، بررسی
اي بار به بررسی پروفیل غلظت پروانهبراي نخستین ]8[3کامهولز و همکاران

کار پیشین، کامهولز و در ادامهشکل در مقطع عرضی میکروکانال پرداختند.
هاي تئوري، هاي اپتیکی و تحلیلگیريبا استفاده از اندازه]10,9[4یاگر

میانی و مجاور پخش مولکولی در صفحهمقیاس طولی متفاوتی را براي ناحیه
هاي با استفاده از میکروسکوپ]11[5دست آوردند. چن و همکارانبههادیواره

گیري راندمان اختلاط براساس مقیاس قانون توانی با نسبت معمولی به اندازه
بعد محوري به سرعت میانگین سیال پرداختند. سولیوان و ي بدونفاصله

رداري با استفاده از رزونانس مغناطیسی، روش تصویربوسیلهبه]12[6همکاران
صورت تصویري نشان داده و به بررسی پروفیل سرعت و غلظت محلول را به

اي در پروفیل غلظت پرداختند.اثر پروانه
فرآیند اختلاط در ترین تحقیقات صورت گرفته در زمینهدر تازه

صورت به]11[شکل با مقطع مستطیلی، چن و همکاران Yمیکرومیکسرهاي 
هاي نیمه تحلیلی به بررسی این فرآیند براي جریان داخل میکروکانال

مستطیلی تحت گرادیان فشار خالص پرداختند. سپس سانگ و 
حل کاملاً تحلیلی بهبود داده و میزان بررسی اخیر را با ارائه]13[7همکاران

انتقال جرم در جریان تحت شده براي حل معادلهکار گرفتهخطاي روش به
گرادیان فشار خالص را با سه مدل از تحقیقات دیگر مورد مقایسه قرار دادند. 

در سطح 8اسملوکوفسکی-ها با در نظر گرفتن سرعت هلمهولتزدر ادامه آن
شکل، اثر Yتوانستند با ارائه تحلیل دقیق فرآیند اختلاط در میکرومیکسرهاي 

																																																																																																																																											
1-	Electro-osmosis
2-	Residence	time
3-	A.E.	Kamholz	et	al.
4-	A.E.	Kamholz,	P.Yager
5-	J.M.	Chen	et	al.
6-	S.P.	Sullivan	et	al.
7-	H.	Song	et	al.
8-	Helmholtz–Smoluchowski	velocity

ي الکتریکی را نظر لایه دوگانهجریان الکترواسموتیک با ضخامت قابل صرف
نهی به جریان تحت گرادیان فشار در این سنسورها با روش آنالیز نیز با برهم

توان ؛ بنابراین از این سري تحقیقات می]14[مقیاسی مورد مطالعه قرار دهند 
ي جریان ترکیبی الکترواسموتیک و دریافت که تاکنون مطالعاتی در زمینه

بر سرعت محوري انجام 9ي الکتریکیفشار با شمول اثر لایه دوگانهگرادیان
ي الکتریکی براي طول است. اثرات الکتروسینتیک ناشی از لایه دوگانهنشده

برابر مقطع عرضی میکروکانال بسیار 1/0نمایی ي بزرگدباي تا مرتبه
گیر است. این پدیده در حالت کم بودن غلظت یونی محلول قطبی یاچشم

بیان شده نسبت به جریان تا محدودهکوچک بودن ابعاد عرضی هندسه
به فرض سرعتنسبتاي انحراف قابل ملاحظه،الکتریکیضخامت لایه دوگانه

از طرفی با .دادخواهد به دینامیک جریاناسملوکوفسکی-هلمهولتزلغزشی
مطالعات بسط 10μmها با ابعاد عرضی کمتر از ساخت میکروکانالتکنیک

باشد.فوق در تحلیل توزیع عرضی و محوري غلظت بسیار حائز اهمیت می
شده بحث حاضر سعی در ارائه روشی کاملاً تحلیلی در بنابر مطالب یاد

بررسی فرآیند انتقال جرم سیالات نیوتنی تحت جریان ترکیبی نیروي 
عنوان ابزاري هتوان از نتایج آن بالکترواسموتیک و گرادیان فشار داشته که می

هاي عددي استفاده کرد. در ادامه سازيسنجی نتایج حاصل از شبیهدر صحت
شده سازي مسأله همراه با اعتبارسنجی روش تحلیلی با مطالعات انجاممدل

ازاي صورت گرفته و نتایج حاصل از تحلیل به]14[توسط سانگ و همکاران 
الکتریکی و عدد پکله تحت سه مقادیر مخلتفی از ضخامت لایه دوگانه

سناریوي جریان با گرادیان فشارهاي مختلف ارائه خواهد شد.

	سازي مسألهمدل- 2
شماتیک جریان سیال نیوتنی تحت نیروي الکترواسموتیک و گرادیان فشار در 

شده الف نشان داده- 1شکلشکل با سطح مقطع مستطیلی در Yمیکرومیکسر 
است. میکروکانال شامل دو ورودي و قسمت اصلی براي پخش عرضی غلظت 

وارد بخش اصلی ଴ܥاست. در ورودي سمت راست محلول با غلظت 
شده و تحت اختلاط با حلال وارد شده از ورودي سمت چپ با میکروکانال

رنگ و آند به گیرد. همچنین کاتد به رنگ خاکستري کمغلظت صفر قرار می
رنگ خاکستري تیره با اعمال میدان الکتریکی خارجی به محیط سیال 

عنوان الکترودهاي مولد جریان الکترواسموتیک در دو انتهاي میکروکانال به
ب نیز مشخص است، -1شکلطور که در گیرند. همانتفاده قرار میمورد اس

هاي با بار مثبت در ها، یونزتاي دیوارههايازاي مقدار منفی براي پتانسیلبه
الکترواستاتیکی، بر مقدار جاذبهشده و بناالکتریک، جذبمجاورت سطوح دي

ها این نوع یوندیفیوز) ازاسترن) و متحرك (لایهلایه غیرمتحرك (لایه
ي دوم ها در لایهتشکیل شده که با اعمال میدان الکتریکی و حرکت یون

آورند. در حالت گرادیان نیروي درگ مولد جریان الکترواسموتیک را فراهم می
، جریان سیال همواره از سمت چپ به راست میکروکانال بوده 10فشار مطلوب

امکان برگشت جریان 11مخالفازاي مقادیر گرادیان فشار در صورتی که به
وجود خواهد داشت؛ بنابراین براي جلوگیري از بروز این پدیده، در پیوست 

نسبت گرادیان فشار به نیروي الکترواسموتیک محاسبات لازم براي محدوده
سازي مسأله از در عدم بازگشت جریان انجام شده است. همچنین در مدل

شود:فرضیات زیر استفاده می
Reناپذیر و آرام با یافته، تراکمایا، توسعهجریان پ.1 < 	است.1

																																																																																																																																											
9-	Electric	Double	Layer
10-	Favorable	Pressure	Gradient	
11-	Adverse	Pressure	Gradient
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الفب 
فشارانیگرادوکیاسموتالکترويروینتحتشکلYمیکسر مستطیلیکرویمکیشمات1شکل 

شدهتشکیلدوگانه الکتریکیلایهمقطع عرضی میکروکانال مستطیلی با -بمحور طولی شامل دو جریان حلال و محلول -الف

اي بوده که بتوان از حد غلظت یونی محلول الکترولیت به اندازه.2
	کرد.نظر هاي دوگانه الکتریکی در مرکز صرفپوشانی لایههم

که طوريبوده به25mVهاي میکروکانال کمتر از پتانسیل زتاي دیواره.3
	.معتبر باشد)300K-298(هاکل در دماي کاري سیال -تقریب دباي

ܮطول محوري میکروکانال بسیار بیشتر از ابعاد عرضی بوده (.4 ≫ ) ܹ,ܪ
	شود.نظر مییافتگی سرعت صرفو از طول توسعه

اي که گونهشده بهدو سیال ورودي از نظر شیمیایی خنثی در نظر گرفته.5
	تولید یا اضمحلال جزء محلول در زمان اختلاط صورت نگیرد.

پارامترهاي الکتروسینتیک، پارامترهاي جریانی و خواص ترموفیزیکی،.6
	شود.انتقال جرم ثابت و مستقل از دما در نظر گرفته می

پتانسیل الکتریکیمعادله-2-1
௭ܧبا اعمال میدان الکتریکی خارجی  = عنوان پتانسیل به߶(با پارامتر ߶∇−

هاي ونالکتریکی اعمالی در جهت جریان) نیروي کولمبی وارد شده بر ی
௭ܨ(دیفیوز موجود در لایه = شود. در این ها میبه حرکت آنمنجر )௭ܧ௘ߩ

توان از توزیع چگالی خالص بار الکتریکی بوده که براي یافتن آن می௘ߩرابطه، 
চିبولتزمن با والانس متقارن  − চାنرنستمعادلهشدهعنوان مدل سادهبه-

استفاده کرد:) 1صورت رابطه (به1پلانک

௘ߩ)1( = −2݊଴݁চ sinh ൬
݁চ߰
݇஻ܶ

൰

والانس চي الکترون، بار پایه݁اي یونی، غلظت توده଴݊،بالادر رابطه
پتانسیل ߰دماي مطلق سیال و میانگین سیال و ܶثابت بولتزمن، ஻݇یونی، 

مسأله، از اثر گرادیان میدان سازي الکتریکی لایه دوگانه است. در مدل
) ) در مقایسه با گرادیان پتانسیل لایه دوگانه߶∇الکتریکی اعمال شده 
شود؛ بنابراین توزیع پتانسیل را نظر میها صرفالکتریکی در توزیع یون

ଶ߰∇(دیفرانسیل پواسون توان از تلفیق معادلهمی = ௘ߩ− و توزیع )⁄߳
بیان کرد:) 2صورت رابطه (بولتزمن به

)2(∇ଶ߰ =
2݁চ݊଴
߳

sinh ൬
݁চ߰
݇஻ܶ

൰

شود. الکتریک محلول بوده و ثابت فرض میثابت دي ߳) 2(در معادله
همچنین با استفاده از مدل الکتروسینتیک استاندارد شرایط مرزي و تقارن 

شوند:) در نظر گرفته می3صورت رابطه (به

																																																																																																																																											
1-	Nernst-Planck

߰|௫ୀ±ௐ = ߰଴		,			߰|௬ୀ±ு = ߰଴ 	

߲߰
ݔ߲
ฬ
௫ୀ଴

= 0		,			
߲߰
ݕ߲
ฬ
௬ୀ଴

= 0 	
)3(

است. سپس براي هاي میکروکانالپتانسیل زتاي دیواره଴߰که در این روابط،
کار رفته در هندسه، عمومیت دادن به مسأله و با توجه به پارامترهاي به

بولتزمن به صورت رابطه -ي پواسونبعدسازي معادلهبراي بیکمیات مشخصه
شوند:) بیان می4(

ݔ̅)4( =
ݔ
ܪ

തݕ			, =
ݕ
ܪ

ߙ				, =
ܹ
ܪ

,			 ത߰ =
݁চ߰
݇஻ܶ

ܭ				,	 = ܪߢ

هاکل -بعد دبايپارامتر بیܭ	نسبت عرض به ارتفاع وߙهاي بالا در رابطه
ଶߢبوده که براساس پارامتر مشخصه = 2݊଴݁ଶচଶ ߳݇஻ܶ⁄شود. در این بیان می

ߦتعریف  = همراه ) 2(بعد معادلهمعرف طول دباي است؛ بنابراین فرم بیߢ/1
شود:) بیان می5با شرایط مرزي مربوطه به صورت رابطه (

)5(⎩
⎪
⎨

⎪
⎧߲

ଶ ത߰

ଶݔ߲̅
+
߲ଶ ത߰

തଶݕ߲
= ଶ߈ sinh ത߰																																											

߲ ത߰

ݔ߲̅
ቤ
௫̅ୀ଴

=
߲ ത߰

തݕ߲
ቤ
௬തୀ଴

= 0			,			 ത߰ห௫̅ୀఈ = ത߰ห
௬തୀଵ = ത߰଴

ത߰଴بالا در رابطه = ݁চ߰଴ ݇஻ܶ⁄بعد خواهد بود. با توجه پتانسیل زتاي بی
ത߰଴در حالتی که مقدار ، 3به فرض  ≤ توان با استفاده از تقریب باشد، می1

sinhهاکل از تقریب -دباي ത߰ ≈ ത߰ استفاده کرد؛ بنابراین با استفاده از این
شود. از سازي، امکان یافتن حل تحلیلی براي دستگاه فوق میسر مینوع خطی

طرفی، با توجه به غیرهمگن بودن شرایط مرزي از جداسازي متغیرها 
شود:) استفاده می6صورت رابطه (به
)6(ത߰(̅ݕ,ݔത) = ത߰ଵ(̅ݕ,ݔത) + ത߰ଶ(ݕത)

فوق، عبارت هایپربولیکی و رابطهشدهخطیابراین با استفاده از فرم بن
()5(دستگاه معادلات  ) ത߰ଵهمراه با شرایط مرزي نسبت به متغیر اول 

) بیان خواهند شد.7صورت رابطه (به

)7(⎩
⎪
⎨

⎪
⎧߲

ଶ ത߰ଵ
ଶݔ߲̅

+
߲ଶ ത߰ଵ
തଶݕ߲

= ଶ߈ ത߰ଵ																																																																						

߲ ത߰ଵ
ݔ߲̅

ቤ
௫̅ୀ଴

=
߲ ത߰ଵ
തݕ߲

ቤ
௬തୀ଴

= 0	, ത߰ଵห௫̅ୀఈ = ത߰଴ − ത߰ଶ, ത߰ଵห௬തୀଵ = 0

شود:) بازنویسی می8نیز نسبت به متغیر دوم به صورت رابطه ()5(معادله 

	)0حلال (

)଴ܥمحلول (
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)8(⎩
⎪
⎨

⎪
⎧߲

ଶ ത߰ଶ
തଶݕ߲

= ଶ߈ ത߰ଶ																											

߲ ത߰ଶ
ݔ߲̅

ቤ
௫̅ୀ଴

= 0	, ത߰ଶห௬തୀଵ = ത߰଴

کار گیري مستقیم و بهاستفاده از انتگرالتحلیل دستگاه فوق به سادگی با 
؛ بنابراین پاسخ دستگاه اخیر پذیر استشده امکانبردن شرایط مرزي معرفی

.شود) بیان می9به فرم رابطه (

)9(ത߰ଶ = ത߰଴
cosh(ݕܭത)
cosh(ܭ)

صورت تابع هایپربولیکی بهതݕمد پاسخ نسبت به متغیر )9(بر رابطهبنا
را )7(دیگر جواب دستگاه شود. پایهدر نظر گرفته میത߰ଶهماهنگ با متغیر 

لیوویل با مقادیر شرایط مرزي یکسان به - توان از دستگاه کمکی اشتورممی
را با توجه به )7(توان پاسخ دستگاه فرم کسینوسی استخراج کرد؛ بنابراین می

) معرفی کرد:10دست آمده به صورت رابطه (هاي برداري بهپایه

)10(ത߰ଵ = ෍ܽ௡ cosh(ߚ௡̅ݔ) cos(ߛ௡ݕത)
ஶ

௡ୀ଴

در نظر گرفته شده براي توابع ویژهضرایب سري فوریه௡ܽرابطهکه در این 
است. با ௡ߛو ௡ߚترتیب برابر بههایپربولیکی و کسینوسی با مقادیر ویژه

میان مقادیر رابطه)7(دیفرانسیل دستگاه بالا در معادلهگذاري رابطهجاي
௡ଶߚصورت ویژه به = ଶܭ + شرط مرزي در حاصل خواهد شد. با استفاده از ௡ଶߛ
തݕ = ௡ߛصورت تابع کسینوسی بهنیز مقدار ویژه1 = (2݊ + دست به2/ߨ(1

ݔ̅آید. همچنین با اعمال شرط مرزي در می = ത߰ଶپس از جایگزینی مقدار ߙ
) تبدیل خواهد شد:11اخیر به صورت رابطه (معادله)9(از رابطه

)11(෍ܽ௡ cosh(ߚ௡̅ݔ) cos(ߛ௡ݕത)
ஶ

௡ୀ଴

= ത߰଴ − ത߰଴
cosh(ݕܭത)

coshܭ

∫با ضرب اپراتور  cos(ߛ௝ݕത) തଵݕ݀
଴و با استفاده از اخیردر دو طرف معادله

) به صورت رابطه ௡ܽخاصیت تعامد مدهاي برداري، مقدار ضریب سري فوریه (
شود:) حاصل می12(

)12(ܽ௡ =
2 ത߰଴ܭଶ(−1)௡

௡ଶߚ௡ߛ cosh(ߚ௡ߙ)

) توزیع پتانسیل الکتریکی در مقطع عرضی 12،10،9،6با ترکیب روابط (
ها ) نسبت به پتانسیل زتاي دیواره13رابطه (شدهمیکروکانال به صورت نرمال

آید:دست میبه

)13(
ത߰
ത߰଴

=
cosh(ݕܭത)

coshܭ
+ ଶ෍ܭ2

(−1)௡ cosh(ߚ௡̅ݔ) cos(ߛ௡ݕത)
௡ଶߚ௡ߛ cosh(ߚ௡ߙ)

ஶ

௡ୀ଴

هاکل در - بعد دبايشود، پارامتر بیبالا ملاحظه میگونه که از معادلههمان
توزیع پتانسیل الکتریکی در مقطع عرضی میکروکانال وارد شده و اثر این 

توان در معادلات انتقال بعدي لحاظ کرد.پارامتر را می

معادلات پیوستگی و مومنتوم-2-2
توان معادلهناپذیر بوده که میمایعاتی تراکمصورت سیالات نیوتنی عموماً به

پذیري در حدود پایین سرعت نظر از اثرات جزئی تراکمپیوستگی را با صرف
࢛.∇صورت به = جریان در نظرگرفت؛ بنابراین بردار سرعت براي هندسه0
) است.14صورت رابطه (به
)14(࢛ = [0,0, ,ݔ)ݑ [(ݕ

مومنتوم با استفاده از تحلیل نیروهاي سطحی و حجمی روي المانی معادلات 
شوند:) بیان می15صورت برداري (از سیال در حالت کلی به

ߩ)15(
Dݑ
Dݐ

= ݌∇− + ݑଶ∇ߤ + ௭ܨ

بردار نیروي محوري ناشی ௭ܨفشار هیدرودینامیکی سیال، ݌بالا، در رابطه
ویسکوزیتهߤچگالی و ߩاز میدان الکتریکی خارجی بر واحد حجم سیال، 

دینامیکی سیال است. با توجه به پایا بودن جریان، مشتق مادي صفر بوده و 
صورت رابطه در مختصات کارتزین بهzمعادله مومنتوم در جهت محوري 

شود.) ساده می16(

)16(߲ଶݑ
ଶݔ߲

+
߲ଶݑ
ଶݕ߲

=
1
ߤ
݌߲
ݖ߲

−
௭ܧ௘ߩ
ߤ

پس از حل توزیع پتانسیل الکتریکی ) 1(وان از معادلهترا نیز می௘ߩمقدار 
صورت مومنتوم بهلغزش نیز براي حل معادلهدست آورد. شرایط مرزي عدمبه

شود.) درنظر گرفته می17رابطه (
௫ୀ±ௐ|ݑ)17( = ௬ୀ±ு|ݑ			,			0 = 0

شده براي مسأله، کمیات بدون بعد به در این مرحله براي تعمیم تحلیل انجام
شوند:) معرفی می18صورت (

ுௌݑ)18( = −
߳߰଴ܧ௭
ߤ

തݑ			, =
ݑ
ுௌݑ

		 , ߁ = −
௉஽ݑ3
ுௌݑ

اسملوکوفسکی براي جریان خالص -سرعت هلمهولتزுௌݑبالا در روابط
௉஽ݑ،]15[الکترواسموتیک  = ௭,݌ଶܪ− سرعت میانگین سیال در جریان ⁄ߤ3
متناسب با نسبت سرعت در حالت خالص پوازي به سرعت ߁خالص پوازي و 

مومنتوم همراه با شرایط اسملوکوفسکی است؛ بنابراین معادله- هلمهولتز
بعد خواهد شد.) بدون19صورت رابطه (لغزش و تقارن بهمرزي عدم

)19(⎩
⎪
⎨

⎪
⎧߲

ଶݑത
ଶݔ߲̅

+
߲ଶݑത
തଶݕ߲

= ߁ − ଶܭ
ത߰
ത߰଴
																																								

തݑ߲
ݔ߲̅
ฬ
௫̅ୀ଴

=
തݑ߲
തݕ߲
ฬ
௬തୀ଴

= ത|௫̅ୀఈݑ				,			0 = ത|௬തୀଵݑ = 0	

توان با استفاده از جداسازي متغیرها تحلیل کرد. دیفرانسیل بالا را میمعادله
ത߰گذاري معادل دیفرانسیل بالا، جايروش نخست در تحلیل معادله ത߰଴⁄

دیفرانسیل است. روش دوم تحلیل، استفاده از معادله)13(شده در رابطهداده
ଶܭمعادل با عبارت  ത߰پس از استفاده از تقریب دباي)5(شده در رابطهداده-

دست آمده گذاري پاسخ بههاکل، سپس ادغام معادلات دیفرانسیل و جاي
ത߰براي  ത߰଴⁄ در جواب نهایی خواهد بود. با توجه به سادگی تحلیل در روش

مومنتوم، از این شیوه استفاده معادلهدوم و حذف عبارت منبع متغیر در
تبدیل )20صورت رابطه (بهمومنتوم معادلهشود؛ بنابراین فرم ادغام شدهمی
شود.می

)20(⎩
⎪
⎨

⎪
⎧߲

ଶݑതା
ଶݔ߲̅

+
߲ଶݑതା
തଶݕ߲

= 																																																															߁

തାݑ߲
ݔ߲̅

ฬ
௫̅ୀ଴

=
തାݑ߲
തݕ߲

ฬ
௬തୀ଴

= തା|௫̅ୀఈݑ				,			0 = 	 തା|௬തୀଵݑ = 1	

തାݑبالا رابطهدر  = തݑ + ത߰/ ത߰଴شده براي است. مشابه با تحلیل انجام
قابل تفکیک به دو تابع بوده که (തݕ,ݔ̅)തାݑتوزیع پتانسیل الکتریکی، متغیر 

است؛ بنابراین با തݕو دیگري صرفاً متغیر തݕو ݔ̅ها تابع دو متغیر یکی از آن
غیرهمگن، تبدیل دیفرانسیل بالا با شرایط مرزي، معادلهاستفاده از این رویه

به دو دستگاه مجزا شده که دستگاه دو متغیره داراي شرایط مرزي همگن 
لیوویل و تحلیل انجام شده بر -است. با استفاده از معادلات کمکی اشتورم

هاي برداري صورت ترکیبی از پایهیر بهدستگاه تک متغیره، پاسخ دستگاه اخ
تکرار دست خواهد آمد؛ بنابراین براي عدمهایپربولیکی و کسینوسی به

محاسبات مشابه با توزیع پتانسیل الکتریکی، پاسخ نهایی دستگاه معادله
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شود.) بیان می21دیفرانسیل بالا براي توزیع سرعت به صورت رابطه (

തݑ = 1 −
߁
2

(1 − (തଶݕ −
cosh(ݕܭത)

coshܭ
+ 2෍(−1)௡ାଵ cos(ߛ௡ݕത)

ஶ

௡ୀ଴

)21(× ቊ
ଶܭ cosh(ߚ௡̅ݔ)
௡ଶߚ௡ߛ cosh(ߚ௡ߙ) −

߁ cosh(ߛ௡̅ݔ)
௡ଷߛ cosh(ߛ௡ߙ)

ቋ	

، در بخش پیشین معرفی شده؛ بنابراین ௡ߚو ௡ߛبالا مقادیر ویژهدر رابطه
دست ) توزیع سرعت محوري در میکروکانال به12(با استفاده از معادله

آید.می

انتقال جرممعادله-2-3
انتقال براساس فرم کلی معادلات دیفرانسیل انتقال کمیات اسکالر، معادله

) قابل بیان است.22جرم به صورت رابطه (

)21(߲ܿ
ݐ߲

= (ܿ∇ܦ)	•∇ − (ܿݑ)•∇ + ܴ

ܦسرعت محلی جریان، ݑغلظت جزء محلول در سیال، ܿبالا در رابطه

نرخ تولید یا اضمحلال جز محلول در سیال در اثر ܴضریب نفوذ جرمی و 
و ضریب نفوذ جرمی 5و 1واکنش شیمیایی خواهد بود. با توجه به فرض 

) بیان کرد:23صورت رابطه (بالا را در مختصات مسأله بهتوان معادلهثابت می

(ݕ,ݔ)ݑ)22(
߲ܿ
ݖ߲

= ܦ ቆ
߲ଶܿ
ଶݔ߲

+
߲ଶܿ
ଶݕ߲

+
߲ଶܿ
ଶݖ߲

ቇ

طور که در مطالعات اخیر نیز اثبات شده است عبارت دیفیوژن محوري، همان
. همچنین ]14,13[هاي عرضی قابل صرف نظر است نسبت به دیفیوژن

نظر گرفته شده؛ بنابراین گرادیان جرمی دریرذنفوذناپصورتبهها نیز دیواره
غلظت در سطوح برابر صفر خواهد شد. در ابتداي میکروکانال، غلظت برابر 
باشرایط ورودي در مسأله گرفته شده و در انتهاي میکروکانال نیز از گرادیان 

عنوان معیاري براي اشباع شدن انتقال جرم در این محوري صفر غلظت به
به )23(؛ بنابراین شرایط مرزي براي معادله]13[شود راستا استفاده می

شود.) در نظر گرفته می24صورت رابطه (

)23(

߲ܿ
ݔ߲
ฬ
௫ୀ±ௐ

= 0				,			
߲ܿ
ݕ߲
ฬ
௬ୀ±ு

= 0			
	

߲ܿ
ݖ߲
ฬ
௭ୀ௅

= 0		,			ܿ|௭ୀ଴ = ൝
;				଴ܥ 	−ܹ ≤ ݔ < 0

0						; 	0 ≤ ݔ ≤ ܹ		

غلظت ورودي به میکروکانال اصلی از ورودي سمت ଴ܥفوق،در رابطه
ݖراست در مقطع  = بعد به صورت است. در ادامه با تعریف پارامترهاي بی0

انتقال جرم مورد تحلیل قرار خواهد گرفت.) حالت کلی معادله25رابطه (

ݖ)24( =
ݖ
ܮ
ߜ			,			 =

ܮ
ܪ
				,				ܿ ̅ =

ܿ
଴ܥ
			,				Pe =

ܪுௌݑ
ܦ

عدد Peنسبت طول محوري به نصف ارتفاع میکروکانال و ߜبالا در رابطه
همراه انتقال جرمبعد معادلهاست؛ بنابراین شکل بیுௌݑپکله جریان براساس 

) قابل بیان است.26صورت رابطه (با شرایط مرزي مربوطه به

)25(⎩
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
(തݕ,ݔ̅)തݑ⎧

߲ܿ̅
̅ݖ߲

=
ߜ

Pe
ቆ
߲ଶܿ̅
ଶݔ߲̅

+
߲ଶܿ̅
തଶݕ߲

ቇ																												

߲ܿ̅
ݔ߲̅
ฬ
௫̅ୀ±ఈ

= 0					,						
߲ܿ̅
തݕ߲
ฬ
௬തୀ±ଵ

= 0																							

ܿ|̅ ௭̅ୀ଴
ିఈஸ௫̅ழ଴

= 1			,			ܿ|̅ ௭̅ୀ଴
଴ஸ௫̅ஸఈ

= 0			,			
߲ܿ̅
̅ݖ߲
ฬ
௭̅ୀଵ

= 0

شود برخلاف معادلات دیفرانسیل حاکم بر توزیع طور که مشاهده میهمان
بالا داراي ضریب متغیر بوده؛ معادلهپتانسیل الکتریکی و سرعت محوري، 

بنابراین براي تحلیل دستگاه بالا بایستی با انتقال مسأله به فضاي انتگرالی اثر 
صورت انتگرال دوگانه از متغیرهاي ضریب متغیر موجود در معادله را به

بیان کرد. در ابتدا مطابق با روش جداسازي متغیرها، پاسخ തݕو ݔ̅مستقل 
صورت به(തݕ)௡ܻو (ݔ̅)௠ܺاز توابع ویژهتوسط بسط فوریه̅ܿمتغیر مسأله براي 

شود:) در نظر گرفته می27رابطه (

,തݕ,ݔ̅)ܿ)26( (̅ݖ = ෍෍ܭ௠௡(̅ݖ)ܺ௠(̅ݔ) ௡ܻ(ݕത)
ஶ

௡ୀ଴

ஶ

௠ୀ଴

است. ̅ݖوابسته به متغیر ضرایب سري فوریه(̅ݖ)௠௡ܭبالا در رابطه
توان با استفاده از متناظر با این توابع را میهمچنین توابع ویژه و مقادیر ویژه

لیوویل و شرایط مرزي متناظر با جهات عرضی -معادلات کمکی اشتورم
کارگیري این روش براي هر یک از توابع ویژه در دست آورد؛ بنابراین با بهبه

شود:ی) حاصل م28معادلات (توزیع غلظت، دستگاه

)27(

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧݀

ଶܺ௠
ଶݔ̅݀

+ ௠ଶߥ ܺ௠ = 0

݀ܺ௠
ݔ̅݀

ฬ
௫̅ୀ±ఈ

= 0								

,				

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧݀

ଶ
௡ܻ

തଶݕ݀
+ ௡ଶߪ ௡ܻ = 0

݀ ௡ܻ

തݕ݀
ฬ
௬തୀ±ଵ

= 0						

دست آورده و به صورت توان به صورت تحلیلی بهپاسخ معادلات بالا را می
) بیان کرد.29رابطه (

)28(ቐ
ܺ௠(̅ݔ) = cos൫ߥ௠(̅ݔ + ൯(ߙ ඥܬ௠ൗ 		 ; 		݉ = 0,1,2, …		

௡ܻ(ݕത) = cos൫ߪ௡(ݕത + 1)൯ /ඥܮ௡						; 		݊ = 0,1,2, …				

௠ܬدر این روابط،  = ∫ ܺ௠ଶ ଵݔ̅݀(ݔ̅)
ିଵ ܮو௡ = ∫ ௡ܻ

ଶ(ݕത)݀ݕതଵ
ିଵ بوده و

௠ߥهمچنین = ௡ߪو ߙ2/ߨ݉ = باشند. توابع متناظر میمقادیر ویژه2/ߨ݊
، سپس با اعمال )24(دیفرانسیل در معادله)26(گذاري رابطهاکنون با جاي

∫وگانهدانتگرال ∫ ௜ܺ(̅ݔ) ௝ܻ(ݕത)݀̅ݕ݀ݔതାଵ
ିଵ

ାఈ
ିఈگیري از و همچنین با بهره

را به شکل (തݕ,ݔ̅)തݑتوان اثر ضریب متغیر خاصیت تعامد توابع ویژه، می
دستگاه صورت دیفرانسیل انتقال جرم را بهانتگرال معین تبدیل کرده و معادله

آورد.دست به)30صورت رابطه (به(̅ݖ)௠௡ܭحسب نامتناهی بر

)29(෍෍
(̅ݖ)௠௡ܭ݀

̅ݖ݀
௠௡௜௝ܯ

ஶ

௡ୀ଴

ஶ

௠ୀ଴

= ܴ௜௝ܭ௜௝(̅ݖ)	; 			݅, ݆ = 0,1,2, …

) تعریف 32،31صورت روابط (به௜௝ܴو ௠௡௜௝ܯکه دستگاه ضرایب تبدیل 
شوند.می

௠௡௜௝ܯ)30( = න න (ݔ̅)௠ܺ(തݕ,ݔ̅)തݑ ௜ܺ(̅ݔ) ௡ܻ(ݕത) ௝ܻ(ݕത)݀̅ݕ݀ݔത
ାఈ

ିఈ

ାଵ

ିଵ

)31(ܴ௜௝ = −
ߜ

Pe
൫ߥ௜ଶ + ௝ଶ൯ߪ

گذاري توان با جايرا می)29(اکنون براي سادگی در روند محاسبات، معادله
صورت این معادله را به݆و ݅جاي بهݍهمچنین قرار دادن ݊و ݉جاي به݌

) تبدیل کرد:33سري یگانه به شکل رابطه (

)32(෍
(̅ݖ)௣ܭ݀
̅ݖ݀

௣௤ܯ = ܴ௤ܭ௤(̅ݖ)
ஶ

௣ୀ଴

			 ; ݍ			 = 0,1,2, …

) نیز تعریف کرد.34صورت رابطه (توان بهاخیر را میبیان ماتریسی رابطه

[(̅ݖ)ᇱܭ])33( = [(̅ݖ)ܭ][ܳ]

[ܳ]بالا رابطهدر  = . دسته معادلات دیفرانسیل در خواهد بود[ܴ]ଵି[ܯ]
زمان حل تحلیلی صورت همتوان بهاول بوده؛ بنابراین میبالا از مرتبهرابطه

) ارائه کرد.35صورت رابطه (فرم ماتریسی معادلات دیفرانسیل بالا را به
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[(̅ݖ)ܭ])34( = [(0)ܭ] 	• ݁[ொ]௭̅

تبدیل انتگرالی بر غلظت ورودي وسیلهبه[(0)ܭ]بالا، ماتریس رابطهدر 
آمده براي ضرایب دستدست خواهد آمد. حل تحلیلی بهدر میکروکانال به

داشته؛ بنابراین با تجزیه[ܳ]توان نمایی ماتریس سري فوریه، نیاز به محاسبه
[ܳ]صورت آن به = [ܸ]ିଵ[ܦ][ܸ] عملیات محاسباتی براي یافتن پاسخ نهایی
ماتریس [ܦ]و ماتریس بردارهاي ویژه[ܸ]شود. در این رابطه، میمیسر

خواهند بود؛ بنابراین [ܳ]اتریس قطري مقادیر ویژه معادل با فرم جردن م
بالا، میدان غلظت دست آمده در معادلهتوان با استفاده از حل تحلیلی بهمی

شکل محاسبه کرد.Yبراي دو جریان ورودي را در میکرومیکسرهاي 

اعتبارسنجی روش حل- 3
در این قسمت نتایج حاصل از روش تئوري حاضر با حل تحلیلی انجام شده 

در غیاب اثرات الکتروسینتیک لایه دوگانه]14[کاران توسط سانگ و هم
ه استفاده از الکتریکی اعتبارسنجی خواهد شد. براي انطباق نتایج، نیاز ب

ܪ2ارز با بررسی یادشده بوده؛ بنابراین مقادیر هاي همپارامتر = 2ܹ =

100	μmمعادل با براي اندازه) ߙمقطع عرضی  = ߤ) و1 = 0.001	kg/ms

جهت، دینامیکی و در حالت سناریوي جریان ترکیبی همبراي ویسکوزیته
௭ܲ,گرادیان فشار مساعد برابر با نسبت  = ∆ܲ ⁄ܮ = 2,845	Pa/m در مقدار

ی-سرعت هلمهولتز ுௌݑاسملوکوفسک = 1	mm/sشود. مقادیر اخذ می
߁شده برابر با بیان = طور مشابه در حالت گرادیان فشار بوده و به7.11−

߁مخالف نیز  = در تحلیل اخیر - 33/0متناظر با نسبت گرادیان فشار 2.37
ع میانی و مجاور ، پروفیل غلظت در مقط2شکلشود. با توجه به اعمال می

فوقانی میکروکانال با نتایج حل تحلیلی اخیر انطباق کامل داشته؛ دیواره
توان از بسط نتایج تحلیل تئوري حاضر براي مقادیر قابل توجه از بنابراین می

الکتریکی در بررسی انتقال جرم غیرهمگن در ضخامت لایه دوگانه
میکروکانال استفاده کرد.

نتایجبررسی و تحلیل - 4
پخش عرضی جزء محلول، پروفیل در این قسمت براي نمایش کمی نحوه

̅ݖهاي میکروکانال در طول محوري غلظت براي مقطع مجاور دیواره = و 1
3شکلهاکل در - بعد دبايازاي مقادیر مختلف عدد پکله و پارامتر بیبه

ط، اثر نشان داده شده است. دلیل استفاده از این مقطع براي بررسی اختلا

ها نسبت به نواحی با الکتریکی در مناطق مجاور دیوارهگیر لایه دوگانهچشم
فواصل دورتر است. در قسمت الف سناریوي جریان تحت گرادیان فشار 

شود با افزایش طور که مشاهده میمساعد مورد بررسی قرار گرفته است. همان
و درنتیجه افزایش اثر همرفت 1000و در نهایت 600به 400عدد پکله از 

جریان بر دیفیوژن جرمی، میزان گرادیان غلظت در خروجی میکروکانال 
عنوان نمونه افزایش یافته و مقدار راندمان اختلاط کاهش خواهد یافت. به

ݔ̅مقدار غلظت در مقطع عرضی  = ܭازاي مقدار به1− = براي اعداد پکله10
روند صعودي 951/0و 887/0، 814/0صورت هترتیب ببیان شده در بالا به

توان مشاهده کرد خواهد داشت. همچنین با توجه به تغییرات عدد پکله می
تر بیشتر در مقادیر پایینPeکه نرخ کاهش راندمان اختلاط براي تغییر 

خواهد بود.
هاکل را بر توزیع - بعد دبايتوان اثر تغییرات پارامتر بیهمچنین می

نیز بیان 1- 2طور که در قسمت مشاهده نمود؛ همان3شکل ی درغلظت عرض
الکتریکی بوده که با معرف میزان ضخامت لایه دوگانهܭگردید پارامتر 

طور معکوس مقدار طول دباي کاهش به30و 15به 10افزایش این پارامتر از 
تري از سیال، کوچکیافته؛ بنابراین با تمرکز نیروي الکترواسموتیک در ناحیه

گرادیان سرعت در مجاورت دیواره افزایش خواهد یافت. در نتیجه این عامل 
سبب کاهش زمان ماند جزء محلول در سیال نزدیک سطح گشته که میزان 

دهد. همچنین به صورت کمی اختلاط عرضی را در این نواحی کاهش می
ݔ̅توان مقدار افزایش غلظت در مقطع عرضی می = Peازاي به1− = را 400

ترتیب براي مقادیر به854/0و 833/0، 814/0به صورت روند صعودي 
ܭ = 10, 15, از نمودار استخراج کرد. شایان توجه است که مقادیر متناظر 30

ݔ̅هاي بالا در مقطع با غلظت = ݔ̅به 1 = بنابر تقارن در اختلاط متقابل 1−
مکمل یکدیگر است.1اجزاء حلال و محلول نسبت به 

توزیع غلظت براي حالت سناریوي جریان با 3شکلقسمت ب از در 
߁گرادیان فشار مخالف ( = طور که ملاحظه ) نشان داده شده است. همان2

ازاي نمودارهاي غلظت مشابه با حالت گرادیان فشار مساعد، میزان شود بهمی
امر است که این جریان تا مقادیر نزدیک به دو برابر افزایش یافته عدد پکله

بیانگر اثر گرادیان فشار مخالف در میزان بهبود فرآیند اختلاط در عدد پکله
طور مشابه با حالت پیشین، اثر افزایش ضخامت لایه ثابت خواهد بود. به

الکتریکی با کاهش میزان گرادیان سرعت و درنتیجه افزایش زمان ماند دوگانه
شود.غلظت میجز محلول در نزدیکی دیواره موجب کاهش گرادیان

	
مخالف- مساعد و ب-تحت گرادیان فشار الف]14[الکتریکی میان روش تئوري حاضر و تحلیل سانگ و همکاران پروفیل غلظت در ضخامت ناچیز لایه دوگانهمقایسه2شکل

ܭ = 1000	

	ࡴ/࢞

/ࢉ
࡯ ૙
	

/ࢉ
࡯ ૙
	

തݕحل تحلیلی حاضر ( = 0(
) തݕحل تحلیلی حاضر  = ±1(

) തݕسانگ و همکاران  = 0(
തݕسانگ و همکاران ( = ±1(	

തݕحل تحلیلی حاضر ( = 0(
) തݕحل تحلیلی حاضر  = ±1(

) തݕسانگ و همکاران  = 0(
തݕو همکاران (سانگ = ±1(	

ܭ = 1000	

	ࡴ/࢞
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مخالف-مساعد و ب-هاکل مختلف تحت گرادیان فشار الف-بعد دبايهاي بالایی/ پایینی میکروکانال در اعداد پکله و پارامتر بیپروفیل غلظت در مقطع مجاور دیواره3شکل

̅ݖغلظت در طول محوري کانتور دوبعدي4شکل = و در شرایط 1
دهد. در این مختلف الکتروسینتیک و هیدرودینامیک جریان را نشان می

Peبررسی عدد پکله برابر مقدار ثابت  = در نظر گرفته شده است. 1000
ز مکان هندسی نقاط با نیهاي غلظت داده شده در کانتورخطوط ممتد نشان

ماکزیمم غلظت ورودي در ابتداي میکروکانال است. از 8/0و 2/0غلظت 
صورت متداول در پخشی، بهمرزي غلظت ناحیهعنوان لایهبه2/0-8/0معیار 

استفاده شده؛ بنابراین در این بحث نیز براي کمی ]14،13،11[مطالعات اخیر 
زمان با کانتورهاي متناظر صورت همشدن نمودارهاي توزیع غلظت عرضی به

استفاده شده است.
-بعد دبايازاي تمامی مقادیر پارامتر بیشود بهطور که ملاحظه میهمان

߁هاکل، پروفیل غلظت تحت سناریوي گرادیان فشار مساعد ( = ي دارا)2−
که در مقطع عرضی میکروکانال بوده) 10اي شکل(توزیع به اصطلاح پروانه

باشد؛ توزیع غیریکنواخت سرعت در نواحی مختلف میاین امر به دلیل 
اي که از سمت مناطق مجاور دیواره تا مرکز میکروکانال، سرعت گونهبه

صورت صعودي افزایش یافته و بنابراین با کاهش زمان ماند جزء محوري به
در پخش نیز کاهش خواهد یافت. اینمحلول، به همان صورت عرض ناحیه

߁(حالی است که در سناریوي جریان خالص الکترواسموتیک  = سرعت در )0
نواحی مرکزي میکروکانال یکنواخت گشته و به دلیل برابر بودن زمان ماند 
جزء محلول در این مناطق، پروفیل غلظت به حالت ستونی نزدیک خواهد 

߁(شد. تحت سناریوي گرادیان مخالف  = گرادیان نیروي ناشی از با غلبه)2
فشار به نیروي الکترواسموتیک در نواحی مرکزي، سرعت محوري کاهش 

شود، نیز ملاحظه می4شکلطور که از کانتورهاي یافته و بنابراین همان
شود.تر میپخش گستردهعرض ناحیه

در هر گرادیان فشار، اثر 4شکلدر بررسی ستونی کانتورهاي غلظت در 
هاکل و به تناسب آن کاهش ضخامت لایه - يبعد دباافزایش پارامتر بی

الکتریکی نشان داده شده است. نتایج حاصل از این بررسی، بیانگر اثر دوگانه
یکسان این پارامتر بر پروفیل غلظت در سناریوهاي مختلف جریان است؛ 

، با کاهش طول دباي و افزایش تمرکز نیروي ߁اي که در هر مقدار از گونهبه
ک در نواحی مجاور دیواره، گرادیان سرعت محوري در این الکترواسموتی

شود. با پخش کمتر میمناطق افزایش یافته و بنابراین میزان عرض ناحیه
اي شکل خالص، افزایش این پارامتر، کانتور غلظت به حالات پروفیل پروانه

ترتیب تحت گرادیان فشار مساعد، صفر و مخالف ستونی و دوکی شکل به

و با صرف نظر ܭکه در مقادیر بیشتر از پارامتر طورياهد شد بهنزدیک خو
الکتریکی نتایج تحقیقات سانگ و همکاران کردن از ضخامت لایه دوگانه

شود.بازیابی می]14[

اندیس شدت اختلاط-4-1
عموماً براي تعیین کمی میزان پخش عرضی در هر موقعیت محوري، از نسبت 

غلظت در راستاي محور اصلی پخش جرمی به حالت تکمیل فرآیند انتگرال
) مورد استفاده قرار mixܫشدت اختلاط (عنوان معیاراختلاط استفاده شده و به

صورت توان این کمیت را به. با توجه به تعریف یاد شده می]11[خواهد گرفت 
) تعریف کرد.36رابطه (

୫୧୶ܫ)35( =
ܿ௠ ,௫

ܿ଴/2 =
2
නߙ ,തݕ,ݔ̅)̅ܿ ݔ̅݀(̅ݖ

ଵ

଴

଴ܿو ݔغلظت میانگین جزء محلول در راستاي محور ௠,௫ܿبالا که در رابطه
بیانگر غلظت حالت تکمیل فرآیند اختلاط است. در این مرحله با توجه به 

,ݔ̅̅)ܿکه مقدار غلظت این ,തݕ توان است، میه شده صورت تحلیلی محاسببه̅(ݖ
هاي محوري محاسبه کرد.کمیت بالا را براي تمامی طول

هاي الکتریکی در مجاورت دیوارهگیر لایه دوگانهبا توجه به اثر چشم
തݕمیکروکانال، تحلیل معیار بالا در مقطع  = براي کل طول محوري در ±1

رفتار توانی معیار ]16,14[انجام شده است. در تحقیقات اخیر 5شکل
ضخامت لایه مرزي غلظت نسبت به طول محوري میکروکانال به اثبات رسیده 

اي که براي مناطق مرکزي، توان تغییرات کمیت یاد نسبت به گونهاست. به
محاسبه شده است. 33/0و براي مقاطع نزدیک دیواره برابر 5/0عمدتاً محور
نیز در حالت mixܫشود، معیار الف مشاهده می-5شکلطور که در همان

߁گرادیان فشار مساعد ( = صورت توانی در مقطع مجاور دیواره تغییر به)2−
Peاي که در گونهکند بهمی = ܭو 300 = نمودار ، توان تغییرات در 50

خواهد بود. با افزایش طول دباي 472/0لگاریتمی نشان داده شده تقریباً برابر 
هاکل، میزان اختلاط افزایش یافته، اما - بعد دبايو متعاقباً کاهش پارامتر بی

را خواهد داشت. با افزایش 451/0تر ینیتوان تغییرات این کمیت مقدار پا
-5شکلطور که از اهش یافته و همانجریان نیز میزان اختلاط کعدد پکله

، کاهش ܭمقادیر متناظر ازاي کلیهشود، توان تغییرات بهالف نیز مشاهده می
تغییرات در این مقدار از عدد پکله در بازهکه محدودهطوريخواهد یافت. به

است. در قسمت ب از 461/0تا 417/0حدوداً برابر ܭاستفاده شده براي 

/ࢉ
࡯ ૙
	

	ࡴ/࢞

Pe = 400						600						1000	

ܭ = 10	
ܭ = 15	
ܭ = 30	

ܭ = 10	
ܭ = 15	
ܭ = 30	

	ࡴ/࢞

Pe = 700					1100					2000	

ߜ = ߙ,	100 = ߁,	1 = −2	 ߜ = ߙ,	100 = ߁,	1 = 2	
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߁یل مشابهی براي سناریوي گرادیان فشار مخالف (نیز تحل5شکل = ) و در 2
یکسان انجام شده است. روند تغییرات در این مورد نیز ܭو Peمقادیر اعداد 

شده در بنا بر دلایل یادmixܫمشابه با حالت قبل بوده با این تفاوت که مقدار 
یز در هر افزایش خواهد یافت. همچنین توان تغییرات کمیت مذکور ن4شکل

اي گونهکند، بهاي تغییر میطور فزایندهطول محوري نسبت به حالت قبل به
Peعنوان نمونه در مقدار که به = ܭو 300 = ، توان نمایی از مقدار 15

یابد.افزایش می483/0به 451/0تقریبی 
، mixܫتوان از مشاهدات انجام شده براي روند تغییرات معیار اکنون می

mixܫمعیار ضخامت لایه مرزي غلظت، از تعریف مشابه با  = با توان ఒ(௬ത,௭̅)̅ݖ
,തݕ)ߣ شکل . مقدار این توان در ]11[براي بیان توانی تغییرات استفاده کرد(̅ݖ

logଵ଴تقریبی و در بازه5 ̅ݖ = محاسبه شده است. در این مرحله 0.2−:0.8−

سراسري از طول محوري براي بررسی کلی انتقال جرم در محدوده
صورت شیب کمی میکروکانال، توان تغییرات معیار شدت اختلاط به

,തݕ)ߣ ~̅(ݖ log ̅ݖ / log به ̅ݖمحاسبه شده و مقدار متوسط آن در راستاي mixܫ
(തݕ)௠ߣتگرالی فرم ان = ∫ ,തݕ)ߣ ଵ̅ݖ݀(̅ݖ

଴ /∫ ଵ̅ݖ݀
଴شود. نتایج حاصل از تعیین می

و در دو 6شکلمحاسبات مذکور براي توان متوسط تغییرات شدت اختلاط در 
طور که در قسمت الف نوع گرادیان فشار مختلف نشان داده شده است. همان

߁قابل ملاحظه است به ازاي گرادیان فشار مساعد ( = ن در ) متوسط توا2−
ها از مرکز میکروکانال کمتر بوده و کل مقادیر متوسط توانی در مقاطع دیواره

کاهش 15به 50هاکل از -بعد دبايعرضی مختلف با کاهش پارامتر بی
براي 6شکلخواهند یافت. همچنین تحلیلی مشابه نیز در قسمت ب از 

߁سناریوي جریان با گرادیان فشار مخالف ( = ) انجام شده است که 2

هاکل همراه با خطوط ممتد -بعد دبايپروفیل غلظت در مقطع عرضی واقع در خروجی میکروکانال تحت سه نوع گرادیان فشار محوري و در مقادیر مختلف پارامتر بی4شکل
2/0-8/0مرزي غلظت در معیار بیانگر لایه

(گرادیان فشار مخالف)(جریان خالص الکترواسموتیک)(گرادیان فشار مساعد)	ࢣ

Pe = 1000	, ߜ = 100	, 	ܮ/ݖ = 1	

	ࡷ
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گرادیان فشار مخالف- گرادیان فشار مساعد و ب-میکروکانال در حالت الفنمودار لگاریتمی تغییرات معیار شدت اختلاط نسبت به طول محوري 5شکل

	
مخالف-مساعد و ب-هاکل و در گرادیان فشار الف-بعد دبايتغییرات توان مقیاسی متوسط شدت اختلاط در کل مقطع عرضی میکروکانال و در مقادیر مختلف پارامتر بی6شکل

به مقاطع، نسبت ௠ߣروند یکنواخت در تغییر عدم دهندهنتایج حاصل نشان
اي که در طول عرضی دباي، این کمیت ماکزیمم گشته و گونهمختلف بوده به

ܭبا دور شدن از این مقطع مقدار آن کاهش خواهد یافت. همچنین با کاهش 

یابد.نیز توان متوسط در تمامی مقاطع کاهش می

گیرينتیجه- 5
مگن جزء روش تحلیلی، به بررسی انتقال جرم غیرهتحقیق حاضر به وسیله

شکل با مقطع مستطیلی و جریان حاصل از Yمحلول در میکرومیکسرهاي 
پردازد. در تمایز با نیروي الکترواسموتیک و پوازي سیالات نیوتنی می

کارگیري سري فوریه حاصل از جداسازي متغیرها براي تحقیقات قبلی، با به
کس و در نهایت استو- دیفرانسیل نویربولتزمن و معادله- ي پواسونمعادله

الکتریکی بر انتقال جرم، اثر لایه دوگانهي انتگرالی براي معادلهتبدیل دوگانه
پدیده پخش و اختلاط بررسی شده است. همچنین اعتبارسنجی انجام شده با 

بیانگر صحت لازم و دقت بالاي روش ]14[نتایج تحقیقات سانگ و همکاران 
کار گرفته شده است. در ادامه با در نظر گرفتن سه سناریوي گرادیان فشار به

-بعد دبايمخالف، صفر و مساعد پروفیل عرضی غلظت در پارامترهاي بی
مختلف ارائه شده است.هاکل 
شود نتایج بررسی تحلیلی اختلاط عرضی سیالات نیوتنی مشاهده میاز

اي شکل پخشی در پروفیل غلظت به فرم دوکی و پروانهکه عرض ناحیه
در مقاطع مجاور دیواره مساعدو گرادیان فشار مخالفترتیب در دو حالت به

صورت افزایش خواهد یافت. همچنین کانتورهاي حاصل از تحلیل حاضر به
الکتریکی اي تحلیلی اثرات الکتروسینتیک ناشی از لایه دوگانهکمی و به شیوه

سازي میزان دهند. براي کمینظر را نشان میبا ضخامت غیرقابل صرف
شدت اختلاط، آنالیز مقیاسی پیشرفت پخش عرضی نیز با تعریف اندیس 

انجام هاکل مختلف-بعد دبايو پارامتر بیمرتبط با این پارامتر در اعداد پکله
شده است.

نتایج آنالیز مقیاسی بیانگر کاهش اندیس شدت اختلاط با افزایش عدد 
پکله در هر دو سناریوي جریان با گرادیان فشار مساعد و مخالف است؛ 

هاکل و متعاقباً کاهش طول دباي، -بعد دبايارامتر بیهمچنین با افزایش پ
توان لگاریتمی شدت اختلاط افزایش خواهد یافت. از طرفی با کاهش گرادیان 

تغییرات توانی نیز فشار مساعد، میزان توان لگاریتمی افزایش یافته و محدوده
ل زمان با کاهش گرادیان فشار مساعد افزایش خواهد یافت. نتایج تحلیهم

این کمیت روي متوسط توان محوري شدت اختلاط نیز بیانگر مقدار بیشینه
ترتیب در حالات گرادیان فشار در مناطق مرکزي و طول عرضی دباي به

کاهش توان متوسط با دهندهباشد. همچنین نتایج نشانمساعد و مخالف می
هاکل است.-افزایش پارامتر دباي

ܭ = 15	
ܭ = 20	
ܭ = 30	
ܭ = 50	

߁ = −2	
ߜ = ߙ,	100 = 1	,	Pe = 100	

ࣅ ࢓
	

	ࡴ/࢟

ࣅ ࢓
	

߁ = 2
ߜ = ߙ,	100 = 1	,	Pe = 100	

ܭ = 15	
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	ࡴ/࢟

log10(ࡸ/ࢠ)	

߁ = −2	
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0(
ࡵ ࢓
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	فهرست علائم- 6
معادل در مقدار بحرانی نسبت گرادیان فشارپارامتر 	ܣ
)kg.m-3غلظت محلی و ماکزیمم غلظت ورودي (	଴ܥ,ܿ
m2ضریب نفوذ مولکولی (	ܦ .s-1(
1.6(بار پایه 	݁ × 10ିଵଽC(
)V.m-1میدان الکتریکی (௭ܧ
)Nبردار نیروي الکترواسموتیک (௭ܨ
ت اختلاطشداندیس ୫୧୶ܫ
هاکل-دبايبعد پارامتر بی	ܭ
݇஻	) 1.38ثابت بولتزمن × 10ିଶଷJ.K-1(

)mعرض، ارتفاع، طول (ܹ,ܪ,ܮ
݊଴اي (غلظت یونی تودهm-3(
)Paفشار (	݌

Pe	عدد پکله
)kg.m-3.s-1نرخ تولید جرمی (	ܴ
Reعدد رینولدز جریان
)Kدماي مطلق میانگین سیال (	ܶ
)m.s-1بردار سرعت کل و محوري سیال (	ݑ,࢛

௉஽ݑ )m.s-1اسملوکوفسکی (- سرعت پوازي و هلمهولتز	ுௌݑ,
,ݕ,ݔ جهات عرضی، طولی و محوري	ݖ

	علائم یونانی
نسبت عرض به ارتفاع میکروکانال	ߙ
نسبت طول محوري به نصف ارتفاع میکروکانال	ߜ
الکتریک محلولثابت دي߳
)Vپتانسیل الکتریکی (߶
نیروي فشاري به الکترواسموتیکنسبت 	߁
)m-1هاکل (-پارامتر دباي	ߢ
λتوان تغییرات معیار شدت اختلاط
)mطول دباي (	ߦ
)kg.m-3چگالی سیال (	ߩ
)C.m-3چگالی خالص بار الکتریکی (௘ߩ

߰,߰଴	) میدان پتانسیل و پتانسیل زتاي دیوارهV(
চ±هاي مثبت و منفیوالانس یون

	هابالانویس
ഥ بعدپارامترهاي بی	

پیوست- 7
ازاي جریان برگشتی از سیال نیوتنی داخل میکرومیکسر، که بهبا توجه به این

معین پاسخ معینی براي توزیع غلظت عرضی وجود ندارد بایستی محدوده
براي نسبت نیروي گرادیان فشار به نیروي الکترواسموتیک محاسبه گردد. از 

نهی اجزاء ک همواره مثبت بوده و امکان برهمیجریان الکترواسموتجایی که آن
) ݑسرعت محوري در حالت سیال نیوتنی وجود دارد  = ௉஽ிݑ + ) ாைிݑ

ماکزیمم قدرمطلق برگشت جریان در نقطهتوان نتیجه گرفت که نقطهمی
دهد؛ بنابراین در حالت بحرانی، سرعت ناشی از گرادیان فشار وقوع می

) انجام خواهد 37صورت رابطه (سبات براي سرعت در مرکز میکروکانال بهمحا
شد.

	
پروفیل سرعت در مقطع میانی میکروکانال در حالت بحرانی جریان بازگشتی7شکل

ത(0,0)ݑ)37( = 1 −
߁
2
−

ത߰
ത߰଴

+ ܣ߁2 ≥ 0

ܣاخیر که در رابطه = ∑ (−1)௡ஶ
௡ୀ଴ ௡ଷߛ cosh(ߛ௡ߙ)⁄است؛ بنابراین محدوده

مجاز براي نسبت نیروي گرادیان فشار به نیروي الکترواسموتیک در برقراري 
) خواهد بود.38صورت رابطه (طرفه در میکروکانال بهجریان یک

߁)38( ≤
2

(1− (ܣ4 ൝1 −
1

coshܭ
−෍

ଶ(−1)௡ܭ2

௡ଶߚ௡ߛ cosh(ߚ௡ߙ)

ஶ

௡ୀ଴

ൡ

پروفیل سرعت در مقطع میانی میکروکانال نیز در حالت بحرانی براي مقدار 
crit߁بالا برابر حاصل از رابطه = ߙازاي به3.414 = ܭو 1 = 7شکل در 20

نشان داده شده است.
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