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شود. طراحی این بازوي رباتیک بر مبناي بازوي دو درجه آزادي ارائه میهمراه یک اي به در این مقاله، مدلی مرکب از ربات موازي صفحه
شود. ي موازي، منجر به هم افزایی در این مدل مرکب میي سینماتیکی سري اضافه شده به زنجیرههاي موازي کابلی است که زنجیرهربات

لب بازوان موازي زیرمقید، قابلیت چرخش ضعیفی دارند. براي غلبه هاي سري و موازي را ایجاد کند. اغتواند خصوصیات مکانیزمبازوي مرکب می
دهی مجري نهایی در فضاي کاري، موازي تمرکز شده است. مفهوم قابلیت جهت-بر این ضعف، در این مقاله روي دسته جدیدي از بازوان سري

اي است. در این اي دو کابلی صفحهقابلیت دوران ربات صفحهانجامد. هدف اولیه این طراحی مکانیزم، افزایش به تعیین معیار عملکردي ربات می
شود. همچنین سازي میاویلر مدل-راستا تحلیل سینماتیک مدل جدید ربات مرکب ارائه و دینامیک آن با استفاده از ترکیب روش لاگرانژ و نیوتن

گیرد. کمینه زمان براي تأیید عملکرد مدل مورد استناد قرار میشود و طراحی مسیر باي طراحی ربات افزوده میمطالعه مسیر دینامیکی به مسأله
سازي شده و براي بررسی مزایاي مدل ارائه شده، نتایج حاصل براي هر مدل با یکدیگر مقایسه دو مدل ربات کابلی موازي و ربات مرکب، شبیه

مصرفی محرکه را کاسته و قابلیت جهت دهی ربات را در قیاس با کنند که طراحی پیشنهادي بطور قابل توجهی انرژي گردند. نتایج تأیید میمی
ربات موازي افزوده است.
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	 In	 this	 paper,	 a	 hybrid	 model	 which	 consists	 of	 planar	 parallel	 robot	 with	 a	 2-DOF	 arm	 is	
presented.	This	manipulator	design	is	based	on	cable	parallel	robots	and	a	kinematic	serial	chain	
is	utilized	and	added	 to	 a	 cable	 parallel	 chain.	The	hybrid	manipulator	 can	provide	 features	of	
both	 serial	 and	 parallel	 mechanism.	 Most	 under-actuated	 parallel	 manipulators	 have	 a	 low	
rotational	capability.	To	overcome	 it,	 this	paper	 focuses	 its	attention	on	 a	new	 family	of	serial-
parallel	manipulators.	Understanding	the	orientability	of	the	end-effector	within	this	workspace	
gives	a	measure	of	the	ability	of	the	robot	to	perform	manipulation	tasks.	The	 initial	goal	of	this	
design	 is	 to	 increase	 the	orientability	capability	of	 a	planar	 two-cable	robot.	The	kinematic	and	
dynamic	 analysis	 of	 this	 new	 type	 hybrid	manipulator	 is	 presented.	 The	 dynamic	modeling	 is	
performed	by	using	a	combination	of	Lagrange	and	Newton-Euler	methods.	This	paper	conducts	
the	dynamic	trajectory	planning	study	to	a	novel	design	for	the	cable	robots.	In	fact,	time	optimal	
trajectory	planning	is	a	strategy	that	is	used	to	verify	this	new	design.	Two	models	are	considered	
in	 the	 simulation	part.	A	novel	hybrid	model	 is	compared	 to	 a	planar	parallel	cable	robot.	 It	 is	
verified	 that	 the	 proposed	 design	 allows	 significantly	 reduced	 actuation	 energy	 and	 improved	
orientability	capability	compared	to	the	parallel	robot.	
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مقدمه- 1
صنعتی براي اهدافی از قبیل جابجایی، امروزه استفاده از بازوهاي ربات

هاي متداول صنعتی دهی اجسام بسیار مرسوم است. رباتنگهداري و موقعیت
هاي صنعتی نیاز دارند. براي به فضاي کاري کمتري نسبت به جرثقیل

ها، باید طول بازوان را افزایش داد که این گسترش فضاي کاري در این ربات
شود، همچنین با افزایش ت و کاهش دقت میامر موجب افزایش وزن قطعا

، شدهمطرحتر استفاده شود. براي حل مشکل وزن ربات باید از عملگرهاي قوي

ي ربات کابلی بر پایه1اولین بار، در موسسه ملی استاندارد و تکنولوژي آمریکا
توان به فضاي کاري . از مزایاي این ربات می]1[مطرح شد2استوارتپلتفرم

هاي پایین ابلیت حمل بار با وزن بالا و اشغال فضاي کم و هزینهوسیع، ق
طورکلی معایبی نظیر پایداري و صلبیت ساخت و نصب اشاره کرد. البته به

توان براي آن برشمرد.اي بزرگ را میهاي زوایهضعیف، عدم پوشش بازه

																																																																																																																																											
1-	National	Institute	of	Standards	and	Technology	(NIST)
2-	Stewart	platform	
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يهسینماتیکی که مجري نهایی توسط حداقل دو حلقيهبستيهزنجیر
- شود را ساختار موازي رباتیک میحرکتی به پایه ثابت متصل میبستۀ
ها جایگزین بازوهاي صلب در . در ربات موازي با محرك کابل، کابل]2[نامند

کاملاً مقید يههاي موازي کابلی به دو دستربات.زنجیره سینماتیکی هستند
توانند نیروي ها فقط میکه کابلشوند. ازآنجاییبندي میو زیرمقید تقسیم

کشش محوري اعمال کنند، براي تضمین اینکه هیچ کابلی شل نباشد و 
طور براي کنترل کامل تحت بارگذاري مشخص، حداقل یک عامل همین

ها کنترلی اضافه نیاز است. در حالتی که موتورها حرکت نکنند و طول کابل
بات مشخص باشد، اگر بتوان موقعیت دقیق مجري نهایی را مشخص کرد ر

اي براي شود. در حالتی که آزادي مهار نشدهمقید کامل شناخته میعنوانبه
.]3[مجري نهایی وجود داشته باشد، ربات زیرمقید است

هاي کمتر از تعداد درجات استفاده از ربات موازي کابلی با تعداد کابل
ربات، کنترل تمام درجات آزادي يهبنا به وظیفآزادي زمانی توجیه دارد که

در اولویت نیست و عواملی نظیر کاهش هزینه، زمان برپایی، پیچیدگی و 
ها نیز در نظر گرفته شود. نیروي فشاري وارده به کاهش امکان تداخل کابل

بایستی شرایط تعادل را ارضا کنند. مشکل آنجا است هاکابلسیستم و کشش 
(نیرون میی نوساراحتبهکه مجري نهایی  ممان) خارجی، مکان -کند و رنچ 

تواند ملاکی براي دهد. پیشنهاد معیار پایداري میمجري نهایی را تغییر می
اش تحت تأثیر ارزشیابی توانایی ربات براي بازگشت به حالت تعادل اولیه

.]4[اختلالات خارجی باشد
ه بهبود اي ربات موازي کابلی بدر این مقاله با تمرکز روي مدل صفحه

شود. فتاح و اگراوال در یک تحلیل حرکتی و استاتیکی طراحی آن پرداخته می
. این ساختار که در ]5[هاي آن پرداخته استاي و چالشبه طراحی مدل صفحه

نشان داده شده، داراي سه درجه آزادي است اما تنها داراي دو قید 1شکل
-گیرد. بنابراین مسئلهمقید قرار میهاي زیرمحرکه کابل بوده و در گروه سیستم
ی با عبارتبه. ]6[طور همزمان حل گرددي سینماتیک و استاتیک باید به

آید. در ادامه ها بدست میمشخص بودن موقعیت بار مجري انتهایی، طول کابل
اي دوکابله، ظرفیت حمل بار بیشینه در چارچوب تحقیقات روي مدل صفحه

.]7،8[روابط تحلیلی و همچنین مدل آزمایشگاهی محاسبه شد
هاي کابلی هاي اساسی رباتیکی از چالش	،شدهحاصلبا استناد به نتایج 

نمودن ها براي تحریک مجري نهایی است. اضافهتأمین نیروي کشش در کابل
ی به مکانیزم کابلی با هدف کمک به ایجاد کشش مثبت در نکیلدوبازوي 

اي مناسب باشد. بدین منظور تواند ایدهها و افزایش فضاي کاري ربات میکابل
توسط 2شکلدر شدهدادهاي نشان موازي صفحه- بازوي مرکب سري

.]9[ترویسانی طراحی شد
، محدودیت شدید در ایجاد موردبحثاز طرف دیگر از معایب مدل 

باشد. روي مجري نهایی میشدهنصباي مطلوب براي بار موقعیت زاویه
ر روي ي ممتاز و تأثیرگذاهاتیقابلهاي حرکتی از ي مکانیزمریگجهتتوانایی 

در سنجش کهچنانآن. ]10[کیفیت فضاي کاري و چابکی مکانیزم است
ها همواره بایستی این توانایی را جداگانه بررسی و خطاي حرکتی مکانیزم

ترکیب ربات موازي کابلی و بازوي سري مدلی ]12[. در ]11[تحلیل نمود
، 3شکلارائه شد. در مدل نمایش داده شده در ادشدهجهت رفع مانع ی

با حرکت ربات کهيطوربهگیرد، صورت مجزا صورت میحرکت دو قسمت به
گیرد سپس ربات کابلی ثابت شده و قرار میموردنظرکابلی، بازو در موقعیت 

همزمانریغکند. تحلیل استاتیکی صورت گرفته و حرکت بازو حرکت می
در این مقاله ازآنچههاي سري و موازي، عملکرد سامانه حرکتی را زنجیره

سازد.گیرد، متمایز میمورد توجه قرار می

نهایت مسیر وجود دارد، اي به نقطۀ دیگر بیبراي حرکت ربات از نقطه
باشد. طراحی مسیر ها طراحی مسیر میبنابراین یکی از مسائل اساسی در ربات

تواند با توجه به معیارهایی چون زمان حرکت، قابلیت حمل بار، انرژي می
تواند مصرفی، فضاي کاري و سایر پارامترها صورت گیرد. طراحی مسیر بهینه می

سازي تعریف گردد که براي حل مسئلۀ در چارچوب یک مسئلۀ بهینه
براي ]18- 14[. در]13[غیرمستقیم وجود داردسازي دو روش مستقیم وبهینه
هاي موازي کابلی طراحی مسیر با توجه ظرفیت بار دینامیکی بیشینه ربات

طراحی مسیر بهینه با هدف کمینه کردن زمان ]19[صورت گرفته است. در
طراحی مسیر ]20[براي یک ربات موازي بر پایه کابل صورت گرفته است. در

لی فضایی با شش کابل با توجه به معیارهاي زمان حرکت و بهینه براي ربات کاب
ي مکانیزم ترکیبی از ریکارگبهانرژي مصرفی صورت گرفته است. در این مقاله با 

اي و موازي، مسیر بهینه براي حرکت بین دو نقطه طراحی ربات کابلی صفحه
ي در این مقاله، نسبت به مدل متداول موازشدهارائهشود. مزیت مدل می

گیرد.ي حرکتی مورد ارزیابی و سنجش قرار میهاتیقابلاي از دیدگاه صفحه
موارد بسیار محدودي از ترکیب بازوان رباتیک سري با ساختارهاي موازي اگرچه

مطرح شده و هامدلخورد اما تنها بحث طراحی و سینماتیک کابلی به چشم می
	است.ي دینامیکی تحقیقاتی صورت نگرفته هالیتحلدر 

موازي و -در این مقاله، ابتدا طراحی مفهومی مدل مرکب سري
سینماتیک يهزنجیريههاي طراحی بیان شده و متغیرهاي پایاستدلال

آید و شده بدست میشود. سپس روابط سینماتیک براي مدل ارائهتدوین می
ت اویلر صور- ي دینامیکی با استفاده از هر دو روش لاگرانژ و نیوتونسازمدل
سازي زمان به عنوان شاهدي بر عملکرد گیرد. در قسمت بعد مسألۀ بهینهمی

ها، تابع هدف گردد. معادلات حالت، محدودیت، تعریف میشدهطرحبهتر ایده 
اي سازي، مقایسهگردد. در بخش شبیهاستخراج شده و الگوریتم حل بیان می

پذیرد. با ی صورت میموازي کابل-بین دو مدل ربات کابلی موازي و ربات سري
هاي کنترلی و سازي زمان با روش مستقیم، خروجیحل مسئله بهینه

نتایج بدست يهآیند. استنتاجات بر پایمتغیرهاي دینامیکی حرکت بدست می
آمده گویاي موفق بودن طراحی ساختار مرکب است.

ايطراحی مدل مرکب صفحه- 2
(مدل یک ربات کابلی صفحه1شکل دهد. در این ربات ) را نشان می1اي 

آید. بار ها به حرکت در میمجري نهایی به دو کابل متصل است و توسط آن
ست. این متمرکز در مرکز جرم و مرکز هندسی مجري نهایی نشان داده شده ا

ربات موازي زوایاي دوران بسیار محدودي را براي مجري نهایی و بار ایجاد 
بار وابسته يهکند. از جایی که سامانه حرکتی دو درجه آزادي است، زاویمی

يهباشد و امکان کنترل همزمان موقعیت و زاویبه موقعیت آن در صفحه می
قابلیت دوران ربات نشان داده بار وجود ندارد. براي رفع این مانع و افزایش 

طراحی شده است.4شکل، مکانیزم 1شکلشده در 

ايربات کابلی صفحه1شکل



مهدي بامداد و فرزین طاهريموازي کابلی-دهی مجري نهایی در یک ربات سريقابلیت جهتافزایش 

9شماره 99، دوره 9999فروردینمهندسی مکانیک مدرس، 338

	

	]9[اي مرکبربات کابلی صفحه2شکل

	]12[اي مرکبربات کابلی صفحه3شکل

ايمکانیزم مرکب بازو و ربات کابلی صفحه4شکل

در این مکانیزم یک بازوي سري به مجري نهایی مدل موازي متصل شده 
شود. آشکار است اي اضافی محسوب میحرکت براي دومیلهيهاست که پای

هاي متصل به پولیيهها بوسیلکه پایه به دو کابل متصل بوده و طول کابل
رچه بار در انتهاي بازو قرار دارد اما با کنترل طول شود. اگموتور کنترل می

توان موقعیت پایه را کنترل کرد.ها میکابل
کنند. سیستم صورت همزمان حرکت میدر این مدل پایه و بازو هر دو به

باشد. سه موتوري میيهدینامیکی داراي پنج متغیر حالت و چهار محرک
و ݔیت مرکز و زاویۀ آن است که با متغیر مربوط به پایه است که شامل موقع

نیز مربوط به بازوي سري است. ଶݍو ଵݍشوند. دو متغیر نشان داده می௭ߠو ݕ
پایه یک متغیر وابسته است که بر حسب سایر درجات يهبا یادآوري آنکه زاوی

آید.ها بدست میآزادي و مشتقات آن
باشدصورت ذیل میپارامترهاي قابل تعریف به

جرم پایه-݉
ممان اینرسی پایه-௭௭ܫ
݉௜- ݅ام بازو (݅جرم لینک = 1,2(
݅ام بازو حول مرکز جرم آن (݅ممان اینرسی لینک -௜ܫ = 1,2(
݅ام بازو (݅طول لینک -௜ܮ = 1,2(
݅ام تا مفصل ابتدایی آن (݅فاصلۀ مرکز جرم لینک -௖௜ܮ = 1,2(	
݉௣-جرم جسم انتهایی

௜ܶ- ݅ام (݅مقدار کشش کابل = 1,2(
߬௜- ݅ام بازوي سري (݅مقدار گشتاور موتور = 1,2(	
݈௜- ݅ام (݅بردار طول کابل = 1,2(
݅ام (݅کشش کابل يهبردار یک-௜ߣ = 1,2(
ܽ௜ -݅ام در دستگاه متصل به پایه (݅اتصال بازو و کابل يهبردار بین نقط = 1,2(	
هاکابليههاي کشندبین پولیيهنصف فاصل-ܾ

	موازي- سازي سینماتیکی مکانیزم سريمدل- 3
سینماتیک تعریف و با يهشده، مسئلدر این قسمت براي مدل مرکب ارائه

شود. مشخص بودن زاویه و موقعیت بار انتهایی، پیکربندي سیستم تعیین می
سینماتیک و يهازآنجاییکه ربات کابلی استفاده شده زیرمقید است، مسئل

استاتیک براي این مدل باید بطور همزمان حل شود. در این قسمت، با 
ها را بدست آورد. براي این مشخص بودن موقعیت بار انتهایی باید طول کابل

گردد) تعیین می1(يهها از رابطربات بردار طول کابل

݈ଵ̅ = ଵܣ − ଵܤ = ൥
ݔ − ܽ cosߠ௭
ݕ − ܽ sin ௭ߠ

0
൩	

)1(݈ଶ̅ = ଶܣ − ଶܤ = ൥
2ܾ − ݔ) + ܽ cosߠ௭)

ݕ + ܽ sin ௭ߠ
0

൩	

مجري نهایی يهزاوی௭ߠموقعیت محل اتصال بازو بوده و ݕو ݔکه در آن 
ها از کشش کابليهربات موازي است. همچنین براي این مدل بردار یک

	گردد) تعیین می2(يهرابط

ଵߣ̅)2( = −
݈ଵ̅
ฮ݈ଵ̅ฮ

	 , ଶߣ̅ = −
݈ଶ̅
ฮ݈ଶ̅ฮ

	

شود که گشتاور وارده از بازو سینماتیک وارون، فرض میيهبراي حل مسئل
صفر است. به عبارت دیگر مرکز جرم مجموع اعضاي بازو در زیر محل اتصال 

) برقرار باشد3(يهگیرد. بدین منظور باید رابطقرار می

)3(
݉ଶܮ௖ଶ sin൫ݍଵ ′ + ଶ൯ݍ + ݉௣ܮଶ݃ sin൫ݍଵ ′ + 	ଶ൯ݍ
+݉ଵܮ௖ଵ݃ sin൫ݍଵ ′൯ + ൫݉ଶ + ݉௣൯ܮଵ݃ sin൫ݍଵ ′൯ = 0	

ଵݍکه  لینک اول يهزاویଵݍيهاست (زاویܻزاویۀ لینک اول نسبت به محور ′
نسبت به پایه است). همچنین براي قسمت موازي ربات مرکب با نوشتن 

آید:می) بدست 4(يهها با استفاده از رابطمعادلات تعادل نیرو، کشش کابل

ଵܶ =
൫݉ + ݉ଵ + ݉ଶ + ݉௣൯݃ฮ݈ଵ̅ฮ(ݔ + ܽ cosߠ௭ − 2ܾ)

ݕܽ)2 cos ௭ߠ − ݔܽ sin ௭ߠ − ݕܾ + ܾܽ sin (௭ߠ 	

)4(ଶܶ = −
൫݉ + ݉ଵ + ݉ଶ + ݉௣൯݃ฮ݈ଶ̅ฮ(ݔ − ܽ cosߠ௭)
ݕܽ)2 cos ௭ߠ − ݔܽ sin ௭ߠ − ݕܾ + ܾܽ sin (௭ߠ 	

پایه يهاتصال بازو زاویيهسپس با نوشتن معادلات تعادل گشتاور حول نقط
گردد) محاسبه می5(يهاز رابط

)5(cosߠ௭ ݕݔ2) − (ݕ2ܾ + sin ௭ߠ ݔ4ܾ) − 	(ଶݔ2
−2ܾܽ sin ௭ߠ cos ௭ߠ = 0	
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گردد) محاسبه می6(يهبار انتهایی از رابطيههمچنین زاوی
௘ߠ)6( = ଵݍ ′ + 	ଶݍ

زوایاي ) 6(و)3(با مشخص بودن زاویۀ بار انتهایی، و با حل همزمان روابط
شود. پس از بدست آمدن این زوایا و با معلوم بودن محاسبه میଶݍو ′ଵݍ

) موقعیت مرکز پایه (موقعیت 7(يهانتهایی، با استفاده از رابطموقعیت بار 
آیدمحل اتصال پایه و بازو) بدست می

)7(
௘ݔ = ݔ − ଵܮ sin൫ݍଵ ′൯ − ଶܮ sin൫ݍଵ ′ + 	ଶ൯ݍ
௘ݕ = ݕ + ଵܮ cos൫ݍଵ ′൯ + ଶܮ cos൫ݍଵ ′ + 	ଶ൯ݍ

باشد. با بدست آمدن موقعیت پایه، با حل موقعیت بار انتهایی می௘ݕو ௘ݔکه 
پایه، يهزاویيهآن را محاسبه نمود. پس از محاسبيهتوان زاویمی) 5(يهرابط

شودلینک اول نسبت به پایه محاسبه میيه) زاوی8(يهبا استفاده از رابط
ଵݍ)8( = ଵݍ ′ − 	௭ߠ

	موازي- سازي دینامیکی مکانیزم سريمدل- 4
هاي در این بخش، براي ربات مرکب ارائه شده، معادلات دینامیک با تلفیق روش

شود. براي استخراج معادلات دینامیک، دو اویلر استخراج می- لاگرانژ و نیوتون
بخش سري و موازي ربات مرکب از یکدیگر جدا شده است. ابتدا با استفاده از 

اي که تحت ابلی صفحهاویلر معادلات دینامیک براي ربات ک-روش نیوتون
آید، سپس با استفاده از روش لاگرانژ بارگذاري خارجی قرار دارد بدست می

معادلات دینامیک براي یک بازوي دو لینکی با مفصل ابتدایی محرك استخراج 
شود. سرانجام با تلفیق معادلات دینامیکی دو مدل، معادلات دینامیک ربات می

. براي ربات موازي کابلی تحت بارگذاري گرددمرکب به فرم بسته حاصل می
-(الف) نشان داده شده است، با استفاده از روش نیوتون5شکل خارجی که در 

	.شودحاصل می) 9صورت (اویلر فرم بستۀ معادلات دینامیک به
̈ܺ′ܦ)9( + ′ܥ + ܩ ′ + ߬௟ = 	୘ܶ′ܬ

	که در آن

′ܦ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
݉ 0 0 0 0
0 ݉ 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 ⎦௭௭ܫ

⎥
⎥
⎥
⎤
	

ܺ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
ݔ
ݕ
ଵݍ
ଶݍ
⎦௭ߠ
⎥
⎥
⎥
⎤
	 , ܶ = ൤ ଵܶ

ଶܶ
൨	 , ߬௟ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
௫ܨ
௬ܨ
0
0
߬ଵ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

	 , ′ܥ = 0ହ×ଵ	

)10(
்′ܬ = ൦

ଵߣ ଶߣ
0 0
0 0

‖ܴܽଵ × ‖ଵߣ ‖ܴܽଶ × ‖ଶߣ

൪	 , ܩ ′ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

0
−݉݃

0
0
0 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤
	

العمل بین بخش هاي نیروي عکسبه ترتیب مؤلفه௬ܨو ௫ܨ) 10که در روابط (
ماتریس دوران ܴاست. همچنین Yو Xمحورهاي موازي و سري در جهت

دستگاه Zدستگاه متصل به مجري نهایی ربات موازي نسبت به محور 
مختصات مطلق است. همچنین براي بازو با مفصل ابتدایی متحرك نشان داده 

) حاصل 11صورت ((ب)، بردار سرعت مرکز جرم اجزا به5شکل شده در 
شود.می

ܸீ ଵ = ቎
ݔ̇ − ଵݍ௖ଵ൫̇ܮ + ௭൯ߠ̇ cos(ݍଵ + (௭ߠ
ݕ̇ − ଵݍ௖ଵ൫̇ܮ + ௭൯ߠ̇ sin(ݍଵ + (௭ߠ

0
቏	

ܸீ ଶ = ቎
ݔ̇ − ଵݍଵ൫̇ܮ + ௭൯ߠ̇ cos(ݍଵ + (௭ߠ
ݕ̇ − ଵݍଵ൫̇ܮ + ௭൯ߠ̇ sin(ݍଵ + (௭ߠ 	

ଵݍ௖ଶ൫̇ܮ− + ଶݍ̇ + ௭൯ߠ̇ cos(ݍଵ + ଶݍ + (௭ߠ
ଵݍ௖ଶ൫̇ܮ− + ଶݍ̇ + ௭൯ߠ̇ sin(ݍଵ + ଶݍ + (௭ߠ

0
቏	

)11(

ܸீ ଷ = ቎
ݔ̇ − ଵݍଵ൫̇ܮ + ௭൯ߠ̇ cos(ݍଵ + (௭ߠ
ݕ̇ − ଵݍଵ൫̇ܮ + ௭൯ߠ̇ sin(ݍଵ + (௭ߠ 	

ଵݍଶ൫̇ܮ− + ଶݍ̇ + ௭൯ߠ̇ cos(ݍଵ + ଶݍ + (௭ߠ
ଵݍଶ൫̇ܮ− + ଶݍ̇ + ௭൯ߠ̇ sin(ݍଵ + ଶݍ + (௭ߠ

0
቏	

(الف)

(ب)
	هاي موازي و سريمدل مرکب به بخشيهتجزی5شکل 

ܶ =
1
2
݉ଵܸீ ଵ

୘ ܸீ ଵ +
1
2
݉ଶܸீ ଶ

୘ ܸீ ଶ +
1
2
݉௣ܸீ ଷ

୘ ܸீ ଷ	

+
1
2
ଵݍଵ൫̇ܫ + ௭൯ߠ̇

ଶ +
1
2
ଵݍଶ൫̇ܫ + ଶݍ̇ + ௭൯ߠ̇

ଶ	

)12(
ܸ = ݉ଵ݃ܮ௖ଵ cos(ݍଵ + 	(௭ߠ
+݉ଶ݃(ܮଵ cos(ݍଵ + (௭ߠ + ௖ଶܮ cos(ݍଵ + ଶݍ + 	((௭ߠ
+݉௣݃(ܮଵ cos(ݍଵ + (௭ߠ + ଶܮ cos(ݍଵ + ଶݍ + 	((௭ߠ

)13صورت (معادلات لاگرانژ بهبا نوشتن 

)13(
݀
ݐ݀
൬
ܮ߲
ݍ߲̇
൰ −

ܮ߲
ݍ߲

= ܮ,	ܳ = ܶ − ܸ	

که در آن

)14(ܳ = ௫ܨ] ௬ܨ ߬ଵ ߬ଶ ߬ଵ]୘	
ݍ = ݔ] ݕ ଵݍ ଶݍ 	௭]୘ߠ

شود.) حاصل می15(يهمعادلات دینامیک براي بازو به فرم بست
ݍ̈ܯ + ܥ + ܩ = ܷ	

که

ܩ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
ଵܩ
ଶܩ
ଷܩ
ସܩ
⎦ହܩ
⎥
⎥
⎥
⎤

	 ܯ, =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
݉ଵଵ ݉ଵଶ ݉ଵଷ ݉ଵସ ݉ଵହ
݉ଶଵ ݉ଶଶ ݉ଶଷ ݉ଶସ ݉ଶହ
݉ଷଵ ݉ଷଶ ݉ଷଷ ݉ଷସ ݉ଷହ
݉ସଵ ݉ସଶ ݉ସଷ ݉ସସ ݉ସହ
݉ହଵ ݉ହଶ ݉ହଷ ݉ହସ ݉ହହ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤
	

)15(
ܥ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
ଵܿ
ܿଶ
ܿଷ
ܿସ
ܿହ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
	 , ܷ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
௫ܨ
௬ܨ
߬ଵ
߬ଶ
߬ଵ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

	

پیوست آورده شده ) 23(ا) ت1(در روابط ܩو ܯو ܥهاي هاي ماتریسکه آرایه
، ௬ܨو 	௫ܨاست. با تلفیق معادلات بدست آمده براي دو مدل و با حذف نیروهاي 

شود) حاصل می16صورت (معادلات کلی دینامیک براي مدل مرکب به
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)16(

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
݉ + ݉ଵଵ ݉ଵଶ ݉ଵଷ ݉ଵସ ݉ଵହ
݉ଶଵ ݉ + ݉ଶଶ ݉ଶଷ ݉ଶସ ݉ଶହ
݉ଷଵ ݉ଷଶ ݉ଷଷ ݉ଷସ ݉ଷହ
݉ସଵ ݉ସଶ ݉ସଷ ݉ସସ ݉ସହ
݉ହଵ ݉ହଶ ݉ହଷ ݉ହସ ݉ହହ + ⎦௭௭ܫ

⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
ݔ
ݕ
ଵݍ
ଶݍ
⎦௭ߠ
⎥
⎥
⎥
⎤
	

+

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
ଵܿ
ܿଶ
ܿଷ
ܿସ
ܿହ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

+

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

ଵܩ
ଶܩ − ݉݃

ଷܩ
ସܩ
ହܩ ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

= ୘ܶ′ܬ +

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

0
0
߬ଵ
߬ଶ
0 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
	

	سازيبهینهيهتدوین مسأل- 5
استخراج معادلات حالت-5-1

فرم معادلات با استخراج معادلات دینامیکی سیستم، این معادلات باید به
ݍحالت درآید. با تعریف بردار  = ݔ] ݕ ଵݍ ଶݍ براي مدل مرکب، ௭]୘ߠ

	شود) تعریف می17صورت (بردار حالت به

)17(ܺ = ൤ ଵܺ
ܺଶ
൨ = ቂ

ݍ
	ቃݍ̇

شود) بازنویسی می18صورت (دینامیکی در فضاي حالت بهيهرابط

)18(

ܺ̇ = ܽ(ܺ,ܷ, ܶ)	

ܺ̇ = ቈܺ̇ଵ
ܺ̇ଶ
቉ = ൤

ܺଶ
ܰ(ܺ) + ܼ(ܺ)ܷ൨	

	که

)19(
ܰ(ܺ) = ௘௤ܯ−

ିଵ൫ୣܥ୯ + 	୯൯ୣܩ
ܼ(ܺ) = ୯ୣܯ

ିଵܬ୘	
باشد) می20(صورت و شرایط مرزي آن به

(଴ݐ)ܺ)20( = ܺ଴	,ܺ൫ݐ௙൯ = ௙ܺ 	

باشد.ترتیب زمان شروع و پایان حرکت میبه௙ݐو ଴ݐکه 

سازيهاي مسئلۀ بهینهمحدودیت-5-2
گردد) تعریف می21(يهشرایط مرزي با رابط

)21(߰௟ ≤ ,(௙ݐ)ܺ,(଴ݐ)ܺ)߰ ,଴ݐ (௙ݐ ≤ ߰௨	

௟߰که  ,߰௨	 بالا و پایین نامساوي فوق را ارائه بردارهاي ثابت هستند که حد
ها تنها هاي موازي کابلی، کابلدهند. با توجه به اینکه در این دسته از رباتمی
توانند نیروي کششی را تحمل کنند، بنابراین در طول حرکت ربات باید می

ها مثبت باشد. علاوه بر این، حداکثر نیروي کششی قابل کشش در کابل
مجاز يهل مقدار مشخصی است. بدین منظور محدودکابيهتحمل بوسیل
گردد) مشخص می22صورت (ها بهکشش کابل

)22(0 < ௜ܶ < ୫ܶୟ୶	

همچنین موتورهاي بازو در تولید گشتاور داراي محدودیت هستند که 
تواند در یک نامساوي تعریف شود.می

)23(߬୫୧୬ < ߬௜ < ߬୫ୟ୶	

تعیین تابع هدف-5-3
کنترل بهینه تعیین مقادیر ورودي کنترل (گشتاور اعمالی توسط يهوظیف

منظور کمینه کردن یک تابع هدف است. یکی از موضوعات اصلی موتورها) به
باشد. در حالت کلی، تابع هدف در مسائل انتخاب تابع هدف مناسب می

	شود) در نظر گرفته می24صورت (کنترل بهینه به

ܬ)24( = ℎ൫ܺ൫ݐ௙൯, ௙൯ݐ + න ,(ݐ)ܷ,(ݐ)ܺ)݃ (ݐ
௧೑

௧೚
dݐ	

بردار وضعیت ܺهستند. ݐو زمان ݑها ، کنترلܺها توابعی از حالتℎو ݃که 
݊ × ݉هاي کنترل بردار وروديܷو 1 × ∋(باشندمی1 ܴ ،ܺ	 ∈ ܴ௡

،ܷ	 ∈ ܴ௠( در اینجا .ℎدهد و ها را در وضعیت نهایی نشان می، حالتg یک
يه. در اینجا تابع هدف براي مسأل]21[استتابع وابسته به کل بازه زمانی

شود) تعریف می25صورت (سازي زمان بهکمینه
ଵܬ)25( = ௙ݐ 	

سازي، هدف بهینهيهزمان نهایی حرکت است. در این مسأل௙ݐکه در آن 
دف حرکت بین دو نقطه در کمترین زمان است، به همین منظور از تابع ه

متغیر است.௙ݐشود که در آن استفاده می)25(يهرابط

الگوریتم حل-5-4
شده تعیینيهدر محدودܷۀ کنترل بهینیافتن سازي،بهینهيهمسئلهدف

يهدینامیکی رابطکه باعث شود سیستم با معادلهاستايبه گونهاست. این امر
را کمینه کند.ܬرا با شرایط مرزي داده شده دنبال نماید و ܺمسیر ، )16(

دینامیکی سیستم، مشخص کردن شرایط يهبا بدست آوردن معادل
گردد. براي سازي تعریف میها) و تابع هدف، مسألۀ بهینهمرزي (محدودیت

.]13[سازي، دو روش مستقیم و غیر مستقیم وجود داردبهینهيهحل مسأل
گردد. سازي حل میبهینهيهه، با استفاده از روش مستقیم مسألدر این مقال

هاي متعددي که وجود دارد، از الگوریتم طیف مجازي گاوس در میان روش
سازي شده و پیوسته، گسستهيه. مسئلۀ کنترل بهین]21[شوداستفاده می

شود. یرخطی بازنویسی میغریزي برنامهيهصورت مسئلروابط فضاي حالت به
یاب، نقاط هاي درونايهاي چندجملهبا توجه به الزام بسط توابع برحسب ترم

شوند و ضرایب بسط عنوان نقاط گره در این روش انتخاب میمربع گوس به
باشند.مقادیر توابع در نقاط گره می

سازي مسیر بهینۀ کمینه زمان حرکتطراحی و شبیه- 6
) و مدل مرکب ارائه شده (مدل 1اي (مدلدر این بخش دو ربات کابلی صفحه

يهشود. همچنین مسئلسازي سینماتیکی و دینامیکی می)، شبیه2
شود. در این مسئله هدف حرکت زمان حل میيهسازي مسیر با کمینبهینه

مقادیر متغیرهاي اصلی دو مشخص در کمترین زمان است.يهبین دو نقط
ه است. با توجه به نمایش داده شد1مدل موازي و مرکب در جدول 

تر نتایج، مجموع جرم اجزا در دو صحیحيهملاحظات دو مدل براي مقایس
مدل برابر در نظر گرفته شده است.

در طراحی مسیر دینامیکی، براي هر دو مدل، موقعیت ابتدایی و انتهایی 
یکسانی براي بار حمل شده توسط مجري نهایی در نظر گرفته شده و با توجه 

يههاي تعریف شده مسألمعادلات دینامیکی، تابع هدف و محدودیتبه 
شود. در ابتدا براي نمایش فضاي کاري محدود و قابلیت سازي حل میبهینه
شبیه سازي استاتیک و سینماتیک 1دهی پایین مجري نهایی مدل جهت

اي با توجه به عدم امکان کنترل پذیرد. براي ربات کابلی صفحهصورت می
انتهایی، با مشخص بودن موقعیت بار يهمیليهان موقعیت و زاویهمزم

6شکلمحاسبه نمود. )5(ي را از رابطهمجري نهاییيهتوان زاویانتهایی می
هاي مختلف و با پارامترهاي را به ازاي موقعیت1ر مدل زوایاي مجري نهایی د

دهد.نشان می1جدول 
مشخصی داشته باشد، يهبخواهیم مجري نهایی زاوی1چنانچه در مدل 

هایی که در آن توان موقعیتبا توجه به روابط استاتیک و سینماتیک می
يهازاي زاویبه 1. براي مدل ]5[مجري نهایی آن زاویه را داراست بدست آورد

௭ߠ = π
ସ

نشان داده شده 7شکل، فضاي مجاز کاري تعیین شده است که در 
است. منحنی نشان داده شده با فلش، فضاي کاري مجاز ربات براي داشتن 

	موردنظر است. يهزاوی
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هاي شبیه سازي شدهپارامترهاي مدل1جدول 
	واحد 	مقدار 	پارامتر

kg	 ݉ = 2	
݉ଵ = ݉ଶ = 2	 	جرم اعضا

kg	 ݉௣ = 5	 1جرم بار انتهایی در مدل 
kg	 ݉௣ = 1	 2جرم بار انتهایی در مدل 

kg. mଶ	 ଵܫ = ଶܫ = 0.04	
௭௭ܫ = 0.125	 	ممان اینرسی اعضا

m	 ଵܮ = ଶܮ = ܽ = 0.1	 	طول اعضا
m	 2ܾ = 2	 	ي محور موتورهافاصله
N. m	 ߬ଵ

± = ߬ଶ
± = ±2	 	ي گشتاور موتورهامحدوده

N	 ଵܶ୫ୟ୶ = ଶܶ୫ୟ୶ = 80	 هاکابلحداکثر کشش مجاز 

	هاي مختلفزاویۀ پایه در مختصات6شکل

	
௭ߠاي به ازاي فضاي کاري ربات کابلی صفحه7شکل = π 4⁄)ܾ = 5m, ܽ = 1m(

انتهایی باید روي آن حرکت کند يهاین منحنی مسیري است که مرکز میل
آن بر روي مقدار مشخص شده ثابت باقی بماند. این مسیر براي هر يهتا زاوی

	وجود دارد.فردمنحصربهزاویه متفاوت بوده و براي هر زاویه تنها یک مسیر 
در مدل مرکب طبق تحلیل سینماتیک وارون، با مشخص بودن موقعیت و زاویۀ 

حالت محاسبه نمود.توان مقادیر اولیه و انتهایی را براي متغیرهاي بار انتهایی می
هاي کابلی، تعیین فضاي کاري ربات با توجه به دو محدودیت براي ربات

ها اولین محدودیت عدم امکان اعمال فشار توسط کابلگیرد.صورت می
محدودیت تواند منفی باشد.ها نمیباشد یا به عبارت دیگر کشش در کابلمی

ت که در اینجا از این ها اسدوم به علت محدودیت در حداکثر طول کابل
محدودیت صرفنظر شده است. همچنین مقدار گشتاور تولیدي موتورهاي بازو 

ها محدود است. با توجه به موارد ذکر شده، قید و حداکثر کشش مجاز کابل
گرددصورت زیر تعریف میها بههاي کنترل و حالتورودي

)1(⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

0
0
߬ଵି
߬ଶି
0
0 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

≤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ ଵܶ

ଶܶ
߬ଵ
߬ଶ
‖݈ଵ‖
‖݈ଶ‖⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

≤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ ଵܶ୫ୟ୶

ଶܶ୫ୟ୶
߬ଵା

߬ଶା
∞
∞ ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

	

ي حرکت، بردار موقعیت ابتدایی و انتهایی شرایط مرزي طراحی مسیر بهینه
،1بار براي مدل 

଴ݍ = ቂ
଴ݔ
଴ቃݕ = ቂ0.6

3 ቃ 	 , ௙ݍ = ቂ
௙ݔ
௙ቃݕ = ቂ1.4

3 ቃ	

- به2همچنین شرایط مرزي بردار موقعیت ابتدایی و انتهایی بار براي مدل 
	صورت زیر است

଴ݍ = ൥
௘଴ݔ
௘଴ݕ
௘଴ߠ

൩ = ቎
0.6
3
π
4

቏ 	 ௙ݍ, = ൥
௘௙ݔ
௘௙ݕ
௘௙ߠ

൩ = ቎
1.4
3
−
π
4

቏	

ي پایان صفر در ي شروع و نقطهدر هر دو مدل، سرعت بار انتهایی در نقطه
يي دینامیکی سیستم مرکب داراي فرم کلی رابطهشود. معادلهنظر گرفته می

(صورت معادلات حالت در رابطهاست. معادلات دینامیک به)16( ) 18ي 
ي و تابع هدف طبق رابطه)20(ي مرزي مطابق رابطهشود، شرایطمینوشته

ي زمان تعریف شده با سازي کمینهي بهینهشود و مسألهتعریف می)25(
	شود.حل می4-5الگوریتم بخش 

سازي صورت گرفته است. تغییرات موقعیت مرکز براي هر دو مدل شبیه
ار موازي و جرم میله پایه که در وسط آن قرار گرفته و محل اتصال ساخت

ي شود. همچنین تغییر زاویهنمایش داده می9و 8هاي سري است در شکل
مقایسه شده است.10نیز در شکل ௭ߠدوران 

ها، نیروي در ادامه براي نمایش برقرار بودن شرط کشش مثبت در کابل
براي هر دو مدل 12و 11هاي هاي اول و دوم مکانیزم موازي در شکلکابل

هاي بیشتري برخوردار است. اند. مدل مرکب از تعداد محرکهترسیم شده
( شکل )که موجب حرکت 14و 13هاي گشتاور موتورهاي قسمت سري 

گردد، نیز در انتهاي می16و 15هاي دورانی مفاصل دولینکی مطابق شکل
سازي حاصل شده است.شبیه

	

پایه در دو مدلي وسط موقعیت افقی نقطه8شکل

ي وسط پایه در دو مدلموقعیت عمودي نقطه9شکل
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ي پایه در دو مدلزاویه10شکل

کشش کابل اول در دو مدل11شکل

کشش کابل دوم در دو مدل12شکل

گشتاور موتور لینک اول در مدل مرکب13شکل

گشتاور موتور لینک دوم در مدل مرکب14شکل

ثانیه و براي 364/1) 1ي حرکت براي ربات موازي کابلی (مدل زمان بهینه
رسد،باشد. آنچه در نگاه اول به نظر میثانیه می152/1) 2مدل مرکب (مدل 

این است که صرف توان مصرفی بیشتر منجر به افزایش سرعت و در نتیجه 
تر این واقعیت و صحت شود. براي بررسی دقیقتر میزمان طی مسیر کوتاه

سازي، توان مکانیکی در دو مدل با ادعاي مقاله، با توجه به نتایج شبیه
شود.استفاده از روابط پایه محاسبه می

ي لینک اول در مدل مرکبزاویه15شکل

ي لینک دوم در مدل مرکبزاویه16شکل

توان مکانیکی در دو مدل17شکل
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)27(	
ଵܧ = ଵܶฮ݈ଵ̇ฮ + ଶܶฮ݈ଶ̇ฮ	
ଶܧ = ଵܶฮ݈ଵ̇ฮ + ଶܶฮ݈ଶ̇ฮ + |߬ଵ̇ݍଵ| + |߬ଶ̇ݍଶ|	

و 1توان مکانیکی مصرفی دو محرکه کابلی در مدل ଵܧ، )27(ي که در رابطه
2توان مکانیکی مصرفی دو محرکه کابلی و موتورهاي بازوها در مدل ଶܧ

است. بدین ترتیب نمودار توان مکانیکی مصرفی بر حسب زمان حاصل 
موازي سطوح -دهد که مدل مرکب سرينشان می17شکلنمودار .گرددمی

تر را به خود اختصاص داده است.توان مصرفی پایین

	گیرينتیجه- 7
در این مقاله، یک مکانیزم مرکب از ربات سري و موازي ارائه شد و براي این 

ي حرکت احی مسیر بهینهسازي دینامیکی و سینماتیکی و طرمکانیزم مدل
انجام شده است. در استخراج معادلات سینماتیک، روابط هندسی و استاتیک 

اویلر و -سازي دینامیکی، با تلفیق روش نیوتونطور همزمان حل و در مدلبه
ي معادلات دینامیک استخراج گردید. در طراحی مسیر لاگرانژ فرم بسته

ل زمان با توجه به محدودیت بهینه، هدف حرکت بین دو نقطه در حداق
سازي، و ي بهینهها و گشتاورهاي موتورها بود. با تعریف مسألهکشش کابل

	حل مسأله با استفاده از روش مستقیم، نتایج حاصل گردید.
اي و مدل مرکب ملاحظه شد با توجه به نتایج و قیاس ربات کابلی صفحه

ي بار کان کنترل زاویهکه مدل مرکب ارائه شده علاوه بر فراهم آوردن ام
ي حرکت و توان مکانیکی مصرفی کمتر است. با انتهایی، داراي زمان بهینه

شده در موارد هاي مدل مرکب ارائهتوان به مزیتتوجه به این نتایج می
	مختلف پی برد.
هاي کابلی دقیق بررسی گردد، نقش توانایی هاي رباتاگر چالش

ترروشني فضاي کاري و افزایش چابکی ربات ي ربات در توسعهریگجهت
ي با تمرکز روي قابلیت چرخش هدف ریگجهتشود. در این مقاله توانایی می

% و همزمان کاهش توان 15کاهش زمان مسیر بهینه به میزان .قرار گرفت
موازي نشانگر موفقیت -% براي مدل مرکب سري21مصرفی به میزان 

است.طراحی در قیاس با مدل موازي 

	پیوست- 8
݉ଵଵ = ݉ଵ + ݉ଶ + ݉௣	 )1(
݉ଵଶ = ݉ଶଵ = 0	 )2(	
݉ଵଷ = ݉ଷଵ = −൫݉௣ܮଶ + ݉ଶܮ௖ଶ൯ cos(ݍଵ + ଶݍ + 	(௭ߠ
−݉ଶܮଵ cos(ݍଵ + 	(௭ߠ )3(	
݉ଵସ = ݉ସଵ = −൫݉௣ܮଶ + ݉ଶܮ௖ଶ൯ cos(ݍଵ + ଶݍ + 	(௭ߠ )4(	
݉ଵହ = ݉ହଵ = 0	 )5(	
݉ଶଶ = ݉ଵ + ݉ଶ + ݉௣	 )6(	
݉ଶଷ = ݉ଷଶ = −൫݉௣ܮଶ + ݉ଶܮ௖ଶ൯ sin(ݍଵ + ଶݍ + 	(௭ߠ
−݉ଶܮଵ sin(ݍଵ + 	(௭ߠ )7(	
݉ଶସ = ݉ସଶ = −൫݉௣ܮଶ + ݉ଶܮ௖ଶ൯ sin(ݍଵ + ଶݍ + 	(௭ߠ )8(	
݉ଶହ = ݉ହଶ = 0	 )9(	
݉ଷଷ = ݉ଶ൫ܮ௖ଶଶ + ଵଶ൯ܮ + ݉௣ܮଶଶ + 2݉ଶܮଵܮ௖ଶ cosݍଶ	
	ଶܫ+	ଵܫ+ )10(	
݉ଷସ = ݉ସଷ = ݉௣ܮଶଶ + ݉ଶܮ௖ଶଶ + ݉ଶܮଵܮ௖ଶ cosݍଶ + 	ଶܫ )11(	
݉ଷହ = ݉ହଷ = ଵܫ + 	ଶܫ )12(	
݉ସସ = ݉௣ܮଶଶ + ݉ଶܮ௖ଶଶ + 	ଶܫ )13(	
݉ସହ = ݉ହସ = 	ଶܫ )14(	
݉ହହ = ଵܫ + 	ଶܫ )15(	
ଵܿ = ൣ൫݉௣ܮଶ + ݉ଶܮ௖ଶ൯ sin(ݍଵ + ଶݍ + (௭ߠ

+ ݉ଶܮଵ sin(ݍଵ + 	ଵଶݍ௭)൧̇ߠ
+ൣ൫݉ଶܮ௖ଶߠ௭ + ݉௣ܮଶߠ௭൯ sin(ݍଵ + ଶݍ + 	(௭ߠ )16(	

−൫݉ଵܮ௖ଵ + ݉௣ܮଵ൯ cos(ݍଵ + 	(௭ߠ
+൫݉ଵܮ௖ଵݍଵ + ݉௣ܮଵݍଵ + ݉ଵܮ௖ଵߠ௭ + ݉ଶܮଵߠ௭

+ ݉௣ܮଵߠ௭൯ sin(ݍଵ + 	ଵݍ௭)൧̇ߠ
+ൣ൫݉௣ܮଶ + ݉ଶܮ௖ଶ൯ sin(ݍଵ + ଶݍ + 	ଶଶݍ௭)൧̇ߠ
+ൣ൫݉ଶܮ௖ଶߠ௭ + ݉௣ܮଶߠ௭൯ sin(ݍଵ + ଶݍ + 	ଶݍ௭)൧̇ߠ
ଵݍ2̇+ ଶܮଶ൫݉௣ݍ̇ + ݉ଶܮ௖ଶ൯ sin(ݍଵ + ଶݍ + 	(௭ߠ
ܿଶ = −ൣ൫݉௣ܮଶ + ݉ଶܮ௖ଶ൯ cos(ݍଵ + ଶݍ + (௭ߠ

+ ݉ଶܮଵ cos(ݍଵ + 	ଵଶݍ௭)൧̇ߠ
−ൣ൫݉ଶܮ௖ଶߠ௭ + ݉௣ܮଶߠ௭൯ cos(ݍଵ + ଶݍ + (௭ߠ

+ ൫݉ଵܮ௖ଵ + ݉௣ܮଵ൯ sin(ݍଵ + 	(௭ߠ
+൫݉ଵܮ௖ଵݍଵ + ݉௣ܮଵݍଵ + ݉ଵܮ௖ଵߠ௭ + ݉ଶܮଵߠ௭

+ ݉௣ܮଵߠ௭൯ cos(ݍଵ + 	ଵݍ௭)൧̇ߠ
−ൣ൫݉௣ܮଶ + ݉ଶܮ௖ଶ൯ cos(ݍଵ + ଶݍ + 	ଶଶݍ௭)൧̇ߠ
−ൣ൫݉ଶܮ௖ଶߠ௭ + ݉௣ܮଶߠ௭൯ cos(ݍଵ + ଶݍ + 	ଶݍ௭)൧̇ߠ
ଵݍ2̇− ଶܮଶ൫݉௣ݍ̇ + ݉ଶܮ௖ଶ൯ cos(ݍଵ + ଶݍ + 	(௭ߠ )17(	
ܿଷ = ൣ−൫݉ଶܮ௖ଶߠ௭ + ݉௣ܮଶߠ௭൯ sin(ݍଵ + ଶݍ + (௭ߠ

+ ൫݉ଵܮ௖ଵ + ݉௣ܮଵ൯ cos(ݍଵ + 	(௭ߠ
−൫݉ଵܮ௖ଵݍଵ + ݉௣ܮଵݍଵ + ݉ଵܮ௖ଵߠ௭ + ݉ଶܮଵߠ௭

+ ݉௣ܮଵߠ௭൯ sin(ݍଵ + 	ݔ௭)൧̇ߠ
+ൣ൫݉ଶܮ௖ଶߠ௭ + ݉௣ܮଶߠ௭൯ cos(ݍଵ + ଶݍ + (௭ߠ

+ ൫݉ଵܮ௖ଵ + ݉௣ܮଵ൯ sin(ݍଵ + 	(௭ߠ
+൫݉ଵܮ௖ଵݍଵ + ݉௣ܮଵݍଵ + ݉ଵܮ௖ଵߠ௭ + ݉ଶܮଵߠ௭

+ ݉௣ܮଵߠ௭൯ cos(ݍଵ + 	ݕ௭)൧̇ߠ
−ൣ൫݉௣ܮଵܮଶ൯ cos ଶݍ + ൫݉௣ܮଵܮଶݍଵ + 2݉ଶܮଵܮ௖ଶߠ௭

+ ݉௣ܮଵܮଶߠ௭൯ sin 	ଶݍଶ൧̇ݍ
−(݉ଶܮଵܮ௖ଶ sin ଶଶݍ̇(ଶݍ − 2(݉ଶܮଵܮ௖ଶ sin 	ଶݍଵ̇ݍ̇(ଶݍ )18(	
ܿସ = sin ଶݍ (݉ଶܮଵܮ௖ଶ)̇ݍଵଶ	
−ൣ൫݉௣ܮଶ + ݉ଶܮ௖ଶ൯ߠ௭ sin(ݍଵ + ଶݍ + 	ݔ௭)൧̇ߠ
+ൣ൫݉௣ܮଶ + ݉ଶܮ௖ଶ൯ߠ௭ cos(ݍଵ + ଶݍ + 	ݕ௭)൧̇ߠ
+ൣ൫݉௣ܮଵܮଶ൯ cos ଶݍ + ൫݉௣ܮଵܮଶݍଵ + 2݉ଶܮଵܮ௖ଶߠ௭

+ ݉௣ܮଵܮଶߠ௭൯ sin 	ଵݍଶ൧̇ݍ )19(	
ଵܩ = ଶܩ = 0	 )20(	
ଷܩ = −൫݉௣ܮଵଶ + ݉௣ܮଶ cosݍଶ + ݉ଵܮ௖ଵଶ൯ߠ௭	
−൫݉ଵܮ௖ଵଶ + ݉௣ܮଵଶ൯ݍଵ 	
−൫݉ଶܮଵ + ݉ଵܮ௖ଵ + ݉௣ܮଵ൯݃ sin(ݍଵ + 	(௭ߠ
−൫݉௣ܮଶ + ݉ଶܮ௖ଶ൯݃ sin(ݍଵ + ଶݍ + 	(௭ߠ )21(	
ସܩ = ൫݉ଶܮଵܮ௖ଶ + ݉௣ܮଵܮଶ൯ߠ௭ଶ sin 	ଶݍ
−൫݉௣ܮଶ + ݉ଶܮ௖ଶ൯݃ sin(ݍଵ + ଶݍ + 	(௭ߠ
+݉௣ܮଵܮଶߠ௭ݍଵ sin 	ଶݍ )22(	
ହܩ = −ൣ݉௣൫ܮଵଶ + ଶଶܮ + ଶܮଵܮ2 cosݍଶ൯ + ݉ଵܮ௖ଵଶ

+ ݉ଶ൫ܮଵଶ + ௖ଶଶܮ + ௖ଶܮଵܮ2 cosݍଶ൯൧ߠ௭	
−൫݉௣ܮଵଶ + ݉௣ܮଵܮଶ cosݍଶ + ݉ଵܮ௖ଵଶ൯ݍଵ	
−൫݉ଶܮଵ + ݉ଵܮ௖ଵ + ݉௣ܮଵ൯݃ sin(ݍଵ + 	(௭ߠ
−൫݉௣ܮଶ + ݉ଶܮ௖ଶ൯݃ sin(ݍଵ + ଶݍ + 	(௭ߠ )23(	
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