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شود. در تحقيقات گذشته به اين نتيجه عروقي استفاده مي-هاي قلبيبيماري تشخيص عنوان شاخصي كلينيكي براي اغلب بهسرعت موج نبض   
توان توجيه كرد كه در فيزيك جريان ضرباني براي گونه ميي سفتي شرياني است اين امر را ايناند كه سرعت موج نبض بالا نشان دهندهرسيده

- نهايت ميكه در يك لوله كاملا صلب سرعت موج بيطوريكند بهتر حركت ميتر سريعسرعت موج در يك لوله سختناپذير يك سيال تراكم
توان استفاده كرد كه ديواره هيچ محدوديتي نداشته باشد كه در شود. در اين مقاله به اين موضوع پرداخته شده است كه زماني از اين نتيجه مي

) استفاده شده وسيله بافت اطراف احاطه شده باشد ميزاني كه ديواره رگ بهشرط مرزي خارجي (تترينگ:  عنوان حل از اين محدوديت به
عنوان شرط مرزي  است. دراين مقاله با استفاده از معادلات حاكم بر ديواره رگ و سيال خون و با استفاده از حل تحليلي و استفاده از تترينگ به

دست آورده شده  هت. در تحقيقات گذشته فقط براي درجه تترينگ صفر و يك سرعت موج نبض بخارجي سرعت موج نبض بررسي شده اس
هاي مختلف و براي سه حالت ديواره مختلف ويسكوالاستيك، الاستيك و سخت است، اما در اين تحقيق سرعت موج نبض براي درجه تترينگ
كاملا مشخص است كه اين نتايج به  هاي مختلفها و سختيرجه تترينگبراي د بررسي شده است. در اين تحقيق روند تغيير سرعت موج نبض

  كند.سزايي ميبيني سفتي شرياني كمك بهعنوان شاخصي كلينيكي براي پيش استفاده صحيح از سرعت موج نبض به

 سرعت موج نبض  كليد واژگان:
 تترينگ شرياني

 حل تحليلي
 سفتي شرياني
  ديواره شرياني
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 Pulse wave velocity is often used as an indicator clinically for diagnosis of cardiovascular diseases. This 
assumption is well grounded in the physics of pulsatile flow of an incompressible fluid where it is fully 
established that a pulse wave travels faster in a tube of stiffer wall, the wave speed becoming infinite in 
the mathematical limit of a rigid wall. In this paper we point out that pulse wave velocity in a stiffer tube is 
strictly valid only when the wall is free from outside constraints, which is used as the outer boundary 
condition (tethering: the degree to which the vessel wall is surrounded by tissue). In this paper, using 
the equations of blood fluid and vessel walls and using analytical solutions and the use of tethering as 
outer boundary conditions pulse wave velocity is investigated. In previous research pulse wave velocity 
has been obtained just for the tethering zero and one, but in this study pulse wave velocity is 
investigated for different degrees of tethering, and for three different material walls: viscoelastic, elastic 
and stiff. In this research pulse wave velocity for different degrees of tethering and different material 
wall are determined. These results can be of considerable help in the use of pulse wave velocity as an 
clinical index to predict arterial stiffness. 
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  مقدمه 1- 
ي شريان، تحت نيروي جريان ضرباني تنش و كرنش قابل توجهي در ديواره

بيشتر توجه در گذشته روي  .]1[ كندلي و شعاعي را تحمل ميجهت طو
، ]2[ شودديواره وارد مي 1طور مستقيم روي لايه اندوتليالنيرويي است كه به

با اين فرض كه جابجايي طولي  ي شريان است.يا روي حركت شعاعي ديواره
نظر شده صرفتر از جابجايي شعاعي باشد، از حركت طولي خيلي كوچك

                                                                                                                                  1 Endothelial 

خل بودن ضخامت ديواره، از جابجايي و تنش داچنين با فرض ناچيزاست و هم
  .]3[ نظر شده استضخامت ديوار صرف

است كه جابجايي و تنش داخل ضخامت ديوار مطالعات اخير نشان داده 
وسيله جريان ضرباني روي لايه اندوتليال ديواره توجه است و اين نيرو بهقابل

رسد تنها شرط مرزي مسائل ديناميك شود. اين لايه به نظر مياعمال مي
ديگر، بايد مسايل بيانيي شريان تحت نيروي جريان ضرباني باشد. بهديواره

 دات با كمك مكانيك سيالات، داخل ضخامت ديواره حل گردندمكانيك جام
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]4[.  
شد، اما ي نازك حل ميديواره كلي در گذشته، مسائل با فرضطوربه

. ]5[ شوداخيرا در مطالعات براي ديواره ضخامت محدودي در نظر گرفته مي
دست آوردن تنش و كرنش داخل ضخامت ديوار با حل تجربي بسيار مشكل به

دست آمده است  هاز ديناميك ديواره ب دقيقيهاي بسيار  است، اما اخيرا عكس
دهد، كه اي را داخل ضخامت ديوار نشان ميكه جابجايي و تنش قابل ملاحظه

  . ]6[ ي نازك مغايرت داردمشاهدات با فرض ديوارهاين 
- هاي قلبيها يك فاكتور خطر براي بيماريتغيير در سختي شريان

طريق مختلفي با فشار خون، ديابت، عروقي به- هاي قلبيعروقي است. بيماري
تواند ، كه دليل اين امر مي]7[ي قلبي ارتباط دارند و سكته 1آتروزكلرزيس

سيال در جريان - هاي ديوارهتغيير ديناميك ديواره و تغيير در فعل و انفعال
  ضرباني باشد.

شود و ديواره شريان با افزايش سن و بيماري از حالت الاستيك خارج مي
آيد، مانند كشي كه خيلي باز شده باشد شل شده و افزايش طول كش مي

دهد كه در گويند. مشاهدات نشان مي 2دهد، كه به آن تترينگ شريانيمي
اراي تترينگ ها عموما دعروقي شريان-هاي مختلف از سيستم قلبيقسمت

  .]8[ هستند و اغلب تترينگ با سفتي شرياني همراه است
ها سرعت موج گيري سفتي شريانهاي مكانيكي اندازهيكي از شاخص

  شود.عنوان شاخصي كلينيكي از آن استفاده مي نبض است، كه بيشتر به
ديواره (ميزاني كه ديواره  3مطالعات اخير به بررسي ارتباط درجه تترينگ

همچنين  وسيله بافت اطراف احاطه شده باشد) با ديناميك ديواره و رگ به
  .]1,8,9[ اندضرباني، داخل ديواره پرداخته 4تاثير تترينگ در انتشار موج

افزايش هنگامي كه ديواره رگ آزاد باشد (تترينگ وجود نداشته باشد) با 
يابد، اما با افزايش درجه تترينگ سختي ديواره، سرعت موج نبض افزايش مي

كه از سرعت موج به عنوان يك شاخص  دليل اين كند. بهاين سرعت تغيير مي
شود اين موضوع از اهميت هاي قلبي عروقي استفاده مي كلينيكي بيماري

. در تحقيقات گذشته نشان داده شده است ]1[ شوداي برخوردار ميويژه
زماني كه تترينگ شرياني وجود داشته باشد، استفاده از سرعت موج نبض 

ها به ما تواند اطلاعات غلطي از سفتي شريانعنوان شاخصي كلينيكي مي به
  .]8[ بدهد

هدف كلي مقاله اين است كه تغيير خواص ديواره شريان كه به وسيله 
سازي شود، كه با اين هدف به شود شبيهبيماري يا افزايش سن ايجاد مي

ظرفيت ويژه مواد مرتبط با بررسي ارتباط پايداري مكانيكي با مواد ديواره به
  شود.الاستيسيته و ويسكوزيته پرداخته مي

  معادلات حاكم2- 
ي رگ را در نظر بگيريد، فرض كنيد ديواره ضخيم، يك بخش از ديواره
چنين فرض شده است كه مواد ديواره اي باشد، هممستقيم و استوانه

ويسكوالاستيك (هم داراي خواص ويسكوزيته و هم الاستيسيته باشد) و سيال 
 ,θ, rاي . براي حل مسائل از مختصات استوانه]10[ناپذير باشد ي و تراكمنيوتن

x, شود كه استفاده ميx  ،جهت محوريr جهت شعاعي و θ  جهت محيطي
اي صفر در ، با فرض تقارن محوري، تغييرات زاويه"1شكل "باشد. مطابق مي

نظر گرفته شده است. معادله پيوستگي و مومنتوم حاكم داخل ديواره رگ به 
 صورت زير است: 

                                                                                                                                  
1 atherosclerosis 2 Arterial Tethering 3 Degree of tethering 4 Wave propagation 

 Fig. 1 A piece of vessels that are drawn exaggerated [9]  9[آميز رسم شده است صورت اغراق اي از رگ كه به قطعه 1شكل[ 
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(1) 
 ،rو  xبه ترتيب جابجايي در جهت  ߟو  ߦچگالي مواد ديواره،  ఠߩ

௜௜ߪ ቀ݅ = ,ݔ ,ݎ ,௜௝ሺ݅߬جز تنش محوري،  ቁ 3ߠ ݆ = ,ݔ  tاجزاي تنش برشي و  ሻݎ
  .]10[ ان استزم

اگر مواد ديواره داراي خواص فيزيكي مشابه (همسانگرد) باشد رابطه 
  صورت زير است: كرنش به-تنش

ەۖ
۔ۖ
ۖۖ
ݎݎߪۓ = ߗ− + ∗ܧ2 ߟ߲

ݎ߲
ߠߠߪ = ߗ− + ∗ܧ2 ߟ
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ݔݎ߬ = ∗ܧ ቈ߲ߦ

ݎ߲ + ߟ߲
቉ݔ߲

      

ߗكه  (2) = −ሺߪ௥௥ + ఏఏߪ + مختلط است. با  مدول الاستيسيته ∗ܧو ௫௫ሻ/3ߪ
مدول الاستيسيته مختلط به  5استفاده از مدل مشتق جزئي كريم و آرمنتانو

  :]11[آيد دست مي هصورت زير ب
ሺ߱ሻ∗ܧ = ଴ܧ + ଵ߱ఈ݁௜஠ఈ/ଶߟ +  ଶ߱ఉ݁௜஠ఉ/ଶ (3)ߟ

مدول الاستيك استاتيكي مواد ديواره،  ଴ܧفركانس اصلي جريان ضرباني،  ߱
,ߙ ,ଵߟترتيب  كه پارامتر ويسكوزيته به 6فنر و نقطهمرتبه مشتق  ߚ است  ଶߟ

]11[.  
  حل عمومي - 2-1

  :]1[دست آورده شده است صورت عمومي به به  (2)و(1) حل معادلات 
ቊߦሺݔ, ,ݎ ሻݐ = ሻ݁௜ሺఠ௧ିఊ௫ሻݎሺ̅ߦ

,ݔሺߟ ,ݎ ሻݐ =  ሻ݁௜ሺఠ௧ିఊ௫ሻݎሺߟ̅
ߛكه  (4) = 2π/ߡ = سرعت موج نبض است.   ܿطول موج و  ߡشماره موج، ܿ/߱

,ߦدامنه جابجايي   به صورت زير داده شده است:  ߟ
ሻݎሺߦ = ሾ−݅ܣߛଵܫ଴ሺݎߛሻ − ሻݎߛ଴ሺܭଶܣߛ݅ + ሻݎߛ଴ሺܫଷܣଵߣ  ሻ݁௜ሺఠ௧ିఊ௫ሻ൧ (5)ݎߛ଴ሺܭସܣଵߣ    +
ሻݎሺߟ = ሻݎߛଵሺܫଵܣሾߛ − ሻݎߛଵሺܭଶܣ + ሻݎଵߣଵሺ݅ܫଷܣ − 

 ሻሿ݁௜ሺఠ௧ିఊ௫ሻ (6)ݎଵߣଵሺ݅ܭସܣ   
                                                                                                                                  5 Craiem and Armentano 6 Spring-pot 
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௜ܫكه  , ሺ݅݅يافته نوع اول و دوم است و توابع بسل تعميم ௜ܭ = 0,1ሻ  مرتبه تابع
 بسل است و

ଵଶߣ = ఠ߱ଶߩ
∗ܧ −  ଶ (7)ߓ

شوند، هاي بعدي آورده ميوسيله شرايط مرزي كه در بخشبه ଵିସܣهاي  ثابت
  گردد.توصيف مي
صورت زير  اجزاي تنش به (2)در معادله   (6)،(5)گذاري معادلات از جاي

 :]12[ شوندساده مي
߬௥௫ = ଵܣሻݎߛଵሺܫଶߛሾ2∗ܧ݅− − ଶܣሻݎߛଵሺܭଶߛ2 + 

 ሺߛଶ − ଶߛଷ+ሺܣሻݎߛଵሺܫଶሻߣ −  ሻ (8)ݔߛ−ݐସሿ݁݅ሺ߱ܣሻݎߣଵሺ݅ܭଶሻߣ
 

௥௥ߪ = ሼሾሺߛଶ − ሻݎߛ଴ሺܫଶሻߣ − ߛ2
ݎ ሻ൨ݎߛଵሺܫ ଵܣ + 

   ሾሺߛଶ − ሻݎߛ଴ሺܭଶሻߣ + ଶఊ
௥ ሻቃݎߛଵሺܭ ଶቅܣ ݁݅ሺ߱ݔߛ−ݐሻ 

ሻݎߣ଴ሺ݅ܫሼሾߣߛ 2݅+    − ଵ
௜ఒ௥ ሻቃݎߣଵሺ݅ܫ  ଷܣ

   −ሾܭ଴ሺ݅ݎߣሻ − ଵ
௜ఒ௥ ሻቃݎߣଵሺ݅ܭ  ሻݔߛ−ݐସሽ݁݅ሺ߱ܣ

(9) 
  شرايط مرزي - 2-2

  .آينددست مي هبا دنبال كردن شرايط مرزي ب ૚ି૝࡭هاي مجهول ثابت
  
  شرط مرزي داخلي - 2-2-1

ݎሺسيال -در مرز ديواره = ܽሻ شود. جابجايي شرط عدم لغزش تحميل مي
 شود:صورت زير در نظر گرفته مي شعاعي و طولي در مرز داخلي رگ به

ቊߦሺܽ, ,ݔ ሻݐ = ଴݁௜ሺఠ௧ିఊ௫ሻߦ
,ሺܽߟ ,ݔ ሻݐ =  ଴݁௜ሺఠ௧ିఊ௫ሻ (10)ߟ

,଴ߦكه  ي ي داخلي هستند. دامنهدامنه جابجايي شعاعي و طولي در لايه ଴ߟ
هاي تجربي با حل مسائل جريان آزمايش جابجايي طولي و شعاعي از طريق

  .]6[ آينددست مي هسيال ب
  شرط مرزي خارجي - 2- 2-2

ݎሺدر مرز خارجي ديواره رگ  = ℎ + ܽሻ  شرط مرزي به درجه تترينگ
بستگي دارد. براي محاسبه حد تترينگ در گذشته از مفاهيمي چون جرم 

استفاده شده است كه در اين مطالعات  2و نيروي برشي خارجي 1افزوده
ي خارجي كار بسيار دشواري گيري درجه تترينگ لايهآوردن يا اندازه دست هب

برداري، نشان داده شده گير در عكسهاي چشم. اخيرا با پيشرفت]6[است 
توان جابجايي در مرز خارجي را محاسبه كرد ، با اين وجود حل است كه مي

  .]8[آوردن درجه تترينگ موجود است تحليلي براي بدست
ي خارجي ديواره كاملا تترد شده باشد، جابجايي در لايه طور خاص، اگر به
 شود: صورت زير محاسبه مي به

൜ߦሺܽ + ℎ, ,ݔ ሻݐ = 0
ሺܽߟ + ℎ, ,ݔ ሻݐ = 0 (11) 

اگر ديواره كاملا از تترينگ آزاد باشد با فرض نامحدود بودن ضخامت ديواره 
 شود:صورت زير بازنويسي مي شرط مرزي خارجي به

൝ lim௥→ஶ ,ݎሺߦ ,ݔ ሻݐ = 0
lim௥→ஶ ,ݎሺߟ ,ݔ ሻݐ = 0 (12) 

                                                                                                                                  1 Added mass 2 External shear force 

,௫ߜاگر ديواره تا حدي تترد شده باشد، درجه تترينگ  در جهت محوري و  ௥ߜ
  شود:صورت زير تعريف مي شعاعي به

ەۖ
۔
௫ߜۓۖ = 1 − หߦଵ,ఋೣห

หߦଵ,଴ห
௥ߜ = 1 − หߟଵ,ఋೝห

หߟଵ,଴ห
 

,ଵ,ఋೝหߟหكه  (13) หߦଵ,ఋೣห  دامنه جابجايي در لايه خارجي وقتي كه درجه تترينگ
,௥ߜ ,ଵ,଴หߟหو  باشد ௫ߜ หߦଵ,଴ห  دامنه جابجايي زماني كه درجه تترينگ صفر باشد
- ي آزاد) است، و اين مقادير از حل مسائل ديواره نامحدود محاسبه مي(ديواره

صورت زير  . شرط مرزي خارجي براي ديواره با تترينگ جزئي به]8[ شوند
 شود:سازي ميساده

ቊߦሺܽ + ℎ, ,ݔ ሻݐ = ሺ1 − ଵ,଴݁௜ሺఠ௧ିఊ௫ሻߦ௫ሻߜ
ሺܽߟ + ℎ, ,ݔ ሻݐ = ሺ1 − ௥ߜهنگامي كه  ଵ,଴݁௜ሺఠ௧ିఊ௫ሻ (14)ߟ௥ሻߜ = ௑ߜ = ௥ߜ باشد، ديواره كاملا تترد شده است و اگر 1 =

௑ߜ = باشد، ديواره كاملا از تترينگ آزاد است. جدولي از پارامترهاي  0
,ߙ ,ߚ ,1ߟ  .]8[جمع آوري شده است  3توسط زمير و هاديس 2ߟ

 هاي حلروش3- 
  حل بر اساس تقريب موج بلند - 3-1

گردد كه اين طول ) داخل سيال برميߡتقريب موج بلند به طول انتشار موج (
=ሺߛ ) باشد، بنابراين aتر از شعاع رگ (موج بايد خيلي بزرگ 2π/ߡሻ ≪

و شعاع   cm 100هاي بزرگ طول موج از مرتبهشود. چون در شريانمي ܽ/1
رسد. انتشار موج درون است اين فرض منطقي به نظر مي cm 1رگ از مرتبه 

ي رگ است، مكانيكي داخل ديواره سيال يك محرك براي رويدادهاي
نظر كردن از طور وسيع از اين تقريب براي صرفهمين دليل در گذشته به به

تغييرات جابجايي ديواره در جهت محوري در مقايسه با تغييرات در جهت 
خاص، جابجايي محوري و شعاعي  طوربه. ]1[ ه استاستفاده شدشعاعي 

ߟ   كندعنوان تابعي از شعاع رگ و زمان عمل مي داخل ديواره به = ,ݎሺߟ  ሻݐ
ߦ = ,ݎሺߦ   .,ሻݐ

بلند اين است كه معادلات حركت در جهت  يك نتيجه مهم تقريب موج
)، بنابراين جابجايي شعاعي و  (1)شوند (معادلهشعاعي و محوري جداسازي مي

 .]1[ شوندطور جداگانه توزيع مي محوري به
صورت زير ساده  طور خاص، معادله حركت در جهت محوري بهبه 

 :]1[ شود مي
ߦ = ,ݎሺߦ ሻݐ = ሻݎ௫ߣ଴ሺ݅ܫଷܣ௫ሾߣ +  ሻሿ݁௜ሺఠ௧ିఊ௫ሻ (15)ݎ௫ߣ଴ሺ݅ܭସܣ

,ଷܣكه گيري هستند، كه اين پارامترها به مواد ديواره و انتگرالهاي  ثابت ସܣ
,଴ܫشرايط مرزي بستگي دارند،  يافته مرتبه صفر از نوع توابع بسل تعميم ଴ܭ

 چنيناول و دوم هستند و هم
௫ଶߣ = ఠ߱ଶߩ

∗ܧ  (16) 

تواند براي تنش برشي استفاده شود، در مسيري مشابه، تقريب موج بلند مي
 صورت زير است: به كه معادله نهايي

߬௥௫ሺݎ, ,ݔ ሻݐ = ሻݎ௫ߣଵሺ݅ܫଷܣሾ∗ܧ௫ଶߣ݅ −  ሻሿ݁௜ఠ௧ (17)ݎ௫ߣଵሺ݅ܭସܣ
,ଵܫكه    .]1[ از نوع اول و دوم هستند 1توابع بسل مرتبه  ଵܭ

                                                                                                                                  3 Zamir and Hodis 
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 شعاعي -حل براساس كوپلينگ محوري  - 3-2
و  اگر تقريب موج بلند استفاده نشود، معادلات حركت در جهت محوري

شود. مي  (6)و (5)زمان حل شوند. حل شامل معادلات طور همشعاعي بايد به
دست  هب (9)و (8)تنش برشي و تنش شعاعي داخل ديواره شريان از معادلات 

 آيند.مي
با استفاده از دو شرط مرزي داخلي در معادله  ଵିସܣچهار ثابت مجهول 

محاسبه  (14)يا معادله  (12)و  (11)و دو شرط مرزي خارجي در معادله  (10)
  .]1[شوند مي

,଴ߦدر اين قسمت جابجايي ورودي   (10)در مرز داخلي در معادله  ଴ߟ
  .]1[ تواند براي تعيين محدوده اعتبار تقريب موج بلند استفاده شودمي

,଴ߦدر بخش بعد  آيند. بنابراين حل از مسائل جريان سيال بدست مي ଴ߟ
  ها بستگي دارند.ي رگ به اين وروديجابجايي و تنش داخل ديواره

 
 حل براساس كوپلينگ ديواره سيال  - 3-3

ي هاي قبلي، محاسبه جابجايي و تنش داخل ديوارههدف نهايي حل در بخش
رگ تحت شرايط فيزيولوژيكي است. اين امر نيازمند اين است كه جابجايي 

,଴ߦورودي  در مرز داخلي ديواره از حل مسائل جريان سيال به جاي حل  ଴ߟ
دست آيد كه اين خود نيازمند حل جابجايي و تنش داخل بخش قبلي به
يك لوله ) با حل كلاسيك براي جريان ضرباني در (6)و  (5)ديواره (معادله 

 :]1[ ويسكوالاستيك است، يعني

൞
ܲሺݎ, ,ݔ ሻݐ =                            ሻ݁௜ሺఠ௧ିఊ௫ሻݎߛ଴ሺ݅ܬܤ௙߱ߩ݅−
,ݎሺݒ ,ݔ ሻݐ = ሾ−݅ܬܤߛ଴ሺ݅ݎߛሻ − ሻሿ݁௜ሺఠ௧ିఊ௫ሻݎଶߣଵሺ݅ܬܥߛ݅

,ݎሺݑ ,ݔ ሻݐ = ሾ−݅ܬܤߛ଴ሺ݅ݎߛሻ − ሻሿ݁௜ሺఠ௧ିఊ௫ሻݎଶߣ଴ሺ݅ܬܥଶߣ݅
 

,ݑفشار سيال و  ܲ كه (18) ترتيب سرعت در جهت شعاعي و محوري است و به  ݒ
 چنينهم

ଶଶߣ = ௙߱ߩ݅
ߤ +  ଶ (19)ߛ

,ܤويسكوزيته سيال و  ߤچگالي سيال،  ௙ߩكه  ثابت هستند كه بايد  ܥ
  محاسبه شوند.
) از طريق شرايط مرزي در  (18)و (6)و (5)ي حل (معادلات  دو دسته

 :]1[ شوند سيال دنبال مي-سطح ديواره

ەۖ
ۖۖ
۔
ۖۖۖ
ۓ ݑ = ߦ߲

                                      ݐ߲
ݒ = ߟ߲

                                     ݐ߲
ߤ ൤߲ݒ

ݔ߲ + ݑ߲
൨ݎ߲ = ∗ܧ ൤߲ߟ

ݔ߲ + ߦ߲
൨ݎ߲

−ܲ + ߤ2 ݒ߲
ݎ߲ = ߗ− + ∗ܧ2 ߟ߲

ݎ߲

 

يا  (12)و  (11)با دو شرط مرزي خارجي از معادله  (20)چهار شرط در معادله  (20)
كند، كه بتوان شش مجهول فراهم ميي موردنياز را ، شش معادله(14)

,ଵିସܣ ,ܤ مجهول  6معادله  6تر در سيستم دست آورد. با دقت بيشرا به ܥ
  . ]13[ دست آوردتوان سرعت موج كه پارامتر بسيار مهمي است را بهمي
  حل نهايي4- 

سيال استفاده شده است. -در اين مقاله از روش حل براساس كوپلينگ ديواره
) و (12)در قدم اول با استفاده از شرط مرزي براي ديواره كاملا آزاد (معادله 

 شودصورت زير ساده مي دستگاه معادله نهايي به (20)معادله 
 
  
 
  

1ሻ݅ܬ߁଴ሺ݅߁ሻܤത + ܥଶሻ̅߉଴ሺ݅ܬଶ߉݅ + ଶതതതܣሻ߁଴ሺܭ߁ + 
ସതതതܣଵሻ߉଴ሺ݅ܭଵ߉݅    = 0 2ሻܬଵሺ݅߁ሻܤത + ̅ܥଶሻ߉ଵሺ݅ܬ − ଶതതതܣሻ߁ଵሺܭ + ସതതതܣଵሻ߉ଵሺ݅ܭ = 0 
3ሻ൛݅൫߁ଶ + ሻ߁଴ሺ݅ܬଵଶ൯߉ + 2 ߤ߱

∗ܧ ଶ߁ ൤ܬ଴ሺ݅߁ሻ − 1
߁݅  ሻ൨ൠ߁ଵሺ݅ܬ

തܤ    + 2 ఠఓ
ா∗ ଶ߉߁ ቈቂܬ଴ሺ݅߉ଶሻ − ଵ

௜௸మ ଶሻ቉߉ଵሺ݅ܬ ̅ܥ + 
   ൛൫߁ଶ + ሻ߁଴ሺܭଵଶ൯߉ − ଶ߁2 ቂܭ଴ሺ߁ሻ + ଵ

௰ ሻቃቅ߁ଵሺܭ  ଶതതതܣ
ଵ߉߁2݅+    ቂܭ଴ሺ݅߉ଵሻ + ଵ

௜௸భ ଵሻቃ߉ଵሺ݅ܭ ସതതതܣ = 0 
4ሻ − 2 ߤ߱

∗ܧ തܤሻ߁ଵሺ݅ܬଶ߁ − ߤ߱
∗ܧ ൫߁ଶ + ̅ܥଶሻ߉ଵሺ݅ܬଶଶ൯߉ − 

ଶതതതܣሻ߁ଵሺܭଶ߁2݅    + ݅൫߁ଶ + ସതതതܣଵሻ߉ଵሺ݅ܭଵଶ൯߉ = 0 
5ሻܣଵതതത = 0 6ሻܣଷതതത =  6) دستگاه معادله (14)ي براي شرط مرزي ديواره با تترينگ جزئي (معادله (21) 0

 شود:صورت زير ساده مي مجهول به 6معادله 
1ሻ݅ܬ߁଴ሺ݅߁ሻܤത + ܥଶሻ̅߉଴ሺ݅ܬଶ߉݅ + ଵതതതܣሻ߁଴ሺܫ߁ +  ଶതതതܣሻ߁଴ሺܭ߁
ଷതതതܣଵሻ߉଴ሺ݅ܫଵ߉݅ +    + ସതതതܣଵሻ߉଴ሺ݅ܭଵ߉݅ = 0 
2ሻܬଵሺ݅߁ሻܤത + ̅ܥଶሻ߉ଵሺ݅ܬ + ଵതതതܣሻ߁ଵሺܫ −  ଶതതതܣሻ߁ଵሺܭ
ଷതതതܣଵሻ߉ଵሺ݅ܫ    + ସതതതܣଵሻ߉ଵሺ݅ܭ = 0 
3ሻ൛݅൫߁ଶ + ሻ߁଴ሺ݅ܬଵଶ൯߉ + 2 ߤ߱

∗ܧ ଶ߁ ൤ܬ଴ሺ݅߁ሻ − 1
߁݅  ሻ൨ൠ߁ଵሺ݅ܬ

തܤ    + 2 ఠఓ
ா∗ ଶ߉߁ ቈቂܬ଴ሺ݅߉ଶሻ − ଵ

௜௸మ ଶሻ቉߉ଵሺ݅ܬ ̅ܥ + 
   ൛൫߁ଶ + ሻ߁଴ሺܫଵଶ൯߉ − ଶ߁2 ቂܫ଴ሺ߁ሻ + ଵ

௰ ሻቃቅ߁ଵሺܫ  ଵതതതܣ
   +൛൫߁ଶ + ሻ߁଴ሺܭଵଶ൯߉ − ଶ߁2 ቂܭ଴ሺ߁ሻ + ଵ

௰ ሻቃቅ߁ଵሺܭ  ଶതതതܣ
ଵ߉߁2݅−    ቂܫ଴ሺ݅߉ଵሻ + ଵ

௜௸భ ଵሻቃ߉ଵሺ݅ܫ ଷതതതܣ + 
ଵ߉߁2݅    ቂܭ଴ሺ݅߉ଵሻ + ଵ

௜௸భ ଵሻቃ߉ଵሺ݅ܭ ସതതതܣ = 0 
4ሻ − 2 ߤ߱

∗ܧ തܤሻ߁ଵሺ݅ܬଶ߁ − ߤ߱
∗ܧ ൫߁ଶ + ̅ܥଶሻ߉ଵሺ݅ܬଶଶ൯߉ + 

ଵതതതܣሻ߁ଵሺܫଶ߁2݅    − ଶതതതܣሻ߁ଵሺܭଶ߁2݅ + 
   ݅൫߁ଶ − ଷതതതܣଵሻ߉ଵሺ݅ܫଵଶ൯߉ + ݅൫߁ଶ + ସതതതܣଵሻ߉ଵሺ݅ܭଵଶ൯߉ = 0 
5ሻ − ଴ܫ߁݅ ቀ߁൫1 + ℎത൯ቁ ଵതതതܣ − ଴ܭ߁݅ ቀ߁൫1 + ℎത൯ቁ  ଶതതതܣ
଴ܫଵ߉ +    ቀ݅߉ଵ൫1 + ℎത൯ቁ ଷതതതܣ + ଴ܭଵ߉ ቀ݅߉ଵ൫1 + ℎത൯ቁ ସതതതܣ − 
   కభ,ഃೣ

௔ = 0 
6ሻ ܫଵ ቀ߁൫1 + ℎത൯ቁ ଵതതതܣ − ଵܭ ቀ߁൫1 + ℎത൯ቁ  ଶതതതܣ
ଵܫ +    ቀ݅߉ଵ൫1 + ℎത൯ቁ ଷതതതܣ + ଵܭ ቀ݅߉ଵ൫1 + ℎത൯ቁ ସതതതܣ − 
   ఎభ,ഃೝ

௔ =  :]9[ اندبعد شدهدر اين معادلات تمام ضرايب بدون  (22)                                                                                            0

ەۖ
ۖۖ
۔
ۖۖ
ۓۖ ℎത = ℎ

ܽ                                                   
ሺܤത, ሻ̅ܥ = ሺܤ, ሻܥ

ܽଶ߱                                    
ሺܣଵതതത, ,ଶതതതܣ ,ଷതതതܣ ସതതതሻܣ = ሺܣଵ, ,ଶܣ ,ଷܣ ସሻܣ

ܽଶ
߁ =                                                  ܽߛ

ଵ߉ =                                                 ଵܽߣ
ଶ߉ =                                                ଶܽߣ

 

 آورده شده است. 1هاي دستگاه معادلات در جدول ورودي (23)
  ]9[ پارامترهاي فيزيولوژي استفاده شده در نتايج 1جدول 

Table 1 Physiology parameters used in results [9] ܧ  مدول الاستيك استاتيكي଴ = 411  kPa فشار سيال  ܲ = 13.3  kPa ߤ  ي سيالويسكوزيته = 0.04  dynes/cmଶ شعاع رگ  ܽ = 1  cm ي رگضخامت ديواره  ℎ = ௙ߩ  چگالي سيال  0.15ܽ = 1.055  g/cmଶ  ߩ  رگچگالي ديوارهఠ = 1.1  g/cmଶ 



    
 همكاران و مهدي معرفت تحليل تاثير ميزان تترينگ شرياني روي برآورد تصلب شرايين 

 

  689  12، شماره 16، دوره 1395مهندسي مكانيك مدرس، اسفند 
 

- از حل دو دستگاه معادلات ضرايب مجهول و سرعت موج نبض محاسبه مي
- شود و با استفاده از ضرايب و سرعت نبض محاسبه شده براي درجه تترينگ

 دست آورد.توان بههاي مختلف جابجايي و تنش داخل ديواره را مي
  نتايج5- 

- و با استفاده از برنامه 1با روش نيوتن رافسون (22)و  )(21دستگاه معادلات 
شدت حل شده است. روش نيوتن رافسون به 2افزار متلبنويسي در محيط نرم

هاي اوليه مختلف به شرط اوليه براي ورودي برنامه وابسته است و براي شرط
ترين شرط مرزي آيد. با استفاده از نزديكدست ميهاي متفاوتي بهجواب

آيد. در نتايج از دست مي ههاي مختلف ببض براي درجه تترينگسرعت موج ن
بعد كردن قسمت حقيقي سرعت موج نبض استفاده شده است. براي بي

 :]9[ استفاده شده است 3وگكرتسرعت موج نبض از معادله مونس
ܿ଴ = ඨ ଴ℎ൫2ܧ + ℎത൯

ఠ൫3ℎതଶߩ + 6ℎത + 4൯ (24) 
ℎതكه  = ℎ/ܽ  ي نازك براي ديواره (24)است و معادلهℎത ≪ صورت زير به 1

 شود: ساده مي
ܿ଴ = ඨ ଴ℎܧ

 ఠܽ (25)ߩ2
ي ويسكوالاستيك، الاستيك و سخت براي سه حالت ديواره (3)ضرايب معادله 

  آورده شده است. 2در جدول 
ي ويسكوالاستيك، سرعت موج نبض براي سه حالت ديواره "2شكل "در 

هاي مختلف نشان داده شده است. الاستيك و سخت براي درجه تترينگ
ترين نكته در اين قسمت اين است كه سرعت موج نبض با افزايش درجه مهم

 ي يابد اما براي ديوارهي الاستيك و سخت كاهش ميتترينگ براي ديواره
  كند.اين روند پيروي نمي ويسكوالاستيك از

نقطه برخورد خطوط در ي ويسكوالاستيك براي ديواره "2شكل "در 
نزديك  10اتفاق مي افتد. فركانس جريان ضرباني قلب انسان به  8فركانس 
 8توان اين طور در نظر گرفت كه در حيواني كه فركانس قلبش به است، مي

نزديك است تغييرات درجه تترينگ در ديواره ويسكوالاستيك تاثيري در 
 سرعت موج نبض ندارد. 

براي سه حالت ديواره مختلف، سرعت موج نبض براي درجه  "3شكل "در 
است. براي درجه تترينگ صفر با بررسي شده 1و  0.8، 0.6، 0هاي  تترينگ

ا با افزايش درجه افزايش سختي سرعت موج نبض افزايش يافته است ام
 شود. مي خصوص در نزديكي درجه يك اين روند تقريبا برعكستترينگ به

درجه تترينگ در جهت شعاعي و محوري يكسان در  "3و  2شكل "در 
 با ثابت فرض كردن درجه تترينگ در جهت "4شكل "اند. در نظر گرفته شده

  ]9[براي ديواره ويسكوالاستيك الاستيك و سخت  (3)ضرايب معادله  2جدول 
Table 2 The coefficients for equation (3) for viscoelastic, elastic and 
stiff material [9] 

Stiff elastic viscoelastic  
 ௙ܧ 0.1 0.1 1
 ߙ 0.11 0 0
 ߚ 0.8 0 0

 ଵߟ 0.13 0.16 0.73
 ଶߟ 0.003 0.16 0.73

                                                                                                                                  
1 Newton Raphson 2 MATLAB 3 Moens-Korteweg 

  

  

  Fig. 2 Calculated pulse wave velocity for different degree of tethering 
for three material walls, elastic (center), viscoelastic (down) and stiff. 
(top) Here the tethering in radial and axial direction is considered equal 
d   هاي مختلف و براي سه سرعت موج نبض محاسبه شده براي درجه تترينگ 2شكل

جا درجه  و سخت (بالا). در اين (پايين)، الاستيك (وسط) جنس ديواره ويسكوالاستيك
  در نظر گرفته شده است dتترينگ در جهت شعاعي و محوري يكسان و برابر 

محوري تغييرات سرعت موج نبض نسبت به درجه تترينگ در جهت شعاعي 
 "4شكل "طور كه از  براي سه حالت ديواره مختلف بررسي شده است. همان

مشخص است با افزايش درجه تترينگ در جهت شعاعي براي ديواره سخت 
كند اما براي دو حالت ديگر اي نميسرعت موج نبض تغيير قابل ملاحظه

  كند.سرعت موج تغيير مي
 بررسي نتايج6- 

عروقي و -هاي قلبيها براي تشخيص بيماريترين شاخصيكي از مهم
. تحقيقات ]9[ موج نبض است هاي مرتبط با افزايش سن سرعتبيماري

گذشته نشان داده است كه با افزايش سفتي شرياني سرعت موج نبض افزايش 
راد و براي اف m/s 5 ساله 20يابد. مقدار معمول سرعت موج نبض براي افراد مي
. با توجه به فيزيك جريان ضرباني سرعت موج در ]9[ است m/s 12 ساله 80

طوري كه در يك لوله  يابد بهيك لوله با ديواره، با افزايش سختي افزايش مي
 نتايج  از   كه طور  همان . ]10[ رسدمي نهايت بي  به موج   كاملا صلب سرعت
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  Fig. 3 Calculated pulse wave velocity for different degree of tethering 
for three material walls, elastic, viscoelastic and stiff  هاي مختلف و براي سه سرعت موج نبض محاسبه شده براي درجه تترينگ 3شكل

  جنس ديواره ويسكوالاستيك الاستيك و سخت
مشخص است با درنظر گرفتن درجه تترينگ و افزايش آن، سرعت موج نبض 

 كند.از اين روند پيروي نمي
اين مقاله با استفاده از معادلات حاكم بر سيال خون و ديواره رگ و با  در

آيد كه دست ميعنوان شرط مرزي اين نتيجه به استفاده از تترينگ به
 1شود (شكل باافزايش سختي و با وجود تترينگ سرعت موج نبض محدود مي

افزايش ). يكي از دلايل اين امر اين است كه جابجايي شعاعي و طولي با 2و 
يابد و سرعت موج نبض به شدت، به نسبت درجه تترينگ به شدت كاهش مي

. اين نسبت در ديواره با تترينگ ]9[جابجايي شعاعي به طولي بستگي دارد 
  . ]9[ملا آزاد با سختي مشابه است خيلي كمتر از ديواره كا

 

  

  Fig. 4 Evaluation pulse wave velocity for unequal degree of the radial 
and longitudinal tethering for three material walls, elastic (center), 
viscoelastic (down) and stiff. (top)   بررسي تغييرات سرعت موج نبض با يكسان در نظر نگرفتن درجه تترينگ  4شكل

(پايين)، الاستيك  طولي براي سه جنس ديواره ويسكوالاستيك در جهت شعاعي و
  (وسط) و سخت (بالا).

با  ]8[ نظر شده است در تحقيقات گذشته از تترينگ در جهت شعاعي صرف
- براي ديواره با سختي بيشتر اين فرض منطقي به نظر مي "4شكل "توجه به 

ويسكوالاستيك با تغيير درجه تترينگ در آيد اما براي ديواره الاستيك و 
توان  طور مياين "4شكل "كند. از جهت شعاعي سرعت موج نبض تغيير مي

 تر است.قبولنتيجه گرفت كه با افزايش سختي اين فرض قابل
در تحقيقات گذشته فقط براي درجه تترينگ صفر و يك سرعت موج 

اند كه درجه تترينگ، ، و فقط به اين نتيجه رسيده]9[ نبض بررسي شده است
كند كه در اين مقاله روند تغييرات محاسبه سرعت موج نبض را محدود مي

شده است. كه در اين دو حالت نتايج مقاله با نتايج تحقيقات گذشته 
  ).5دارند (شكل  خواني هم
  بنديجمع7- 

هاي مختلف، سرعت  هاي مختلف و سختي در اين مقاله براي درجه تترينگ
عنوان  موج نبض بررسي شده است زيرا براي استفاده از سرعت موج نبض به

هاي  ها و سفتي شاخص كلينيكي به مقدار اين سرعت در درجه تترينگ
 .مختلف نياز است 
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  Fig. 5 The results for the tethering 0 (top) and 1 (down) in the 
previous research [9]  (نمودار پايين)  1(نمودار بالا) و  0نتايج بدست آمده براي درجه تترينگ  5شكل

  ]9[در تحقيقات گذشته 
با استفاده از اين تحقيق ارتباط بين سرعت موج نبض و سفتي شرياني و  

 شود.درجه تترينگ كاملا مشخص مي
درخت شرياني يك سيستم همگن نيست بنابراين الاستيسيته و درجه 

. با استفاده از ]1[ هاي مختلف درخت شرياني متفاوت استتترينگ در قسمت
اند كه با حركت از آئورت به مطالعات تجربي روي سگ به اين نتيجه رسيده

چنين سرعت يابد همهاي محيطي درجه تترينگ افزايش ميسمت شريان
كه  يابد و نكته ديگر اينمي هاي محيطي كاهشموج نبض در شريان

نشان  . نتايج مقاله نيز]14[ هاي محيطي كمتر تحت تاثير سن هستند شريان
علت افزايش درجه  تواند بههاي محيطي ميدهد كه سرعت كمتر در شريانمي

 تترينگ باشد.
هاي مرتبط به افزايش سن و نكته نهايي اين است كه فيزيولوژي بيماري

. تمركز ما در اين مقاله ]1[هاي قلبي عروقي پيچيده و چندگانه است بيماري
تاثير درجه تترينگ در تغييرات سرعت موج نبض و استفاده از اين نتايج  به
  ها بود.عنوان ابزار تشخيصي براي تعيين سفتي شريان به

هاي اولتراسونيك و  توان با استفاده از تصاوير و فيلمبراي ادامه كار مي
افزارهاي تحليل عكس، شعاع و ضخامت رگ و سرعت موج نبض يك  نرم

درجه  ي مشابهي،اسبه كرد و با استفاده از دستگاه معادلهشريان را مح

تواند به تشخيص دست آورد كه اين اطلاعات مي هتترينگ و سفتي شريان را ب
 هاي قلبي عروقي مانند سفتي شرياني و تترينگ شرياني كمك كند.  بيماري

 تقدير و تشكر8- 
به  2از دانشگاه كينگزويل 1نويسندگان مقاله از خانم دكتر سيمونا هاديس
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