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 هقالِ پظٍّطی کاهل

 1395 آتاى09 دسیافت: 
 1395 آرس 26پزیشش: 

 5731دی  62اسائِ دس سایت: 

ّای غیشخطی ّا قشاس گشفتِ است تا دس ًظش گشفتي ػثاستّای سادُ کِ تحت ػثَس هتَالی جشمگاُتیشی تا تکیِ دس ایي هقالِ، پایذاسی دیٌاهیکی 
-گیشد. چٌیي ضشایط تاسگزاسی هتٌاٍتی سٍی تیش، دس تحلیل هسائلی هاًٌذ حشکت ٍسایل ًقلیِ اص سٍی پلدس تحلیل، هَسد هطالؼِ ٍ تشسسی قشاس هی

ی اًَاع سلاح پذیذاس ضذُ ٍ لزا تشسسی آى اص کاسی، خطَط اًتقال سیال ٍ لَلِّا، فشآیٌذ هاضیيیش اص سٍی سیلالسّا، حشکت قطاسّای سشیغ
-اًجاهذ. تا تِای تا ضشایة هتغیش تا صهاى پشیَدیک هیّا اص سٍی تیش تِ پیذایص هؼادلًِظش ػولی حایض اّویت است. ػثَس هتٌاٍب جشمًقطِ

ی ّای ػثَسی ٍ ّوچٌیي فشضیِّای ضتاب جشمّای جشم هتغیش ٍ دس ًظش گشفتي تواهی تشمیافتِ تشای سیستنکاسگیشی اصل ّویلتَى تؼوین
ّای طَلی ٍ ػشضی، فشض ػذم ضَد. تِ هٌظَس هَاجِْ تا ٍاتستگی تغییش ضکلی حاکن تش هسألِ استخشاج هیتغییش ضکل تضسگ تیش، هؼادلِ

ّای چٌذگاًِ تشای گشدد. سٍش هقیاعضَد ٍ تفسیش هٌاسثی جْت هَجِ تَدى ایي فشض اسائِ هییی هیاًی تیش دس ًظش گشفتِ هکطیذگی صفحِ
سا دس  کیفی کاسگیشی ایي سٍش، تغییش سفتاسِضَد. ًتایج حاصل اص تی پاساهتشّا استفادُ هیتِ دست آٍسدى ًَاحی پایذاس ٍ ًاپایذاس هسألِ دس صفحِ

اًجام ضذُ، صحت ًتایج حاصل اص حل تحلیلی  ّای ػذدی هتفاٍتساصیکٌذ. ًتایج ضثیِتیٌی هیّای غیشخطی پیصپاسخ تیش تش اثش تشم
 کٌذ.اغتطاضی سا تأییذ هی
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 In this paper, dynamic stability of a simply supported beam excited by a sequence of moving masses is 

investigated by preserving nonlinear terms in the analysis. This type of loading is important in problems 

such as motion of vehicles on bridges, high-speed transportation on rails, machining processes, 
conveying pipelines and barrel dynamics, so its investigation is important from a practical viewpoint. 

The intermittent loading across the beam results in a periodic time-varying equation system. The effects 

of convective mass acceleration besides large deformation beam theory are both taken into account in 
the derivation of governing equations which are performed through adopting Hamilton's principle for 

mass-varying systems. In order to deal with the coupling between longitudinal and transversal 

deflections, the inextensibility assumption is implicitly introduced into the Hamiltonian formulation and 
an appropriate interpretation is presented to maintain this approximation reasonably. The method of 

multiple scales is implemented to find the domains of stability and instability of the problem in a 

parameter space. The results of applying the method forecast a qualitative change in beam behavior due 
to nonlinear terms. Results of different numerical simulations show the validity of the analytical 

approach obtained by the applied perturbation method. 
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 هقدهه1- 

چٙیٗ یافتٗ پاؾد اضتؼاقی ٞای ٟٔٙسؾی ٚ ٞٓتطای تؼییٗ ػٕط ٔفیس ؾاظٜ

ٞا، لاظْ ٚ يطٚضی اؾت ٞای آٖٔٙظٛض قٙاؾایی ٔكرهٝتدٟیعات ٔىا٘یىی تٝ

ٔتغیط تا ظٔاٖ ٚ ٞای ٞای فیعیىی تا زض ٘ظط ٌطفتٗ تٕأی ٚیػٌیوٝ ؾیؿتٓ

تٛاٖ ٞایی اظ ایٗ لثیُ ٔیػٙٛاٖ ٔثاَقاٖ تحّیُ ٚ تطضؾی قٛ٘س. تٝغیطذُی

ٞای پیطٚ ٚ تازأىی ٚ تٝ َٛض ٞای تحت تاضٌصاضی ٔتٙاٚب، ؾیؿتٓتٝ ؾتٖٛ

 ؾاظی تا ِحاِ نطیح ػٛأُ ٔتٙاٚب اقاضٜ ٕ٘ٛز. وّی ٔؿایُ لاتُ ٔسَ

ی تٛاٖ تٝ ٔثاتٝ ٔؿأِٝضا ٔی ٞای ٟٔٙسؾیزض ایٗ ضاؾتا، تؿیاضی اظ ؾیؿتٓ

ٞای ٔتحطن اؾت زض ٘ظط ٌطفت ٚ پصیطی وٝ تحت ػثٛض خطْتیط ا٘ؼُاف

ٞا اضائٝ وطز. تؿیاضی اظ واضتطزٞای ػّٕی اظ  ٔسِی ضیايی خٟت تطضؾی آٖ

ٞا، خاتدایی تاض زض أتساز لثیُ حطوت ٚؾایُ ٘مّیٝ ٚ لُاضٞا اظ ضٚی پُ

ٞای حأُ ؾیاَ ٚ ٕٞچٙیٗ ی، ِِٛٝٛپی ضتاتیى ٞا، تاظٚی تّؿىخطاثمیُ

ٞا  ٞایی اظ ایٗ ؾیؿتٓواضی ضٚی قافت ٞای تّٙس ، ٕ٘ٛ٘ٝ ؾطیغ ٔاقیٗ ػّٕیات

ٞؿتٙس. اظ ایٗ ضٚ، تؼییٗ ضفتاض زیٙأیىی تیطٞای تحت ػثٛض خطْ اظ زیطتاظ 
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ی تحمیك ٚ تفحم تؿیاضی اظ زا٘كٕٙساٖ ٚ ٔحممیٗ تٛزٜ ٔٛيٛع ٔٛضز ػلالٝ

ٞای الاؾتیه ی ؾاظٜحمیمات ا٘داْ قسٜ زض ظٔیٙٝاؾت. ٔطٚض خأؼی اظ ت

 آٔسٜ اؾت. [1]ی ٔطٚضی ٞای ٔتحطن زض ٔماِٝتحت تاضٌصاضی خطْ

خؿٓ ٔتحطن ضا  -ی ضفتاض زیٙأیىی تیطی ٔؿأِٝٞا زض ظٔیٙٝتحمیك

تٙسی وطز. اِٚیٗ زؾتٝ اظ ایٗ تٛاٖ تٝ َٛض وّی تٝ زٚ ٌطٜٚ انّی زؾتٝٔی

ُ پاؾد ظٔا٘ی یا فطوا٘ؿی تیط تحت ػثٛض خطْ ٞا تٝ تطضؾی ٚ تحّیتحمیك

پطزاظز. زٚٔیٗ ٌطٜٚ اؾاؾا تط تحّیُ پایساضی ؾیؿتٓ تٕطوع زاضز. ایٗ ٔی

زؾتٝ اظ ُٔاِؼات قأُ قٙاؾایی آٖ زؾتٝ اظ پاضأتطٞای ؾیؿتٓ اؾت وٝ تٝ 

افتس ٚ زض ٘تیدٝ، تیط افعایف تیٞا زض ؾیؿتٓ ٘اپایساضی اتفاق ٔیاظای آٖ

 وٙس.ٝ ضا تدطتٝ ٔیی زأٙضٚیٝ

ی تحّیُ پایساضی زیٙأیىی تا ٔطٚضی تط ٔمالات اضائٝ قسٜ زض ظٔیٙٝ

قٛز وٝ زض تیكتط تیطٞای الاؾتیه تحت تاضٞای ٔتحطن، ٔكاٞسٜ ٔی

ُٔاِؼات تٝ تحّیُ ٔسَ ذُی ؾیؿتٓ پطزاذتٝ قسٜ اؾت. اظ ایٗ خّٕٝ ٔی

٘ظط  ضٜ وطز. نطفاقا [3,2]تٛاٖ تٝ تحمیمات اذیط پیطٔطازیاٖ ٚ ٕٞىاضا٘ف 

ٞا ٕٔىٗ اؾت تٝ پیفٞای غیطذُی زض ٔسَ وطزٖ ؾیؿتٓوطزٖ اظ ػثاضت

آفطیٗ ٞای ٟٔٙسؾی ٔكىُتٛا٘س زض َطاحیٞای غٍّ تیا٘دأس وٝ ٔیتیٙی

ٞایی ی پطـ پسیسٜقٛز. تطای ٔثاَ، ٚاتؿتٍی فطوا٘ؽ تٝ زأٙٝ یا پسیسٜ

ٞای ذُی ٕٞچٙیٗ ٔسَافتٙس. ی غیطذُی اتفاق ٔیٞؿتٙس وٝ تٟٙا زض حٛظٜ

ٞا ضا ظٔا٘ی وٝ پاضأتطٞای تٛا٘ایی تٛخیٝ ٚ تفؿیط ضفتاض زیٙأیىی ؾیؿتٓ

قاٖ ٞای حاٚی ؾیاَ( تٝ ٔمازیط تحطا٘یػٙٛاٖ ٔثاَ ؾطػت زض ِِٛٝ ؾیؿتٓ )تٝ

 قٛ٘س ٘ساض٘س.٘عزیه ٔی

زض حاِت وّی، ٔؼازلات تا يطایة ٔتغیط تا ظٔاٖ حتی زض حاِت ذُی 

تٛاٖ ذهٛنیاتی ضا تطای زؾتٝ ٘یؿتٙس. تا ایٗ ٚخٛز ٔیزاضای حُ تحّیّی 

ٞای تا يطایة ٔتٙاٚب ٞؿتٙس آقىاض ؾاذت. ٞا وٝ ؾیؿتٓذانی اظ آٖ

-تٛاٖ تٝ ٔىا٘یعْاٍ٘یع٘س وٝ ٔیٞای خاِثی ضا تطٔیٞای ٔتٙاٚب پسیسٜؾیؿتٓ

ٞای ٔرتّف ا٘تماَ ا٘طغی اظ لثیُ تكسیس پاضأتطیه ٚ زاذّی اقاضٜ وطز. زض 

ٞای تا تحطیه ذاضخی وٝ تا ٔٙثغ ذاضخی ا٘طغی تحطیه ٝ تا ؾیؿتٓٔمایؿ

تٛا٘س زض اثط تساذُ ٔٛزٞای غیطذُی یه ؾیؿتٓ قٛ٘س، تكسیس زاذّی ٔیٔی

ٞای فطوا٘ؿی ذانی ضخ زٞس. اظ َطف زیٍط، تكسیس پاضأتطیه زض ٘ؿثت

افتس وٝ آًٞٙ يطتاٖ زاذّی ٞای ذٛز تحطیه اتفاق ٔیٔؼٕٛلا زض ؾیؿتٓ

 تاقٙس.ٞای َثیؼی ؾیؿتٓ ٔیًٔطتی اظ فطوا٘ؽآٟ٘ا 

ای اظ ٔحممیٗ تا زض ی غیطذُی، زؾتٝزض ُٔاِؼات ا٘داْ قسٜ زض حٛظٜ

خطْ ٔتحطن -ی تیطی ٔؿأِٝٞای ٔطتثٝ ؾْٛ تٝ ُٔاِؼٝ٘ظط ٌطفتٗ تمطیة

،  [7,6] ٞای غیطذُی. ٕٞچٙیٗ ػٛأُ ٔرتّف ایداز ػثاضت [5,4]پطزاذتٙس

ٚ فطيیات ٔرتّف تط  [8]اؾتاتیىی ٚ زیٙأیىی ُ قثٝا٘ٛاع تاضٌصاضی اظ لثی

زاض یا تا ؾطػت ثاتت( ٔٛضز ای، قتابچٍٍٛ٘ی حطوت خطْ )ٔٙفطز، زؾتٝ

زض ُٔاِؼاتكاٖ  [12]ٚ ٚایٛ ٚ ٕٞىاضا٘ف  [11]. ٚاً٘ [9-11]ُٔاِؼٝ لطاض ٌطفت 

ی ٔیا٘ی تیط ٞای غیطذُی ٔٙتدٝ اظ ا٘حٙای تعضي ٚ وكیسٌی نفحٝػثاضت

تا اؾتفازٜ اظ ضٚـ  [13]ط ٌطفتٙس. پٛضخٕكیسیاٖ ٚ ٕٞىاضا٘ف ضا زض ٘ظ

تا اؾتفازٜ اظ ضٚـ اغتكاقی،  [14]ٕٞٛتٛپی ٚ ٕٞچٙیٗ پٗ ٚ ٕٞىاضا٘ف 

ی زٚ قاذٍی ٚ تحّیّی حانُ وطز٘س ٚ تٝ تحّیُ پسیسٜٞای ٘یٕٝپاؾد

ٞای ٚاتؿتٍی فطوا٘ؽ تٝ زأٙٝ پطزاذتٙس. تا ایٗ ٚخٛز، تا تٛخٝ تٝ تحّیُ

تٛاٖ تا تطزیس تٝ نحت ٚ واضزتطزی تٛزٖ اتیىی وٝ ا٘داْ زاز٘س ٔیاؾتقثٝ

 ٞا ٍ٘طیؿت. ٘تایح آٖ

ی تحمیمات فطاٚاٖ ا٘داْ قسٜ زض ٔمالات شوط قسٜ زض تالا ٘كاٖ زٞٙسٜ

ی ذُی خطْ ٔتحطن اؾت. اظ ٔٙظط ػّٕی، فطيیٝ -ی اضتؼاقات تیطظٔیٙٝ

ی اؾت وٝ ُٔاِؼٝوٙس. ایٗ زض حاِی تطای واضتطزٞای ٟٔٙسؾی وفایت ٔی

تیٙی تا اؾتفازٜ اظ تحّیُ ذُی ای لاتُ پیفزیٙأیه غیطذُی چٙیٗ ٔؿأِٝ

ضٚز. تحمیك ٞای ٘اقٙاذتٝ زض ایٗ ؾیؿتٓ ٔی٘ثٛزٜ ٚ ا٘تظاض وكف پسیسٜ

ی ی ٔتغیط تا ظٔاٖ ؾیؿتٓ اؾت وٝ زض ٘تیدٝی ٔكرهٝحايط زض تطٌیط٘سٜ

قٛز وٝ ٘كاٖ زازٜ ٔی ٞای ٔتحطن اؾت.اثطات ا٘ساظٜ حطوت تٛاِی خطْ

ٞای ٞای غیطذُی ٔٙدط تٝ تطٚظ خٙثٝتكسیس پاضأتطیه زض وٙاض ػثاضت

 وٙس.قٛز وٝ ٘مف ٟٕٔی زض پایساضی ؾیؿتٓ ٘یع ایفا ٔیخاِثی اظ ٔؿأِٝ ٔی

ٞای ؾازٜ وٝ ٌاٜتطِ٘ٛی تا تىیٝ-زض ایٗ پػٚٞف، زیٙأیه غیطذُی تیط اٚیّط

قٛز. تیط، یىٙٛاذت تا تحّیُ ٚ تطضؾی ٔیٞا لطاض زاضز تحت ػثٛض ٔتٛاِی خطْ

ٚ خطْ ٚاحس   ، ٔسَٚ یاً٘  ، ٕٔاٖ ایٙطؾی ٔمُغ  ، ٔؿاحت ٔمُغ  ََٛ 

تا ؾطػت   ٞای یىؿاٖ قٛز ٚ ػثٛض ٔتٛاِی خطْزض ٘ظط ٌطفتٝ ٔی  ََٛ 

-تٝ ٘حٛی اؾت وٝ تٝ ٔحى ذطٚج یه خطْ، ٘ٛتت خطْ تؼسی ٔی  ثاتت 

قٛز وٝ ؾیؿتٓ ٔٛضز ُٔاِؼٝ ٔاٞیتا ؾثة ٔیٞا قٛز. ٚضٚز ٚ ذطٚج خطْ

ٞای ٞا ضا انُلاحا ؾیؿتٓؾیؿتٕی تا خطْ ٔتغیط ٔحؿٛب قٛز. ایٗ ؾیؿتٓ

-٘أٙس. انُ ٕٞیّتٖٛ ٔتساَٚ وٝ زض اؾترطاج ٔؼازلات حطوت ؾیؿتٓتاظ ٔی

ٞایی وٝ خطْ ٞای تؿتٝ )ؾیؿتٓقٛز تٟٙا تطای ؾیؿتٓواض ٌطفتٝ ٔیٞا تٝ

وٙٙس( اػتثاض زاضز. تطٞا تغییط ٕ٘یی آٖكىیُ زٞٙسٜثاتت زاض٘س ٚ شضات ت

ی پایؿتاض وٝ زض غیاب ٘یطٚٞای ٘اپایؿتاض، ا٘طغی آٖٞای تؿتٝذلاف ؾیؿتٓ

ٞای تاظ ِعٚٔا ٔٙدط تٝ پایؿتاضی ا٘طغی ٞا ثاتت اؾت، ایٗ قطایٍ تطای ؾیؿتٓ

ٞایی وٝ قٛز. تٙاتطایٗ لاظْ ٚ يطٚضی اؾت وٝ ایٗ انُ تطای ؾیؿتٕٓ٘ی

وٙس تؼٕیٓ یاتس. اٌط چٝ ٞا تا ٌصقت ظٔاٖ تغییط ٔیی آٖشضات تكىیُ زٞٙسٜ

قٛز ٚ ِصا لاٖ٘ٛ ٞٛن نازق ی ذُی تطضؾی ٔیتغییط قىُ تیط زض ٘احیٝ

ی خاتدایی غیطذُی وٝ زض ٘تیدٝ-اؾت، ِیىٗ تا زض ٘ظط ٌطفتٗ ضٚاتٍ وط٘ف

َِٛی ٚ  ٞایٚ ٕٞچٙیٗ ٚاتؿتٍی خاتدایی قٛزا٘حٙای تعضي تیط حانُ ٔی

قٛز وٝ قٛز. فطو ٔیی حاوٓ ظاٞط ٔیٞای غیطذُی زض ٔؼازِٝػطيی، تطْ

ی ٔیا٘ی تیط لثُ ٚ تؼس تیط زاضای لیس ػسْ وكیسٌی اؾت؛ یؼٙی ََٛ نفحٝ

ٔا٘س. قطٌ ػسْ وكیسٌی تیط تٛؾٍ یه لیس غیطاظ تغییط قىُ ثاتت تالی ٔی

وٙس، ىسیٍط ٔطتثٍ ٔیٞای ٔحٛضی ٚ ػطيی ضا تا یپصیط وٝ تغییط قىُا٘تٍطاَ

قٛز. ایٗ لیس تا اؾتفازٜ اظ يطایة لاٌطا٘ػ زض تیاٖ لاٌطا٘ػیٗ ؾیؿتٓ تیاٖ ٔی

 قٛز.ٚاضز ٔی

 سازی ریاضی سیستنهدل 2-

 های با جرم هتغیر یافته برای سیستنهویلتوى تعویناصل  1-2-

ـ ٍ٘ط- ٞا اظ ؾیؿتٓ ٔٙدط تٝ اػٕاٌَٛ٘ٝ وٝ تیاٖ قس ٚضٚز ٚ ذطٚج خطْ ٕٞاٖ

ٞا تٝ ٍٞٙاْ ٚضٚز ٚ وٝ اثط ا٘ساظٜ حطوت خطَْٛضیقٛز تٝؾیؿتٓ تاظ ٔی

، ٔسِی اظ ؾیؿتٓ تا "1قىُ "ذطٚج زض انُ ٕٞیّتٖٛ تایس ِحاِ قٛز. 

 زٞس.ٔطظٞای لاتُ ٘فٛش ضا ٘كاٖ ٔی

ی انُ ٕٞیّتٖٛ تطای ؾیؿتٕی تا خطْ ٔتغیط تٝ نٛضت یافتٝفطْ تؼٕیٓ

 .[15]قٛز ( تیاٖ ٔی1ی )ضاتُٝ

∫ اِف( -1)  ( )   

  

  

 ∫     

  

  

   

  (     )   ( )  ب( -1)

∬       ج( -1) (   ⃗     )( ⃗    ⃗ )   ⃗     
 

  ( )

 

واض ٔداظی ا٘داْ    ٚ  ( )  لاٌطا٘ػیٗ ؾیؿتٕی تا حدٓ وٙتطَ تاظ   وٝ 

 قسٜ ضٚی ایٗ ؾیؿتٓ اؾت. 
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Fig. 1 The beam-moving mass problem as a varying-mass system 

within a control volume 
 ػٙٛاٖ یه ؾیؿتٓ خطْ ٔتغیط تا حدٓ وٙتطَی تیط ٚ خطْ ٔتحطن تٝٔؿأِٝ 1شکل 

تٛاٖ تٝ ػٙٛاٖ واض ٔداظی حانُ اظ ( ضا ٔی1ی )ػثاضت ا٘تٍطاَ زض ٔؼازِٝ

 )ٞا ی ػثٛض خطْٕٔٙتْٛ قاض زض ٘تیدٝ
 
تفؿیط  ( )  اظ ؾُح تاظ  (     ⃗ 

( ⃗    ⃗ )وطز وٝ تا ؾطػت ٘ؿثی  تٝ حدٓ وٙتطَ ٚاضز ٚ یا اظ آٖ ذاضج   ⃗  

ی تٛاٖ تٝ ٔثاتٝ خطیاٖ تطافیه ٚؾایُ ٘مّیٝخطیاٖ خطٔی ضا ٔی قٛز.ٔی

ػثٛضی اظ ضٚی تیط زا٘ؿت. ا٘تماَ ٕٔٙتْٛ ٔداظی زض ٞط زٚ ا٘تٟای تیط زض 

قٛز تٛاٖ َثك آ٘چٝ زض ازأٝ تیاٖ ٔیٞا ضا ٔیی ٚضٚز ٚ ذطٚج خطْ٘تیدٝ

اـ تٛيیح زاز. لاتُ شوط اؾت وٝ خطْ ٔتحطن زض ََٛ ٔؿیط حطوتی

تٛا٘س خاتدایی ٔداظی زاقتٝ تاقس. ایٗ تساٖ ػّت اؾت وٝ حطوت خطْ اظ  ٕ٘ی

پیف تٛنیف قسٜ اؾت )حطوت اظ ؾٕت چپ تیط تٝ ؾٕت ضاؾت آٖ تا 

اـ )ٚضٚز تٝ تیط ٚ ذطٚج اظ آٖ( ٟ٘ایی ؾطػت ثاتت(. ؾطػت خطْ زض زٚ حس

̇ ⃗⃗   ⃗ تطاتط تا  تٝ تطتیة تطزاضٞای خاتدایی ٚ ٕٔاؼ    ٚ   ⃗⃗ اؾت وٝ      

یىٝ زض زٚ ا٘تٟای تیط ٞؿتٙس. ؾطػت ٘ؿثی ػثٛض اظ ٔطظٞای ؾُٛح تطاتط تا 

( ⃗   ⃗  ) ( تیاٖ 2ی )نٛضت ٔؼازِٝ( ت1ٝی )اؾت. تٙاتطایٗ ٔؼازِٝ     ⃗  

 قٛز.ٔی

    ∬   ( ⃗     )( ⃗    ⃗ )   ⃗    
 

  ( )   ( )

 

(2)       (   (  ̇     )     )|
   

   
 

   ٌط ا٘تماَ ٕٔٙتْٛ ٔداظی اظ ؾُح وٙتطَ اؾت ٚ وٝ ػثاضت آذط تیاٖ

  وٙس.خطیاٖ تطافیه ضا زض ٞط ِحظٝ تیاٖ ٔی

ٞای ؾازٜ، ٞیچ خاتدایی ٔداظی زض زٚ ا٘تٟا ٚخٛز ٌاٜتطای تیط تا تىیٝ

( زض ایٗ حاِت تطاتط 2ی ). تٙاتطایٗ ػثاضت ا٘تٟایی زض ٔؼازِٝ(     )٘ساضز 

نفط ذٛاٞس قس ِٚی ایٗ ػثاضت تطای ا٘تٟای آظاز تیط یه ؾط ٌیطزاض حتٕا 

تایس ِحاِ قٛز. تٙاتطایٗ لاتُ شوط اؾت وٝ اٌط تطای تیط یه ؾط ٌیطزاض اظ 

ٞای تؿتٝ اػتثاض زاضز اؾتفازٜ قٛز، ٕیّتٖٛ ٔتساَٚ وٝ تطای ؾیؿتٓانُ ٞ

ػثاضت ٔصوٛض زض ٔحاؾثات ظاٞط ٘كسٜ ٚ زض ٘تیدٝ ٔؼازلات حطوت حانُ 

( 1ی )قسٜ نحیح ٘رٛاٞس تٛز. ٟ٘ایتا، تا زض ٘ظط ٌطفتٗ ٔلاحظات اذیط، ٔؼازِٝ

 قٛز.( ذلانٝ ٔی3ی )تٝ فطْ ٔؼازِٝ

(3) ∫  ( )   

  

  

   

 استخراج هعادلات حاکن 2-2- 

ی حاوٓ تط حطوت تیط، (، تٝ ٔٙظٛض اؾترطاج ٔؼاز3ِٝی )تا تٛخٝ تٝ ٔؼازِٝ

 قٛز.واض ٌطفتٝ ٔی ( تطای ؾیؿتٓ ت4ٝی )انُ ٕٞیّتٖٛ ُٔاتك ضاتُٝ

(4) ∫  ( )
 
   ∫  (       )    

  

  

  

  

 

تٝ ٔٙظٛض تطآٚضزٜ وطزٖ فطو ػسْ وكیسٌی تیط تیاٖ قسٜ اؾت. تا    وٝ 

واضٔٗ ٚ نفط لطاض زازٖ وط٘ف تاض ذٙثی، خاتدایی فٖٛ-اػٕاَ ضٚاتٍ وط٘ف

( ٔیاٖ ٔتغیطٞای ٔیساٖ 5فطو لیس ػسْ وكیسٌی ٔٙدط تٝ ٔؼازِٝ لیسی )

 قٛز.خاتدایی ٔی

(5)     
 

 
     

ٞای َِٛی ٚ ػطيی تٝ تطتیة تیاٍ٘ط خاتدایی (   )   ٚ  (   )   وٝ 

ٌیطی ٘ؿثت تٝ خا ػلأت پطایٓ تطای ٘كاٖ زازٖ ٔكتكتیط ٞؿتٙس. زض ایٗ

  ی اذیط  اؾتفازٜ قسٜ اؾت. لاتُ شوط اؾت وٝ تا تٛخٝ تٝ ضاتُٝ ( )پاضأتط 

-تاقٙس. ایٗ ٔٛيٛع زض ؾازٜٔی (  ) ٚ  ( ) ٞای، تٝ تطتیة اظ ٔطتثٝ ٚ 

واض ٞای ا٘طغی تٝزض ػثاضت (  ) ٞای تا ٔطتثٝ زاقتٗ تطْتحّیُ تا ٍ٘ٝ ؾاظی

ٞای ( تطای تط7ْ( ٚ )6قٛز ٚ تا زض ٘ظط ٌطفتٗ ایٗ ُّٔة، ٔؼازلات )ٌطفتٝ ٔی

 .قٛ٘سا٘طغی پتا٘ؿیُ ٚ خٙثكی ؾیؿتٓ حانُ ٔی

(6)    
 

 
∫   (    (     )            )  

 

 

    |       

(7) 

   
 

 
∫   ( ̇   ̇ )  

 

 

 

   
 

 
 (    ̇   ̇     ̇      ̇(    ))|

    
 

اـ ٘ؿثت تٝ ؾطػت ٘ؿثی لاتُ شوط اؾت وٝ زض تیاٖ ؾطػت خطْ، ٞٓ ِٔٛفٝ

تیط ٚ ٞٓ تأثیط ؾطػت ٘اقی اظ حطوت تیط ِحاِ قسٜ اؾت. لیس ػسْ 

 قٛز.زض ٕٞیّتٛ٘یٗ ٚاضز ٔی (8ی )وكیسٌی تیط تا اؾتفازٜ اظ ٔؼازِٝ

(8)   ∫  (   ) (   
 

 
   )   

 

 

 

تطای اػٕاَ قطٌ ػسْ وكیسٌی، زاذُ انُ  (   ) وٝ يطیة لاٌطا٘ػ 

تغییطات ٔؼطفی قسٜ اؾت. پؽ اظ اؾترطاج ٔمساض تغییطاتی ٕٞیّتٛ٘یٗ، تا 

تاقٙس، ٔتغیطٞای ٔداظی ٔؿتمُ اظ یىسیٍط ٔی   ٚ      ، وٝ  تٛخٝ تٝ ایٗ

 قٛ٘س.( حانُ ٔی12تا ) (9ٞای )ػثاضت

(9) 
  ̈    (    )

 
   (     )   ( (    ))

 
 

     (  ̈      ̇        )|       

 تٝ ٕٞطاٜ قطٌ ٔطظی َثیؼی:

(10)       |
   

   (     ) |     (    )|      

ٚ 

(11) 

   ̈     ( )    (      )
  

 
  

 
(   (   )

 
)

 

 

      
  

 
(  (   )

 

)
  

 (   )  

      (  ̈      ̇        )|     
         ̅(    ) 

 تٝ ٕٞطاٜ ضاتُٝ:

(12) [                      ]   
      

ذٛز تا تٛخٝ تٝ قطایٍ فیعیىی ٔؿأِٝ زض زٚ ا٘تٟا تطآٚضزٜ وٝ تٝ نٛضت ذٛزتٝ

تٟٙا ٔٙدط تٝ ٔؼازِٝ لیس   قٛز. ٕٞچٙیٗ ا٘داْ تغییطات ٘ؿثت تٝ پاضأتط ٔی

تٛاٖ ٔؼازلات حاوٓ ضا تٝ تٟٙا یه ٌطزز. تا تٛخٝ تٝ لیس ػسْ وكیسٌی، ٔیٔی

تا  ضا (   ) لاٌطا٘ػ  تٛاٖ يطیةٔٙظٛض ٔی تسیٗ ٕ٘ٛز. تمّیُ ٔؼازِٝ

آٚضزٜ ٚ تا تطویة  زؾتتٝ [   ]ی ( ضٚی تاظ9ٜی )ٌیطی اظ ٔؼازِٝ ا٘تٍطاَ

 ضا ٘تیدٝ ٌطفت. (13ی )(، ٔؼاز12ِٝ)( ٚ 11وطزٖ تا ٔؼازلات )

(13) 

   ̈     ( )    ((     )   )  

       (∫ (
  

   
∫

 

 
     

 

 

)    
 

 

)

 

 

       (  ̈      ̇        )|        ̅(    ) 

٘یع اظ   ٞای ٔطتثٝ تالاتط تا تٛخٝ تٝ ایٗ وٝ خطْ زلت قٛز وٝ اظ ٘ٛقتٗ تطْ

 ٘ظط قسٜ اؾت.اؾت نطف ( ) ی ٔطتثٝ

ی اضتؼاـ غیطذُی تیط، تٝ تفؿیط خا پؽ اظ اؾترطاج ٔؼازِٝزض ایٗ

((    ) )ٞای ػثاضت
 

( ظاٞط 11( ٚ )9وٝ تٝ تطتیة زض ٔؼازلات )  (   ) ٚ 

٘كاٖ زازٜ قسٜ اؾت  "2قىُ "ٌٛ٘ٝ وٝ زض قٛز. ٕٞاٖا٘س پطزاذتٝ ٔیقسٜ
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قسٜ،  یطٚی ٔحٛضی تٛظیغٞای افمی ٚ ػٕٛزی یه ٘ٞا ِٔٛفٝایٗ ػثاضت

ٌاٜ ؾٕت ، زض ََٛ إِاٖ زیفطا٘ؿیّی تیط ٞؿتٙس. تهٛض وٙیس وٝ تىیٝ(   ) 

٘یع تٝ نٛضت ٔفهّی )زض ٔماتُ غّتىی(  "2قىُ "ضاؾت ٔكاٞسٜ قسٜ زض 

ٚ ا٘حطاف اظ     ی تٛز. تیط زض اثط تغییـط قىُ ذٕكی زض نفحــٝٔی

ی اضتؼاـ یف ََٛ تسٞس.تٙاتطایٗ ٔؿأِٝی ذٛز تایس تتٛا٘س افعاٚيؼیت اِٚیٝ

تٛاٖ تا تطِ٘ٛی زاضای زٚ زضخٝ آظازی ٔحٛضی ٚ ػطيی اؾت وٝ ٔی-تیط اٚیّط

زض ایٗ  ٌاٜ تمّیُ ٕ٘ٛز.ََٛ یا ػسْ خاتدایی تىیٝ اػٕاَ لیس ػسْ تغییط

ی زض ََٛ تیط، ٚؾیّٝ ((   ) )ٔؿأِٝ، زض ٚالغ تا اػٕاَ تاضٌصاضی ٔحٛضی 

 فطاٞٓ ٌطزیس.تأٔیٗ ایٗ لیس 

 گسسته سازی تیر پیوسته3-2- 

ای حطوت، ضٚـ ٌاِطویٗ تٝ ٔٙظٛض پؽ اظ اؾترطاج ٔؼازِٝ زیفطا٘ؿیُ پاضٜ

قٛز. تسیٗ واض ٌطفتٝ ٔیواٞف ایٗ ٔؼازِٝ تٝ ٔؼازلات زیفطا٘ؿیُ ػازی تٝ

( 14ی )نٛضت ضاتُٝ ای اظ ٔٛزٞای حطوتی تٝنٛضت ٔدٕٛػٝٔٙظٛض، پاؾد تٝ

 .قٛزتؿٍ زازٜ ٔی

(14)  (   )  ∑  ( ) ̅ ( )

 

   

 

̅ وٝ 
 
 أیٗ تاتغ قىُ ٔٛزاَ -iی ُٔاتك تا یافتٝی تؼٕیٓٔرتهٝ ( )

 
( ) 

ٞای ؾازٜ ضا تطآٚضزٜ ٌاٜاؾت. تٛاتغ ٔٛزی وٝ قطایٍ ٔطظی اؾاؾی تیط تا تىیٝ

 ( زض ٘ظط ٌطفت.15ی )تٛاٖ تٝ نٛضت ضاتُٝوٙٙس ٔی

(15)  
 
( )     (

   

 
)          (          ) 

ای تا زض ٘ظط ٌطفتٗ ذانیت تؼأس ایٗ تٛاتغ ٔٛزاَ، ٔؼازِٝ زیفطا٘ؿیُ پاضٜ

ای اظ ٔؼازلات زیفطا٘ؿیُ ػازی حاوٓ تط (( تٝ ٔدٕٛػ13ٝی ))ٔؼازِٝ حطوت

 قٛز.( تثسیُ ٔی16ی )ٞای ٔٛزاَ، تٝ نٛضت ٔؼازِٝٔرتهٝ

(16)  ( ) ⃗ ̈( )   ( ) ⃗ ̇( )   ( ) ⃗ ( )    ( ⃗   ⃗ ̇  ⃗ ̈ )    ( ) 

( تٝ فطْ 16ی )تطِ٘ٛی غیطذُی، ٔؼازِٝ-اَٚ اضتؼاقی تیط اٚیّطتطای ٔٛز 

 قٛز.ٔی( اؾترطاج 17ی )ٔؼازِٝ

 اِف( -17)
(        ( )) ̈( )       ( )    ( )  ̇( ) 

   (        ( )) ( )               ( ) 

  ب( -17)
  

 
  

 
(    

     

  
(  ̇

 
    ̈)) 

 قٛ٘س.( تؼطیف ٔی18ی )نٛضت ضاتُٝتؼس اؾتفازٜ قسٜ تٝ تی وٝ پاضأتطٞای

    
 

   
        

   

 
        

    

      
    

  

    
   

(18) 
√   

 ̅

 
 

تؼس قسٜ اػٕاَ ٌطز٘س تا ٞای اغتكاقی تایؿتی زض لاِة ٔؼازلات تیضٚـ

-تٙسی قٛ٘س. ٕٞچٙیٗ يٕٗ تیخٕلات اظ ٘ظط ٔطتثٝ لاتُ ٔمایؿٝ ٚ زؾتٝ

تٙسی قسٜ ٚ أىاٖ تؼسؾاظی ٔؼازلات، پاضأتطٞا اظ ٘ظط تأثیطٌصاضی ٌطٜٚ

ای اظ ٌطزز وٝ اٌط لطاض تاقس ضاتُٝٞا ضٚی ٔؿأِٝ ٟٔیا ٔیی تأثیط آُٖٔاِؼٝ

 اؾترطاج قٛز، تا وٕتطیٗ تؼساز آظٔایف )یا نٛضت ٘یٕٝ تحّیّیایٗ ٔیاٖ تٝ

 

Fig. 2 Schematic of the distributed force applied for satisfying the 

constraint of inextensibility 
 ٘یاظ خٟت تأٔیٗ لیس ػسْ تغییط ََٛقٕایی اظ تٛظیغ ٘یطٚی ٔحٛضی ٔٛضز 2شکل 

ٔتغیطٞای ٔؿتمُ ٚ ػسزی( ٕٔىٗ ٌطزز. زض ایٗ ٔؿأِٝ،  ؾاظیقثیٝ 

 ٌكتٙس: تؼسزاض تٝ ٘حٛ ظیط تیٔتغیطٞای ٚاتؿتٝ تٝ نٛضت ٔؼٙی

نٛضت ٔتٙاٚب تا زٚضٜ تٙاٚب : اظ ایٗ حیث وٝ حطوت تٝ⁄      

تاقس ظٔاٖ تط حؿة ، ٔهازف تا ػثٛض ٞط ٔتحطن اظ ػطنٝ پُ، ٔی      

 قٛز.آٖ ؾٙدیسٜ ٔی

: ٘ؿثت خطٔی ٔتحطن ٚ ؾاظٜ تحطیه قسٜ، اؾاؼ تحّیُ ⁄      

ی اؾت وٝ تؿٍ خٕلات تط تؼسزٞس ٚ ٕٞاٖ ػسز تیاغتكاقی ضا تكىیُ ٔی

 پصیطز.حؿة آٖ نٛضت ٔی

            ⁄  (    ⁄ فطوا٘ؽ َثیؼی اَٚ ذٕكی : ٔطتغ ٘ؿثت  (

 زٞس.تیط تٝ فطوا٘ؽ انّی تحطیه ضا ٘كاٖ ٔی

        
: تٝ ٘ٛػی ٘ؿثت ٘یطٚی خاشتٝ تٝ ٘یطٚی ایٙطؾی ٚاضز تط ⁄ 

 تاقس.ٔتحطن ٔی

√    ̅ خٟت   √قسٜ اؾت وٝ تثسیُ ايافی تؼس : ٔتغیط ٔٛزاَ تی⁄ 

-زض ٔؼازِٝ ٔٙظٛض ٔی  ٞای غیطذُی زض پٛقف يطیة تدٕیغ تٕأی تطْ

 ٌطزز.

: تٝ ٔٙظٛض ز٘ثاَ وطزٖ اثط ػٛأُ غیطذُی ٚ ٔدعا وطزٖ آٟ٘ا اظ  پاضأتط 

 ٞای ٔتغیط تا ظٔاٖ، ٔرهٛناً تٝ ٔؼازِٝ ايافٝ قسٜ اؾت.اثطات تطْ

( تٝ نٛضت 17ی )ای تیط، يطایة ٔؼازِٝ٘ٛتٝی تاضٌصاضی تا تٛخٝ تٝ ٘حٜٛ

ٞؿتٙس. تٙاتطایٗ تطای ا٘ؼىاؼ ایٗ        ی تٙاٚب ٔتغیط تا ظٔاٖ ٚ تا زٚضٜ

( ٘تیدٝ 19ی )(، ٔؼاز17ِٝی )ی يطایة ٔؼازُِّٝٔة، تا ٘ٛقتٗ تؿٍ فٛضیٝ

 قٛز.ٔی

 (   (     (  ))) ̈( )       (  )  ̇( ) 
    (   (     (  ))) ( ) 

      
  

 
(    

     

  
(  ̇     ̈)) 

(19)          (
 

 
 ∑

 

 (     )
   (   )

 

   

) 

 زهاىوجود پدیده پاسخ هن3- 

تٛاٖ تٝ ٚخٛز ٞای ٔؼازلات زیفطا٘ؿیُ تا يطایة پطیٛزیه ٔیاظ ذانیت

ی ٞا اقاضٜ وطز. ٔؼازِٝٞای ٘اپایساضی زض نفحٝ پایساضی پاضأتطٞای آٖظتا٘ٝ

ٞای ی ٞیُ اؾت وٝ أىاٖ ٚخٛز ظتا٘ٝحانُ قسٜ، ٘ٛع ذانی اظ ٔؼازِٝ اذیط

 ،   . تطای حاِت [16]٘اپایساضی تطای آٖ اثثات ٚ ٔكرم قسٜ اؾت 
پٛض ٌط اضتؼاقات ذُی تیط تحت ػثٛض خطْ اؾت وٝ وطیٓحانُ تیاٖ یٔؼازِٝ

 ی پاؾدزض تحّیُ پایساضی ؾیؿتٓ ٔس٘ظط، ٚخٛز پسیسٜ [17]ٚ ٕٞىاضا٘ف 

-ی پاؾد ٞٓظٔاٖ ضا ٘یع تحّیُ ٚ أىاٖ ٚلٛع آٖ ضا تطضؾی وطز٘س. پسیسٜٞٓ

ی ٚخٛز زٚ پاؾد ٔؿتمُ ؾیؿتٓ زض اظای یه ٔمساض ظٔاٖ زض ٚالغ تیاٖ وٙٙسٜ

افتس، زٚ ٞایی وٝ ایٗ پسیسٜ اتفاق ٔیذال اظ پاضأتطٞا اؾت. زض ؾیؿتٓ

وٙٙس تط یىسیٍط ی ٘اپایساضی ضا ایداز ٔٙحٙی ٌصاضی وٝ تایؿت یه ظتا٘ٝ

 [18]خی ٚ ض٘س قٛز. اٖی ٘اپایساض ٘اپسیس ٔیُٔٙثك قسٜ ٚ زض ٘تیدٝ، ظتا٘ٝ

ی ٘اظن ايافٝ وطز٘س تا اثط یه فٙط غیطذُی تٝ ٔسَ فیعیىی یه نفحٝ

-ظٔاٖ زض آٖ ضخ ٔیی پاؾد ٞٓی غیطذُی ضا ضٚی ؾیؿتٕی وٝ پسیسٜخّٕٝ

اضت غیطذُی ٔطتثٝ زٚ تط ٌیطی وطز٘س وٝ ػثٞا ٘تیدٝزٞس تطضؾی وٙٙس. آٖ

زض تٛا٘س پایساضی ٔثسأ ضا تحت تأثیط لطاض زٞس. ذلاف خّٕٝ ٔطتثٝ ؾٝ، ٔی

ی تیط خطْ ٔتحطن ظٔاٖ تطای ٔؿأِٝی پاؾد ٞٓ، أىاٖ ضخ زازٖ پسیسٜ[17]

تطضؾی ٚ تحّیُ قس. تا ایٗ ٚخٛز، ٘كاٖ زازٜ قس وٝ ایٗ ٚیػٌی ٔٙحهط تفطز 

زض ٔسَ ؾیؿتٓ تٝ چاِف وكیسٜ قٛز. تطای  تٛا٘س تا ایداز تغییطی ا٘سنٔی

تٝ ٔسَ، زیٍط  (  )    ٕ٘ٛ٘ٝ، تا اػٕاَ ٘یطٚی ٔحٛضی ٘ٛؾا٘ی اغتكاقی 
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ظٔاٖ فطاٞٓ ٘ثٛزٜ ٚ ٘ٛاحی ٘اپایساضی ٔدسزا زض ی پاؾد ٞٓقطایٍ ٚلٛع پسیسٜ

ٌطز٘س وٝ ٘كاٖ اظ حؿاؾیت ایٗ پسیسٜ ی پاضأتطٞای ٔؿأِٝ پسیساض ٔینفحٝ

ی حاوٓ تط ٔؿأِٝ تٝ قىُ وطزٖ تٕأی اثطات شوط قسٜ، ٔؼازِٝزاضز. تا ِحاِ 

 قٛز.( حانُ ٔی20ی )ٔؼازِٝ

(   (     (  ))) ̈( )    (     (  )) ̇( ) 

   (    (   )    (  )) ( ) 

(20)      
  

 
(    

     

  
(  ̇     ̈))    

⁄    )   وٝ  )  ٚ 
  

تطای ٔسَ وطزٖ اثط   اؾت ٚ  ⁄       

 اؾتٟلان زض ٔؼازِٝ ايافٝ قسٜ اؾت.

 تحلیل پایداری سیستن غیرخطی4- 

ٞای غیطذُی تط تكسیس پاضأتطیه، تا تٛخٝ تٝ ایٗ تٝ ٔٙظٛض تطضؾی تأثیط تطْ

اـ ٘ساضز، حُ تمطیثی ( تفاٚت ظیازی اظ حاِت ذُی20ی )ُّٔة وٝ ٔؼازِٝ

ٞای چٙسٌا٘ٝ اضائٝ ٞای ٔمیاؼضٚـٔطتثٝ اِٚی اظ ٔؼازِٝ تا اؾتفازٜ اظ 

ٔٙظٛض تطضؾی قطایٍ پایساضی ؾیؿتٓ، تا ز٘ثاَ وطزٖ ایٗ ضٚـ قٛز. تٝ ٔی

-تمطیثی، ٔؼازلات ٔسٚلاؾیٖٛ حاوٓ تط زأٙٝ ٚ فاظ پاؾد تٝ زؾت آٚضزٜ ٔی

،        ٞای ظٔا٘ی ٔتفاٚت قٛ٘س. تطای ایٗ ٔٙظٛض، تا تؼطیف ٔمیاؼ

، اتعاضٞای لاظْ تٝ  ⁄       ای ٔتٙاظط پاضٜ ٚ ٔكتمات           

 قٛ٘س.( تِٛیس ٔی21ی )نٛضت ضاتُٝ

  

  
 

 

   

  
 

   

   
 

   

   

                     

  

   
 

  

   
    

  

      

   (
  

   
   

  

      

)    

(21)             
           (  

       )    

ٞای غیطذُی تغییطاتی زض ضٚز وٝ تطْ، ا٘تظاض ٔی  تا تٛخٝ تٝ وٛچه تٛزٖ 

 (22ی )تٛاٖ تؿٍ یىٙٛاذتی تٝ فطْ ضاتُٝپاؾد ذُی ایداز وٙس ٚ ِصا ٔی

 .[16]تطای پاؾد زض ٘ظط ٌطفت 

(22)  (   )    (          )     (          )    

( ٚ ٔؼازَ لطاض زازٖ خٕلات ٞٓ 20زض )( 22( ٚ )21تا لطاض زازٖ ضٚاتٍ )

 قٛز.( حانُ ٔی24( ٚ )23، ضٚاتٍ ) ی ٔطتثٝ

(23)       
  

 
   

 
    

       
  

 
   

 
 (  (   )    (   ))  

 
               (     (   ))  

    

        (     (   ))     

(24)         
  

 
(   

  
     

  
(  (    )

    
   

   )) 

 ( ٘ٛقت.25ی )تٛاٖ تٝ نٛضت ضاتُٝی ٔطتثٝ نفط ضا ٔیپاؾد ٔؼازِٝ

(25)  
 

  (  )    (    )   ̅(  )    (     ) 

ی اؾت. تا خایٍصاضی ایٗ پاؾد زض ٔؼازِٝ  √  ی اذیط، وٝ زض ٔؼازِٝ

 .قٛز( ٘تیدٝ ٔی26ی )ٔطتثٝ اَٚ، ضاتُٝ
  

  
 
    

 
  

   (                      (
  

 
 

  

 
)        ̅) 

         (    ) 

   ( 
 

 
 ̅    ̅  

 

 
  ̅  

 

 
 ̅)    [ (   )  ] 

   ( 
 

 
       

 

 
   

 

 
 )    [ (   )  ] 

(26)     (
  

 
 

   

 
)          (     )      

اـ اؾتفازٜ قسٜ اؾت ٚ تطای تیاٖ ٔعزٚج ٔرتٍّ ػثاضت لثّی    وٝ 

تطای تحّیُ تكسیس اؾت.   ی ٔعزٚج ٔرتٍّ وٙٙسٜتیاٖ ̅ ٕٞچٙیٗ 

ی تا ضاتُٝ  افتس، پاضأتط تٙظیٓ اتفاق ٔی    پاضأتطیه اِٚیٝ وٝ تطای 

 قٛز.اظ ٔمساض یه تؼطیف ٔی  تطای ا٘حطاف پاضأتط  (27)

(27)        

 ( تطای 26ی )وٝ ٔؼازِٝتطای ایٗ 
 

ایٗ ٔؼازِٝ  پصیط تاقس تایس خٕلاتی اظحُ 

( 28ی )وٙٙس حصف قٛ٘س وٝ زض ٘تیدٝ ضاتُٝوٝ تِٛیس ػثاضت ؾىٛلاض ٔی

 قٛز.حانُ ٔی

(                      (
  

 
 

  

 
)       ̅)    

(28)  

وٝ پاؾد ضا تطای ایٗ  ی ٔرتٍّ ایٗ ٔؼازِٝ، قطایٍ لاظْ تطای زأٙٝ

وٙس. تا لطاض زازٖ ٔی ( حانُ قٛز تیا26ٖی )پطیٛزیىی تطای ٔؼازِٝ

      (  ) ، تٛاتغ  (  )   ٚ  (  )   (، وٝ 28ی )زض ضاتُٝ ⁄ 

ٞای حمیمی ٚ ٔٛٞٛٔی خسا قسٜ ٚ تٝ نٛضت ضٚاتٍ حمیمی ٞؿتٙس، لؿٕت

 .قٛ٘س( حانُ ٔی30( ٚ )29)

(29)          
 

 
     (       ) 

(30) 

      
 

 
  

 

 
    

  

 
(
  

 
 

  

 
)       

    
 

 
     (       ) 

واض ٌطفتٝ قسٜ اؾت. تٝ   ٌیطی ٘ؿثت تٝ وٝ ػلأت پطایٓ تطای تیاٖ ٔكتك

تٙسی تٕأی ػّٕیات اذیط، ٔٙدط تٝ یه حُ تمطیثی حَٛ تكسیس اِٚیٝ خٕغ

 ( ٌطزیس.31ی )ضاتُٝ تٝ نٛضت

(31)       (   ) 

ظ ٔؼازلات ٔسٚلاؾیٖٛ ٚ ظٔاٖ ا نطیح ٔٙظٛض حصف تٝ        وٝ ٔتغیط 

 ( تؼطیف قسٜ اؾت.33( ٚ )32ٞا تٝ قىُ ضٚاتٍ )تثسیُ آٖ

(32)        
 

 
     (  ) 

(33)        
  

 
(
  

 
 

  

 
)     

 

 
    (  ) 

نٛضت ٔؿتمیٓ  ٕٞطاٜ ٞؿتٙس( تٝ  قٛز وٝ ػٛأُ غیطذُی )وٝ تا زلت ٔی

نٛضت غیطٔؿتمیٓ ٚ  زأٙٝ تٝ ٌصاض٘س ٚ تأثیط آٖ تطی پاؾد تأثیط ٕ٘یتط زأٙٝ

 تاقس.اظ َطیك تغییط فاظ ٔی

قٛز حانُ ٔی        حالات تؼازَ ٔؼازلات اذیط تا لطاض زازٖ 

 قٛز.( ٔی35( ٚ )34وٝ تطای زاقتٗ پاؾد غیطتسیٟی، ٔٙدط تٝ ٔؼازلات )

(34)    (  )   
  

 
 

(35)    (  )  
 

 
(    

  

 
(
  

 
 

  

 
)    ) 

ی حاِت ٔا٘سٌاض پاؾد تطای (، زا35ٝٙٔ( ٚ )34اظ ٔؼازلات )  تا حصف وطزٖ 

 قٛز.( حانُ ٔی36ی )ی اَٚ تٝ نٛضت ضاتُٝتمطیة ٔطتثٝ

(36)    
 

 
 

(     √(
 

 
)

 

   ) 

 وٝ 
 

    (   ⁄     ⁄  .اؾت (

 تحلیل پایداری سیستن غیرخطی 5-

( ٚ 36ی )زض ٔؼازِٝ   وٝ پاؾد حاِت ٔا٘سٌاض ٚخٛز زاقتٝ تاقس تایس تطای ایٗ

ٞای ٔثثت تاقٙس، ی ظاٞط قسٜ زض ظیط ػلأت ضازیىاَ، ػثاضتٕٞچٙیٗ خّٕٝ

 ( ضا تؼطیف وطز.37ی )تٛاٖ ضاتُٝتٙاتطایٗ ٔی
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(37)    
 

 
 

تایس  ( )ی ی ٘یطٚی تاظٌطزا٘ٙسٜتٝ ػثاضتی تطای زاقتٗ پاؾد پطیٛزیه، زأٙٝ

 قٛز وٝ يطیةتعضٌتط اظ زٚ تطاتط يطیة اؾتٟلان تاقس )یازآٚضی ٔی

زض ٘ظط ٌطفتٝ قسٜ قسٜ اؾت(.    ( تطاتط 20ی )اؾتٟلان تا تٛخٝ تٝ ٔؼازِٝ

تٝ ٚخٛز ذٛاٞس آٔس وٝ زض   ی پاؾد ػلاٜٚ تط ایٗ، حالات ٔتفاٚتی تطای زأٙٝ

 ا٘س.( ٕ٘ایف زازٜ قس38ٜی )ضاتُٝ

(38) 

{
 
 
 
 

 
 
 
 

     √(
 

 
)

 

( ٘احیٝ   )        زٚ پاؾد

|   |  √(
 

 
)

 

( ٘احیٝ    )      یه پاؾد

    √(
 

 
)

 

( ٘احیٝ     )       پاؾری ٚخٛز ٘ساضز

 

ٞایی زض پاؾد ؾیؿتٓ تا تٛخٝ تٝ پاضأتطٞای ایٗ قطایٍ تاػث ایداز تفاٚت

ٞای ٕٔىٗ تا تٛخٝ تٝ ایٗ قٛز. زض ازأٝ، پایساضی پاؾدا٘تراتی ٔؿأِٝ ٔی

 ٘ٛاحی ٔدعا تطضؾی ذٛاٞس قس. 

ی زیه حاِت ٔا٘سٌاض ٔؼازِٝی ٔٙفطز، ٔتٙاظط تا یه پاؾد پطیٛٞط ٘مُٝ

غیطذُی حاوٓ اؾت. تٙاتطایٗ تطضؾی پایساضی پاؾد حاِت ٔا٘سٌاض زلیما 

ی قسٜی تؼییٗ َثیؼت ٘ماٌ ٔٙفطز اظ َطیك ٔاتطیؽ ذُیٕٞاٖ ٔؿأِٝ

ی تٝ نٛضت ضاتُٝ ( اؾت. ٔاتطیؽ يطایة ٔس ٘ظط33( ٚ )32يطایة ٔؼازلات )

 قٛز.( حانُ ٔی39)

  [
  

 

 
     (   )

  

 
  

 

 
   (   )

]  [
  

 

 
     (   )

  

 
     

] 

(39)  

ی ٔمازیط ٔتٙاظط تا حاِت تؼازَ ؾیؿتٓ اؾت. زٞٙسٜوٝ ظیط٘ٛیؽ نفط ٘كاٖ

 ػثاضتٙس اظ:  ی ٔمازیط ٚیػٜ

(40)         *      
 
 

 

 
   (  

 
)+

 

  

تاقس ٚ زض ی تؼازَ یه ٘مُٝ پایساض ٔیٔثثت تاقس ٘مُٝ (   )   اٌط 

ی ظیٙی تٛزٜ ٚ پایساض ٘یؿت. ی تؼازَ یه ٘مُٝوٝ ٔٙفی قٛز ٘مُٝنٛضتی 

ی تؼازَ تطای پاؾد ٚخٛز زاضز، تطای تٛاٖ ٘كاٖ زاز ظٔا٘ی وٝ زٚ ٘مُٝٔی

ٔٙفی ٚ تٙاتطایٗ ٘اپایساض ٚ ٕٞچٙیٗ تطای  (   )   ی وٛچىتط، پاؾد تا زأٙٝ

ت. ٍٞٙأی وٝ ٔثثت تٛزٜ ٚ ِصا پایساض اؾ (   )   ی تعضٌتط، پاؾد تا زأٙٝ

ٔثثت تٛزٜ ٚ زض ٘تیدٝ پاؾد پایساض  (   )   تٟٙا یه پاؾد ٚخٛز زاضز، 

ی حاِت ٔا٘سٌاض تٝ نٛضت ی زأٙٝاؾت. تطای تحث ٚ تحّیُ تیكتط، ٔؼازِٝ

 قٛز.تاظ٘ٛیؿی ٔی  (41ی )ٔؼازِٝ

(41)    
 

 ̂
 

(    ̂  
 

 
√   

 
 (  ̂) ) 

̂ وٝ پاضأتطٞای      ، ̂
 

   
 

  ٚ ̂ رهٛنا ٚ تطای ٚاضز وطزٖ ٔ    

قٛز خا آٚضزٜ ٔیٞایی وٝ زض ایٗا٘س. زض تحّیُزض ٔؼازِٝ تؼطیف قسٜ  پاضأتط 

قٛز زض حاِی وٝ تغییطات ضٚی فطوا٘ؽ تحطیه، ثاتت زض ٘ظط ٌطفتٝ ٔی

ٌیطز. ٞط چٙس تٝ ؾازٌی فطوا٘ؽ َثیؼی ٚ حَٛ تكسیس اِٚیٝ ا٘داْ ٔی

زض ظاٞط ٔؼازِٝ، تطای تغییطات فطوا٘ؽ ٞا ضا تا وٕی تغییط تٛاٖ تحّیُ ٔی

 تحطیه ا٘داْ زاز.

̂  ̂ )تطای خفت ٔكرم
 
تا اؾتفازٜ اظ  ̂   ی پاضأتطٞای ، نفحٝ(

̂ ٞای ٔٙحٙی     
 

 
√(  )  (  ̂)   ٚ    ̂ ی تٝ ؾٝ ٘احیٝ ⁄ 

قٛز وٝ ٔطظ ایٗ ٘ٛاحی قٛز. زلت ٔیتمؿیٓ ٔی "3قىُ "ٔدعا ُٔاتك 

̂ ٔؿتمُ اظ يطیة ػأُ غیطذُی 
 

ی وٙس وٝ ٍ٘اضٜاؾت. ایٗ أط تیاٖ ٔی 

ٞای ٘اپایساضی ٔكاتٝ تا حاِت ٔؿأِٝ ذُی ٔتٙاظط اؾت. زض ٚالغ، زض غیاب تطْ

ی ذُی زض پػٚٞكی اذیطا ٔٛضز غیطذُی ٔٙحٙی ٘اپایساضی تطای ٔؿأِٝ

. تا ایٗ ٚخٛز، پاؾد ؾیؿتٓ تٝ َٛض حتٓ [17]تطضؾی ٚ تطؾیٓ قسٜ اؾت 

ٞای غیطذُی لطاض قٛز تحت تأثیط تطْكاٖ زازٜ ٔیٌٛ٘ٝ وٝ زض ازأٝ ٕ٘ٞاٖ

 ٌیطز.ٔی

-تطذلاف ؾیؿتٓ ذُی وٝ پایساضی آٖ ٔؿتمُ اظ زأٙٝ اؾت، تٝ ٘ظط ٔی

،  ی آیس وٝ ضفتاض ؾیؿتٓ غیطذُی وألا تٝ زأٙٝ ٚاتؿتٝ اؾت. زض ٘احیٝ

پاؾد ؾیؿتٓ غیطذُی تٝ یه اغتكاـ اِٚیٝ ٕٔىٗ اؾت ٔیطا قٛز ٚ یا تٝ 

یٛزیه پایساض ا٘دأس. ایٗ زض حاِی اؾت وٝ تا ا٘تراب پاضأتطٞای یه پاؾد پط

-ای ٔیطا ٔیخطْ ػثٛضی اظ ایٗ ٘احیٝ، پاؾد ؾیؿتٓ ذُی تٝ ٞط قطٌ اِٚیٝ

ی غیطنفط تٝ ، پاؾد ؾیؿتٓ ذُی تٝ ٞط قطٌ اِٚیٝ  ی قٛز. زض ٘احیٝ

وٙس زض حاِی وٝ پاؾد ؾیؿتٓ غیطذُی ٟ٘ایتا نٛضت ٘أحسٚز ضقس ٔی

ذٛاٞس قس. تا تٛخٝ تٝ ٚاتؿتٍی فطوا٘ؽ تٝ زأٙٝ تطای ؾیؿتٓ ٔحسٚز 

وٙس ؾیؿتٓ اظ حاِت تكسیس ذاضج ی پاؾد ضقس ٔیغیطذُی، ٚلتی وٝ زأٙٝ

آیس وٝ پاؾد ؾیؿتٓ ٔا٘س. تٝ ٘ظط ٔیقسٜ ٚ زض ٘تیدٝ پاؾد ٔحسٚز تالی ٔی

ٞی ی زِرٛا، تطای ٞط قطایٍ اِٚیٝ   ی تطای پاضأتطٞای ا٘تراتی اظ ٘احیٝ

 قٛز.ی آٖ ٔیطا ٔیتسٖٚ تٛخٝ تٝ زأٙٝ

پایساضی ضا تطحؿة خطْ ٚ ؾطػت  "3قىُ "٘تایح زض نفحٝ پاضأتطی 

َٛض وٝ پیسا اؾت تٝ اظای ٔمساض ٔؼیٗ خطْ ٕ٘ایس. آٖتؼس ٔتحطن تیاٖ ٔیتی

ٞای تحطا٘ی )حس تالا ٚ پائیٗ( ٚخٛز ٔتحطن، ٔحسٚزٜ ٔكرهی اظ ؾطػت

ؾیؿتٓ غیطذُی تٝ چٍٍٛ٘ی ضٚ٘س ضؾیسٖ تٝ  ذٛاٞس زاقت وٝ اِثتٝ ضفتاض

ٞای ٔعتٛض )ٔطظٞای ٘احیٝ تحطا٘ی( تؿتٍی ذٛاٞس زاقت. ایٗ ٔحسٚزٜ ؾطػت

تط قسٜ تا ایتىٝ اظ یه حس تٝ پائیٗ زیٍط تا واٞف ٔمساض خطْ ٔتحطن تاضیه

 ٚيؼیت تحطا٘ی تٝ اظای ٞیچ ؾطػتی ضخ ٘رٛاٞس زاز.

 یسیکیسنجی با نتایج عددی و توجیهات فصحت 6-

تُٛض  ̂ ، پاضأتط  قٛز وٝ تا ثاتت ٍ٘ٝ زاقتٗ پاضأتط خا فطو ٔیزض ایٗ

ٚ    ی ٔكرم اؾت زض فانّٝ "4قىُ "َٛض وٝ اظ وٙس. ٕٞاٖپیٛؾتٝ تغییط 

( ٞط زٚ پایساض 41ی )ی تعضٌتط ضاتُٝ، پاؾد تسیٟی نفط ٚ پاؾد تا زأٙٝ  

افعایف یا واٞف فطوا٘ؽ( لاتُ  تٛزٜ ٚ ِصا زٚ پاؾد ٔتفاٚت )تا تٛخٝ تٝ خٟت

 یحهَٛ اؾت. افعایف تیكتط پاضأتط تٙظیٓ تاػث ٘اپایساض قسٖ پاؾد تا زأٙٝ

 
Fig. 3 Solution regions in the plane of parameters 

 ی پاضأتطٞا٘ٛاحی ٔرتّف پاؾد زض نفحٝ  3شکل
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  تٝ    قٛز ٚ ٔٙدط تٝ ٚلٛع پطقی زض زأٙٝ )اظ نفط ٔی
قٛز. تا ٔی ( 

ی تٟٙا پاؾد ٔٛخٛز تٝ نٛضت ٔساْٚ واٞف افعایف تیكتط فطوا٘ؽ، زأٙٝ

، زیٍط پاؾد   یافتٝ تا تٝ ٔمساض نفط تطؾس، تٝ لؿٕی وٝ تطای ٘ماٌ فطاتط اظ 

 ٘ٛؾا٘ی زایٕی ٚخٛز ٘ساضز.
تغییطات  "5قىُ "تٝ ٔٙظٛض تطضؾی نحت ٘تایح حانُ قسٜ اذیط، زض 

خطْ ٔتحطن تا ا٘تراب ٔمازیط -یؿتٓ غیطذُی تیطی اضتؼاقات ؾظٔا٘ی زأٙٝ

تطای پاضأتطٞای ٔؿأِٝ تطؾیٓ قسٜ اؾت. ایٗ     ٚ       ،       

َٛض پیٛؾتٝ ٚ اِثتٝ تا حهَٛ پاؾد ٔا٘ا افعایف زض حاِی اؾت وٝ فطوا٘ؽ تٝ

 زازٜ قسٜ اؾت.

قس ٔكاتٝ تیٙی ٔیضفت ٚ پیفقىُ ٘ٛؾا٘ات ٕٞاٖ ٌٛ٘ٝ وٝ ا٘تظاض ٔی

         ٔؿیط
    

قٛز حانُ قسٜ اؾت. ٔكاٞسٜ ٔی "4قىُ "اظ    

ی نفط تٝ ی اضتؼاقی ؾیؿتٓ اظ زأٙٝپطقی زض زأٙٝ        وٝ زض 

قىُ "اتفاق افتازٜ اؾت. ایٗ پطـ ٔؼازَ تا پطـ ٔكاٞسٜ قسٜ زض       

  تٝ    ی اظ ٘مُٝ "4
 اؾت.  

 
Fig. 4 Frequency response of the nonlinear system around     

    پاؾد فطوا٘ؿی ؾیؿتٓ غیطذُی حَٛ  4شکل 

 
Fig. 5 Time history illustrating jump in amplitude for a mass ratio of 

        while detuning frequency upward 
زض خاضٚب نؼٛزی        تاضیرچٝ ظٔا٘ی پطـ زأٙٝ تطای ٘ؿثت خطٔی  5شکل 

 فطوا٘ؽ

ضٚز تغییطات پاؾد ؾیؿتٓ ی پطـ ا٘تظاض ٔیقسٜی قٙاذتٝتطاؾاؼ پسیسٜ

زض ٔؿیطٞای ضفت ٚ تطٌكت تا یىسیٍط  ̂ ٘ؿثت تٝ تغییط پاضأتط تٙظیٓ 

ٔكاٞسٜ قس تا افعایف پاضأتط تٙظیٓ،  "5قىُ "ٌٛ٘ٝ وٝ زض ٔتفاٚت تاقس. آٖ

ی پاؾد ضٚیت ٌطزیس ِٚی تا تطٌطزا٘سٖ تسضیدی ٕٞیٗ پاضأتط پطقی زض زأٙٝ

-حانُ ٔی "6قىُ "ی ذٛز، قىّی ٔتفاٚت اظ پاؾد ُٔاتك تٝ ٔمساض اِٚیٝ

تطاتط نفط اؾت    یقٛز وٝ زض اتتسا، زأٙٝقٛز. تا تٛخٝ تٝ قىُ ٔكاٞسٜ ٔی

ی تطای ٘مُٝ ̂ تطؾس. ایٗ ٔمساض ٔؼازَ تا ٔمساض       ٝ ٔمساض ت ̂ تا پاضأتط 

ی قٛز وٝ زأٙٝٔكاٞسٜ ٔی ̂ اؾت. تا واٞف تیكتط پاضأتط  "4قىُ "زض    

یاتس. زض ایٗ حاِت تط ذلاف ٔؿیط اضتؼاقی تٝ نٛضت پیٛؾتٝ افعایف ٔی

اتفاق ی نفط ، زیٍط ؾمَٛی زض ٔحُ پطـ لثّی تٝ زأٙٝ̂ افعایكی پاضأتط 

 افتس.ٕ٘ی

حؿة ٘ؿثت خطْ تاض ، تط ی ٘ٛؾا٘ات ٔا٘ای ؾیؿتٓ ، زأٙٝ"7قىُ "زض 

-تطؾیٓ قسٜ اؾت. ٕٞاٖ ̂ ، تا ثاتت ٍ٘ٝ زاقتٗ پاضأتط  ػثٛضی تٝ خطْ تیط 

قٛز تٝ ٔحى ٚضٚز تٝ ٔطظٞای ٘ٛاحی پایساض ٚ ٘اپایساض، ٌٛ٘ٝ وٝ ٔكاٞسٜ ٔی

ضا   تٛاٖ تغییطات اظ ایٗ قىُ ٔی افتس. تا اؾتفازٜی پطـ اتفاق ٔیپسیسٜ

یاتس ز٘ثاَ وطز. تا ضؾیسٖ تٝ تٝ آٞؿتٍی اظ نفط افعایف ٔی  ٚلتی وٝ 

ی پایساض ٔراِف نفط تطای پاؾد ؾیؿتٓ ٚخٛز ٘ساضز. زض ، زأٙٝ  ی  ٘مُٝ

زض ایٗ   ، پاؾد تسیٟی نفط ٘اپایساض قسٜ ٚ افعایف خعیی زض ٔمساض   ی ٘مُٝ

  ٘مُٝ، ؾثة خٟف ٘اٌٟا٘ی زأٙٝ تا ٘مُٝ 
قٛز. لاتُ شوط اؾت وٝ ٔی  

تاقس ٚ ٌصض زأٙٝ اظ ایٗ پطـ ٔصوٛض ٔطتٌٛ تٝ ترف ٔا٘سٌاض پاؾد ٔی

، تاػث  افتس. افعایف تیكتط ٘اپیٛؾتٍی زض ٚالغ َی ٘ٛؾا٘اتی ٌصضا اتفاق ٔی

ٚ ٘ماٌ    زض ٘مُٝ  ی نفطی پاؾد تا ضؾیسٖ تٝ زأٙٝواٞف تسضیدی زأٙٝ

 قٛز.تؼسی ٔی

    ، زأٙٝ ُٔاتك ٔٙحٙی زض فطآیٙس ٔؼىٛؼ ٚ تطای حاِت واٞف 
   

  ی تٝ ٔمساض ٔتٙاظط تا ٘مُٝ  یاتس. ایٗ تاض ٚلتی وٝ افعایف ٔی
ضؾس ٔی  

اتفاق افتس افعایف    ی وٝ خٟف تٝ ؾٕت پاییٙی تٝ ؾٕت ٘مُٝتسٖٚ ایٗ

یاتس. زض ایٗ ٘مُٝ تا واٞكی خعیی زض ازأٝ ٔی  ی ٘مُٝی زأٙٝ تا پیٛؾتٝ

زاقتٝ ٚ زض ٘تیدٝ    ، ٔمساض زأٙٝ خٟف تٝ ؾٕت پاییٙی تٝ ٘مُٝ  ٔمساض 

 قٛز.زأٙٝ نفط ٔی

 
Fig. 6 Time history illustrating amplitude growth for a mass ratio of 

       while detuning frequency downward 
زض خاضٚب ٘عِٚی        ی ظٔا٘ی ضقس زأٙٝ تطای ٘ؿثت خطٔی تاضیرچٝ 6شکل 

 فطوا٘ؽ
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Fig. 7 Variation of amplitude illustrating jumps with respect to mass 

ratio 
 تغییطات زأٙٝ تٝ نٛضت پطـ تٝ اظای تغییط زض ٘ؿثت خطٔی 7شکل 

 بندیگیری و جوعنتیجه 7-

ٞای ؾازٜ وٝ تحت ػثٛض ٌأٜماِٝ، حطوت اضتؼاقی تیطی تا تىیٝزض ایٗ 

ٞای ٞا لطاض ٌطفتٝ اؾت تا اؾتفازٜ اظ ضٚـ اغتكاقی ٔمیاؼٔتٙاٚب خطْ

چٙسٌا٘ٝ تطضؾی قس. ٔؼازلات حاوٓ تط ٔؿأِٝ تا زض ٘ظط ٌطفتٗ ٔسَ تٝ ػٙٛاٖ 

یّتٖٛ ی ٕٞیافتٝؾیؿتٕی تاظ تا ٔطظٞای ٘فٛشپصیط تا اؾتفازٜ اظ انُ تؼٕیٓ

اؾترطاج قس. تٝ ٔٙظٛض واٞف ٔطتثٝ ؾیؿتٓ، يطیة لاٌطا٘ػی تطای تأٔیٗ 

ٞای غیطذُی ٚ ی ٔیا٘ی تیط ٔؼطفی قس. ػثاضتلیس ػسْ وكیسٌی نفحٝ

ی ٕٞچٙیٗ خٕلات ٔتغیط تا ظٔاٖ زض تحّیُ زض ٘ظط ٌطفتٝ قس٘س. ٚلٛع پسیسٜ

ایح ٞای غیطذُی اؾت ٘كاٖ زازٜ قس. ٘تٞای ؾیؿتٓپطـ وٝ اظ ٔكرهٝ

ٞای غیطذُی تأثیطی تط زٞس وٝ حًٛض تطْٞای اغتكاقی ٘كاٖ ٔیتحّیُ

ٔطظ ٘اپایساضی ؾیؿتٓ ٘ساضز ِٚی پاؾد ضا زض ٘عزیىی تكسیس ؾیؿتٓ ٔحسٚز 

ی ٚاتؿتٍی فطوا٘ؽ تٝ زأٙٝ اؾت. ایٗ حمیمت وٙس وٝ تٝ ػّت ٔكرهٝٔی

كی زأٙٝ قٛز وٝ ٔٛلؼیت تكسیس تغییط وطزٜ ٚ زض ٘تیدٝ ضٚ٘س افعایؾثة ٔی

ٞای ػسزی تا ٘تایح حانُ اظ ضٚـ ؾاظیٔتٛلف قٛز. تُاتك ٘تایح قثیٝ

 ی ٘تایح تحّیّی حانُ اؾت.اغتكاقی، تأییس وٙٙسٜ
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