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در ایه مطبلعٍ تحلیل ارتعبػ َیذرياعتبتیکی یک میکزي يرق ایشيتزيپیک مغتطیلی در تمبط بب عیبل محذيد مًرد مطبلعٍ لزار گزفتٍ اعت.  
ریبضی مغئلٍ بکبر بزدٌ ؽذٌ اعت. بب اعتفبدٌ اس  تئًری تىؼ کًپل اصلاح ؽذٌ بز مبىبی فزضیبت يرق کلاعیک )کزؽُف( بٍ مىظًر مذلغبسی

حزکت ي ؽزایط مزسی مزبًطٍ اعتخزاج ؽذٌ اعت. عپظ بب اعتفبدٌ اس تًابع مجبس، کٍ دیفزاوغیل حبکم بز اصل َمیلتًن تًععٍ یبفتٍ، معبدلٍ 
ؽًد. عیبل غیز لببل تزاکم، غیز لشج ي غیز جبیی َبی عزضی يرق تمزیب سدٌ میومبیىذ، جببٍالشامب ؽزایط مزسی َىذعی مغئلٍ را ارضب می

اًَذ آمذ. در ادامٍ بب کمک ريػ رایلی ـ ریتش  چزخؾی فزض ؽذٌ ي تببع پتبوغیل عزعت آن ویش بب اعتفبدٌ اس ؽزيط مزسی ي عبسگبری بذعت خ
يرق مغتطیلی در تمبط بب عیبل بب َبی طبیعی مبکزي آیىذ. بٍ مىظًر اعتببر عىجی وتبیج، فزکبوظَبی طبیعی میکزي يرق بذعت میفزکبوظ

بًی مؾبَذٌ ؽذٌ اعت. در وُبیت بب اعتفبدٌ اس وتبیج بذعت آمذٌ، تبثیز وتبیج مًجًد در پضيَؼ َبی گذؽتٍ ممبیغٍ ؽذٌ ي تطببك بغیبر خ
ایط مزسی بز پبرامتزَبی مختلف وظیز وغبت ضخبمت بٍ پبرامتز ممیبط طًل، وغبت طًل بٍ عزض، وغبت طًل بٍ ضخبمت يرق ي ویش ؽز

َبی طبیعی بٍ تفصیل بزرعی ؽذٌ اعت. مؾبَذٌ ؽذٌ اعت کٍ بزای صفحٍ بب ضخبمت پبییه، تفبيت بیه فزکبوظ َبی طبیعی پیؼ فزکبوظ
 بیىی ؽذٌ بب تئًری کلاعیک ي تئًری تىؼ کًپل اصلاح ؽذٌ سیبد می ببؽذ امب بب افشایؼ ضخبمت صفحٍ ایه تفبيت اس بیه می ريد.
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 عیبل
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 In this study, the hydrostatic vibration analysis of an isotropic rectangular microplate in partial contact 

with a bounded fluid is studied. Modified couple stress theory based on the Kirchhoff plate assumptions 

is used to mathematically model the problem. The extended Hamilton’s principle is employed to drive 

the governing differential equation of motion and the corresponding boundary conditions. The 

transverse displacement of the microplate is approximated by a set of admissible functions which must 

satisfy the geometric boundary conditions. The fluid is assumed to be incompressible, inviscid and 

irrotational and the fluid velocity potential is obtained using the boundary and compatibility conditions. 

Natural frequencies of the microplate are calculated using the Rayleigh-Ritz method. To validate the 

present results, the natural frequencies of an isotropic macroplate in contact with fluid are compared 

with the available data in the literature and very good agreements are observed. Finally, using the 

numerical data, the effect of different parameters such as thickness to length scale parameter, aspect 

ratio, length to thickness ratio and boundary conditions on the natural frequencies of the microplate are 

discussed in detail. We have observed that the difference between the natural frequencies predicted 

using the classical theory and the one evaluated by the modified couple stress theory is significant when 

thickness of the microplate is small, but diminishes as thickness increases. 
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 مقدمه -1

ی هحممبى لشاس گشفتِ، ّبی اخیش هَسد هطبلؼِاصخولِ هجبحثی کِ دس ػبل

ّبیی ثب اثؼبد کَچک )هیکشٍ ٍ کوتش اص آى( اػت. آًچِ ثحث استؼبؿبت دس ػبصُ
کِ هَخت ؿذُ هطبلؼِ اخؼبم ثب ػبختبس هیکشٍ ٍ ًبًَ افضایؾ چـوگیشی 

ّبی صٌبیغ ٍ ؿبخِّب دس ثؼیبسی اص ّبی گؼتشدُ آىداؿتِ ثبؿذ، کبسثشد

هختلف ػلَم هٌْذػی ثِ دلیل هصشف اًشطی پبییي ٍ ًیض اثؼبد ثؼیبس کَچک 

ػبختبسّبیی ًظیش تَاى ثِ استؼبؿبت هیکشٍّبی آى هیثبؿذ. اص ًوًَِّب هیآى

اًذ ّبی کن ضخبهتیّب ػبصُّب اؿبسُ کشد. هیکشٍٍسقّب ٍ هیکشٍٍسقتیشهیکشٍ

یّبی هیکس ػیؼتنّب ثِ طَس گؼتشدُ دکِ اص آى ، 1شٍالکتشٍهکبًیک
1ّب، هیکشٍآی2ٌِّبهیکشٍپوپ

 ؿَد.ٍ ... اػتفبدُ هی 2ّب، هیکشٍسصًٍیتَس 

                                                                                                                                           
1 Micro electromechanical system 
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ّبیی دٌّذ کِ سفتبس هکبًیکی ػبصُآصهبیـبت ٍ تحمیمبت تدشثی ًـبى هی
ّبی لبثل ثب اثؼبد کَچک )دس همیبع هیکشٍ ٍ ًبًَ( ثِ دلیل ٍخَد ًبپیَػتگی

ّب دس همیبع هبکشٍ اثؼبد ػبصُ، ثب سفتبس هکبًیکی ػبصُتَخِ دس همبیؼِ ثب 

ّبی هکبًیک هحیط پیَػتِ کلاػیک ثِ دلیل هتفبٍت اػت. اص طشفی تئَسی

ثبؿٌذ، تَاًبیی تَصیف سفتبس ایٌکِ ؿبهل ّیچ پبساهتش همیبع طَلی ًوی
کویتی ثبثت ثَدُ ٍ اص  3ٍاثؼتِ ثِ اًذاصُ سا ًذاسًذ. ایي پبساهتش همیبع طَل

-ثبؿذ کِ ثِ صَست تدشثی ٍ آصهبیـگبّی تؼییي هیخَاف هکبًیکی هبدُ هی

ّبی هکبًیک هحیط پیَػتِ غیشکلاػیک ثِ خبی ؿَد. لزا لاصم اػت اص تئَسی

ّبی تئَسی هکبًیک هحیط پیَػتِ کلاػیک ثْشُ ثجشین. اص خولِ تئَسی
ى اسائِ ؿذُ اػت هی تَاى ثِ ّبی اخیش تَػط هحممبغیشکلاػیکی کِ دس ػبل

تئَسی هیکشٍ پَلاس، تئَسی گشادیبى کشًؾ، تئَسی تٌؾ کَپل، تئَسی گشادیبى 

ّب کشًؾ اصلاح ؿذُ ٍ تئَسی تٌؾ کَپل اصلاح ؿذُ اؿبسُ کشد. ایي تئَسی

تَاًٌذ اثش اًذاصُ سا لحبظ ثبؿٌذ ٍ دس ًتیدِ هیداسای پبساهتش همیبع طَل هی
 ًوبیٌذ.

 ٍ ًیض کَیتش [2]، تبپیي [1] هیلادی هیٌذلیي ٍ تیشػتي 1960ی دس دِّ

، تئَسی تٌؾ کَپل سا هؼشفی کشدًذ. ایي تئَسی ػلاٍُ ثش دٍ ثبثت لاهِ [3]

ّبی ایي تئَسی آى ثبؿذ. یکی اص هضیتداسای دٍ پبساهتش همیبع طَل ًیض هی
ای اػت کِ داسای دٍ پبساهتش اضبفی اػت، دس حبلی کِ تئَسی هیکشٍ پَلاس داس

-چْبس پبساهتش اضبفی ٍ تئَسی گشادیبى کشًؾ داسای پٌح پبساهتش اضبفی هی

ثبؿذ. اص آًدبیی کِ ثشای تؼییي پبساهتشّبی همیبع طَل اص طشیك آصهبیؾ، 

ّبی ثبؿذ لزا هحممبى دس پی تَػؼِ تئَسیًیبص ثِ صشف صهبى ٍ ّضیٌِ هی
ٌؾ کَپل اصلاح دیگشی ثشآهذًذ. ثشای ًخؼتیي ثبس یبًگ ٍ ّوکبساى تئَسی ت

ی تؼبدل تٌؾ ؿذُ سا هؼشفی کشدًذ. ایي تئَسی کِ اص اضبفِ کشدى هؼبدلِ

ّب ثِ هؼبدلات تؼبدل ًیشٍّب ٍ گـتبٍسّب ثذػت آهذ تٌْب داسای یک کَپل

 ثبؿذ.پبساهتش همیبع طَل هی

ّبی دس توبع ثب ػیبل ثب ػٌبیت ثِ ػبختبس ًبًَ /اص طشفی تحلیل هیکشٍ

ّب ٍ دیگش تدْیضات هکبًیکی اص ّب، هیکشٍتَسثیيهیکشٍپوپکبسثشدؿبى دس 

ثبؿذ. تبکٌَى گضاسؿی دس هَسد تحلیل استؼبؿی اّویت ثبلایی ثشخَسداس هی

ّبیی هیکشٍصفحبت هؼتطیلی دس توبع ثب ػیبل اسائِ ًـذُ دس حبلیکِ گضاسؽ
ثشای ثشسػی هبکشٍصفحبت هؼتطیلی دس توبع ثب ػیبل اسائِ ؿذُ کِ ثِ ثشخی 

ثِ تحلیل استؼبؽ  [4]ّب دس اداهِ اؿبسُ ؿذُ اػت. ثخــی ٍ خَسؿیذی  ص آىا

اًذ. دس ّبی هؼتطیلی تبثؼی هذسج دس هحیط حشاستی پشداختِآصاد ًبًَ ٍسق

ّبی ّبی ٌّذػی ٍ هحیطی ثش سٍی فشکبًغّب تبثیش پبساهتشی آىهطبلؼِ
ثِ  [5]وکبساى طجیؼی ٍسق هَسد تدضیِ ٍ تحلیل لشاس گشفتِ اػت. اًصبسی ٍ ّ

ای کِ خشیبى ّبی اػتَاًِثشسػی استؼبؽ ٍ ًبپبیذاسی دیٌبهیکی هیکشٍ پَػتِ

ّب ثشای دس ًظش گشفتي اثش اًذاصُ اص اًذ. آىکٌذ پشداختِػیبل ًیض اص آى ػجَس هی

ػبصی پَػتِ اص تئَسی ثشؿی هشتجِ  تئَسی تٌؾ کَپل اصلاح ؿذُ ٍ ثشای هذل
ّبی استؼبؿی یک ی هـخصِثِ هطبلؼِ [6]چبًگ  طاٍ ٍ اًذ.اٍل اػتفبدُ کشدُ

ٍسق هؼتطیلی دس توبع ثب ػیبل ٍ ثب اػتفبدُ اص سٍؽ سایلی ـ سیتض 

ّب ػیبل دس یک چْبسچَة هؼتطیلی لشاس داسد ٍ ی آىاًذ. دس هطبلؼِ پشداختِ

دس خْت طَلی ًیض ًبهحذٍد دس ًظش گشفتِ ؿذُ اػت. دس ایي همبلِ اص اثشات 
تشاکن پزیشی ػیبل ٍ ًیض فـبس ّیذسٍاػتبتیکی آى صشفٌظش ّبی ػطحی، هَج

-استؼبؽ آصاد غیش خطی ٍ پبیذاسی ًبًَلَلِ [7]ؿذُ اػت. اًصبسی ٍ ّوکبساى 

اًذ. دس ّبی کشثٌی تک خذاسُ ٍ لشاس گشفتِ دس هحیط حشاستی سا ثشسػی کشدُ

                                                                                                                                           
1 Micro mirrors 
2 Micro resonators 
3 Length scale parameter 

ػی ؿذُ ّب ثشسلَلِّبی هختلف ثش استؼبؽ آصاد ًبًَّب اثش پبساهتشهطبلؼِ آى
 اػت.

سفتبس دیٌبهیکی صفحبت هؼتطیلی لشاس گشفتِ ثش  [8]اٍگشلَ ٍ ّوکبساى 

ّبی ثؼتش الاػتیک ٍ دس توبع ثب ػیبل هحذٍد ٍ ػبکي )ثذٍى اثشات هَج

-ًیض ثِ هطبلؼِ [9]اًذ. خَسؿیذی ٍ فشّبدی ػطحی( سا هَسد ثشسػی لشاس دادُ

ایضٍتشٍپیک ٍ دس توبع ثب ی ًیوِ تحلیلی استؼبؿبت آصاد یک ٍسق هؼتطیلی 

ّبی هیذاى تغییش هکبى ٍسق سا ثب ّب هتغیشاًذ. آىػیبل هحذٍد پشداختِ

-ایی اص تَاثغ هدبص کِ ؿشایط هشصی ٌّذػی سا اسضب هیاػتفبدُ اص هدوَػِ

-اًذ فشکبًغًوبیٌذ تمشیت صدُ ٍ دس ًْبیت ثش پبیِ سٍؽ سایلی ـ سیتض تَاًؼتِ

ّبی ّب اص اثشات هَجی آىًذ. دس هطبلؼِّبی طجیؼی ٍسق سا ثذػت آٍسد

ی اػلاؿیٌگ دس ػیبل ػطحی ػیبل صشفٌظش ًـذُ ٍ ثِ ػجبستی دیگش پذیذُ

صبسی ٍ ّوکبساى  کشثٌی کِ  لَلِاستؼبؿبت ًبًَ[ 10]هذًظش لشاس گشفتِ اػت. اً

دس آى ػیبل داخلی ثب ػشػت ثبثت دس خشیبى ثَدُ ٍ ًیشٍی گؼتشدُ خبسخی 
. لبثل اًذؿَد سا هَسد ثشسػی لشاس دادُک ثش آى اػوبل هیثِ صَست ّبسهًَی

رکش اػت ثِ طَس کلی دس ػیؼتن ّبی ػیبل ـ صفحِ دٍ خبًَادُ اص ؿکل 

ی کِ ًَػبى ػطح آصاد ػیبل ثِ ٍاػطِ 4هذّب ٍخَد داسد. هذّبی اػلاؿیٌگ

کٌذ ٍ دیگشی هَدّبی حشکت صلت ػبصُ دس آى ًمؾ ػوذُ سا ثبصی هی
ثَط ثِ استؼبؽ ٍسق اًؼطبف پزیش اػت کِ ػیبل سا ثِ حشکت کِ هش 5ثبلدیٌگ

 داسد.ٍا هی

ی ثشسػی سفتبس دیٌبهیکی ّبی اًدبم گشفتِ دس صهیٌِی پظٍّؾهطبلؼِ

ی صفحبت دس توبع ثب ػیبل ًـبى اص آى داسد کِ تحمیمی دسثبسُ
هیکشٍصفحبت ّوشاُ ثب اًذسکٌؾ ػیبل ٍ خبهذ صَست ًگشفتِ اػت. لزا دس 

ّبی طجیؼی ٍ ؿکل بضش ثِ ایي هْن پشداختِ ؿذُ ٍ فشکبًغپظٍّؾ ح

هذّبی هشثَطِ ثشای یک هیکشٍ ٍسق دس توبع ثب ػیبل هحذٍد ثب اػتفبدُ اص 

ّبی ػطح سٍؽ سایلی ـ سیتض اػتخشاج ؿذُ اػت. دس ایي هطبلؼِ اثشات هَج
 ؿَد.آصاد ػیبل ًیض دس ًظش گشفتِ هی

 فرمول بندی مسئله -2

 تئوری تنص کوپل اصلاح ضدهمروری بر  -2-1

ثشای اٍلیي ثبس تئَسی تٌؾ کَپل اصلاح ؿذُ سا  [11]یبًگ ٍ ّوکبساى 
پیـٌْبد کشدًذ. ثش اػبع تئَسی خذیذ تبًؼَس تٌؾ کَپل ثبیذ هتمبسى ثبؿذ ٍ 

اص آًدبئیکِ دس ایي تئَسی تٌْب ًیبص ثِ یک پبساهتش همیبع طَل اػت، اًشطی 

ًؾ )هشتجط ثب تبًؼَس هتمبسى تٌؾ( ٍ تبًؼَس کشًـی تٌْب تبثؼی اص تبًؼَس کش

ثبؿذ. اًشطی هتمبسى اًحٌب )هشتجط ثب ثخؾ ػشضی تبًؼَس تٌؾ کَپل( هی
 (1)ثِ صَست ساثطِ   کشًـی ثشای یک هیکشٍ ٍسق ّوؼبًگشد خطی ثب حدن 

 گشدد:ثیبى هی

(1)   
 

 
∫ ( ⃡   ⃡   ⃡    ⃡)  

 

 

ثخؾ ػشضی تبًؼَس تٌؾ    ⃡ تبًؼَس کشًؾ،  ⃡ تبًؼَس تٌؾ،  ⃡ کِ دس آى 

 گشدًذ:ثبؿٌذ ٍ ثِ صَست صیش تؼشیف هیهی 7تبًؼَس اًحٌب ⃡ ٍ  6کَپل

(2)  ⃡     ( ⃡) ⃡     ⃡ 

(3)  ⃡  
 

 
,     (    ) - 

(4)  ⃡        ⃡ 

                                                                                                                                           
4 Sloshing modes 
5 Bulging modes 
6 Deviatoric part of couple stress tensor 
7 Curvature tensor 
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(5)  ⃡  
 

 
0    (   )

 
1 

-ثشداس خبثِ    پبساهتش همیبع طَل،   ثَاثت لاهِ،   ٍ   دس سٍاثط ثبلا 

 ؿَد:ثیبى هی (6)ثشداس دٍساى اػت کِ ثِ صَست ساثطِ    خبیی ٍ 

(6)    
 

 
         

ٍ  (2)کِ دس سٍاثط    ⃡ ٍ  ⃡ ؿَد هتمبسى ثَدى ّوبًطَس کِ هـبّذُ هی
گیشی لبثل ًتیدِ ⃡ ٍ  ⃡ ؿًَذ ثب تَخِ ثِ تمبسى تبًؼَسّبی تؼشیف هی (4)

تؼشیف  (4)اػت. لاصم ثِ رکش اػت کِ هشثغ پبساهتش همیبع طَل کِ دس ساثطِ 

  ؿذُ ػجبست اػت اص ًؼجت هذٍل اًحٌب ثِ هذٍل ثشؿی. ثٌبثشایي پبساهتش 

ّبی تٌؾ کَپل ثِ آى ٍاثؼتِ  ؿَد کِ هَلفِخصَصیتی اص هبدُ تؼشیف هی
 ثبؿٌذ.هی

 

 بندی میکرو صفحه فرمول -2-2

ٍ ضخبهت   ، ػشض  ؿوبتیکی اص یک هیکشٍ ٍسق هؼتطیلی ثب طَل  1ؿکل 

دّذ کِ لؼوتی اص دیَاسُ ػوَدی هخضى صلت حبٍی ػیبل سا ًـبى هی  
ٍ ػوك    ٍ ػیبل دس ایي هخضى داسای چگبلی   اػت. هخضى داسای ػشض 

ثبؿٌذ. ػیبل ثِ صَست غیش لبثل تشاکن، غیش لضج ٍ ًیض غیش چشخـی دس هی   

ًظش گشفتِ ؿذُ اػت. ثشای ثذػت آٍسدى هؼبدلات حبکن اص یک دػتگبُ 

ی ی صفحِهختصبت کبستضیي اػتفبدُ ؿذُ اػت. هجذا ایي دػتگبُ ثش گَؿِ
-آى هَاصی ثب لجِ  ٍ   هیبًی هیکشٍ ٍسق لشاس داسد، ثِ طَسی کِ هحَسّبی 

 ی هیبًی اػت.ػوَد ثش صفحِ  ّبی ٍسق ٍ هحَس 

خبیی ٍسق دس دػتگبُ َسی کلاػیک صفحِ، هیذاى خبثِثب اػتفبدُ اص تئ

 گشدًذ:ثیبى هی (7-9)هختصبت کبستضیي ثِ صَست سٍاثط 

(7)  (       )    
 

  
 (     ) 

(8)  (       )    
 

  
 (     ) 

(9)  (       )   (     ) 

ّبی ٍسق ثِ تشتیت دس خبییی خبثًِـبى دٌّذُ    ٍ   ،  دس سٍاثط ثبلا 
ّبی کَچک هیکشٍ ّب ٍ کشًؾخبییثبؿٌذ. ثشای خبثِهی  ٍ   ،   ساػتبّبی 

 ثبؿٌذ:ّبی غیش صفش هیذاى کشًؾ ثِ لشاس صیش هیٍسق، هَلفِ

(10)      
   

   
       

   

   
         

   

    
 

ّبی ثشداس دٍساى ٍ تبًؼَس اًحٌب هطبثك هَلفِ (5)ٍ  (6)ثب تَخِ ثِ سٍاثط 

 آیٌذ:ثذػت هی (11-12)سٍاثط 

 

 
Fig. 1 Rectangular microplate in contact with fluid 

 هیکشٍ ٍسق هؼتطیلی دس توبع ثب ػیبل 1ضکل 

(11) 

   
 

 
(
  

  
 

  

  
)  

  

  
     

 

 
(
  

  
 

  

  
)   

  

  
 

   
 

 
(
  

  
 

  

  
)    

 
(12) 

   
   

    
      

   

    
       

 

 
4
   

   
 

   

   
5 

ثِ  (2)دس ساثطِ  (10)ٍ ساثطِ  (4)دس ساثطِ ( 12)ثب خبیگزاسی ساثطِ 

ٍ تبًؼَس تٌؾ طجك سٍاثط صیش ثذػت    ⃡ ّبی غیش صفش تبًؼَس  تشتیت هَلفِ

 آیٌذ:هی

(13) 

       
   

    
          

   

    
 

        4
   

   
 

   

   
5 

(14) 

    
  

    
4
   

   
  

   

   
5 

    
  

    
4
   

   
  

   

   
5 

     
  

   

   

    
 

ثبؿٌذ ٍ ثِ تشتیت هذٍل یبًگ ٍ ًؼجت پَاػَى هبدُ هی  ٍ   کِ دس آى 
 ؿًَذ:هشثَط هی  ٍ   ی ثِ ثَاثت لاهِ (15)هطبثك ساثطِ 

(15)   
  

    
     

 

 (   )
 

اًشطی کشًـی دس یک هبدُ الاػتیک خطی ثِ ّوبًطَس کِ ثیبى ؿذ، 
آى ثِ  تغییشات هشتجِ اٍلگشدد. دس ایي صَست ثیبى هی (1)صَست ساثطِ 

 صَست صیش ًَؿتِ خَاّذ ؿذ:

(16) 

    ∫ ∫(                          

 

 

 
 

 
 

 

                        )     

    ∫ 6    
   

   
    

   

   
 

      
   

    
 

           
   

    
    

   

    
     4

   

   
 

   

   
5  7 

ثِ تشتیت ثِ ػٌَاى ثشآیٌذ   ٍ   ًوبد تغییشات هشتجِ اٍل ٍ   کِ دس آى 

 ؿًَذ:تٌؾ ٍ ثشآیٌذ تٌؾ کَپل ثَدُ کِ ثِ صَست سٍاثط صیش تؼشیف هی

(17)    ∫      

 

 

 
 

 

    ∫     

 

 

 
 

 

 (        ) 

تغییشات هشتجِ اٍل آى هطبثك ساثطِ صیش اًشطی خٌجـی هیکشٍ ٍسق ٍ 

 ؿًَذ:ًَؿتِ هی

(18) 

   
 

 
∭  ( ̇   ̇   ̇ )

 

   

    ∫ ∫  ( ̇  ̇   ̇  ̇   ̇  ̇)  

 
 

 

 
 

 

  
 

 

    ∫ [   ̇  ̇    (
  ̇

  
 

  ̇

  
 

  ̇

  
 

  ̇

  
)]  

 

 

ی صفحِ هؼبحت  ی هـتك صهبًی ٍ کِ ثبلا ًَیغ دات ًـبى دٌّذُ
ثب ثبثت فشض کشدى چگبلی ثِ صَست    ٍ    ی فَق اػت. دس ساثطِ هیبًی

 ؿًَذ:تؼشیف هی (19)ساثطِ 

(19) (     )  ∫  (    )  

 

 

 
 

 

  4  
  

  
5 
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 فرمول بندی سیبل -2-3

ّوبًطَس کِ اؿبسُ ؿذ، دس ػیؼتن ّبی ػیبل ـ صفحِ دٍ دػتِ هذ ٍخَد 
-ًَؿتِ هی (20)کل ثِ صَست ساثطِ  1داسد. ثٌبثشایي پتبًؼیل ػشػت ػیبل

 ؿَد:

(20)          

ثِ تشتیت پتبًؼیل ػشػت ثشای هذّبی ثبلدیٌگ ٍ    ٍ    کِ دس آى 

ثِ  (21)تَاى هطبثك ساثطِ هذّبی اػلاؿیٌگ اػت. پتبًؼیل ػشػت سا هی
پتبًؼیل تغییش ؿکل )کِ هؼتمل اص صهبى اػت( ٍ تبثغ صهبًی ّبسهًَیک 

 :[9]هطبثك ساثطِ صیش تمؼین کشد 

(21)   (       )    (     ) ̇( )      (     )     

اص آًدبیی کِ ػیبل غیش لبثل تشاکن فشض ؿذُ اػت، پتبًؼیل ػشػت 

 ًوبیذ:ػیبل ثبیذ هؼبدلِ ػِ ثؼذی لاپلاع سا اسضب 

(22) 
                 
                

ّبی ػوَدی ٍ کف ، ؿشایط هشصی ثش سٍی دیَاس1ُثب تَخِ ثِ ؿکل 

 گشدد:ثیبى هی (23)هخضى ثِ صَست ساثطِ 

(23) 

   

  
         

   

  
       

   

  
       

   

  
         

   

  
       

   

  
         

یٌگ ٍخَد ًذاسد ؿشط هشصی داص آًدب کِ دس ػطح آصاد ػیبل هذ ثبل

ػطح آصاد ٍ ؿشط ػبصگبسی دس هحل توبع ػیبل ثب صفحِ ًیض ثِ صَست 

 ؿًَذ:ثیبى هی (24)ساثطِ 

(24)        
    

   

  
     

  

  
 

ثبؿذ. ٍسق هیخبیی ػشضی هیکشٍ خبثِ (     ) ی فَق کِ دس ساثطِ
 :[12] ؿشط اػلاؿیٌگ خطی دس ػطح آصاد ػیبل ثِ لشاس صیش اػت

(25) 
   

  
     

 
  

 
       

 

اػت. ثب خبیگزاسی ساثطِ  ٍسق فشکبًغ چشخـی  ؿتبة خبرثِ ٍ   کِ 

 خَاّین داؿت: (24)دس ساثطِ فَق ٍ ثب اػتفبدُ اص ساثطِ  (20)

(26) 
   

  
     

 
   

  
     

 
  

 
       

 

گیشی اص  ٍ ػپغ اًتگشال     حبل ثب ضشة طشفیي ساثطِ فَق دس 
 دّذ:طشفیي هؼبدلِ دس ػطح آصاد ػیبل ساثطِ صیش سا ًتیدِ هی

(27)    
    

      
 

 کِ دس آى:

(28) 

   
   ∫ ∫ (  

   

  
)      

  
 

 

  
 

 

 

   
   ∫ ∫ (  

   

  
)      

  
 

 

  
 

 

 

   
 

  

 
∫ ∫ (  

 )     
  

 

 

  
 

 

 

ّبی ػشػت ػیبل کبفی اػت ثِ حل ساثطِ ثشای ثذػت آٍسدى پتبًؼیل
( ثپشداصین. ثب اػتفبدُ اص سٍؽ خذاػبصی هتغیشّب ٍ ؿشایط هشصی هؼئلِ 22)

 ( خَاّین داؿت:23دس ساثطِ )

(       )   (الف-29)      (     )     
  (     )     ( )   ( )   ( ) 

                                                                                                                                           
1 Fluid velocity potential 

 (ة-29)
    

   
 

    

   
 

    

   
   

ی ثِ ػِ هؼبدلِ (ة-29)دس ساثطِ  (الف-29)ثب خبیگزاسی ساثطِ 
 دیفشاًؼیل هؼوَلی هشتجِ دٍم ٍ هؼتمل اص یکذیگش خَاّین سػیذ:

(30) 

 

   ( )

     ( )

   
 

 

   ( )

     ( )

   
 

       
 

   ( )

     ( )

   
   

 تَاًذ ثِ ؿکل صیش ًَؿتِ ؿًَذ:کِ ایي هؼبدلات هی

(31) 

 

   ( )

     ( )

   
    

  

 

   ( )

     ( )

   
    

  

 

   ( )

     ( )

   
 (  

    
 ) 

  کِ دس آى 
   ٍ  

اػذاد ًبهٌفی دلخَاُ ّؼتٌذ. حل ػوَهی سٍاثط   

-فَق ثِ ػبدگی ثب اػتفبدُ اص هؼبدلات دیفشاًؼیل هؼوَلی چٌیي ثذػت هی

 آیذ:

(32) 

   ( )       (   )        (   ) 
   ( )       (   )        (   ) 

   ( )     √  
    

       √  
    

   

ثذػت  (     )  ، (29)دس سٍاثط  (32)حبل ثب خبیگزاسی سٍاثط 

 خَاّذ آهذ:

(33) 

  (       )  ∑ ∑      ( )   (
  

 
 )

 

   

 

   

 

                 (
(    ) 

   
 ) {      (    )} 

           ,          
                 

ثبؿٌذ ٍ ضشایت هدَْل هی    اػذاد ًبهٌفی صحیح  ٍ   ٍ   کِ دس آى 

 ًیض ثِ صَست صیش تؼشیف ؿذُ اػت:  

(34)    √(
 

 
)

 

 (
    

   
)

 

 

 ًیض خَاّین داؿت: (24)ٍ ثب اػتفبدُ اص ؿشط ػبصگبسی دس ساثطِ 

(35) 

∑ ∑      ( ) (      )   (
  

 
 )

 

   

 

   

 

         4
(    ) 

   
 5   ̇(     ) 

دس ٍالغ ضشیت ػشی فَسیِ دٍگبًِ ثَدُ ٍ ثِ صَست ساثطِ     کِ دس آى 

 ثذػت خَاّذ آهذ: (36)

(36) 

   ( )  
     

    (      )
∫ ∫ * ̇(     )

  

 

 

 

 

      (
  

 
 )    4

(    ) 

   
 5    } 

/      اگش   .2       /    یب   اگش   .    

 3/       اگش   .

(       )  ثِ طَس هـبثِ ثب اػوبل سٍؽ خذاػبصی هتغیشّب   

ثِ صَست ػِ هؼبدلِ دیفشاًؼیل  (22)، ساثطِ     ( )   ( )   ( )   
 ؿَد:هؼوَلی هشتجِ دٍم هؼتمل اص یکذیگش ًَؿتِ هی
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(37) 

    

   
 

    

   
 

    

   
   

 

   ( )

     ( )

   
 

 

   ( )

     ( )

   
 

        
 

   ( )

     ( )

   
   

 تَاًذ ثِ ؿکل صیش ًَؿتِ ؿًَذ:کِ ایي هؼبدلات هی

(38) 

 

   ( )

     ( )

   
    

  

 

   ( )

     ( )

   
    

  

 

   ( )

     ( )

   
 (  

    
 ) 

  کِ دس آى 
   ٍ  

اػذاد ًبهٌفی دلخَاُ ّؼتٌذ. حل ػوَهی سٍاثط   
-فَق ثِ ػبدگی ثب اػتفبدُ اص هؼبدلات دیفشاًؼیل هؼوَلی چٌیي ثذػت هی

 آیذ:

(39) 

   ( )       (   )        (   ) 
   ( )       (   )         (   ) 

   ( )      √  
    

        √  
    

   

، (29)دس سٍاثط  (39)ثب خبیگزاسی سٍاثط  ثِ طَس هـبثِ حبل

 ثذػت خَاّذ آهذ: (       )  

(40) 

  (       )  ∑ ∑      ( )    (
  

 
 )

 

   

 

   

 

                        (  )   (
  

 
 ) 

                  

                  

ثبؿٌذ ٍ ضشایت هدَْل هی    اػذاد ًبهٌفی صحیح  ٍ   ٍ   کِ دس آى 

 ًیض ثِ صَست صیش تؼشیف ؿذُ اػت:  

(41)    √(
 

 
)

 

 (
 

 
)

 

 

 گشدد:اًشطی خٌجـی ػیبل ثِ صَست صیش تؼشیف هی

(42) 

           

       
 

 
  ∫ ∫ (  

   

  
)     

  

 

  
 

 

 

   = 
 

 
  ∫ ∫ (     )    

  

 
.

  

  
/  

 

 
   

     
 

 
  ∫ ∫ (     )    

  

 

 

 

 

      (
 

  
  )      

 معبدله حرکت و شرایط مرزی -3
تَاى ثب اػتفبدُ اص اصل ی حبکن ثش حشکت ٍ ؿشایط هشصی هشثَطِ سا هیهؼبدلِ

دس اصل  (42)ٍ  (18)، (16) ّویلتَى ثذػت آٍسد. ثب خبیگزاسی سٍاثط

 ّویلتَى داسین:

(43) 

∫ (           )   
  

  

 

∫ 6∫ [   ̇  ̇    (
  ̇

  
 

  ̇

  
 

  ̇

  
 

  ̇

  
)

 

  

  

 

            
   

   
    

   

   
     

   

    
 

             
   

    
 

 

 
   

   

    
 

 

 
   

   

    
 

          
 

 
   

   

    
 

 

 
   

   

    
 

              4
   

   
 

   

   
5 

        
 

 
  ∫ ∫ (     )    (

 

  
  )     

  

 

 

 

7    
گیشی خض ثِ خض، هؼبدلِ  ثب اػتفبدُ اص لن اػبػی حؼبة تغییشات ٍ اًتگشال

 آیٌذ:حشکت ٍ ؿشایط هشصی هشثَطِ ثِ صَست صیش ثذػت هی

(44) 

    

   
 

    

   
  

     

    
 

    

    
 

    

    
 

      
     

   
 

     

   
 

 

 
  ( ̇   ̇ )     

         ̈    4
   ̈

   
 

   ̈

   
5 

(45) 

   

  
   

   

  
   

    

  
   

    

  
   

     
 

 

   

  
   

 

 

   

  
   

    

  
   

    

  
   

     
 

 

   

  
   

 

 

   

  
     (

  ̈

  
   

  ̈

  
  )    

        

(46) 

           
 

 
     

 

 
     

                   
  

  
   

(47) 

           
 

 
     

 

 
     

                   
  

  
   

ی هیبًی اػت. ثشای ثذػت ثشداس یکِ ػوَد ثش هشص صفحِ (   )  کِ 

 خبیی ػشضی ٍسق، تٌؾ ثشآیٌذ:آٍسدى هؼبدلِ حشکت ثش حؼت هَلفِ خبثِ

(48) {

  

  

   

}  
   

  (    )
[

   
   

  
(   )

 

]

{
  
 

  
  

   

   

 
   

   

  
   

    }
  
 

  
 

 

 کٌین:ثِ صَست صیش ثبصًَیؼی هی (17)ٍ تٌؾ کَپل ثشآیٌذ سا اص ساثطِ 

(49) {

  

  

   

}  
    

   
[

   
   

  
  

 

]

{
  
 

  
 

   

    

   

    

   

   
 

   

   }
  
 

  
 

 

هؼبدلِ حشکت ثِ صَست صیش  (44)ثب خبیگزاسی سٍاثط فَق دس ساثطِ 

 ؿَد:ثبصًَیؼی هی

(50) 

   ̈       ̈  6
   

  (    )
 

    

   
7     

      
 

 
  ( ̇   ̇ )       

  ٍ ثب تؼشیف 
   

  (    )
ثِ ػٌَاى ػفتی خوـی ٍسق ٍ صشفٌظش  

 آیذ:( ثذػت هی51)ساثطِ    کشدى اص ایٌشػی دٍساًی 

(51)    ̈  ,      -    
 

 
  ( ̇   ̇ )       

 

 روش حل مسئله -3-1

خبیی ػشضی ٍسق دس حشکت ّبسهًَیک ثِ ؿکل صیش ثب فشض آى کِ پبػخ خبثِ
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 ثبؿذ:

(52) 

 (     )   (   )     

 (   )  ∑ ∑      ( )  ( )

 

   

 

   

 

                      ( )  ( ) 

تَاثغ هدبص ثِ تشتیت  ( )  ٍ  ( )  ضشایت هدَْل ٍ     کِ دس آى 

ثبؿٌذ. لاصم ثِ رکش اػت کِ ایي تَاثغ ثبیذ ؿشایط هشصی هی  ٍ   دس ساػتبی 

رکش ایي ًکتِ حبئض اّویت ٌّذػی هؼئلِ هَسد ثشسػی سا ثشآٍسدُ ًوبیٌذ. 
اص اًذیغ تکشاس ثِ ػٌَاى اًذیغ  (   ) اػت کِ دس ساثطِ آخش ثشای خیض 

تش سٍاثط اص آى  خوغ اػتفبدُ ؿذُ اػت کِ دس اداهِ ًیض ثشای ثیبى خلاصِ

ثِ سٍؽ  ( )  ٍ ( )  تفبدُ خَاّذ ؿذ. ّوچٌیي تَاثغ هدبص اػ

اػتبًذاسدی کِ اؿبسُ خَاّذ ؿذ هحبػجِ ؿذُ اػت. صفحِ سا ثِ صَست دٍ 
دسًظش هی (  ٍ دیگشی دس ساػتبی  تیش ػوَد ثش ّن )یک تیش دس ساػتبی 

گیشین کِ ثبیؼتی ّش تیش دس دٍ اًتْبی خَد ؿشایط هشصی هتٌبظش صفحِ سا 

، دس اثتذا ؿکل پبػخ سا ( )  اسضب کٌذ. ثِ ػٌَاى ًوًَِ ثشای هحبػجِ 

ؿَد دسًظش هی  ثشًَلی دس ًظش گشفتِ هی-هـبثِ آًچِ کِ ثشای تیشّبی اٍیلش
 گیشین:

(53)   ( )       (  )       (  ) 
                  (  )      (  ) 

تَاًین همبدیش ٍیظُ کِ پغ اص اػوبل ؿشایط هشصی دس دٍ اًتْبی تیش هی

( سا هحبػجِ کٌین. ؿشایط هشصی هختلف        ( ٍ ًیض ثشداسّبی ٍیظُ ) )

 ًَؿتِ هی ؿًَذ: (54-58)ثِ صَست سٍاثط 

(54) 

  ( )       
 ( )      

  ( )       
 ( )    

 ػبدُ-ػبدُ: 

(55) 
  ( )      

 ( )      
  ( )      

 ( )    
 دسگیش-: دسگیش

(56) 
  ( )       

 ( )      
  ( )      

 ( )    
 دسگیش-: ػبدُ

(57) 
  ( )      

 ( )      
   

 ( )        
 ( )    

 آصاد-: دسگیش

(58) 
  ( )       

 ( )      
   

 ( )        
 ( )    

 آصاد-: ػبدُ

ؿَد ؿکل  تَاى ثب فشآیٌذی هـبثِ آًچِ کِ ثشای تیشّب اًدبم هی هی

 ثذػت آٍسد: (59-63)هذّبی تیش سا ثِ صَست سٍاثط 

(59)   ( )     (   ) 
-: ػبدُ

 ػبدُ

(60) 

  ( )     (   )      (   ) 

               
            

            

(   (   ) 

                   (   )) 

-: دسگیش

 دسگیش

(61) 

  ( )     (   )      (   ) 

            
            

            

(   (   ) 

                (   )) 

-: ػبدُ

 دسگیش

(62) 

  ( )     (   )      (   ) 

              
             

            

(   (   ) 

                  (   )) 

-: دسگیش
 آصاد

(63) 

  ( )     (   )      (   ) 

              
             

            

(   (   ) 

                  (   )) 

-: ػبدُ

 آصاد

لیؼت  1ّوچٌیي چْبس همذاس ٍیظُ اٍل ًیض هحبػجِ ؿذُ ٍ دس خذٍل 

 ؿذُ اػت.
 

 ؿشایط هشصی هختلفچْبس همذاس ٍیظُ اٍل هشثَط ثِ تیش ثب  1جدول 
Table1 four first eigenvalue corresponding to beam with different 

boundary condition 

  (   )  (   )  (   )  (   ) ؿشایط هشصی

 9.86 39.43 88.82 157.91 ػبدُ-ػبدُ

 22.37 61.67 120.90 199.86 دسگیش-دسگیش

 15.41 49.96 104.24 178.27 دسگیش-ػبدُ

 3.51 22.03 61.69 120.90 آصاد-دسگیش

 0 15.41 49.96 104.24 آصاد-ػبدُ

 

( ًیض ثِ ػبدگی ٍ ( )  )   سٍاثط فَق ثشای ؿکل هذ صفحِ دس ساػتبی 

ًَؿتِ هی ؿَد. دس ًتیدِ ثب داؿتي پبػخ استؼبؿی صفحِ ثِ  ( )  هـبثِ ثب 

(   ) صَست  ّبی هشثَط ثِ  ػجبست تَاى هی ( )  ( )      

، (16)دس سٍاثط  (53)ثب خبیگزاسی ساثطِ ّب ٍ ؿشایط سا ثبصًَیؼی کشد.  اًشطی
اَّین داؿت:( 42)ٍ  (18)  خ

(64) 

     
 

 

 
∫ ∫ 64*    +

  

  
     5

 

 

 

 

 

                 
         

    4*    +
  

  
     5 

                              4 
  

  
     5 

               
              4 

  

  
     5 

                          ]      

(65)      
   

 

 
∫ ∫                    

 

 

 

 

 

(66) 

      
  

 

 
∫ ∫         (

  

 
 )

  

 

 

 

 

                4
(    ) 

   
 5(      )    

                         
(   )          (   )          

                      

(67) 

      
  

 

 
∫ ∫  

  

 

 

 

    ( )    (
  

 
 ) 

                 (  )              

                    
                      

(68) 

  ∑                   ∑                   

  

  
   

یبفتي هـخصِ ّبی استؼبؿی ػبصُ دس ایي همبلِ اص سٍؽ سایلی ـ سیتض خْت 

ّبی خٌجـی ٍ پتبًؼیل اػتفبدُ ؿذُ اػت. ثش هجٌبی ایي سٍؽ تفبضل اًشطی

ایي تفبضل ثَاثت هدَْل  هبکضیون ػیؼتن ثذػت آهذُ ٍ ثب حذالل ػبصی
 آیٌذ. دس ًتیدِ خَاّین داؿت:هؼئلِ ثذػت هی

{       }  کِ دس آى
 

ثِ یک  (68)اػت. حذالل ػبصی ساثطِ   

 اًدبهذ:هؼئلِ همذاس ٍیظُ ثِ صَست ساثطِ صیش هی

(69) (  )      [(      )          ]    

 کِ دس آى:
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(70) 

   
       

      
 

       

        
 

   
 

  

       

      
 

 

  

       

        
 

    
 

  

        

      
 

 

  

        

        
 

    
        

      
 

 

  

        

        
 

لبثل حل     ثذٍى داؿتي ساثطِ ایی ثشای ضشیت هدَْل  (69)ساثطِ 
 اضبفِ کشدُ ٍ خَاّین داؿت: (69)سا ثِ ساثطِ  (27)ًیؼت. ثٌبثشایي ساثطِ 

(71) 

[
   
   

   

] {
   

   
} 

            [
         

    

] {
   

   
}    

 کِ دس آى:

(72) 

   
 

     

      
 

     

        
 

   
 

     

      
 

     

        
 

   
 

     

      
 

     

        
 

-( یک هؼبدلِ اػتبًذاسد هشثَط ثِ همبدیش ٍیظُ هی71ٍاضح اػت هؼبدلِ )

( ٍ ثشداسّبی ٍیظُ  تَاى همبدیش ٍیظُ )فشکبًغ  ثبؿذ کِ ثب حل آى هی

({       }
 

 ( سا هحبػجِ کشد. 

 نتبیج و بحث -4
ّبی هؼتطیلی دس توبع اص آى خب کِ هشخؼی ثشای اػتجبس ػٌدی هیکشٍ ٍسق

ثب ػیبل دس دػتشع ًیؼت لزا اثتذا هؼئلِ سا ثشای هبکشٍ ٍسق هؼتطیلی دس 

ؿًَذ. دس ثخؾ توبع ثب ػیبل غیش لبثل تشاکن حل ٍ ًتبیح صحِ گزاسی هی
-هی [8]ّبی طجیؼی دس پظٍّؾ حبضش ٍ هشخغ فشکبًغی اٍل ثِ همبیؼِ

ثؼذ ثشای هبکشٍ ٍسق هشثؼی ّبی طجیؼی ثیفشکبًغ 3ٍ  2پشداصین. دس خذاٍل 

ّبی هختلف ػوك ػیبل ثِ ّوؼبًگشد ٍ دس توبع ثب ػیبل ثِ اصای ًؼجت

تشتیت ثب ؿشایط هشصی توبهب ػبدُ ٍ توبهب گیشداس اسائِ ؿذُ اػت. دس ایي 
  ،         ،       ،       ش هحبػجِ همبدی

ثشای ٍسق هشثؼی ٍ         ٍ          ، ⁄         

چگبلی ػیبل دس ًظش  ⁄            ػشض هخضى ٍ         

 گشفتِ ؿذُ اػت.
تطجیك ثؼیبس  [8]ؿَد ًتبیح حبضش ثب هشخغ هـبّذُ هی 3ٍ  2اص خذاٍل 

ؿَد ّش چِ ًؼجت ػوك ػیبل خَثی داسًذ. ّوچٌیي ّوبًطَس کِ هـبّذُ هی

یبثٌذ. دس ّبی طجیؼی ثی ثؼذ کبّؾ هیداخل هخضى افضایؾ یبثذ فشکبًغ

⁄   ّبیی اص ؿکل هذّبی پبیِ صفحِ ثشای ًؼجت  اداهِ ًوًَِ       ٍ
 آٍسدُ ؿذُ اػت. 2ؿشایط هشصی توبهب ػبدُ دس ؿکل 

ؿَد ثشّن کٌؾ ػیبل ٍ خبهذ هَخت دیذُ هی 2ّوبًطَس کِ اص ؿکل 

غییش ؿکل هذّبی صفحِ ؿذُ اػت کِ دس اًطجبق ثب ًتبیح اسائِ ؿذُ دس ت

 ثشای صفحبت هبکشٍ هی ثبؿذ. [9]هشخغ 

دس ثخؾ دٍم ثِ تبثیش تغییشات پبساهتشّبی هختلف هبًٌذ ًؼجت طَل ثِ 

ٍ ًؼجت  ⁄  ، ًؼجت ضخبهت ثِ پبساهتش همیبع طَل ⁄  ضخبهت ٍسق 

ؿَد. ًتبیح ثشای هیکشٍ ٍسق چْبس طشف پشداختِ هی ⁄  طَل ثِ ػشض ٍسق 

فشض          دسگیش اسائِ ؿذُ اػت ٍ پبساهتش همیبع طَل ًیض ثشاثش 
 گشدیذُ اػت.

 

√     4ّبی طجیؼی ثی ثؼذ فشکبًغ 2جدول 
  

 
 یک هبکشٍٍسق هشثؼی دس توبع ثب ػیبل ٍ ثب ؿشایط هشصی توبهب گیشداس 5

Table 2 Non-dimensional natural frequencies 4     √
  

 
5 for a square macroplate in contact with fluid and fully clamped 

   ⁄   

 ؿوبسُ هذ سٍؽ 0 0.2 0.4 0.6 0.8

 ًتبیح حبضش 5.9170 5.8656 4.5983 3.1187 2.4663
1,1 

2.157 2.747 4.202 5.674 5.730 [8] 

 ًتبیح حبضش 12.0680 11.5818 9.1314 6.9442 6.0075
2,1 

5.754 7.606 8.590 11.18 11.75 [8] 

 ًتبیح حبضش 12.0680 11.9341 9.2222 8.1139 6.0803
1,2 

5.282 6.109 8.254 11.60 11.75 [8] 

 ًتبیح حبضش 17.7875 17.0007 14.6235 12.7214 9.79
2,2 

9.164 11.84 13.84 16.34 17.27 [8] 

 ًتبیح حبضش 21.6482 19.9252 16.0222 13.2856 12.0916
3,1 

12.31 14.47 16.78 19.10 21.26 [8] 

 ًتبیح حبضش 27.1260 24.9783 22.6371 19.6224 16.0434
3,2 

15.96 18.94 21.43 23.85 26.49 [8] 

 ًتبیح حبضش 27.1260 25.7826 23.6857 19.88 16.0434
2,3 

14.97 18.51 22.78 24.81 26.49 [8] 

 ًتبیح حبضش 34.6437 31.3008 25.7072 22.3779 20.9684
4,1 

21.89 24.21 26.84 30.29 34.54 [8] 
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√     4ّبی طجیؼی ثی ثؼذ فشکبًغ 3جدول 
  

 
 یک هبکشٍٍسق هشثؼی دس توبع ثب ػیبل ٍ ثب ؿشایط هشصی توبهب ػبدُ 5

Table 3 Non-dimensional natural frequencies 4     √
  

 
5 for a square macroplate in contact with fluid and fully simply supported 

   ⁄   

 ؿوبسُ هذ سٍؽ 0 0.2 0.4 0.6 0.8

 ًتبیح حبضش 3.1917 3.1038 2.3746 1.6664 1.3030
1,1 

1.173 1.496 2.196 3.064 3.169 [8] 

 ًتبیح حبضش 7.9792 7.3152 5.8788 4.5498 3.9474
2,1 

3.926 5.174 5.708 7.092 7.902 [8] 

 ًتبیح حبضش 7.9792 7.7463 6.0251 5.3601 3.9686
1,2 

3.484 4.058 5.382 7.622 7.902 [8] 

 ًتبیح حبضش 12.7667 11.7215 10.3465 9.0951 6.9678
2,2 

6.777 8.746 9.974 11.40 12.68 [8] 

 ًتبیح حبضش 15.9584 14.2176 11.6968 9.7821 8.9012
3,1 

9.410 10.57 12.57 13.80 15.95 [8] 

 ًتبیح حبضش 20.7459 18.6468 17.0397 14.4937 12.2400
3,2 

12.66 14.47 16.68 18.10 20.69 [8] 

 ًتبیح حبضش 20.7459 19.1174 17.9115 15.2195 12.6106
2,3 

11.74 14.57 17.52 18.64 20.69 [8] 

 ًتبیح حبضش 27.1293 24.5170 20.1202 17.6313 16.4688
4,1 

17.66 19.32 21.36 24.21 27.52 [8] 
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Fig. 2 First three mode shapes of a simply-supported rectangular macroplate in contact with air and partially with fluid 
 هبکشٍ ٍسق هؼتطیلی دس توبع ثب َّا ٍ ػیبل هحذٍد ثیبى ؿذُ ثش حؼت هتشػِ ؿکل هذ اٍل  2ضکل 

  

ًوَداس تغییشات فشکبًغ پبیِ هیکشٍ ٍسق ّوؼبًگشد سا ثشحؼت  3ؿکل 

ثشای ًؼجت ضخبهت ثِ پبساهتش  ⁄  تغییشات ًؼجت طَل ثِ ضخبهت ٍسق 

⁄  دّذ. ًؼجت اضلاع ًیض  ًـبى هی ⁄  همیبع طَل هختلف  فشض     
 ؿذُ اػت.

ؿَد ثب افضایؾ ًؼجت طَل ثِ هـبّذُ هی 3ّوبًطَس کِ اص ؿکل  

یبثذ. ٍاضح اػت کِ ایي ًتیدِ ثِ ایي ضخبهت ٍسق، فشکبًغ پبیِ کبّؾ هی

دلیل اػت کِ ثب افضایؾ ًؼجت طَل ثِ ضخبهت، ػفتی کلی ػیؼتن کبّؾ 

ؿَد ثب یبثذ. ّوچٌیي دیذُ هیی ًیض کبّؾ هیٍ دس ًتیدِ فشکبًغ طجیؼ

افضایؾ ًؼجت ضخبهت ثِ پبساهتش همیبع طَل، همبدیش فشکبًغ طجیؼی 
 یبثذ.کبّؾ هی

⁄  ًوَداس تغییشات فشکبًغ پبیِ هیکشٍ ٍسق هشثؼی ) 4دس ؿکل     )

 تئَسی  ثشاػبع   ٍ  ⁄  طَل   همیبع پبساهتش   ثب تغییشات ًؼجت ضخبهت ثِ
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Fig. 3 Variation of fundamental frequency versus the length to 

thickness ratio for a square microplate and fully clamped  

تغییشات فشکبًغ پبیِ ثشحؼت ًؼجت طَل ثِ ضخبهت ٍسق ثشای هیکشٍٍسق  3ضکل 

 هشثؼی ٍ توبهب گیشداس 

 
Fig. 4 The effect of plate's thickness/length scale parameter on the 

fundamental frequency of a square microplate with fully clamped 

boundary conditions based on the present and classical theories 

اثش ًؼجت ضخبهت صفحِ ثِ پبساهتش همیبع طَل ثش فشکبًغ پبیِ هیکشٍ ٍسق  4ضکل 

 ّبی حبضش ٍ کلاػیکهشثؼی توبهب گیشداس ثشحؼت تئَسی

تٌؾ کَپل اصلاح ؿذُ ٍ تئَسی کلاػیک )ثذٍى دس ًظش گشفتي اثش اًذاصُ( 

 ًـبى دادُ ؿذُ اػت.

ّبی ثذػت آهذُ دٍ ًکتِ لبثل ثیبى اػت: یکی آى کِ فشکبًغ 4اص ؿکل 
اص تئَسی تٌؾ کَپل اصلاح ؿذُ ّوَاسُ اص تئَسی کلاػیک ثیـتش اػت کِ 

دس ًظش گشفتِ ؿذُ دس تئَسی تٌؾ کَپل ػلت آى ًیض ػفتی ثیـتش هذل 

ثیٌی ؿذُ  ّبی پیؾاصلاح ؿذُ هی ثبؿذ. دیگش آًکِ اختلاف ثیي فشکبًغ

⁄  ّبی ثؼیبس کَچک )تَػط ایي دٍ تئَسی دس ضخبهت ( صیبد ثَدُ ٍ   
یبثذ. ثِ ػجبست دیگش ّب کبّؾ هیّش چِ ایي ًؼجت افضایؾ یبثذ اختلاف آى

تَاًذ  ثؼیبس کَچک، تئَسی کلاػیک ًویّب ثب ضخبهت  ثشای هیکشٍ ٍسق

 هـخصبت استؼبؿی ػبصُ سا ثب دلت هٌبػجی اسائِ دّذ.

ًیض تغییشات چْبس فشکبًغ اثتذایی هیکشٍ ٍسق هشثؼی  5ؿکل 
ٍ ثب فشض  ⁄  ( سا ثشحؼت تغییش ًؼجت طَل ثِ ضخبهت ⁄    )

ؿَد ثب افضایؾ ًؼجت طَل  دّذ. ّوبًطَس کِ هلاحظِ هی ًـبى هی     

سٍد ثب  یبثذ. اًتظبس هی ِ ضخبهت، فشکبًغ طجیؼی هیکشٍٍسق کبّؾ هیث

ثیٌی ؿذُ ثشاػبع تئَسی  افضایؾ ًؼجت طَل ثِ ضخبهت همذاس فشکبًغ پیؾ
تٌؾ کَپل اصلاح ؿذُ ثب فشضیبت تئَسی کشؿْف ثب فشکبًغ ثذػت آهذُ 

 ثشاػبع تئَسی تٌؾ کَپل اصلاح ؿذُ ثب فشضیبت تئَسی هیٌذلیي ثشاثش ؿَد.

اداهِ ثِ هٌظَس ثشسػی اثش پبساهتش همیبع طَل ٍ ًیض ًؼجت طَل ثِ  دس

اسائِ ؿذُ اػت. دس ایي  4ػشض ٍسق ثش فشکبًغ ّبی طجیؼی، ًتبیح دس خذٍل 
ٍ ًؼجت طَل ثِ ضخبهت         حبلت ضخبهت هیکشٍ ٍسق 

تَاى فْویذ ثب هی 4فشض ؿذُ اػت. ّوبًطَس کِ اص خذٍل  ⁄     

طَل، فشکبًغ طجیؼی دس توبم هذّبی استؼبؿی کبّؾ کبّؾ پبساهتش همیبع 

یبثٌذ. ػلت ًیض آى اػت کِ ثب کبّؾ پبساهتش همیبع طَل، ػفتی ٍسق هی
ؿَد ثب افضایؾ ًؼجت طَل ثِ ػشض ٍسق یبثذ. ّوچٌیي هـبّذُ هیکبّؾ هی

 کٌٌذ.فشکبًغ ّبی طجیؼی ػیؼتن افضایؾ پیذا هی

ق هَسد اؿبسُ ٍ دس ؿشایط ّبی طجیؼی هیکشٍ ٍسدس اًتْب ًیض فشکبًغ

اسائِ ؿذُ اػت. دس ایي حبلت طَل ٍ ػشض  5هشصی هختلف دس خذٍل 
ق ٍ ضخبهت           پبساهتش همیبع طَل ،          ٍس

 دسًظش گشفتِ ؿذُ اػت.         

 

Fig. 5 Variation of first four natural frequencies versus the length to 

thickness ratio for a square microplate with fully clamped boundary 

conditions 

تغییشات چْبس فشکبًغ اٍل هیکشٍ ٍسق هشثؼی توبهب گیشداس ثشحؼت تغییشات  5ضکل 

 ًؼجت طَل ثِ ضخبهت ٍسق
 

تغییشات ػِ فشکبًغ اٍل هیکشٍ ٍسق ثشای پبساهتشّبی همیبع طَل هختلف ٍ  4 جدول

 دس ؿشایط هشصی هختلف
Table 4 Variation of first three natural frequencies (MHz) for various 

length scale parameters and different boundary conditions 

B.Cs l/h 
a/b=1 a/b=2 

                  

SCSC 

l/h=1 1.0888 2.0442 2.6138 3.5947 4.3551 5.8564 

l/h=0.5 0.6678 1.2539 1.6032 22049 2.6714 3.5922 

l/h=0.1 0.4575 0.8591 1.0985 1.5108 1.8304 2.4613 

CCCF 

l/h=1 0.9199 1.6304 2.3851 1.3272 2.7410 4.1342 

l/h=0.5 0.5680 0.9828 1.4756 0.7997 1.6961 2.4874 

l/h=0.1 0.3854 0.6421 0.0131 0.5106 1.1398 1.6381 

SSSF 

l/h=1 0.4513 1.1590 1.5249 0.7365 1.8055 3.0626 

l/h=0.5 0.2811 0.6938 0.9491 0.4408 1.1247 1.8309 

l/h=0.1 0.1885 0.4441 0.6525 0.2694 0.7540 1.1882 
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√     4  ثی ثؼذّبی طجیؼی فشکبًغ 5جدول 
  

 
 ثب ؿشایط هشصی هختلفٍسق هشثؼی دس توبع ثب ػیبل ٍ هیکشٍ یک  5

Table 5 Non-dimensional natural frequencies 4Ω     √
  

 
5 for a square microplate in contact with fluid and different boundary conditions 

   ⁄   

 ؿوبسُ هذ ؿشایط هشصی 0 0.2 0.4 0.6 0.8

1.6120 2.1165 3.3762 4.6828 4.7438 SCSC 

1,1 1.7975 2.4682 3.6351 3.9784 3.9833 CCCF 

0.8576 1.1872 1.6687 1.9228 1.9400 SSSF 

3.6737 4.3596 6.2021 8.7638 8.9063 SCSC 

2,1 3.8344 4.5511 4.8720 6.5166 6.6196 CCCF 

2.4450 2.8810 3.1111 4.2750 4.5666 SSSF 

4.7662 6.7446 8.1210 10.6987 11.3879 SCSC 

1,2 5.0514 5.9541 8.0865 10.4599 10.4883 CCCF 

3.2336 3.8689 5.1587 6.6729 6.7489 SSSF 

7.1633 8.7963 11.2545 14.4458 15.4655 SCSC 

2,2 6.6831 7.7361 9.4400 11.7715 12.5361 CCCF 

5.1511 5.8702 7.4290 8.7483 9.6855 SSSF 

10.5434 13.3823 16.0993 18.7691 21.2376 SCSC 

3,1 10.3804 11.5560 14.2194 17.8333 19.2144 CCCF 

7.6200 8.5227 10.4178 13.5399 14.7353 SSSF 

11.5979 15.0378 18.4569 21.1753 22.8330 SCSC 

3,2 11.6172 12.6570 15.8214 19.3848 20.2590 CCCF 

8.9783 9.5533 12.4390 14.4779 15.4250 SSSF 

13.3188 15.5844 18.8684 22.5196 25.3782 SCSC 

2,3 11.9572 14.2128 16.8113 20.1486 21.8435 CCCF 

9.7115 12.0512 13.7465 16.1176 17.7793 SSSF 

14.3946 16.7941 19.8915 26.7021 27.5990 SCSC 

4,1 13.7562 17.5302 20.5910 22.2203 23.1938 CCCF 

10.4965 13.3605 15.2054 16.2685 18.6364 SSSF 
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Fig. 6 First three mode shapes of a simply-supported rectangular microplate in contact with air and partially with fluid 
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 ABCDؿشایط هشصی ثِ صَست خلاصِ ؿذُ  5ٍ  4لبثل رکش اػت دس خذاٍل 

ثِ تشتیت ثیبًگش ؿشایط هشصی دس  C, B, A  ٍDًـبى دادُ ؿذُ اػت کِ حشٍف 
x=0 ،y=0 ،x=a  ٍy=b ؿَد ثب هـبّذُ هی 5ّوبًطَس کِ اص خذٍل ثبؿٌذ. هی

یبثٌذ کِ ایي کبّؾ ثِ ّبی طجیؼی کبّؾ هیافضایؾ ػوك ػیبل فشکبًغ

 ػیؼتن هی ثبؿذ.دلیل افضایؾ خشم هَثش 

ّبیی اص ؿکل هذّب ًیض ثشای هیکشٍ ٍسق ثب ؿشایط هشصی توبهب ػبدُ ًوًَِ
 اسائِ ؿذُ اػت. 6دس توبع ثب َّا ٍ ػیبل هحذٍد دس ؿکل 

 جمع بندی -5

دس ایي پظٍّؾ ثِ تحلیل استؼبؿی هیکشٍ صفحِ هؼتطیلی ایضٍتشٍپیک 

پشداختِ ؿذُ اػت. دستوبع ثب ػیبل ثش اػبع تئَسی تٌؾ کَپل اصلاح ؿذُ 
تئَسی ٍسق کشؿْف خْت تحلیل ٍ فشهَل ثٌذی هؼئلِ ٍ ّوچٌیي سٍؽ 

اًذ. سایلی ـ سیتض ثِ هٌظَس اسائِ پبػخ تحلیلی آى هَسد اػتفبدُ لشاس گشفتِ

ًـبى دادُ ؿذُ اػت کِ ثش خلاف تئَسی کلاػیک ٍسق، هذلی کِ ثشاػبع 

سا ثَدى یک پبساهتش ؿَد ثِ ػلت داتئَسی تٌؾ کَپل اصلاح ؿذُ اسائِ هی
ّبیی ثب همیبع تَاًذ اثش اًذاصُ سا دس تحلیل فشکبًؼی ػبصُهمیبع طَل هی

ّب هٌبػت ًوی کَچک لحبظ ًوبیذ ٍ اػتفبدُ اص تئَسی کلاػیک دس ایي ػبصُ

ثبؿذ. ثب افضایؾ ًؼجت طَل ثِ ضخبهت ٍسق فشکبًغ طجیؼی کبّؾ یبفتِ، ثب 

فضایؾ ٍ ًیض ثب افضایؾ ًؼجت افضایؾ ًؼجت طَل ثِ ػشض ٍسق فشکبًغ ا
یبثذ. ثشّن ضخبهت ثِ پبساهتش همیبع طَل همبدیش فشکبًغ طجیؼی کبّؾ هی

-خبهذ هَخت تغییش ؿکل هذّبی ٍسق ؿذُ ٍ ًیض هـبّذُ هی-کٌؾ ػیبل

-ّبی طجیؼی ثب افشایؾ ػوك ػیبل داخل هخضى کبّؾ هیؿَد کِ فشکبًغ

 یبثٌذ.
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