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اٍسد بش ػطح الوبى تبکٌَى هطبلعبت فشاٍاًی جْت بشسػی ًیشٍّب ٍ کَپل  ّبی جبهذ ٍ ػیبل اًجبم گشفتِ اػت کِ دس حیطِ هکبًیک ػیبلات  ّبی 
دسًظش ًگشفتي  اًذ کِ ایي هعبدلات بِ دلیل گیشی هعبدلات ًَیشاػتَکغ ؿذُ اػت. بب ایي حبل بیـتش هحممبى بِ ایي ًتیجِ سػیذُ هٌجش بِ ؿکل
تحلیلی کَپل جذیذ هعشفی ؿذُ، بِ حل -ؾّبی کَپلی کبهل ًبَدُ ٍ ًیبص بِ اصلاح داسد. دس ایي همبلِ بب اػتفبدُ اص تئَسی تٌ تأثیشات تٌؾ

اَسُ هتخلخل پشداختِ هی جشیبى هیبى دٍ لَلِ ّنهعبدلات هیذاى  یی بشای جشیبى بب هحبػبِ دٍ هؤلفِ تبًؼَس تٌؾ ًیشٍؿَد.  هحَس ٍ جشیبى بش دی
بب بیبى دٍ سابطِ دلیك بشای هحَس ًـبى دادُ ؿذُ اػت کِ ایي تبًؼَس بش خلاف تئَسی کلاػیک هتمبسى ًیؼت، ّوچٌیي  هیبى دٍ لَلِ ّن

ؿَد کِ همیبع  هحبػبِ پشٍفیل ػشعت جشیبى دس ایي دٍ ٌّذػِ ٍ همبیؼِ آى بب حل کلاػیک )بب فشض ًبَد تأثیشات تٌؾ کَپلی( هلاحظِ هی
ِ، پشٍفیل ػشعت ػیبل ٍ ًشخ جشیبى اص حل  طَل یک پبساهتش تأثیشگزاس بش جشیبى ّبی همیبع کَچک اػت ٍ بب افضایؾ همیبع طَل هؼأل

عٌَاى یک پبساهتش اػبػی )کِ پیـتش دس  گیشًذ. بِ عببست دیگش ببکبّؾ ابعبد ٌّذػی هؼألِ ٍابؼتگی جشیبى ػیبل بِ طَل بِ کلاػیک فبصلِ هی
کبسی ٍ  ّبی سٍغي ّبی کَچک هبًٌذ ببیَػیبلات، ػیؼتن یببذ. ایي ًتبیج بشای بشسػی جشیبى ػیبل دس همیبع ؿذ( افضایؾ هی ًوی سٍابط هـبّذُ
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 Considerable research has been done to study force-tractions and couple-tractions acting on the surface 

of solid and fluid elements. Navier-Stokes equations have been developed based on these researches in 

the domain of fluid mechanics. However, a number of researchers have emphasized that the Navier-

Stokes equations are not sufficient and they should be modified because of couple-stress effects. In this 

paper, after presenting couple-stress theory, two flow geometry between two concentric pipes and flow 

over porous wall is considered and their behavior is compared with classical case. It has been shown 

that the force-stress tensor is not symmetric by calculating two components of the force-stress tensor for 

flow between two concentric pipes. In addition, it can be considered that length scale is an effective 

parameter on small scale flow by calculating flow velocity profile for these two geometries and by 

comparing them with classical solution. However, the effects of length scale on the velocity profile and  

the flow rate decrease with increasing geometrical scales of the problem. These results can be used to 

study fluid flows with small-scale characteristics such as bio fluids, lubrication and micro 

electromechanical systems. 
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 مقذمه 1-

اًٍی ثطای ثطضسی ًیطٍّب ٍ کَپل تبکٌَى تلاش ّبی ٍاضز ثط سغح  ّبی فطا
ّبی جبهس ٍ سیبل اًجبم گطفتِ است کِ زض اثتسا هٌجط ثِ هؼطفی ضطیت  الوبى

ّبی الاستیک هَاز ّوگي  ػٌَاى یک پبضاهتط اسبسی زض هسل الاستیسیتِ ثِ

ّبی اتوی زض اٍاسظ لطى  ثط هسل [1]ّب ثب تحمیمبت کَضی  ضس. ایي تلاش

ّبی هطکعگطا استفبزُ ٍ زض  ًَظزّن آغبظ ضس. کَضی زض هغبلؼبتص تٌْب اظ ًیطٍ

ّبی حجوی زض هسل ذَز غطف ًظط کطز.  ّبی کَپلی ٍ کَپل ًتیجِ اظ تٌص
زض هغبلؼبتص ًطبى زاز کِ زض یک هسل اتوی کبهل  [2] پس اظ اٍ ٍیگَت

ثط ًیطٍّبی هطکعگطا ضطٍضی است. ثطای ًرستیي  طٍّبی غیطهطکعگطا ػلاًٍُی

ّبی هکبًیک پیَستِ ثیبى ضس. گطچِ  ّبی کَپلی زض تئَضی ثبض هفبّین تٌص
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زض آى ظهبى ضٍاثظ ضیبضی کبهلی ثطای آى اضائِ ًطس. گستطش یک هسل ضیبضی 
تن تَسظ کَپل زض زِّ اٍل لطى ثیس-ثطای آًبلیع هَاز ثطاسبس هفبّین تٌص

ّبی  آغبظ ضس. ثطازضاى کبسطات چٌسیي تئَضی ثطای الوبى [3]ثطازضاى کبسطات 

ّب ضا  ّبی یک ٍ زٍ ثؼسی اضائِ ٍ سپس ایي تئَضی جبهس هبًٌس تیطّب ٍ پَستِ

ّب  ثطای یک جسن کبهلاً سِ ثؼسی گستطش زازًس. ثطاسبس تئَضی آى
ص کَپلی ٍ ًیطٍیی زض هجوَع ّجسُ جعء زاضتِ ٍ ایي زض حبلی تبًسَضّبی تٌ

است کِ تٌْب ضص هؼبزلِ تؼبزلی ٍجَز زاضز، ٍ زض ٍالغ هطکل اسبسی زض 

ّبی کَپلی ٍ  کَپل هٌبست، تؼساز ظیبز اجعای تٌص-گستطش تئَضی تٌص

 ًیطٍیی است.

ستن ّبی کَپلی زض ًیوِ لطى ثی ای ٍ تٌص الجتِ هغبلؼبتی ثط هوٌتَم ظاٍیِ

زض ظهیٌِ هکبًیک سیبلات زض ضاستبی ثطضسی پسیسُ آضفتگی اًجبم گطفت ٍ زض 

ًْبیت تؼساز ثسیبضی اظ هحممبى زضیبفتٌس کِ هؼبزلات ًَیطاستَکس هؼبزلات 

ضسس یکی اظ  ّبی آضفتگی ًیست ٍ ثِ ًظط هی ای زض ظهیٌِ ثطضسی هسل ثْیٌِ
ایي هؼبزلات است  ػٌَاى همیبس عَل زض زلایل آى ًجَز حضَض پبضاهتطی ثِ

زض هغبلؼبتص ًطبى زاز کِ تبًسَض تٌص ضیٌَلسظ  [8,9]. ًیکلاٍسکی [4-7]

گیطی اظ هؼبزلات ًَیطاستَکس کِ ثطای  ّبی هیبًگیي هتمبضى ًیست ٍ ضٍش

ضَز ثب ّن ثطاثط  ّبی آضفتگی استفبزُ هی ّبی ضیٌَلسظ زض هسل یبفتي تٌص
ت ًَیطاستَکس ًیبظهٌس اغلا  ثَزُ ٍ لاظم است تثییط ضٍ هؼبزلا ًیستٌس. اظ ایي

ّبی اذیط ثیبًگط  ّبی کَپلی زض هؼبزلات سیبل ٍاضز ضَز. ثیطتط آظهبیص تٌص

ّبی ثعضگ است؛  ّبی کَچک ثب همیبس تفبٍت ضفتبض هکبًیکی هَاز زض همیبس

 ثٌبثطایي پیططفت ثیطتط زض هیکطٍهکبًیک، ًبًَهکبًیک ٍ ًبًَتکٌَلَغی ًیبظهٌس
ّب تبیًیطات  ّبی جسیس زض هکبًیک پیَستِ است کِ زض آى هؼطفی تئَضی

همیبس عَل ثطای هَاز هرتلف اػن اظ سیبل ٍ جبهس زض ًظط گطفتِ ضسُ است 

[10]. 

کَپل پیَستِ زض هکبًیک جبهسات اًجبم -هغبلؼبت زیگطی ثط تئَضی تٌص
اظ آى زض ظهیٌِ هکبًیک سیبلات استفبزُ کطز.  [11]گطفتِ است کِ استَکس 

تطیي سبذتبض تئَضی کلاسیک ثب زضًظط گطفتي  ثطاسبس تئَضی استَکس سبزُ

ّب اظ ایي تئَضی زض جْت هغبلؼِ  ّبی کَپلی ثیبى ضس ٍ هست تثییطات تٌص

ّبی طٍسیبلات ٍ کَپلیٌگّبی هبیغ، هیک کبضی، کطیستبل جطیبى ذَى، ضٍغي
ثٌسی  چٌسفبظی استفبزُ ضسُ است. ایي تئَضی چٌس هطکل اسبسی زض فطهَل

تَاى ثِ ػسم تؼییي ثرص کطٍی تبًسَض تٌص کَپلی ٍ  زاضز کِ اظ آى جولِ هی

ظَْض کَپل حجوی زض ضٍاثظ تطکیل زٌّسُ تبًسَض تٌص ًیطٍیی اضبضُ کطز. 

ّبی تٌص کَپلی ٍ ًیطٍیی ًسجت ثِ  ثط ایي تؼساز ظیبز اجعای تبًسَض ػلاٍُ
هؼبزلات تؼبزل اظ زیگط هطکلات هؼبزلات ثیبى ضسُ است. ثِ تبظگی 

تؼساز اجعای تبًسَض تٌص کَپلی ضا ثب زضًظط  [10]اسفٌسیبضی ٍ زاضگَش  حبج

ّبی حجوی ثب  گطفتي تبًسَض تٌص کَپلی پبزهتمبضى ٍ ٍاثستگی کَپل

ًْبیت یک تئَضی ًیطٍّبی حجوی زض جبهسات اظ زٍ ثِ سِ ػسز ضسبًسًس ٍ زض 
 [12]ای زیگط  ّب زض همبلِ کَپل کبهلاً سبظگبض ضا هؼطفی کطزًس، سپس آى-تٌص

ثِ ثطضسی ٍ اػتجبضسٌجی تئَضی تٌص کَپل ٍ اضتجبط آى ثب هکبًیک کلاسیک 

ثَزى تبًسَض تٌص کَپل ضا زض  پبزهتمبضى [13]پطزاذتٌس. ًف ٍ ّوکبضاًص 

اسفٌسیبضی هَضز ثحث ٍ ثطضسی لطاض زازًس ٍ  ای ثط تئَضی جسیس حبج هغبلؼِ
اسفٌسیبضی ٍ  پبضاهتطّبی هغط  ضسُ زض ایي تئَضی ضا تػسیك کطزًس. حبج

ایي تئَضی ضا زض حَظُ هکبًیک سیلات گستطش زازًس ٍ ثب  [14]ّوکبضاًص 

ػٌَاى تبًسَضّبی  ًطخ اًحٌبی هیبًگیي ثِهؼطفی تبًسَضّبی اًحٌبی هیبًگیي ٍ 

-ّبی هغط  ضسُ زض ظهیٌِ تٌص جسیس تغییطضکل، هطکلات هَجَز زض تئَضی
ّب ثب ایجبت پبزهتمبضى ثَزى تبًسَض تٌص  کَپل سیبلات ضا ثطعطف کطزًس. آى

کَپل هکبًیک سیبلات استَکس -کَپلی ثِ توبهی هسبئل ًبهؼیي تئَضی تٌص
ػٌَاى  ّب اظ ثطزاض سطػت ٍ ثطزاض چطذص ثِ ىپبسد زازًس. زض تئَضی آ

هتغیطّبی اغلی هسبئل استفبزُ ضسُ است. ایي تئَضی ًیبظهٌس پبضاهتطی 

ػٌَاى ٍیسکَظیتِ زٍم است کِ ثِ غَضت همیبسی اظ عَل زض  اضبفی ثِ

ضَز. اگطچِ زض ثطذی هسبئل هبًٌس آًبلیع جطیبى آضام  هؼبزلات ظبّط هی
ی ثعضگ، ًطخ اًحٌبی تغییط ضکل ًسجت ثِ ًطخ ّب سیبلات ٍیسکَظ زض همیبس

کطًص تغییط ضکل لبثل غطف ًظط کطزى ثَزُ ٍ اغلت هسبئل ًیبظهٌس همیبس 

عَل هبزی ًیستٌس. ثب ایي تفبسیط زض ضطایغی کِ ثؼس ٌّسسی هطرػِ هسئلِ 

یبثس لاظم است ثطضسی هیساى جطیبى ثب  ّبی هیکطٍ ٍ ًبًَ کبّص هی ثِ همیبس
ّبی کَپلی ٍ ًیطٍیی  ی ٍاثستِ ثِ همیبس عَل ٍ ضبهل تٌصاستفبزُ اظ تئَض

 ًبهتمبضى غَضت گیطز.

کَپل -ّبی تٌص تط اظ تئَضی سبزُ [14]اسفٌسیبضی ٍ ّوکبضاى  تئَضی حبج

ّبی هیکطٍلغجی اضائِ ضسُ است؛ ثٌبثطایي ثسیبضی اظ کبضثطزّبی هْن  ٍ تئَضی
کبضی کِ تَسظ تئَضی تٌص کَپل  هبًٌس ثطضسی سیبلات ثیَلَغیکی ٍ ضٍغي

ی ٍ ًیبظهٌس تؼطیف یک پبضاهتط هبزی اًس زٍثبضُ لبثل ثطضس استَکس ثیبى ضسُ

اسفٌسیبضی ٍ ّوکبضاًص ثب استفبزُ اظ تئَضی ذَز ثِ ثطضسی  تبظُ است. حبج

چٌسیي هسل جطیبى سیبل ثب ضطایظ هطظی هتفبٍت اظ جولِ جطیبى پَاظی 
اًس ضفتبض  ای کِ ثِ تبضگی اًجبم زازُ ّب زض هغبلؼِ ّب پطزاذتٌس. آى زضٍى لَلِ

تبثؼی اظ همیبس عَل زضٍى یک حفطُ زضة هحَض ثطضسی  ػٌَاى جطیبى ضا ثِ

 .[15]کطزًس 

اسفٌسیبضی ٍ  ای اظ تئَضی حبج زض ایي همبلِ اثتسا ثِ ثیبى ذلاغِ
هحَض ٍ جطیبى ثط زیَاضُ  ّوکبضاًص ٍ زض ازاهِ ثِ حل جطیبى هیبى زٍ لَلِ ّن

سیبل زض ایي ضطایظ ٍ ضَز ٍ تٌص ثطضی ٍ زثی حجوی  هترلرل پطزاذتِ هی

 گیطز. تثییطات همیبس عَل ثب هحبسجِ پطٍفیل سطػت هَضز ثحث لطاض هی

 [14]کوپل سبزگبر جذیذ -معرفی تئوری تنش 2-

ضَز. ثطای  اسفٌسیبضی ٍ ّوکبضاى ثیبى هی زض ایي ثرص کلیبتی اظ تئَضی حبج

 تَاى ثِ همبلِ ایطبى هطاجؼِ کطز. هغبلؼِ جعئیبت ثیطتط هی

هؼبزلات اسبسی هکبًیک سیبلات ضبهل هؼبزلات پیَستگی، تؼبزل 

 ( است.1-3ٌتَم ذغی ٍ ظاٍیِ ای، ثِ فطم زیفطاًسیلی ثِ غَضت ضاثغِ )هو

(1) 
  

  
         

(2)            
   
  

 

(3)                     

هطتك  D/Dtزیَضغاًس ثطزاض سطػت،      چگبلی سیبل،  ρزض ضٍاثظ ثبلا 
تبًسَضّبی     ٍ     ّبی حجوی،  ثِ تطتیت ًیطٍّب ٍ کَپل    ٍ    هبزی،

تبًسَضّبی  1تٌص ًیطٍیی ٍ کَپلی ٍاضز ثط الوبى سیبل است. ثطاسبس ضکل 

عَض کلی زاضای ّجسُ جعء است کِ  ّبی کَپلی ٍ ًیطٍیی ثِ تٌص

ثب هؼطفی تبًسَضّبی جسیس ٍ ضٍاثظ آى تؼساز ضا ثِ  اسفٌسیبضی ٍ ّوکبضاى حبج
 ظزُ جعء کبّص زازًس.زٍا

ّبی حجوی  زض همبلِ ثیبى زاضتٌس کِ کَپل ٍ ّوکبضاى اسفٌسیبضی حبج

کَپل هکبًیکی پیَستِ هستمل -ٍاضز ثط یک الوبى سیبل زض یک تئَضی تٌص

اظ ًیطٍّبی حجوی ٍاضز ثط آى الوبى ًیست، ٍجَز یکی اظ ایي زٍ ػجبضت زض 
بضت ضا اظ هؼبزلات حصف کطز. تَاى یکی اظ ایي زٍ ػج هؼبزلات کبفی است ٍ هی

ثِ غَضت ظیط  (3)ثب حصف کَپل حجوی اظ ضاثغِ  ( ضا4ضاثغِ )ثٌبثطایي 

 ذَاّین زاضت.
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(4)                 
 تبًسَض گطازیبى سطػت ثِ غَضت هجوَع زٍ تبًسَض هتمبضى ًطخ کطًص

هؼطفی  (5-7) غَضت ضٍاثظثِ      ای ٍ تبًسَض پبزهتمبضى سطػت ظاٍیِ    

 ضَز. هی

(5)                 

(6)     
 

 
(         ) 

(7)     
 

 
(         ) 

    ای ثِ غَضت هجوَع زٍ تبًسَض هتمبضى  تبًسَض گطازیبى سطػت ظاٍیِ

 ضَز. ( ثیبى هی8-10ثِ غَضت ضٍاثظ )     ٍ تبًسَض پبزهتمبضى

(8)             

(9)     
 

 
(         ) 

(10)     
 

 
(         ) 

ضَز ٍ ثِ غَضت ضاثغِ  ، تبًسَض ًطخ اًحٌب ًبهیسُ هی   تبًسَض پبزهتمبضى 

 ( است.11)

(11) 
[   ]  [

       
        
         

] 

اٍثظ ) ٍ ثطزاض ًطخ اًحٌبی    ای  (، ثطزاض سطػت ظاٍی5ِ-10ثب تَجِ ثِ ض

 ضَز. ( تؼطیف هی12-14ثِ غَضت ضٍاثظ )   

(12)    
 

 
         

 

 
        

(13)    
 

 
         

 

 
        

(14)   
 

 
    

 

 
  (   )  

 

 
 (   )  

 

 
    

ضطایظ ای ٍاثستِ ثِ تؼطیف  زض ایي تئَضی جعء ًطهبل ثطزاض سطػت ظاٍیِ

هطظی هسئلِ ثَزُ ٍ زض ًتیجِ یک هرتػبت تؼوین یبفتِ ًیست؛ ثٌبثطایي 

یبفتِ هتٌبظط ثب آى یب ّوبى جعء ًطهبل ثطزاض کَپل ٍاضز ثط سغح  ًیطٍی تؼوین

 ( ذَاّس ثَز.15ًیع غفط ٍ ثِ غَضت ضاثغِ )
(15)  (  )    

( )             
 

 
Fig 1.Components of force- and couple-stress tensors in the present 

consistent theory 
 اجعای تبًسَضّبی تٌص کَپلی ٍ ًیطٍیی زض تئَضی جسیس هغط  ضسُ 1شکل 

یک تبًسَض پبزهتمبضى ثِ     ایي ضاثغِ تٌْب زض ضطایغی ثطلطاض ذَاّس ثَز کِ 

 ( ثبضس.16ضکل ضاثغِ )

(16) 
[   ]  [

       
        
         

] 

 ضَز:ثِ غَضت ظیط تؼطیف هی   ٍ هغبثك آى ثطزاض تٌص کَپلی 

(17)    
 

 
                      

جعء ًطهبل ثطزاض کَپل ٍاضز ثط سغح غفط ٍ ایي ثطزاض تٌْب  2زض ضکل 

گصاضی ایي ثطزاض زض  ( ضا ثب جبی18زاضای هؤلفِ هوبس ثط سغح است. ضاثغِ )

 ( ثِ غَضت ظیط ذَاّین زاضت.4ضاثغِ )
(18)     (        )    

( ثِ غَضت ظیط تؼطیف 19هتمبضى است ٍ ضاثغِ )         زض ًتیجِ 

 ضَز. هی

(19)  [  ]    [   ]   
 

 
(       ) 

ثرص پبزهتمبضى تبًسَض تٌص ًیطٍیی است ٍ  [  ]  (،19زض ضاثغِ )

ثطاسبس ایي ضاثغِ ثرص پبزهتمبضى تبًسَض تٌص ًیطٍیی غیطغفط، ٍ زض ًتیجِ 
تبًسَض تٌص ًیطٍیی زض تئَضی جسیس تٌص کَپل هتمبضى ًیست. ٍ هغبثك آى 

 ضَز. ( تؼطیف هی21,20غَضت ضٍاثظ ) ثِ   ثطزاض هحَضی 

(20)    
 

 
     [  ]   

 

 
     [   ]  

 

 
         

(21)   
 

 
    

ثب تَجِ ثِ توبهی هفبّین ٍ ضٍاثغی کِ ثیبى ضس هؼبزلات اسبسی هکبًیک 

 لبثل ثیبى است.( 22-24شئبثظ )سیبلات ثِ غَضت 

(22)   

  
              

(23)            
   
  
                

(24)  [  ]    [   ] 
ثطای سیبل ٍیسکَظ ذغی تبًسَض تٌص ًیطٍٍیی ٍ ثطزاض تٌص کَپلی ثِ 

 ضًَس. ( ثیبى هی26,25ضکل ضٍاثظ )

(25)       (   )       (          ) 
(26)        (          ) 

تبًسَض تٌص     فطبض تطهَزیٌبهیکی تبثؼی اظ زهب ٍ چگبلی ٍ  (   ) 

ثطای سیبل ٍیسکَظ ٍ ٍیسکَظیتِ سیبل است ٍ     ،    ًیطٍیی ٍاثستِ ثِ

 ( ضا زاضین.27ًیَتٌی ضاثغِ )

(27)  (  )    (   )     (   )         (   )    

(28)        (   )   
( 29-36یبثت ثبضس، ضٍاثظ )  ٍ   ،  زض غَضتی کِ زض ضٍاثظ ثبلا ضطایت 

 ضا ثِ غَضت ظیط ذَاّین زاضت:

(29)  (  )                      
(30)           

(31)        ( 
            ) 

(32)  [   ]    
 (         ) 

(33)  [  ]    [   ]     
     

(34)          
(35)      (  )   [  ] 

(36)       (         )         
 عَل هطرػِ  ضطیت ٍیسکَظیتِ زٍم ٍ       زض هؼبزلات ثبلا، 
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ای زیگط، یب اظ همیبسی ثِ همیبسی زیگط تغییط  ای ثِ هبزُ هبزی است کِ اظ هبزُ
آهسُ غفط ثبضس، ًتبیج  زست چِ همساض ایي پبضاهتط زض ضٍاثظ ثِ کٌس. چٌبى هی

اَّس ثَز. ایي پبضاهتط اظ عطیك  -حبغل ثب ًتبیج هؼبزلات ًَیط استَکس ثطاثط ذ

تطی  ّبی زلیك اظ عطیك ضٍش آظهبیص زض اثؼبز ٍ ضطایظ کبضی هرتلف ٍ یب

ّبی  جب کِ پبضاهتط سبظی زیٌبهیک هلکَلی لبثل هحبسجِ است. اظ آى هبًٌس ضجیِ
ّبی هرتلف، ضطایظ اٍلیِ،  زیٌبهیک هلکَلی ثسیبضی چَى پتبًسیل اًسضکٌص

ضسُ ٍ غیطُ ثط ایي هسثلِ تثییطگصاض است، ًتبیج ثطای همبزیط  ظهبى غطف

 ثیبى ضسُ است. lهرتلف 

( ضا 37-42ًبپصیط ثبضس ضٍاثظ ) غَضتی کِ سیبل ٍیسکَظ ٍ تطاکنزض 
 ذَاّین زاضت.

(37)           

(38)     
 

 
     

(39)  (  )              
(40)         

      
(41)  [  ]     

       

(42)  
  

  
                      

 نمونههبی  حل 3-
ًبپصیط زضٍى لَلِ  زض ایي ثرص ًتبیج حل جطیبى آضام ثطای سیبل تطاکن

همبیسِ  [16]هستمین، تَسظ تئَضی جسیس ثب ًتبیج تجطثی هبیٌع ٍ ٍة 

هحَض ٍ جطیبى ثط زیَاضُ  ضَز. ایي تئَضی ثطای حل جطیبى هیبى زٍ لَلِ ّن هی

 ضَز. کبض ثطزُ هی هترلرل ثِ
ثب استفبزُ اظ تئَضی جسیس ثِ  Rای ثِ ضؼبع  سطػت جطیبى زضٍى لَلِ

 .( ذَاّس ثَز44,43غَضت ضٍاثظ )

 

  
   

  

  
  

  

  
(  

  (
 

 
)

  (
 

 
)
) (43) 

    
 

  

  

  
   (44) 

 اسفٌسیبضی ٍ ّوکبضاى حل زلیك هسئلِ ٍ ضطایظ هطظی آى زض همبلِ حبج

پطٍفیل سطػت ثسٍى ثؼس حبغل اظ ًتبیج تجطثی ثطای ثیبى ضسُ است.  [14]

ٍ ًتبیج حبغل اظ  Re=1600هیکطٍهتط ٍ  705ای ثب لغط  جطیبى آة زاذل لَلِ

ًطبى  3(، زض ضکل          ( ٍ جسیس)     ّبی کلاسیک ) تئَضی
 ٍجَز زاضز. زازُ ضسُ است. اًغجبق ذَثی هیبى ًتبیج تئَضی ٍ تجطثی

 محور جریان میان دو لوله هم -1-3
ّبی زاذلی ٍ ذبضجی ثِ تطتیت،  هحَض ثب ضؼبع جطیبى هیبى زٍلَلِ ّن

ًبپصیط لطاض زاضز ٍ گطازیبى  زض حبلت زائن ٍ تطاکن 4هغبثك ضکل     ٍ   

زض جْت هحَضی ثطلطاض است. ثطای سبزگی ثیطتط حل زض       فطبض 
ّب هٌغجك ثط هحَض  ضَز ٍ هحَض  اًجبم هی (     )ای  هرتػبت استَاًِ

 ّبست. هطکعی لَلِ

ّبی سطػت ٍ ضطایظ هطظی حبکن ثط هسئلِ ثِ تطتیت ثِ غَضت  هؤلفِ

 ( ذَاّس ثَز.45-47ضٍاثظ )

(45)                     ( ) 
(46)                      
(47)                      

 ( است.49,48هؼبزلِ حطکت ثِ ضکل ضٍاثظ )

 

 
Fig 2. Force traction and the consistent bending moment traction 

 ًیطٍیی ٍ کطص گطتبٍض ذوطی سبظگبضکطص  2شکل 

 
Fig 3. Nondimensional velocity profiles versus r/R  

 r/Rّبی سطػت ثسٍى ثؼس ثطحست  پطٍفیل 3 شکل

 

(48)     
 

  
     

 

   
  

  
     ( ) 

(49)     
 

 

 

  
( 
  

  
* 

( 46همساض یبثتی است، حل ضاثغِ )      جبیی کِ گطازیبى فطبض  اظ آى
 ( ذَاّس ثَز.50ثِ ضکل ضاثغِ )

(50)            
 

  

  

  
       (

 

 
)     (

 

 
) 

ٍ   زض ضاثغِ ثبلا  است ٍ زض  nیبفتِ اظ هطتجِ  تَاثغ ثسل تؼوین    

 ( ضا ذَاّین زاضت.51ضاثغِ ) (     )ای  هرتػبت استَاًِ

(51)         
   
  
   

 ( است.52ای ثِ غَضت ضاثغِ ) زض ًتیجِ هؤلفِ غیطغفط سطػت ظاٍیِ

(52)     
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) 

 

  
    (

 

 
) 

 ( ثِ غَضت ظیط است.53ّوچٌیي ضاثغِ )

(53)        
 

 

 

  
(   )   

( 54هیبًگیي ثِ غَضت ضاثغِ )اظ ایي عطیك هؤلفِ غیطغفط ثطزاض اًحٌبی 

 ضَز. هحبسجِ هی

(54)     
 

  

  

  
 
 

   
    (

 

 
)  

 

   
    (

 

 
) 

 ( ضا ثِ غَضت ظیط زاضین.55ثٌبثطایي ضاثغِ )
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)] 

( ثب تَجِ ثِ ضطایظ هطظی 59-56زض ضٍاثظ )   ٍ    ،   ،  ضطایت 

 ضًَس. ( هحبسجِ هی47-45ضسُ تَسظ ضٍاثظ ) ثیبى

(56) 
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 ( لبثل ثیبى است.60زض ًْبیت پطٍفیل سطػت ثسٍى ثؼس ثِ غَضت ضاثغِ )
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 ضَز. ( ثِ غَضت ظیط ًَضتِ هی61ایی کِ ضاثغِ ) گًَِ ثِ

(61)    
  

 

  

  
  
        

  
  
       

 

  
       

 

  
 

ضا ثطای  Aضسُ زض همبزیط هرتلف  ثؼس تغییطات پطٍفیل سطػت ثی 5ضکل 
B=2 زّس. همساض  ًطبى هیA  ثیي غفط تب یک هتغیط ٍ هتٌبست ثب ًَع سیبل

هطثَط ثِ حل کلاسیک  A=0زض ّط هسئلِ ذبظ لبثل هحبسجِ است. هٌحٌی 

ثسٍى زض ًظطگطفتي تثییطات تٌص کَپلی است. ضکل پطٍفیل سطػت ثب افعایص 

ثِ . گیطز )افعایص تثییط همیبس عَل( اظ حل کلاسیک فبغلِ هی Aض همسا

ػٌَاى یک پبضاهتط اسبسی )پیطتط زض  ػجبضت زیگط ٍاثستگی جطیبى سیبل ثِ عَل ثِ

ّویي ضًٍس ضا  یبثس. ضس( ثب کبّص اثؼبز ٌّسسی هسثلِ افعایص هی ضٍاثظ هطبّسُ ًوی

ّب تغییطات پطٍفیل سطػت  ضَز. ایي ضکل ًیع زیسُ هی 7ٍ  6ّبی  ضکل زض
 زٌّس. اظ همبیسِ ًطبى هی B=3  ٍB=4ضا ثِ تطتیت ثطای همبزیط  Aثطحست 

 

 
Fig 4. Geometry of flow between two concentric pipes 

 هحَض ٌّسسِ جطیبى هیبى زٍ لَلِ ّن 4 شکل

ّبی سطػت زض  تَاى زضیبفت کِ ضکل پطٍفیل هی 4ثب ضکل  6ٍ  5ّبی  ضکل

)افعایص ًسجت ضؼبع ذبضجی ثِ ضؼبع  Bثب افعایص همساض  Aهمبزیط هرتلف 
 ضَز. تط هی زاذلی( ثِ حل کلاسیک ًعزیک

تٌص ثطضی زاضای زٍ ثرص هتمبضى ٍ پبزهتمبضى است. ثرص هتمبضى ثب 

 ( ثطاثط است.62ضاثغِ )

(62) 

 (  )   
  

  
  
  

  
  

       [
  

 
  
 (
(
  

  
)
 
  

  
  

  

) 
 

 
  

  (  
  (

  

 
)   (

  

 
)   (

  

 
)   (

  

 
)

  (
  

 
)  (

  

 
)   (

  

 
)  (

  

 
)
) 
  (

 

 
)

  (
  

 
)

 (
  (

  

 
)    (

  

 
)

  (
  

 
)  (

  

 
)    (

  

 
)  (

  

 
)
)  (

 

 
)] 

( ثِ غَضت ظیط 21ضسُ ٍ ضاثغِ ) ( ثب استفبزُ اظ تئَضی هغط 63ضاثغِ )

 است.
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 ( ذَاّین زاضت.61,20,19( ضا ثب تَجِ ثِ ضٍاثظ )64ضاثغِ )
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 ( است.65ٍ زض ًتیجِ تٌص ثطضی کلی ثطاثط ثب ضاثغِ )
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چِ زض  ًیع هطبثِ آى    هطبثِ ًوًَِ کلاسیک است ٍ      تٌص ثطضی
 ضَز. هی ( هحبسج66ِثبلا گفتِ ضس ثِ غَضت ضاثغِ )
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ًیطٍیی هتمبضى ًیست ٍ ًطخ عَض کِ هطرع است تبًسَض تٌص  ّوبى
 ضَز. ( هحبسجِ هی67جطیبى ػجَضی ًیع اظ ضاثغِ )
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 ( ضا زاضین.68ثب هحبسجِ اًتگطال ثبلا ضاثغِ )
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ًطخ جطیبى ػجَضی زض    ( لبثل هحبسجِ ٍ 59اظ ضٍاثظ )  ٍ   همبزیط 
( 69ًوًَِ کلاسیک، ثَزى زضًظطگطفتي تثییطات تٌص کَپلی ثِ غَضت ضاثغِ )

 است.
 

 
Fig. 5 Variations of the velocity profile with A for B=2 

 B=2ثطای  Aتغییطات پطٍفیل سطػت ثطحست  5شکل 

 
Fig. 6 Variations of the velocity profile with A for B=3 

 B=3ثطای  Aتغییطات پطٍفیل سطػت ثطحست  6شکل 

 

Fig. 7 Variations of the velocity profile with A for B=4 
 B=4ثطای  Aتغییطات سطػت ثطحست  7شکل 
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 Bضا ثطای همبزیط هرتلف  Rثؼس ًسجت ثِ  تغییطات ًطخ جطیبى ثی 8ضکل 

هطثَط ثِ حل کلاسیک است. زض ایي ضکل ًیع  A=0زّس. هٌحٌی  ًطبى هی

)افعایص تثییط همیبس عَل( اظ حل کلاسیک  Aهمساض زثی ثب افعایص همساض 
ثیطتط است ٍ ثب افعایص  Bگیطز ٍ ایي اذتلاف ثطای همبزیط کَچک  فبغلِ هی

 یبثس. کبّص هی Bهمساض 

 حل جریان دائم بر دیواره متخلخل -2-3
 9ضسُ ثطای حل جطیبى ثط زیَاضُ هترلرل ضکل  یي ثبض تئَضی جسیس هغط ا

 ضَز. ثِ کبض ثطزُ هی
( ثطلطاض 70-72ًبپصیط ٍ ضطایظ هطظی ضٍاثظ ) جطیبى زائن، سیبل تطاکن

 است.

(70)  ( )    
(71)  ( )     
(72)  (   )     

 زاضین.( ضا 73ثب ًَضتي هؼبزلِ پیَستگی ٍ اػوبل ضطایظ هطظی ضاثغِ )

(73)  (   )      

 ( ذَاّس ثَز.74ّب ثِ غَضت ضاثغِ ) xهؼبزلِ هوٌتَم زض جْت هحَض 
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 گصاضی ضطایظ هطظی اظ ضٍاثظ غَضت ثب حل ایي هؼبزلِ ٍ جبی زض ایي
 آیس. زست هی ( ث75ِ( پطٍفیل سطػت ثِ غَضت ضاثغِ )70-72)
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ٍیسکَظیتِ   ،      ،         ،      زض ضاثغِ ثبلا 

عَل غفحِ است ٍ ایي ضاثغِ تٌْب زض ضطایظ  Lسیٌوبتیکی سیبل ٍ 
 ثطلطاض است.          

ضا ثطای   ثِ تطتیت تغییطات پطٍفیل سطػت ثطحست  13-10ّبی  ضکل

پطٍفیل سطػت زض ّط  زٌّس. ًطبى هی 40000ٍ  4000، 40،400ّبی  ضیٌَلسظ

)افعایص تثییط همیبس عَل( اظ حل کلاسیک فبغلِ  ηچْبض ضکل ثب افعایص 
تَاى زضیبفت کِ ضکل  هی 13ٍ  12ّبی  ثب ضکل 10گیطز. اظ همبیسِ ضکل  هی

یب زض ٍالغ افعایص عَل  Reثب افعایص  ηپطٍفیل سطػت ثطای همبزیط هرتلف 

ضَز، ٍ تثییط همیبس عَل زض  تط هی ٌّسسی غفحِ ثِ حل کلاسیک ًعزیک

 تط است. تط هطَْز ّبی پبییي Reهسئلِ زض 
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Fig.8 Variations of the non-dimensional flow rate with A 

 Aثؼس ثب  تغییطات ًطخ جطیبى ثی 8شکل 

 
 

Fig.9 Geometry and boundary conditions of flow on porous wall 
 ٌّسسِ ٍ ضطایظ هطظی جطیبى ثط زیَاضُ هترلرل 9شکل 

 

Fig.10 Variations of the axial velocity on porous wall with η for Re=40 

 Re=40ثطای  ηتغییطات سطػت هحَضی جطیبى ثط زیَاضُ هترلرل ثطحست  10شکل 

 نتبیج 4-

هحَض ًطبى زازُ ضس، تبًسَض تٌص  ّوبًغَض کِ زض حل جطیبى هیبى زٍ لَلِ ّن
ًیطٍیی زض تئَضی سبظگبض جسیس هتمبضى ًیست، ّوچٌیي ثب هطبّسُ پطٍفیل 

ضَز کِ پطٍفیل سطػت ثب  هحَض زیسُ هی سطػت جطیبى هیبى زٍ لَلِ ّن

 گیطز. ثب همبیسِ افعایص تثییط همیبس عَل اظ حل کلاسیک فبغلِ هی

 کبهلاً هطرع است کِ ضکل 7-5ّبی  ثؼس ضکل ّبی سطػت ثی پطٍفیل
 

 
Fig.11 Variations of the axial velocity on porous wall with η for 

Re=400 
ثطای  ηتغییطات سطػت هحَضی جطیبى ثط زیَاضُ هترلرل ثطحست  11شکل 

Re=400 

 
Fig.12 Variations of the axial velocity on porous wall with η for 

Re=4000 
ثطای  ηتغییطات سطػت هحطی جطیبى ثط زیَاضُ هترلرل ثطحست  12شکل 

Re=4000 

 
Fig. 13 Variations of the axial velocity on porous wall with η for 

Re=40000 
ثطای  ηتغییطات سطػت هحَضی جطیبى ثط زیَاضُ هترلرل ثطحست  13شکل 

Re=40000 
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پطٍفیل سطػت ثب افعایص پبضاهتط ٌّسسی هسئلِ )ًسجت لغط ذبضجی ثِ لغط 
ضَز ٍ ثطػکس. ایي هَضَع ضا زض ًوَزاض  تط هی زاذلی( ثِ حل کلاسیک ًعزیک

ّب ثب  تَاى هطبّسُ کطز. همساض ضست جطیبى ػجَضی هیبى لَلِ ًیع هی 8ضکل 

کٌس. ضست جطیبى ثِ  ّبی عَلی هتفبٍت تغییط هی تغییط سطػت زض همیبس

تط است ٍ ثطای اثؼبز  تط ًعزیک  حل کلاسیک ثطای اثؼبز ٌّسسی ثعضگ
 گیطز. تط ایي هٌحٌی اظ حل کلاسیک فبغلِ ثیطتطی هی کَچک

ّبی تغییطات سطػت هحَضی زض  تَاى ثب هطبّسُ ضکل ایي ضًٍس ضا هی

ّب ًیع ثب افعایص همیبس  جطیبى ثط زیَاضُ هترلرل هطبّسُ کطز. زض ایي ضکل

گیطز ٍ ّوچٌیي ثب   عَل ضکل پطٍفیل سطػت اظ حبلت کلاسیک فبغلِ هی
ضسُ کِ تبثغ عَل غفحِ یب ّوبى اثؼبز ٌّسسی  افعایص ػسز ضیٌَلسظ هؼطفی

 ضَز. تط هی ِ حل کلاسیک ًعزیکهسئلِ است حل ث

تَاى ًتیجِ گطفت کِ همیبس عَل ػبهلی تثییطگصاض ثط  زض ًْبیت هی

آیس کِ ثِ ذػَظ زض  پبضاهتطّبی جطیبى اظ جولِ سطػت ثِ ضوبض هی
ّبی همیبس ًبًَ، هیکطٍ ٍ  تط چَى جطیبى ّبیی ثب اثؼبز ٌّسسی کَچک جطیبى

هْن زض هؼبزلات جطیبى ٍاضز ضَز  ػٌَاى یک پبضاهتط هسبئل ثیَهکبًیک ثبیس ثِ

 پَضی کطز. تَاى ثِ سبزگی اظ آى چطن ٍ ًوی
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