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 In this study, dynamic and heat transfer equations of  two-dimensional laminar plane and axisymmetric 

stagnation flow are solved by Optimal Homotopy Analysis Method, Boundary Knot-Homotopy analysis 

method and compared by numerical solution. The optimal convergence-control parameter value is 

calculated using Chebyshev points. These points correspond to the range of solutions to get the best 

answer for both flows. Boundary Knot Method gives the best initial guess that applies in terms of 

primary answer of homotopy analysis method. Results are reported by the 50
th
 order approximation. 

Also, it is considered that the total numbers of knots on the domain and the boundary is 40. It is shown 

that results have good agreement with the numerical solution. The stream function, the velocity 

function, the shear stress function and the temperature distribution for small Prandtl values is shown for 

plane and axisymmetric stagnation flows using BK-HAM compared with the numerical solution. It can 

be found that, with increasing vertical distance, because of decreasing the effects of wall, the fluid shear 

stress will be reduced. Besides, the temperature distribution in the boundary layer changes linearly with 

distance from the wall. Also, increasing the Prandtl number and decreasing the thermal boundary layer 

thickness leads to increased temperature distribution. 
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 مقدمه 1-

ثبضٌس.  سیبلات هیاسبسی زض زیٌبهیه  هؼبزلات حبون 1هؼبزلات ًبٍیطاستَوس

حل ایي هدوَػِ اظ هؼبزلات زیفطاًسیل ثب هطتمبت خعئی غیطذغی ضاُ

                                                                                                                                           
1
 Navier–Stokes 

ّبی تحلیلی زض ضطایظ ذبظ حلهطرػی ًساضًس ٍ زاضای ضاُ ػوَهی

تَاًٌس هٌدطثِ ّبی تطبثْی هیثبضٌس. ثب ایي حبل، زضثطذی هسبئل، تجسیل هی

ای اظهؼبزلات ػِای ثِ هدوَوبّص هؼبزلات ًبٍیطاستَوس ثب هطتمبت پبضُ
تط است ّب ثسیبض آسبىزیفطاًسیل هؼوَلی غیطذغی ضًَس وِ ضٍش حل آى
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زلیل اّویت زض ثسیبضی اظ . زض زیٌبهیه سیبلات، خطیبى ًمغِ سىَى ثِ[1]

الىتطًٍیىی، زض  ّبیزستگبُ وٌٌسُذٌه هثبل ثطای هٌْسسی، ّبیضضتِ
ای، پبضص ضًگ ضٍی سغَح وٌٌسُ ضاوتَضّبی ّستِ، ذٌهخبیی اخجبضی خبثِ

زض ذَزضٍسبظی ٍ ثسیبضی اظ فطآیٌسّبی ّیسضٍزیٌبهیىی ٍ اًتمبل حطاضت هَضز 

تَخِ لطاض گطفتِ است. تدعیِ ٍ تحلیل چٌیي خطیبًی چِ اظ ًظط تئَضی ٍ چِ 

 .[2]هْن است  زض ػول ثسیبض

ذغی ، ضٍش ّوَتَپی وِ ضٍضی ثطای تحلیل هسبئل غیط1992زض سبل 

پیطٌْبز ضس. ثب استفبزُ اظ ضٍش آًبلیع ّوَتَپی،  [3]ثبضس، تَسظ لیبئَ هی
ضَز وِ ثِ ای اظ ظیط هسبئل ذغی تجسیل هییه هسئلِ غیطذغی ثِ زًجبلِ

ضٍش آًبلیع ّوَتَپی ضٍضی ثسیبض هفیس وٌس. ضاحتی هسئلِ ضا لبثل حل هی
ثطای حل هؼبزلات غیطذغی است.  ایي ضٍش ثطای هسبئل غیطذغی هتؼسزی 

اظ ظهبًی وِ وتبة ثبضس. سی ٍ ػلَم پبیِ لبثل استفبزُ هیّبی هٌْسزض ضضتِ

هٌتطط ضسُ  2003تَسظ لیبئَ زض سبل  "همسهِ ای ثط ضٍش آًبلیع ّوَتَپی"
است، ضٍش آًبلیع ّوَتَپی زض ًظطیِ ٍ وبضثطزّبی آى تَسؼِ زازُ ضسُ است 

 [4-8].ذغی ظیبزی اظ عطیك ایي ضٍش حل ضسُ است ٍ هسبئل پیچیسُ غیط
ثِ ثطضسی ٍ گستطش حل تطبثْی خطیبى ًمغِ سىَى هؼبزلات  [1]ٍاًگ 

ًبٍیط استَوس پطزاذتِ است. اٍ زض همبلِ ذَز خطیبى سىَى ثب هطظّبی 
هترلرل، خطیبى سىَى زض استَاًِ، خطیبى سىَى ثط ضٍی سغح هبیغ ٍ خطیبى 

ثِ حل  [2] ضبُ ٍ ّوىبضاى سىَى ثب لغعش خعئی ضا ثطضسی ًوَزُ است.
تحلیلی خطیبى ٍ اًتمبل حطاضت ًمغِ سىَى ثب استفبزُ اظ ضٍش ّوَتَپی 

ضبى، هیساى سطػت ٍ تَظیغ اًتمبل حطاضت ّب زض هغبلؼِس. آىاًثْیٌِ پطزاذتِ
ثِ  [9]ثٌسی ٍ ّوىبضاى زست آٍضزًس. ػجبسضا ثطای اػساز پىلت هرتلف ثِ

ذغی پطزاذتٌس. اٍ زض ًیَتي ّوَتَپی ثطای هؼبزلات غیطآًبلیع وبضثطز ضٍش 
همبلِ ذَز، یه الگَضیتن ػسزی وبضآهس ثطای حل هؼبزلات خجطی غیطذغی ثِ 

ثِ  [10]ّوَتَپی اضائِ وطز. غائَ ٍ ّوىبضاى آًبلیع ضٍش ًیَتي ضافسَى ٍ ضٍش 

ثطای حل هؼبزلات لایِ هطظی  ّوَتَپی اغلاح ضسُآًبلیع اضائِ ضٍش 
َتَپی اغلاح ضسُ، وبّص تؼساز خولات پطزاذتٌس. هعیت اغلی ضٍش ّو

ثِ هغبلؼِ خطیبى یىٌَاذت اظ یه  [11]ثبضس. لَن ٍ ّوىبضاى سطی خَاة هی
ی ظٍایب ثط ضٍی یه ٍضق ًبپصیط عی ثطذَضز زض ثطذهبیغ ٍیسىَظ ٍ تطاون

ی ثِ اضائِ حل تحلیل [12] ّوىبضاى ٍ فطویویبیی اًس.وططی پطزاذتِ
اًس. غیطهتؼبهسی ثطای خطیبى ًمغِ سىَى هیبى یه ٍضق وططی پطزاذتِ

ذغی ّبی تطبثْی هؼبزلات زیفطاًسیل خعئی غیطّب ثب استفبزُ اظ تجسیل آى
ثطای هیساى خطیبى ضا ثِ هؼبزلات زیفطاًسیل هؼوَلی وبّص ٍ ثب استفبزُ اظ 

اًس. خسیسی زُضٍش تدعیِ ٍ تحلیل ّوَتَپی حل تحلیلی ثطای خطیبى اضائِ زا
یه تمطیت تحلیلی اظ خطیبى ًمغِ سىَى ٍ اًتمبل حطاضت  [13]ٍ ّوىبضاى 

اًس. زض ایي همبلِ اٍ زض یه هترلرل هتَسظ اضائِ وطزُ  1یه سیبل هیىطٍپَلاض
ثب ضٍش ّوَتَپی اذتلالی ثِ تدعیِ ٍ تحلیل زٍ ثؼسی خطیبى آضام ًمغِ 

ًبپصیط زض ثطذَضز ثب ًیَتٌی تطاونهیىطٍپَلاض غیطسىَى ٍ اًتمبل حطاضت سیبل 
فطیسًٍی هْط ٍ ضحیوی یه غفحِ ترت زض هحیظ هترلرل پطزاذتِ است. 

ثِ ثطضسی تحلیلی خطیبى سیبل ٍ اًتمبل حطاضت ٍ خطم زض خطیبى سیبل  [14]
سِ ثؼسی آضام پبیب ّیسضٍزیٌبهیه هغٌبعیسی ثط ضٍی یه غفحِ گستطش 

ط هطظی ّوطفت سغحی ثِ ووه ضٍش آًبلیع ّوَتَپی ثْیٌِ یبفتِ ثب ضط

ثِ حل تحلیلی خطیبى لایِ هطظی ًمغِ  [15]ًسین ٍ ّوىبضاى  پطزاذتٌس.
سىَى یه ٍضق وططی ثب استفبزُ اظ ضٍش آًبلیع ّوَتَپی پطزاذتٌس. ًتبیح 

هغبلؼبت زیگط ًَیسٌسگبى همبیسِ ّبی ػسزی حبغل اظ ایي هغبلؼِ ثب خَاة
 بًگط تغبثك ذَثی ثب حل ػسزی ثَز.ضس وِ ًط

                                                                                                                                           
1
 Micropolar 

ثطای حل  3ایاظ تَاثغ ضؼبػی پبیِ 1990زض زِّ  [16] 2اٍلیي ثبض وبًسب

هؼبزلات زیفطاًسیل خعئی زض فطم لَی آى استفبزُ وطز ٍ ثؼس اظ آى استفبزُ اظ 
اٍلغ ضس ٍ تَخِ ثسیبضی ضا ثِ ذَز خلت وطز ٍ  ایي تَاثغ ثسیبض هَضز تَخِ 

ثغ زض ػلَم هرتلف ثطای حل ػسی ّبی هرتلفی اظ استفبزُ اظ ایي تَا ًسرِ

ّبی ایي ضٍش،  ٍخَز آهس، یىی اظ هطَْضتطیي ًسرِ هؼبزلات زیفطاًسیل ثِ

ثِ استفبزُ اظ ضٍش گطُ هطظی ثطای  [17]است. هَظیه  4ضٍش گطُ هطظی
ٍاًگ ٍ ّوىبضاى ًبپصیط ًبپبیساض پطزاذتِ است.  سبظی خطیبى سیبل تطاون ضجیِ

اًس. ایي  ثِ ثطضسی تؼساز ضطط هَثط ثطای ضٍش گطُ هطظی پطزاذتِ [18]

هٌظَض ثطضسی پبیساضی  ثِ هغبلؼِ اٍلیي تلاش ثطای اػوبل تؼساز ضطط هَثط 

وبضگیطی ضٍش گطُ هطظی ثطای  ثِ ثِ [19]ثبضس. چي ضٍش گطُ هطظی هی
ّبضهًَیه پطزاذتِ است. ایي هغبلؼِ ًطبى زاز وِ ایي هسبئل لاپلاس ٍ ثی

وبض ثطز ّوچٌیي زض ایي همبلِ  تَاى ثب هَفمیت ثطای ایي هسبئل ثِ ضٍش ضا هی

ضاُ حل ولی ٍ اسبسی اظ هؼبزلات ثطگط ٍ ٍیٌىلط ًیع اضائِ ضس. چي ٍ ّوىبضاى 

اًس ٍ ًطبى  ثِ استفبزُ اظ ضٍش گطُ هطظی ثطای هؼبزلات پَاسَى پطزاذتِ [20]
 زّس.یي هؼبزلات ثِ ذَثی خَاة هیزازًس وِ ایي ضٍش ثطای حل ا

ػٌَاى ضٍضی ثطای حل تحلیلی هؼبزلات  ثِآًبلیع ّوَتَپی  ضٍش

ای وِ  زیفطاًسیلی غیطذغی ثسیبض هَضز استفبزُ لطاض گطفتِ است. اهب ًىتِ

ثبضس ایي است وِ زض ایي ضٍش ثطای ضطٍع حل هسئلِ ثِ حبئع اّویت هی

خب وِ ایي حسس اٍلیِ  حسس اٍلیِ هٌغجك ثط ضطایظ هطظی ًیبظ است ٍ اظ آى

ثبضس، ذغبی هَخَز زض حسس اٍلیِ ثؼسی تىطاض هیخَاة پبیِ ثطای هطاحل 

ضٍ زض ایي هغبلؼِ ثطای اختٌبة اظ  ثبضس. اظ ایيزض خَاة ًْبیی تبثیطگصاض هی

حسس ظزى خَاة اٍلیِ وِ زض ضطایظ هطظی غسق وٌس، اظ تَاثغ ضؼبػی ٍ 

هٌظَض یبفتي خَاة اٍلیِ استفبزُ ضسُ است تب ذغب زض  ضٍش گطُ هطظی ثِ

وٌس، ثِ غفط ثطسس. زض ٍالغ ّسف ِ زض ضطایظ هطظی غسق هییبفتي تبثؼی و

ثبضس. هعیت ایي اظ ایي هغبلؼِ، تطویت ضٍش گطُ هطظی ثب ضٍش ّوَتَپی هی

ثبضس وِ سطػت اخطا ضٍش، استفبزُ اظ هحبسجبت هبتطیسی ثطای حل هؼبزلِ هی

بى زض ایي هغبلؼِ، هؼبزلات حبون ثط خطیزّس. ٍ زلت لبثل لجَلی ضا اضائِ هی

هٌظَض تحلیل اضائِ  ثِ ای ٍ ثب تمبضى هحَضیسىَى زض زٍ حبلت غفحِ

 -گطزًس. سپس ثب استفبزُ اظ ضٍش آًبلیع ّوَتَپی ٍ ضٍش تطویجی گطُ هطظی هی

هٌظَض حل زیٌبهیه ٍ اًتمبل حطاضت خطیبى  حلی تمطیجی ثِ آًبلیع ّوَتَپی ضاُ

ضٍش ػسزی  ایي ضٍش ثب آیس.زست هیًبپصیطحَل ًمغِ سىَى ثِسیبل آضام تطاون

 همبیسِ ضسُ است. [2]ٍ ضٍش اضائِ ضسُ تَسظ ضبُ ٍ ّوىبضاى  [21]

 اسبسی روش آنبلیس هموتوپیایده  2-

هؼطفی ضس. ایي  2003زض سبل  [3]ّوَتَپی اٍلیي ثبض تَسظ لیبئَ آًبلیع ضٍش 

ذغی ثب استفبزُ اظ حسس  ضٍش ثِ حل ًیوِ تحلیلی هؼبزلات زیفطاًسیلی غیط

هِ ثِ هؼطفی پطزاظز. زض ازااٍلیِ ثب تَخِ ثِ ضطایظ هطظی حبون ثط هؼبزلات هی

 پطزاظین.ایي ضٍش هی
 وٌین:ذغی ضا زض لبلت ظیط فطؼ هی هؼبزلِ زیفطاًسیل غیط

(1)  [    ]    
ثبضٌس. ثب تؼطیف حل هؼبزلِ هی      ٍ ذغی یه اپطاتَض غیط  وِ زض آى

 غَضت ظیط: ثِ       تبثغ 

(2)           
          

ثبضس وِ ضطایظ هطظی ضا اضضب ای هیتمطیت اٍلیِ      ٍ  [   ]    وِ 

 وٌس:هی

                                                                                                                                           
2
 kansa 

3
 RBF 

4
 The Boundary Knot Method 
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(3)           
         

سپس ثب استفبزُ اظ ضٍش ّوَتَپی ػوَهی، هؼبزلِ تغییط ضىل هطتجِ 

 غَضت ظیط لبثل ًَضتي ذَاّس ثَز: ثِ( 1)غفط هؼبزلِ 

(4)       [            ]         [      ] 
اظ اّویت ثطذَضزاضًس.      ٍ تبثغ ووىی وبضثطزی   وِ زض آى پبضاهتط 

ٍ   ثبیس ثط ایي ًىتِ تبویس وطز آظازی ػول ثسیبضی زض اًتربة اٍلیِ پبضاهتط 

ػولگط ذغی   ،  ّوچٌیي پبضاهتط اذتلال ٍخَز زاضز.     تبثغ ووىی 

ثیي        ، خَاة 1ٍ  0ثیي   ووىی، ثسیْی است وِ ثب تغییط پبضاهتط 

ثسظ سطی تیلَض وٌس. تغییط هی     ٍ خَاة ًْبیی       حسس اٍلیِ 
 ثبضس:ثِ ضىل ظیط هی  ًسجت ثِ پبضاهتط        

(5)              ∑          

 

   

 

:ٍ 

(6)   
[ ]    

        

   
|    

  وِ زض آى
[ ]

لصا  ضَز،ضٌبذتِ هی  ػٌَاى تغییط ضىل هطتجِ  ثِ  

 ذَاّین زاضت:

(7)        
  

[ ]
   

  
 

 

  

        

   
|    

 ثب تؼطیف ثطزاض:

(8)  ⃗                  

ٍ تمسین     ٍ لطاضزازى   ( ًسجت ثِ 4)گیطی اظ هؼبزلِ ثب هطتك
 ضسین:ثِ ضىل ظیط هی  ثِ هؼبزلِ تغییط ضىل هطتجِ    ّب ثط آى

(9)  [               ]           ⃗     

 آى: وِ زض

(10)     ⃗     
 

      

     [      ]

     
|    

 ٍ ّوچٌیي:

(11)    {
              
              

 

 ذَاّین زاضت: (9)عطف هؼبزلِ  ثِ ّط زٍ    ثب اػوبل ػولگط هؼىَس 

(12)                             ⃗     

ثِ     ضا ثِ اظای       تَاى ( هی12)ثٌبثطایي ثب حل هؼبزلِ 

خَاة ًْبیی هؼبزلِ، ثِ ضىل ظیط       ضاحتی هحبسجِ وطز. زض ًْبیت 

 هحبسجِ ذَاّس ضس.

(13)            ∑        

 

   

 

ّوگطایی ضٍش فَق ثب خعئیبت وبهل تَسظ لیبئَ هَضز ثحث لطاض گطفتِ 

 .[3]است 
 

 (RBFتوابع شعبعی پبیه ای ) 3-
ضا یه تبثغ ضؼبػی هی ًبهین اگط ثطای ّط زٍ ثطزاض        تبثغ 

‖ ‖ وِ         وِ هٌظَض اظ           :  زاضتِ ثبضین ‖ ‖ 
ای وِ ثسیبض هَضز استفبزُ  ًطم اللیسسی است. چٌس ًوًَِ اظ تَاثغ پبیِ ‖ ‖

 اًس.آٍضزُ ضسُ 1گیطًس، زض خسٍل  لطاض هی
 ًْبیت ثبض ضؼبػی پبیِ ای ثی َاثغاست. ت 1پبضاهتط ضىل  زض تَاثغ ضؼبػی 

 

اَثغ فطاّن هی آٍضًس. اظ  هطتك پصیط ّستٌس ٍ پبیِ هٌبسجی ضا ثطای زضًٍیبثی ت

                                                                                                                                           
1
 shape parameter 

ضَز.  ایي تَاثغ ثطای حل ػسزی هؼبزلات زیفطاًسیل ٍ زضًٍیبثی استفبزُ هی
اظ ایي تَاثغ ثطای حل هؼبزلات  1990زض زِّ  [16] 2اٍلیي ثبض وبًسب

ٍ ثؼس اظ آى استفبزُ اظ ایي  زیفطاًسیل خعئی زض فطم لَی آى استفبزُ وطز

هَضز تَخِ ٍالغ ضس ٍ تَخِ ثسیبضی ضا ثِ ذَز خلت وطز ٍ تَاثغ ثسیبض 

ّبی هرتلفی اظ استفبزُ اظ ایي تَاثغ زض ػلَم هرتلف ثطای حل ػسی  ًسرِ
ّبی ایي ضٍش،  ٍخَز آهس. یىی اظ هطَْضتطیي ًسرِ هؼبزلات زیفطاًسیل ثِ

 ثبضس.ضٍش گطُ هطظی هی

 ريش گرٌ مرزی -3-1
سی ثطای حل هسبئل همساض هطظی ثب ضٍش گطُ هطظی یه ضٍش ثسٍى ضجىِ ثٌ

ضطایظ پیچیسُ است. زض حمیمت ایي ضٍش تطویجی اظ استفبزُ اظ تَاثغ ضؼبػی، 
 .[22, 19]است  3خَاة اغلی غیطسیٌگَلاض ٍ ضٍش تمبثل زٍگبًِ

 غَضت ظیط است: عَض ولی ثِ ثٌسی ایي ضٍش ثِ فطهَل

، ٍاحس ًطهبل ضٍ ثِ ثیطٍى  زاهٌِ،   ػولگط زیفطاًسیلی،   زض ایي ضٍاثظ 

ثیبًگط ضطایظ  ج(-14)ثیبًگط ضطایظ هطظی زیطیىلِ، ضاثغِ  ة(-14)ضاثغِ 

تبثغ اغلی است وِ لػس پیسا وطزى آى ضا زاضین ٍ      هطظی ًیَهي ٍ 

تؼساز ًمبط  Nآیس وِ  زست هی غَضت ظیط ثِ ای ثِ همساض آى ثطاسبس تَاثغ پبیِ
 تؼساز ًمبط هطظی است. Lزاذلی ٍ 

(15)            ∑     ‖    ‖ 

   

   

 

زاضز هؼوَلا تؼساز ًمبط ثیطتط زلت ایي ضٍش ثِ تؼساز ًمبط  ثستگی 
وٌس وِ ثطای ثبػث ثطٍظ ذغبی ووتط هی ضَز. یه لبػسُ ولی ّوَاضُ ثیبى هی

هثجت هؼییي هبًسى هبتطیس هؼبزلات ثبیس اظ ًمبط ثیطتط ٍ پبضاهتط ضىل 

  .[19] وَچىتط ٍ یب ثطػىس استفبزُ وطز

 معبدلات حبکم 4-

 ًطبى زازُ ضسُ است. "1ضىل "ضوبتیىی اظ خطیبى اعطاف ًمغِ سىَى زض 

سیبل ٍیسىَظ ًیَتٌی،  ثطای اًطغی ٍ حطوت ثمبی خطم، هؼبزلات
 :[21] ثبضسغَضت ظیط هی ًبپصیط ٍ آضام زض خطیبى سىَى زض غفحِ ثِ تطاون

 هؼبزلِ ثمبی خطم:

(16)   

  
  ⃗⃗  (  ⃗⃗)    

 هؼبزلِ حطوت:

(17) 
  ⃗⃗

  
  ⃗  

 

 
  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗      ⃗⃗ 

 

 ایچٌس ًوًَِ اظ تَاثغ پبیِ 1جديل 
Table 1 A few examples of basic functions 

      ًْبیت ّوَاض تَاثغ ثی

GA    
 

 
  

 

MQ √      

IM 
 

     
 

IMQ 
 

√     
 

                                                                                                                                           
2
 kansa 

3
 Dual Reciprocity Method 

                الف(-14)

                ة(-14)

 ج(-14)
  

  
           

file:///C:/Users/Desert%20Rose/dropbox/MME/Esfand%2095/0820/Enew%20170820M.docx%23_ENREF_3
file:///C:/Users/Desert%20Rose/dropbox/MME/Esfand%2095/0820/Enew%20170820M.docx%23_ENREF_16
file:///C:/Users/Desert%20Rose/dropbox/MME/Esfand%2095/0820/Enew%20170820M.docx%23_ENREF_19
file:///C:/Users/Desert%20Rose/dropbox/MME/Esfand%2095/0820/Enew%20170820M.docx%23_ENREF_22
file:///C:/Users/Desert%20Rose/dropbox/MME/Esfand%2095/0820/Enew%20170820M.docx%23_ENREF_19
file:///C:/Users/Desert%20Rose/dropbox/MME/Esfand%2095/0820/Enew%20170820M.docx%23_ENREF_21


  

 حمیدرضا نظیف و اسماعیل زمانی آنالیس هموتوپی-و انتقال حرارت جریان نقطه سکون به روش ترکیبی گره مرزی معادلات دینامیکحل نیمه تحلیلی 

 

 119 9، شماره 21، دوره 2931مهندسی مکانیک مدرس، خرداد 
 

 هؼبزلِ اًطغی:

(18)    
  

  
       ̇       

 ٍیسىَظیتِ  حدوی،  ًیطٍّبی ⃗ فطبض،  ثیبًگط  سطػت، ثطزاض ⃗⃗ آى زض وِ

 ّسایت ضطیت  هرػَظ،  گطهبی   زهب، وویت  چگبلی،   سیٌوبتیه، 
 ثبضٌس. تبثغ تَلیس یب اتلاف اًطغی زض سیبل هی      ̇  گطهبیی ٍ 

 1جریان سکًن در صفحٍ -4-1
زض ایي خطیبى، هؼبزلات فَق ثطای سیبل َّا زض حبلت زٍ ثؼسی ثِ ضىل ظیط 

 :[21]یبثس تملیل هی

 ًبپصیط: هؼبزلِ ثمبی خطم زض حبلت زائن ٍ تطاون

(19) 
  

  
 

  

  
   

 ثبضس.ثِ ایي ضىل لبثل ثیبى هی  ایي هؼبزلِ ثب تؼطیف تبثغ خطیبى 

(20)   
   

  
     

  

  
 

وِ هؼبزلِ حطوت  (17)حدوی، هؼبزلِ  ثب فطؼ ػسم ٍخَز ًیطٍّبی
ٍ   ثبضس، زض حبلت زائن زض هرتػبت وبضتعیي زٍ ثؼسی زض ضاستبی سیبل هی

 لبثل ثبظًَیسی است:  

 ] الف( -21)
  

  
  

  

  
]   

 

 

  

  
  *

   

   
 

   

   
+ 

 ] ة( -21)
  

  
  

  

  
]   

 

 

  

  
  *

   

   
 

   

   
+ 

ًظط وطزى اظ اتلاف ٍ تَلیس اًطغی، هؼبزلِ اًطغی ًیع زض حبلت زائن  ثب غطف

 غَضت ظیط لبثل ًَضتي است: ثِ

(22)    [ 
  

  
  

  

  
]   *

   

   
 

   

   
+ 

ثب تَخِ ثِ فطؼ ػسم لغعش سیبل ثط ضٍی زیَاض ٍ ّوچٌیي ًفَشًبپصیطی 

( تؼییي      سطػت زض زٍ خْت ثِ ضىل ) ّبیزیَاض غلت، هَلفِ

ثبضس ٍ زض فبغلِ گطزز. زض ضٍی زیَاض زهب هؼیي ٍ ثطاثط ثب زهبی سغح هیهی

ثب استفبزُ اظ تؼطیف . گطزززیَاض، زهبی سیبل زهبی ثی ًْبیت فطؼ هیزٍ اظ 
هؼبزلات زیفطاًسیل ثمبی خطم،   ٍ تؼطیف ذغَط خطیبى   پبضاهتط تطبثْی 

حطوت ٍ ثمبی اًطغی وِ ثِ ضىل هطتمبت خعئی است ثِ هؼبزلِ زیفطاًسیل 

 .[21]هؼوَلی تجسیل هی ضًَس 

√    الف(-23)
 

 
 

   √        ة(-23)

   √                  ج(-23)

   ز(-23)
    

     
  

 

 
Fig. 1 Schematic of impinging jet flow 

 ضوبتیه خطیبى خت ثطذَضزی 1شکل 

                                                                                                                                           
1
 Plane Stagnation Flow 

هتغیط   ٍیسىَظیتِ سیٌوبتیه ٍ   ضطیجی ثبثت،   وِ زض ضٍاثظ فَق 

ّبی سطػت ثطحست تبثغ خطیبى وِ ثبضس. ثب تَخِ ثِ تؼطیف هَلفِتطبثْی هی
هٌفطز است ٍ ّوچٌیي ثب تؼطیف هَلفِ ثی ثؼس ذَز تبثغ یه هتغیط تطبثْی 

ّب زض هؼبزلات حطوت ٍ اًطغی ثِ ّوطاُ ضطایظ هطظی زهب، ثب خبیگصاضی آى

غَضت ظیط زست  ّب ثِ زٍ هؼبزلِ زیفطاًسیل هؼوَلی غیطذغی تطبثْی ثِآى

 :[21]یبثین  هی

                                الف( -24)

                      ة( -24)

:ٍ 

                       الف( -25)

               ة( -25)

 ثبضس:( هی26زض ضاثغِ فَق ػسز پطاًتل ثطاثط ثب ضاثغِ )

(26)     
   
 

 

 جریان سکًن با تقارن محًری -4-2

زض خطیبى زض غفحِ، ًمغِ سىَى زض ٍالغ یه ذظ است ٍ ّیچ تغییطاتی زض 
اٍلغ یه   خْت  ًساضین. زض خطیبى سىَى ثب تمبضى هحَضی، ًمغِ سىَى زض 

ای ضا هرتػبت ضؼبع استَاًِ  ًمغِ است. زض خطیبى سىَى ثب تمبضى هحَضی، 

وٌین. زض ایي غَضت هؼبزلِ ثمبی خطم ضا هرتػبت هحَضی تفسیط هی  ٍ 
 ثِ ضىل ظیط لبثل ًَضتي ذَاّس ثَز: (16)

(27) 
 

 

     

  
 

  

  
   

 ثبضس:ثِ ایي ضىل لبثل ثیبى هی  ایي هؼبزلِ ثب تؼطیف تبثغ خطیبى 

    الف( -28)
 

 

   

  
  

   ة( -28)
 

 

  

  
 

زض ثبضس، ثب فطؼ ػسم ٍخَز ًیطٍّبی حدوی، هؼبزلِ حطوت سیبل هی

 لبثل ثبظًَیسی است:  ٍ   زض ضاستبی  هرتػبت وبضتعیي زٍ ثؼسی

 الف( -29)

[ 
  

  
  

  

  
]   

 

 

  

  
 

    *
 

 

 

  
( 

  

  
*  

 

  
 

   

   
+ 

 ] ة( -29)
  

  
  

  

  
]   

 

 

  

  
  *

 

 

 

  
( 

  

  
*  

   

   
+ 

ًیع زض حبلت زائن ًظط وطزى اظ اتلاف ٍ تَلیس اًطغی، هؼبزلِ اًطغی ثب غطف
 غَضت ظیط لبثل ًَضتي است:ثِ

 ثب تؼطیف تَاثغ ثسٍى ثؼس ظیط:

√    الف(-31)
 

 
 

   √          ة(-31)

   √                   ج(-31)

   ز(-31)
    

     
  

هطظی ّب زض هؼبزلات حطوت ٍ اًطغی ثِ ّوطاُ ضطایظ ثب خبیگصاضی آى

غَضت ظیط زست ّب ثِ زٍ هؼبزلِ زیفطاًسیل هؼوَلی غیطذغی تطبثْی ثِآى
 :[21]یبثین هی

                                 الف( -32)

(30)    [ 
  

  
  

  

  
]   *

 

 

 

  
( 

  

  
*  

   

   
+ 
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                      ة( -32)
:ٍ 

                        الف( -33)

               ة( -33)
ثٌبثطایي، ثب تَخِ ثِ یىسبى ثَزى ضطایظ هطظی زض ّط زٍ خطیبى، هؼبزلات 

 ثِ ضىل ولی ظیط ًَضتِ ذَاّس ضس:

                                  الف( -34)
                        ة( -34)

گط خطیبى سىَى زض غفحِ، ٍ ثِ ثیبى     ( ثِ اظای 34وِ هؼبزلِ )
اَّس ثَز.گطخطیبى سىَى ثب ثیبى      اظای  تمبضى هحَضی ذ

 حل مسئله بب استفبده از روش آنبلیس هموتوپی بهینه 5-

ضىلی ّوَتَپی ثطای حل هؼبزلِ زیفطاًسیل ّنآًبلیع زض ایي ثرص، ضٍش 

ذغی ولی ظیط ضا زض غیط ضَز. ثطای ضطٍع، سیستنوبضگطفتِ هیثِ الف( -34)
 گیطین:ًظط هی

(35)  [    ]    

تَاى هؼبزلِ تغییط ضىل هطتجِ ثب استفبزُ اظ تؼوین ضٍش ّوَتَپی، هی

 غَضت ظیط تؼطیف وطز:غفط ضا ثِ

(36)       [            ]         [      ] 

تبثؼی         است، زض حبلی وِ     یه حسس اٍلیِ ثطای       

ثِ ضاثغِ ظیط ذَاّین     ٍ     ثبضس. ثسیْی است وِ ثطای هدَْل هی

 ضسیس:

(37)                          

ٍ ّوچٌیي تبثغ  ة( -32)هؼبزلِ  ثب تَخِ ثِ ضطایظ هطظی خسیس

 ضًَس:هی غَضت ظیط ًَضتِثِ       

(38) 

         
       

  
|      

       

  
|      

تَاًی ثسظ  غَضت سطیضا ثِ       ثب استفبزُ اظ لضیِ تیلَض، 
 زّین: هی

(39)              ∑  
 

  

        

   
|     

 

 

   

 

 وِ زض آى:

(40)       ∑  
 

  

        

   
|    

 

   

 

 (39)وِ توبهی پبضاهتطّب ثِ زضستی اًتربة ضًَس، هؼبزلِ ثب فطؼ ایي

 ثبضس. زض ایي غَضت:     ضَز وِ ظهبًی ّوگطا هی

(41)            ∑        

 

   

 

ذغی اغلی ضًَس. هغبثك اثجبت ّبی هؼبزلِ غیطوِ ثبیس یىی اظ ضاُ حل

تَاى اظ هؼبزلِ تغییط ضىل هطتجِ غفط ًتیدِ گطفت. لیبئَ، هؼبزلِ حبون ضا هی
 وٌین:تؼطیف هیگًَِ ثؼسی ایي  زض فضبی لصا ثطزاض ظیط ضا 

 

(42)  ⃗                        

ذَاّین     زازى  ٍ لطاض  ( ًسجت ثِ 36گیطی اظ هؼبزلِ )ثب هطتك

 زاضت:

(43)  [               ]           ⃗     
 ضَز:وِ لسوت غیطذغی هؼبزلِ زیفطاًسیل ثِ ضىل ظیط تؼطیف هی

(44)     ⃗     
 

      

     [      ]

     
|    

 ثطاثط ذَاّس ثَز ثب:    ثٌبثطایي ضطایظ هطظی ثطای 

(45)         
       

       

وٌین تبثغ اٍلیِ حسس ظزُ ضسُ ثب تَخِ ثِ ضطایظ هطظی هؼبزلِ فطؼ هی

 ثبضٌس:زیفطاًسیل اغلی ثِ ضىل ظیط هی

(46)         
 

 
 

 

 
      

 تبثغ ذغی زض ًظط گطفتِ ضسُ ثطاثط است ثب:

(47)  [      ]  
        

   
   

        

   
 

 ذغی زض ًظط گطفتِ ضسُ ثطاثط است ثب:تبثغ غیط

 [      ]  
        

   
        

        

   
 

(48)       [
       

  
]   

 ذغی اغلی زاضین:ٍ ثب تَخِ ثِ هؼبزلات زیفطاًسیل غیط (44)اظ ضاثغِ 

  ( ⃗   )      
         ∑        

   
         

       
(49)    ∑    

        
         

                      

زض ًظط گطفتِ ضس. ثب ثِ زست آهسى تبثغ        سبظی ثطای سبزُ

تجسیل ثِ هؼبزلِ زیفطاًسیلی ذغی ضسُ ٍ ثِ  ة( -34)، هؼبزلِ گطهب      

 گطفتِ است. زاهِ هَضز تحلیل لطاضثبضس وِ ًتبیح آى زض اضاحتی لبثل حل هی

 تعییه بازٌ ي پارامتر َمگرایی بُیىٍ ريش آوالیس َمًتًپی -5-1
عَض وِ گفتِ ضس، ضٍش آًبلیع ّوَتَپی آظازی ػول ظیبزی زض اًتربة ّوبى

زّس. ایي ػول تبثیط حل هسبئل غیطذغی تَسظ تَاثغ پبیِ گًَبگَى اضائِ هی

عَض ِ ّب ثیًطخ سطظیبزی زض ًبحیِ ّوگطایی زاضز، ظیطا ًبحیِ ّوگطایی ٍ 

ضًَس. ثٌبثطایي یه هسئلِ ػوسُ تَسظ تَاثغ پبیِ ثطای تططیح حل تؼییي هی
تَاى ثْتط تمطیت ظزُ ٍ اظ غیطذغی ضا ثب اًتربة تَاثغ پبیِ هٌبست هی

شوط ضسُ   [3]عَض وِ تَسظ لیبئَ  ّوگطایی آى هغوئي ضس. اظ  عطفی ّوبى

اٍثستِ ثِ  است، ّوگطایی ٍ ًطخ تمطیت زض ضٍش آًبلیع ّوَتَپی ثِ ضست 

اخبظُ تٌظین ٍ وٌتطل ًبحیِ   ثبضس. پبضاهتط ووىی هی  پبضاهتط ووىی 
 زّس.ّبی حل ضا هیّوگطایی ٍ ًطخ سطی

هٌظَض تؼییي ثبظُ ّوگطایی ٍ پبضاهتط ّوگطایی ثْیٌِ اظ ضٍش  خب ثِ زض ایي

خب فطؼ  وٌین. تب ثِ ایياستفبزُ هی [23]ثٌسی ٍ خلیلی   ػجبساضئِ ضسُ تَسظ 

( وِ ٍاثستِ ثِ زٍ هتغیط     ثط ایي است وِ همساض تمطیت تب هطتجِ زلرَاُ )
زست  ثبضس، ثطای ّط زٍ خطیبى سىَى ثب تمبضى هحَضی ٍ زض غفحِ ثِهی  ٍ   

زّین. ( لطاض هی48زست آهسُ ضا زاذل ػولگط غیطذغی ) ثِ آهسُ است. تمطیت

ثٌسی ًوَزُ ٍ زض ّط ًمغِ ػولگط ثبظُ حل ضا ثِ تؼساز ًمبط وبفی تمسین سپس

وٌین. ثب ایي وبض ثِ تؼساز ًمبط، تبثغ ٍاثستِ ثِ ذغی خسیس ضا هحبسجِ هی غیط
بط هتٌبظط خب تحت ًگبضت ظیط اظ ًم ذَاّین زاضت. زض ایي  پبضاهتط ّوگطایی 

 زاضین:            وٌین. ثطای چجیطف زض هحسٍزُ حل استفبزُ هی

(50) 
      (

      

 
) 

(51)        (
     

 
)   (

     

 
* 

اَثغ خسیس ثِ ضىل ظیط ذَاٌّس ثَز:  زض ٍالغ ت

(52) 
           |     

      |     
       |   

     
        |    

ّب ضا یه ثِ یه ثِ زست آٍضزى تَاثغ، توبهی آى ثؼس اظ خبیگصاضی ٍ ثِ

 گیطین. ثِزست آهسُ خصض هی وٌین ٍ اظ هدوَع ثِضسبًسُ ٍ خوغ هی 2تَاى 
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 ایي تطتیت ذَاّین زاضت:

(53)     ∑   

   

   

 
 

  

اظ ًتیدِ هطحلِ لجل ًسجت ثِ پبضاهتط ّوگطایی هطتك هطتجِ اٍل گطفتِ ٍ 

 زّین.ثطاثط ثب غفط لطاض هیى ضا آ

(54)    

  
   

ّبیی وِ زض ثبظُ زست آهسُ، خَاة ّبی حمیمی هؼبزلِ ثِاظ ثیي ضیطِ

ّوگطایی لطاض زاضًس، پبضاهتطّبی ّوگطایی ثْیٌِ هسئلِ ّستٌس وِ ثْتطیي آى، 
ثٌسی ٍ خلیلی ثِ تفضیل ثِ ثحث زض هَضز ایي ثبضس. ػجبسخَاة هسئلِ هی

 .[23]اًس اًس ٍ لضبیبی هطتجظ ضا اثجبت وطزُضٍش پطزاذتِ

ثٌسی ٍ هحبسجبت ثط ایي  ًمغِ تمسین 150زض ایي هغبلؼِ ثبظُ حل ثِ 

زض  15ًظیط تمطیت سطی ّوَتَپی هطتجِ   ّبی هجٌب اًدبم ضسُ است. هٌحٌی
وِ ظهبًی  اًس وِ ثب تَخِ ثِ آى ثبظُ هَضز لجَل ثطای آهسُ "3ٍ  2ّبی ضىل"

ٍ ظهبًی وِ                        ثبضس، ػجبضتست اظ:     

. ثب ضٍش                        ثبضس، ػجبضتست اظ:     

 ثطاثط ثب لبثل لجَل   اضهمس    ثطای  سبظی اضائِ ضسُ، ثْیٌِ
 لبثل لجَل ثطاثط ثب  همساض      ثطای ٍ            

 زست آهس. ثِ             

، هؼبزلِ گطهب تجسیل ثِ هؼبزلِ ذغی ضسُ وِ ثِ   زست آهسى تبثغ  ثب ثِ

اًس. گعاضش ضسُ    ثطای    ٍ    ،    ثبضس. زض ازاهِ ضاحتی لبثل حل هی
وِ وسًَیسی اًدبم ضسُ ثطای ضٍش آًبلیع ّوَتَپی ثْیٌِ ثب شوط است  لاظم ثِ

 اًدبم ضسُ است. [24] 1افعاضی هیپلاستفبزُ اظ ثستِ ًطم
 

         الف( -55)
 

 
 

 

 
      

 ة( -55)

                      (       

                  ) 

                             
     

                (                       ) 
                           
                                            

                                               

                                               
                     (                   

                                              

                                            
                    )                         

 ج( -55)

 آنبلیس هموتوپی-گره مرزی روش ابتکبری از بب استفبده مسئله حل 6-

غَضت هؼبزلات  فطم ولی هؼبزلِ ّوَتَپی ثطای حل هؼبزلات زیفطاًسیل ثِ
ثیبى ضس. ثطای استفبزُ اظ هتس گطُ هطظی حسس اٍلیِ ذَز ضا ثب استفبزُ  (43)

 زست اظ ضطایظ هطظی ٍ ػولگط زیفطاًسیلی ذغی تؼطیف ضسُ ثطای هؼبزلات ثِ

ثبضس ٍ هی ‖    ‖   هطظی،  ثب استفبزُ اظ تئَضی ضٍش گطُ  آٍضین.هی

 ذَاّین زاضت: 

(56)      ∑    ‖    ‖ 

 

   

 ∑       

 

   

 

ثِ  (47)زض ضاثغِ ػولگط زیفطاًسیل ذغی  (56)ثب خبیگصاضی ضایغِ 

 تسبٍی ظیط ذَاّین ضسیس:

                                                                                                                                           
1
 Maple 

 
Fig. 2 the  -curve of 15th order approximation for     

    ثطای  15ًظیط تمطیت هطتجِ   ّبی هٌحٌی 2شکل 

 
Fig. 3 the  -curve of 15th order approximation for     

    ثطای  15ًظیط تمطیت هطتجِ   ّبی هٌحٌی 3شکل 
 

(57) (∑       

 

   

+

   

  (∑       

 

   

+

  

    

 ٍ ضطایظ هطظی:

(58)              
           

        
یثب   گطفتيٍ ّوچٌیي ثب زض ًظط  ‖     ‖    خبیگصاض

ٍ اػوبل ضطایظ هطظی زض ثبلا، ثِ زستگبُ             [   ]   

 ضسین:هبتطیسی ظیط ضا هی

(59) 

(                )   [     ]     

      (                )
  

[     ]  

 وِ زض آى:

[       ]    الف( -60)
  

*      ة( -60)
   (   )

   
+
   

 

*     ج( -60)
   (   )

   
+
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 ثٌبثطایي:

     

(

 
 

      
                  

 
            

 
            

    

  
          

 
 

            
  )

 
 

 

 الف( -61)

 

    

(

 
 

       
                

 
           

 
           

    

  
         

 
 

           
  )

 
 

 

 ة( -61)

 

        ج( -61)

(

 
 

            
  
 
 

 
 

              

       
  

 
 
 

        )

 
 

 

غَضت  ثٌبثطایي حسس اٍلیِ هب ثطای استفبزُ زض ضٍش آًبلیع ّوَتَپی ثِ

 ظیط است:

(62)       ∑        

 

   

 

ثِ فطم سبزُ ضسُ ظیط زست  (43)حبل ثب ثبظًَیسی ضاثغِ ّوَتَپی 

 ذَاّین یبفت:

(63) 

(                )    

            (         )

[
 
 
 
 

 
        

 
          

 ]
 
 
 
 

      (    
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) 

اَّین زاضت:  ثٌبثطایي ذ

                     
    

(64) 

  

(

  
 
           

[
 
 
 
 

 
        

 
          

 ]
 
 
 
 

    (    
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )

)

  
 

  

 :ٍ  [             ]  وِ زض آى 

(65)     
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  [         ]  

اَّین زاضت:زض ّط هطحلِ ضطایت خسیس هحبسجِ هی  ضًَس ٍ ذ

(66)       ∑        

 

   

 

اَّین زاضت:  ثطای هؼبزلات گطهب زض خطیبى سىَى ذ

(67)      ∑    ‖    ‖ 

 

   

 ∑       

 

   

 

 ذَاّین زاضت: ة( -34)ثب خبیگصاضی ضاثغِ ثبلا زض هؼبزلِ گطهب 

(68) (∑       

 

   

+

  

        (     )(∑       

 

   

+    

 ٍ ضطایظ هطظی:

(69)                     
ثب استفبزُ  ( یه هؼبزلِ زیفطاًسیل زاضین وِ آى ضا68ثب تَخِ ثِ ضاثغِ )

 وٌین:غَضت ظیط حل هی اظ ضٍش گطُ هطظی ثِ

(70) (                         )   [     ]  
 ثٌبثطایي:

(71) 

   (                  

       )
  

[     ]  
[       ]  وِ زض آى 

 :ّوچٌیي. ثبضسهی  

    

(

 
 

       
                

 
           

 
           

    

  
         

 
 

           
  )

 
 

 

 الف( -72)

 

 ة( -72)

  

(

 
 

       
            
 

         
 

         
    

  
       

 
 

         
  )

 
 

 

 ج( -72)

       

(

 
 

            
  
 
 

 
 

            

       
  

 
 
 

       )

 
 

 

 ز( -72)

        (

        
 
 

 
 
 

        

, 

 غَضت ظیط ذَاّس ضس: ًْبیت خَاة ًْبیی ثٍِ زض 

ٍ اظ  [25] 1افعاضی هتلتثطای حل ٍ استفبزُ اظ ایي ضٍش اظ ثستِ ًطم

 .[26]ٍ همساض پبضاهتط ضىل ظیط استفبزُ ضسُ است  GAوطًل 

 ثبضس.تؼساز ًمبط هی  عَل ثبظُ ٍ   وِ زض آى 

 آوالیس َمًتًپی-تعییه بازٌ َمگرایی ريش ترکیبی گرٌ مرزی -6-1
ٍ      ًظیط   ّبی آًبلیع ّوَتَپی هٌحٌی-زض ضٍش تطویجی گطُ هطظی

زست آهسُ اظ ضٍش  ػلت تضویي ضسى ضطایظ هطظی زض تبثغ اٍلیِ ثِ ثِ      

ضسن        ًظیط    ّبی گطُ هطظی، ذغی افمی ذَاّس ثَز. لصا هٌحٌی

ّبی ضىل"زض  50تمطیت سطی ّوَتَپی هطتجِ ًظیط   ّبی هٌحٌیاًس.  ضسُ

  ثبظُ هَضز لجَل ثطای     اًس وِ ثب تَخِ ثِ آى، ثطای آهسُ "4ٍ  3
ثبظُ هَضز لجَل ثطای     ثطای ٍ                   ػجبضتست اظ: 

 .                ػجبضتست اظ:   

ّوچٌیي ظهبى اخطا ثطای زٍ ضٍش آًبلیع ّوَتَپی ثْیٌِ ٍ ضٍش تطویجی 

عَض وِ  گعاضش ضسُ است. ّوبى 2آًبلیع ّوَتَپی زض خسٍل -گطُ هطظی
هطرع است ثب ثبلا ضفتي هطتجِ تىطاض، ظهبى ّوگطا ضسى ضٍش تطویجی گطُ 

آًبلیع ّوَتَپی ثِ ػلت اػوبل هحبسجبت هبتطیسی ثِ عَض لبثل تَخْی -هطظی

 یبثس.وبّص هی
 

 همبیسِ ظهبى اخطا زض ّط زٍ ضٍش  2جديل 
Table 2 Comparison of running time for both methods   

هطتجِ تىطاض ٍ 
       

 (sضٍش آًبلیع ّوَتَپی ثْیٌِ )
 -ضٍش تطویجی گطُ هطظی

 (sآًبلیع ّوَتَپی )
5 2.496 10.436 

       1.247355 1.240888 
10 25.319 28.225 

       1.232700 1.232749 
15 74.226 44.211 

       1.232728 1.232836 

                                                                                                                                           
1
 Matlab 

(73)      ∑    ‖    ‖ 

 

   

 

(74)        
   

√ 
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Fig. 4 the  -curve of 50th order approximation for     for boundary 

knot-homotopy analysis method 
آًبلیع -زض ضٍش گطُ هطظی    ثطای  50ًظیط تمطیت هطتجِ   ّبی هٌحٌی 4شکل 

 ّوَتَپی

 
Fig. 5 the  -curve of 50th order approximation for     for boundary 

knot-homotopy analysis method 
آًبلیع -زض ضٍش گطُ هطظی    ثطای  50ًظیط تمطیت هطتجِ   ّبی هٌحٌی 5شکل 

 ّوَتَپی

 نتبیج 7-
هؼبزلات ثطای ّط زٍ حبلت خطیبى سىَى ثط ضٍی غفحِ ٍ خطیبى سىَى ثب 

ّوَتَپی زض هطتجِ  -تمبضى هحَضی ثب استفبزُ اظ ضٍش تطویجی گطُ هطظی

 ًمغِ هحبسجِ ضس. 40ٍ تؼساز ول گطُ زض زاهٌِ ٍ هطظ ثطاثط ثب  50تىطاض 

 شوط است وِ ثطای ضسیسى ثِ خَاة زلیك ثبیس ضطط ظیط ثطلطاض لاظم ثِ
 ثبضس:

(75)           [                       ]    

تط  زست آهسُ زلیك لصا ّطچِ ایي هؼبزلِ ثِ غفط ًعزیه ثبضس خَاة ثِ
ثطای خطیبى سىَى زض         همبزیط هتٌبظط ثب  3ذَاّس ثَز. زض خسٍل 

اًس. زض ازاهِ غفحِ ٍ ثب تمبضى هحَضی گعاضش ٍ ثب حل ػسزی همبیسِ ضسُ

زست آهسُ اظ سِ ضٍش ّوَتَپی  ٍ هحسَس هحبسجبتی ثِ ًتبیح فیعیىی

ٍ  [2]ّوَتَپی هدبًجی ثْیٌِ  ّوَتَپی، ضٍش-تطویجی گطُ هطظی ثْیٌِ، ضٍش
همبزیط هتٌبظط سطػت  5ٍ  4ضًَس. زض خساٍل همبیسِ هی [21]ضٍش ػسزی 

ٍ  ایهَاظی ثب زیَاض حبغل اظ ایي سِ ضٍش ثطای خطیبى سىَى غفحِ

ضسُ است. همبزیط هطثَط ثِ ّوچٌیي خطیبى سىَى ثب تمبضى هحَضی آٍضزُ 
 40ٍ تؼساز ول گطُ  50ّوَتَپی ثطای هطتجِ تىطاض -ضٍش تطویجی گطُ هطظی

 15ٍ ّوچٌیي همبزیط هطثَط ثِ ضٍش ّوَتَپی ثْیٌِ ثطای هطتجِ تىطاض 
هٌظَض زضن ثْتط اظ زلت ًتبیح، اػساز تب ضص ضلن اػطبض  اًس. ثِگعاضش ضسُ
ّوَتَپی ثب -ٍش تطویجی گطُ هطظیاًس ٍ همساض هغلك ذغبی ضگعاضش ضسُ

عَض وِ پیساست، ًتبیح ایي هغبلؼِ،  ضٍش ػسزی آٍضزُ ضسُ است. ّوبى
 تغبثك ثسیبض ذَثی ثب ًتبیح حبغل اظ حل ػسزی زاضًس.

ثبضس. ػَاهل ّبی هتساٍل زض سیبلات هیخطیبى سىَى یىی اظ خطیبى
تَاى ثِ هی هتؼسزی هٌدط ثِ تطىیل ایي حبلت زض سیبل ضسُ وِ اظ آى خولِ

ضىل "سىَى سیبل ًبضی اظ ثطذَضز آى ثب یه زیَاضُ خبهس اضبضُ ًوَز. زض 
ثطحست        ٍ تٌص ثطضی       ، سطػت     ، ًوَزاض ذظ خطیبى"6

ثب استفبزُ اظ ضٍش ایي تحمیك زض همبیسِ ثب حل ػسزی ضا   ضىلی پبضاهتط ّن
ضَز وِ ثب هلاحظِ هی (ج-31)ٍ  (ج-23)وٌین. ثب تَخِ ثِ ضٍاثظ هطبّسُ هی

وبّص   ٍ   وبّص فبغلِ ػوَزی تب زیَاض، هَلفِ سطػت زض ضاستبّبی 
ضسس. ّوچٌیي یبثٌس، تب خبیی وِ زض ضٍی غفحِ اًساظُ سطػت ثِ غفط هی هی

ثب افعایص فبغلِ ػوَزی اظ غفحِ، ثِ ػلت وبّص اثطات زیَاض تٌص ثطضی 
 یبثس.سیبل وبّص هی

( 0.5ٍ  0.2، 0.001زیط ػسز پطاًسال ذیلی وَچه )تَظیغ زهب ثِ اظای همب

ٍ ثطای خطیبى ثب تمبضى  "8ٍ  7 ضىل "ثطای خطیبى سىَى زض غفحِ زض
گًَِ وِ اًتظبض زاضین ثطای  اًس. ّوبىتطسین ضسُ "10ٍ  9 ضىل"هحَضی زض 

همساض پطاًسال وَچه تَظیغ زهب ثب فبغلِ اظ زیَاض زض ًبحیِ لایِ هطظی سطػت 
ذغی تغییط هی وٌس. ثب افعایص ػسز پطاًسال ٍ وبّص ضربهت لایِ عَض  ثِ

عَض  ّب ثِ ّن، هٌحٌی تَظیغ زهب ًیع ثِ هطظی حطاضتی ٍ ًعزیه ضسى ضربهت
 وٌس. هحسَسی تغییط هی

 

 گیرینتیجه 8-

 ّبی آضامحل تحلیلی هسئلِ زیٌبهیه ٍ اًتمبل حطاضت خطیبىزض ایي هغبلؼِ، 
 

 
Fig. 6 Comparison of similarity functions profiles obtained from the 

boundary knot-homotopy analysis method with numerical results for 

both flows 
اثغ تطبثْی ثِ 6شکل  -تطویجی گطُ هطظی زست آهسُ اظ ضٍش همبیسِ هٌحٌی حل تَ

 آًبلیع ّوَتَپی ثب ًتبیح ػسزی ثطای ّط زٍ خطیبى

h

''(
0
)

-2 -1.75 -1.5 -1.25 -1 -0.75 -0.5 -0.25 0
0

0.25

0.5

0.75

1

1.25

1.5

1.75

2
=1-Plane Stagnation Flow

f



h

''(
0
)

-1.5 -1.25 -1 -0.75 -0.5 -0.25 0
-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4
=2-Axisymmetric Stagnation Flow

f



=y(B/)
0.5

S
im

il
ar

it
y

F
u

n
ct

io
n
s

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
0

0.5

1

1.5

2

2.5

( ) 

( ) 

( ) 

f u

f '

f ''

Numerical

BK-HAM- Plane Stagnation Flow

BK-HAM-Axisymmetric Stagnation Flow













file:///C:/Users/Desert%20Rose/dropbox/MME/Esfand%2095/0820/Enew%20170820M.docx%23_ENREF_2
file:///C:/Users/Desert%20Rose/dropbox/MME/Esfand%2095/0820/Enew%20170820M.docx%23_ENREF_21


  

 حمیدرضا نظیف و اسماعیل زمانی آنالیس هموتوپی-و انتقال حرارت جریان نقطه سکون به روش ترکیبی گره مرزی معادلات دینامیکحل نیمه تحلیلی 

 

 9، شماره 21، دوره 2931مهندسی مکانیک مدرس، خرداد  112
 

  ثطای خطیبى سىَى زض غفحِ ٍ ثب تمبضى هحَضی    ثب حل ػسزی زض         همبیسِ ًتبیح  3جديل 

Table 3 Comparison of        with numerical result in     for plane and axisymmetric stagnation flow 

  
حل ػسزی 

[21] 
 ضٍش آًبلیع ّوَتَپی ثْیٌِ آًبلیع ّوَتَپی-ضٍش گطُ هطظی (75هؼبزلِ )

-ذغبی هغلك ضٍش گطُ هطظی

 آًبلیع ّوَتَپی

ذغبی هغلك ضٍش آًبلیع 

 ّوَتَپی ثْیٌِ
1 1.23259 ≤ 5.66×10

-9 1.232652 1.232660 6.2×10
-5 7.0×10

-5 
2 1.31194 ≤ 9.10×10

-9 1.311969 1.312036 2.9×10
-5 9.6×10

-5 

 (   ثطای خطیبى سىَى زض غفحِ )    ثب حل ػسزی زض       همبیسِ ًتبیح  4جديل 

Table 4 Comparison of       with numerical result in     for plane stagnation flow (   ) 

  
حل ػسزی 

[21] 

-ضٍش گطُ هطظی

 آًبلیع ّوَتَپی

ضٍش آًبلیع 

 ثْیٌِ ّوَتَپی

ضبُ ٍ ّوىبضاى 

[2] 

ذغبی هغلك ضٍش گطُ 

 آًبلیع ّوَتَپی-هطظی

هغلك ضٍش آًبلیع  ذغبی

 ّوَتَپی ثْیٌِ
 [2]ذغبی هغلك ضبُ ٍ ّوىبضاى 

0.2 0.22661 0.226559 0.226612 0.229304 5.1×10
-5 2.0×10

-6 
2.6×10

-3 
0.4 0.41446 0.414413 0.414451 0.419679 4.7×10

-5 9.0×10
-6 

5.2×10
-3 

0.6 0.56628 0.566247 0.566267 0.573568 3.3×10
-5 1.3×10

-5 
7.2×10

-3 
0.8 0.68594 0.685913 0.685917 0.694494 2.7×10

-5 2.3×10
-5 

8.5×10
-3 

1 0.77787 0.777849 0.777845 0.786653 2.1×10
-5 2.5×10

-5 
8.7×10

-3 
1.4 0.89681 0.896804 0.896802 0.902838 6.0×10

-6 8.0×10
-6 

6.0×10
-3 

1.8 0.95684 0.956838 0.956837 0.957660 2.0×10
-6 3.0×10

-6 
8.2×10

-4 
2.2 0.98386 0.983865 0.983857 0.981165 5.0×10

-6 3.0×10
-6 

2.6×10
-3 

2.6 0.99464 0.994653 0.994635 0.993354 1.3×10
-5 5.0×10

-6 
1.3×10

-3 
3 0.99843 0.998451 0.998424 1 2.1×10

-5 6.0×10
-6 

1.5×10
-3 

 (   ثطای خطیبى سىَى زض غفحِ )    ثب حل ػسزی زض        همبیسِ ًتبیح  5جديل 

Table 5 Comparison of       with numerical result in     for axisymmetric stagnation flow (   ) 

  
حل ػسزی 

[21] 
-ضٍش گطُ هطظی
 آًبلیع ّوَتَپی

ضٍش آًبلیع 
 ّوَتَپی ثْیٌِ

ضبُ ٍ ّوىبضاى 
[2] 

ذغبی هغلك ضٍش گطُ 
 آًبلیع ّوَتَپی-هطظی

ذغبی هغلك ضٍش آًبلیع 
 ّوَتَپی ثْیٌِ

ذغبی هغلك ضبُ ٍ ّوىبضاى 
[2] 

0.2 0.24239 0.242382 0.242439 0.251130 8.0×10
-6 

4.9×10
-5 

8.7×10
-3 

0.4 0.44499 0.444975 0.445109 0.462374 1.5×10
-5 

1.1×10
-4 

1.7×10
-2 

0.6 0.60871 0.608698 0.608860 0.634286 1.2×10
-5 

1.5×10
-5 

2.5×10
-2 

0.8 0.73577 0.735762 0.735855 0.768227 8.0×10
-6 

8.5×10
-5 

3.2×10
-2 

1 0.82987 0.829857 0.829847 0.866651 1.3×10
-5 

2.3×10
-5 

3.6×10
-2 

1.4 0.93983 0.939815 0.939736 0.972948 1.5×10
-5 

9.4×10
-5 

3.3×10
-2 

1.8 0.98316 0.983144 0.983110 0.996252 1.6×10
-5 

5.0×10
-5 

1.3×10
-2 

2.2 0.99635 0.996327 0.996311 0.98881 2.3×10
-5 

3.9×10
-5 

7.5×10
-3 

2.6 0.99940 0.999372 0.999355 0.990822 2.8×10
-5 

4.5×10
-5 

8.5×10
-3 

3 0.99993 0.999899 0.999876 1 3.1×10
-5 

5.4×10
-5 

7.0×10
-5 

 
ًبپصیط سىَى زض غفحِ ٍ ثب تمبضى هحَضی ثب استفبزُ اظ ضٍش آًبلیع تطاون

ثب ضٍش آًبلیع ّوَتَپی اضائِ ٍ -ّوَتَپی ٍ ضٍش اثتىبضی تطویجی گطُ هطظی

وِ ثِ ًحَی ثیبًگط سطػت هَاظی ثب       ػسزی همبیسِ گطزیس. همبزیط 

اًس. ثب گعاضش ضسُ 4ٍ  3ّبی ثبضٌس، ثطای ّط زٍ خطیبى، زض خسٍلسغح هی

ضَز وِ پبسد ضٍش تطویجی ّب زض خساٍل ٍ ًوَزاضّب، هطبّسُ هیهمبیسِ زازُ

ذَاًی ثسیبض ذَثی ثب پبسد ضٍش ػسزی زاضز. ّوَتَپی ّنآًبلیع -گطُ هطظی

یىی اظ هطىلات ضٍش آًبلیع ّوَتَپی هحسٍزیت هطتجِ هؼبزلِ زیفطاًسیل 

تَاى همساض حلیل ٍ فطهَل ٍاض هیغَضت ت ظیطا تب هطتجِ ذبغی ثِ ،ذغی است

وِ لبزض  هطتمبت ضا هحبسجِ وطز. ثِ ّویي هٌظَض زض ایي هغبلؼِ ثطای ایي

هحبسجِ وٌین اظ ای ضا ثبضین هطاتت ثبلاتطی اظ هؼبزلات زیفطاًسیل ثب ّط هطتجِ

استفبزُ ضس وِ ّن سطػت ّوگطایی ثبلایی زاضز ٍ ّن غسق   ضٍش گطُ هطظی

سطػت اخطا ثطای  2زض خسٍل   .آى تضویي ضسُ استوطزى ضطایظ هطظی زض 

هطتجِ تىطاض ثطای ّط زٍ ضٍش آًبلیع ّوَتَپی ثْیٌِ ٍ ضٍش تطویجی گطُ  3

آًبلیع ّوَتَپی گعاضش ضسُ است. هطرع ضس وِ ّطچِ هطتجِ تىطاض -هطظی

آًبلیع ّوَتَپی وبّص ثِ -ضَز، ظهبى اخطا ثطای ضٍش گطُ هطظیثیطتط هی

ی هعیت ایي ضٍش زٌّسُ یبثس وِ ًطبىسی وبّص هیػلت هحبسجبت هبتطی

ثبضس. ایي ضٍش ثطای هؼبزلات زیفطاًسیل ذغی ثب ضطایظ هطظی ّوگي ثِ هی

ای هٌبست وبضآهس است. تطویت ایي ضٍش ثب  ضطط اًتربة پبضاهتط ٍ تبثغ پبیِ

 اظ پبضاهتط ضىل )ثِ ضطط سیٌگَلاضضٍش آًبلیع َّهَتَپی ثطای ّط همساض 
 

 یس هؼبزلات( ّوَاضُ ثِ ثْتطیي ًتیدِ ذَاّس اًدبهیس.ًطسى هبتط

 تَاى ثِ هَاضز ظیط اضبضُ وطز:اظ هعایبی ایي ضٍش هی
 

 
Fig. 7 Comparison of temperature distribution profiles obtained from 

the boundary knot-homotopy analysis method with numerical results 

for plane stagnation flow 
همبیسِ هٌحٌی تَظیغ زهب ثِ زست آهسُ زض اػساز هرتلف پطاًسال ثب ًتبیح  7شکل 
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Fig. 8 Comparison of temperature distribution profiles in differential 

form obtained from the boundary knot-homotopy analysis method with 

numerical results for plane stagnation flow 
اػساز هرتلف همبیسِ هٌحٌی تَظیغ زهب زض فطم زیفطاًسیلی ثِ زست آهسُ زض  8شکل 

 پطاًسال ثب ًتبیح ػسزی ثطای خطیبى سىَى زض غفحِ

 
Fig. 9 Comparison of temperature distribution profiles obtained from 

the boundary knot-homotopy analysis method with numerical results 

for axisymmetric stagnation flow 
زست آهسُ زض اػساز هرتلف پطاًسال ثب ًتبیح  زهب ثِهمبیسِ هٌحٌی تَظیغ  9شکل 

 ػسزی ثطای خطیبى سىَى ثب تمبضى هحَضی
 

 ِزست آٍضزى ثْتطیي حسس اٍلیِ وِ زلیمب زض ضطایظ  ث

وٌس )چطا وِ اظ ذَز خَاة اٍلیِ زض ضٍش ّوَتَپی غسق هی
 حل ػولگط حبغل ضسُ(

 سطػت ّوگطایی هٌبست 

  پبضاهتطّوگطا ثَزى زض زاهٌِ ٍسیؼی اظ 

 ّبی پبیساض ثَزى ضٍش ثسلیل هثجت هؼییي ثَزى هبتطیس
 هطتك حبغلِ

 ػسم هحسٍزیت زض استفبزُ زض ثبظُ ّبی ذبظ 

 )ػسم ًیبظ تغیط ضىل هؼبزلِ ولی )هبًٌس ضٍش اسپىتطال 

 یسُ آسبى ثَزى ضٍش ثطای فطاگیطی ٍ اػوبل ثط هؼبزلات پیچ
 ثب استفبزُ اظ یه وطًل هطتطن

 
Fig. 10 Comparison of temperature distribution profiles in differential 

form obtained from the boundary knot-homotopy analysis method with 

numerical results for axisymmetric stagnation flow 
زست آهسُ زض اػساز هرتلف  همبیسِ هٌحٌی تَظیغ زهب زض فطم زیفطاًسیلی ثِ 10شکل 

 پطاًسال ثب ًتبیح ػسزی ثطای خطیبى سىَى ثب تمبضى هحَضی
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 زهبی ثی ثؼس خطیبى سىَى زض غفحِ  
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