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کشایلف با -با استفادُ اص الگَسیتن ًیَتيغَست ضوٌی بِپزیش لضج ٍ غیشلضج گلشکیي گسستِ بشای خشیاى تشاکن-، سٍش الواى هحذٍدهقالِ دس ایي 
اعوال لضخت هػٌَعی دس دس ایي ساستا بشای خشیاى غیشلضج،  ّذف افضایص دقت هحاسبات، سشعت ٍ ًشخ ّوگشایی هَسد هغالعِ قشاس گشفتِ است.

. ّوچٌیي دس خشیاى لضج ًیض استفادُ اص سٍش ضَدًَاحی داسای گشادیاى ضذیذ باعث افضایص کیفیت ًتایح حل بخػَظ دس هشاتب بالا هی
ًیض بشای افضایص سشعت هحاسبات ٍ ًشخ ّوگشایی بیضَی باعث بْبَد ًتایح ضذُ است.  ّایهتشاکن بشای خولِساصی گلشکیي گسستِ گسستِ

ضشط طاکَبی بلَکی ٍ فاکتَسگیشی تدضیِ ًاقع هثلثی بشای حل هاتشیس طاکَبیي ّای پیصحلگشّای خغی ّوشاُ با ضشٍع هدذد ٍ هاتشیس
ضشط بشای سِ خشیاى صیشغَت غیشلضج، ّای پیصضًَذ. ضایاى رکش است، ًحَُ عولکشد هاتشیسحاغل اص سٍش اختلاف هحذٍد اعوال هی

ای با ضشایظ ٍیظُ بشای تواهی صیشغَت آسام لضج بشسسی ضذُ است. ّوچٌیي بشای تکویل هباحث، ّوَاسکٌٌذُ چٌذضبکِگزسای غَت غیشلضج ٍ 
یابذ کِ بشای ّای اضاسُ ضذُ با افضایص هشتبِ حل، ًشخ ّوگشایی کاّص هیضَد. اص عشفی دس تواهی خشیاىضشط اعوال هیّای پیصهاتشیس

عٌَاى ضشایظ اٍلیِ هشاتب بالا ٍ یک فاص هیاًی بشای اًتقال هحاسبات اص فضای هشتبِ پاییي بِ بالا تش بِاییيبشعشف کشدى ایي هطکل اص هشاتب پ
ی هحلی بشای بْبَد ًشخ ّوگشایی پیطٌْاد هی عٌَاى ضذُ بِایي تشتیب، سٍش عذدی اسائِضَد. بِاستفادُ ضذُ است. ّوچٌیي استفادُ اص گام صهاً
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 In this paper, an implicit finite element-discontinuous Galerkin method for compressible viscous and 

inviscid flow is developed using Newton-Krylov algorithm with the objective of increasing the accuracy 

and convergence rate. For inviscid flows, an artificial viscosity is implemented in sharp gradient flow 

regions especially at high-order cases, increasing the accuracy of the solution. Moreover, for viscous 

flows, the accuracy is improved by using compact discontinuous Galerkin discretization method for 

elliptical terms. To reduce the computing CPU time and increase the convergence rate, an iterative 

Krylov type preconditioned linear solver is applied. For preconditioning, restarting, Block-Jacobi and 

block incomplete-LU factorization are employed for solving the linear system of the Jacobian matrix. 

The Jacobian matrix is constructed via finite difference perturbation technique. In this context, the 

performance of preconditioning matrix for three types of flow regimes of inviscid subsonic, inviscid 

transonic and viscous laminar subsonic are studied. In addition to complete the discussions, multigrid 

smoother with special conditions is applied for all preconditioning matrices. To improve the solver 

performance for higher order discretization, a lower order solution may be used as higher orders initial 

condition. Therefore, a middle phase is needed to transfer calculations from low to high order 

discretized domain and then the final Newton phase is continued. In addition, local time stepping is 

implemented to improve the rate of convergence. Consequently, the presented numerical method can be 

used as an efficient algorithm for high-order Discontinuous Galerkin flow simulation, especially for 

transonic inviscid and laminar viscous flows. 
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 مقدمٍ 1-

ؿذٜ اص ٔشتجٝ ٞبی اسائٝدس حیغٝ دیٙبٔیه ػیبلات ٔحبػجبتی، ثؼیبسی اص سٚؽ

٘ٛیؼی ٚ افٕبَ ٞب، ػبدٌی ثش٘بٔٝثبؿٙذ. دِیُ ا٘تخبة ایٗ سٚؽاَٚ یب دْٚ ٔی

[. أب اص دیذٌبٜ تئٛسیه، اػتفبدٜ 1ٞب ثشای ثؼیبسی اص ٔؼبئُ كٙقتی اػت ]آٖ

دا٘یٓ، وٝ ٔی[. صیشا ٕٞب٘غٛس2ش ٞؼتٙذ ]ٞبی ٔشتجٝ ثبلا ثؼیبس وبسآٔذتاص سٚؽ
ٔشتجٝ   ساثغٝ داؿتٝ وٝ      كٛست ، ثٝ ، ثب ا٘ذاصٜ ؿجىٝ،  خغبی لغـ، 

تشتیت، خغبی لغـ ثب افضایؾ دلت ایٗسفتٝ اػت. ثٝوبسدلت سٚؽ فذدی ثٝ

 یبثذ.كٛست ٕ٘بیی وبٞؾ ٔیسٚؽ فذدی ثٝ

ساحتی ثٝ وذ تجذیُ ٔحذٚد ثٝ-ٔحذٚد ٚ حدٓ-ٞبی تفبضُاٌشچٝ سٚؽ
ثبیؼت اص ٞب ٔیدلت ٔشتجٝ ثبلا دس ایٗ سٚؽؿٛ٘ذ، أب ثشای سػیذٖ ثٝٔی

ػبصی ٘ؼجتبً ثضسٌی اػتفبدٜ ٕ٘ٛد وٝ ایٗ أش ثبفث اختلاَ اػتٙؼیُ ٌؼؼتٝ

ٞبی ؿذیذ ٔب٘ٙذ ؿٛن ٚ ٘مبط دس ٘تبیح، خلٛكب دس ٘ضدیىی ٘ٛاحی ثب ٌشادیبٖ

ٞبی فذدی وٝ خبكیت ٔحّی اص سٚؽؿٛد. ثٙبثشایٗ اػتفبدٜ اوؼتشٔٓ ٔی
 تش اػت.ثیـتشی داس٘ذ ثشای ایٗ ٘ٛاحی ٔٙبػت

ٞبی پیچیذٜ تش وٝ ٞٓ دس ٞٙذػٝثشای سػیذٖ ثٝ سٚؽ فذدی خبٔـ

لبثّیت ٔٙبػت داؿتٝ ٚ ٞٓ داسای خبكیت ٔحّی دس ٘ٛاحی ٘بپیٛػتٍی ثبؿذ، 

ـ دٞذ. دس ٚالٔحذٚد ػٛق ٔی-ٖٞبی إِبػٕت اػتفبدٜ اص سٚؽٔبسا ثٝ
-ٞبی فذدی ٔب٘ٙذ تفبضُتشی اص سٚؽٔحذٚد خب٘ٛادٜ ٚػیـ-ٞبی إِبٖ سٚؽ

تٛاٖ ثب ا٘تخبة تٛاثـ ٚص٘ی وٝ ٔیعٛسیثبؿٙذ، ثٝٔحذٚد ٔی-ٔحذٚد ٚ حدٓ

 دػت آٚسد.ٔحذٚد ثٝ-ٔٙبػت، ٞشدٚ سٚؽ ٔزوٛس سا اص سٚؽ إِبٖ

ٔحذٚد ثب خبكیت ٌؼؼتٍی دس حُ -ٞبی إِبٖ٘ؼُ خذیذی اص سٚؽ
ٕ٘بیٙذ. خٛثی فشاٞٓ ٔیآٔذ٘ذ وٝ أىبٖ ا٘فلبَ تغجیمی سا ثٝٚخٛد ثٝ

عٛس فّت ٔدضا ثٛدٖ ٔیذاٖ دس ٔشصٞبی إِبٖ، ؿشط پبیؼتبسی ثٕٝٞچٙیٗ ثٝ

ٔؼتمیٓ افٕبَ خٛاٞذ ؿذ وٝ ایٗ ٔغّت ایٗ سٚؽ سا تجذیُ ثٝ یه سٚؽ 

ٔحذٚد، سٚؽ -ٞبی إِبٖػبصد. اص ٔیبٖ سٚؽپبیؼتبس ٚ دس فیٗ حبَ ٔحّی ٔی
ویٗ تغبثك ثؼیبس ٔٙبػجی ثب ٔؼبئُ ٔىب٘یه ػیبلات فذدی داؿتٝ ٚ ثٝ ٌّش

ٔحذٚد ٌؼؼتٝ یب ثٝ فجبستی دیٍش -ٞبی إِبٖایٗ ػجت، ٘ٛؿ ٌّشویٗ سٚؽ

 اػت.( ا٘تخبة ؿذDGٜ) 1سٚؽ ٌّشویٗ ٌؼؼتٝ

سٚؽ ٌّشویٗ ٌؼؼتٝ ثٛاػغٝ ؿشط پزیشؽ دٚ ٔمذاس ٔتفبٚت دس دٚ 
ٚؽ ٌّشویٗ پیٛػتٝ دس ٔحبػجٝ عشف ٚخٝ یه ػَّٛ، لبثّیت ثیـتشی اص س

ٞب داسد. اص عشف دیٍش دس سٚؽ ٌّشویٗ ٌؼؼتٝ ثٝ خبعش افضایؾ ٘بپیٛػتٍی

ا٘دبْ فّٕیبت ٔحبػجبتی ثٝ اصای ٞش ػَّٛ ٞضیٙٝ ٔحبػجبتی آٖ ثشای ٞش 

ٞبی ٌّشویٗ ثبؿذ. ٍٕٞشایی سٚؽٞبی حدٓ وٙتشِی ٔیػَّٛ ثیـتش اص سٚؽ
ٞبیی اص خبعش ٚخٛد دسایٝٙتشِی ثٝٞبی حدٓ وٌؼؼتٝ ٘یض اص ٍٕٞشایی سٚؽ

ٞبی حدٓ ٞبی ٔتفبٚت دس ػبختبس ٔبتشیغ طاوٛثی ٘ؼجت ثٝ سٚؽٔشتجٝ

ٞبی تؼشیـ وٙتشِی ضٕٙی، ثیـتش خٛاٞذ ثٛد. ثٝ ٕٞیٗ خبعش تٛػقٝ سٚؽ

 ٞبی ٌّشویٗ ٌؼؼتٝ ٔٛضٛؿ ثحث ایٗ ٔمبِٝ ٔی ثبؿذ.ٍٕٞشایی ثشای سٚؽ
ٔىب٘یه ػیبلات ٔحبػجبتی  اِٚیٗ ٘ؼخٝ سٚؽ ٌّشویٗ ٌؼؼتٝ دس صٔیٙٝ

ثٝ تشتیت اص یه ٔؼئّٝ  [4,3]تٛػظ وٛوجشٖ ٚ ؿٛ دس عی ٔمبلات ٔختّف 

ػبصٔبٖ ثقذی تب خشیبٖ اٚیّش دٚثقذی ٕٞشاٜ ثب ؿٛن دس ؿجىٝ ثیٞزِِٛٛی یه

وٛتبی ٔشتجٝ -ػبصی صٔب٘ی ساً٘ا٘دبْ ؿذ. ایٗ افشاد ایذٜ اػتفبدٜ اص ٌؼؼتٝ
 2ٚػیّٝ یه سٚؽ ٔحذٚدوٙٙذٜ ؿیتثٝ ثبلا ٕٞشاٜ ثب حفؼ ٕٞٛاسی ٔیذاٖ

(TVB )ٝفّت حدٓ ثبلای ػبصی ٕ٘ٛد٘ذ. ثٝػبصی ٌّشویٗ پیبدٜسا دس ٌؼؼت

ٞبی تش ثیٗ ٌشٜٔتغیشٞبی ٔیذاٖ دس ایٗ سٚؽ ٚ ثشلشاسی استجبط پیچیذٜ

ٞبی كشیح سا پیـٟٙبد وشد٘ذ. اص عشفی دیٍش ٔیذاٖ، ایٗ افشاد اػتفبدٜ اص سٚؽ

                                                                                                                                          
1
 Discontinuous Galerkin 

2
 Total Variational Bounded 

٘ـبٖ داد٘ذ وٝ اػتفبدٜ اص سٚؽ ٌّشویٗ ٌؼؼتٝ ٕٞشاٜ  [5]چبٚ٘ت ٚ ػبِضا٘ٛ 
كٛست ٘بٔـشٚط ٘بپبیذاس اػت. آ٘بٖ ثبثت ػبصی ٔشتجٝ اَٚ پیـشٚ ثٝثب ٌؼؼتٝ

ػبصی اٚیّش پبیذاس اػت وٝ ٘ؼجت وشد٘ذ وٝ ٍٞٙبٔی ایٗ سٚؽ ثب ٌؼؼتٝ

 3ثبؿذ. دس ٚالـ ثشای ایٗ ٔٙؾٛس فذد وٛسا٘ت (  ) اص ٔشتجٝ  ⁄    

(CFLٔی )ؼت ثؼیبس پبییٗ ٍ٘ٝ داؿتٝ ؿٛد. اص عشفی دیٍش وٛوجشٖ ٚ ؿٛ ثبی
كٛست ٘ـبٖ داد٘ذ وٝ پبیذاسی سٚؽ ٔزوٛس داسای ؿشط فذد وٛسا٘ت ثٝ [4]

ؿٛد، ٕٞچٙبٖ پبیذاسی اػت. ٕٞب٘غٛس وٝ ٔلاحؾٝ ٔی ⁄(    )     

ٔحذٚد ٚخٛد -ٞبی فذدی ٔب٘ٙذ تفبضُ ٚ حدٓضقیفی ٘ؼجت ثٝ ػبیش سٚؽ

ٞبی بسٞبی اخیش دس اػتفبدٜ اص ایٗ سٚؽ ثشای خشیبٖداسد. ٕٞچٙیٗ اص و
ٕٞشاٜ ؿشط ٔشصی تشویجی ٞبی ٔتخّخُ ٚ ثٝ٘بپزیش دس ٔحیظدٚفبصی تشاوٓ

اؿبسٜ وشد. دس ایٗ تحمیك اص سٚؽ پٙبِتی داخّی ثشای  [6]تٛاٖ ثٝ )ساثیٗ( ٔی

 تخٕیٗ خٕلات ثیضٛی اػتفبدٜ ؿذٜ اػت.

پزیش ٔقبدلات خشیبٖ ػیبَ تشاوٓیىی دیٍش اص وبسٞبی ثشخؼتٝ دس حُ 
اسائٝ ٌشدیذ.  [8]ٚ خشیبٖ ِضج  [7]تٛػظ ثبػی ٚ سیجی ثشای خشیبٖ غیشِضج 

ػبصی صٔب٘ی دس ایٗ وبسٞب ایذٜ اػتفبدٜ اس تٛاثـ پبیٝ لاٌشا٘ظی ثٝ ٕٞشاٜ ٌؼؼتٝ

ػبصی خّٕٝ ِضخت یه ٔتغیش ؿذ. ٕٞچٙیٗ ثشای ؿجیٝوبس ثشدٜوٛتب ثٝ-ساً٘

ٔقبدِٝ ٔشتجٝ دْٚ ثٝ دٚ ٔقبدِٝ ٔشتجٝ اَٚ تجذیُ ؿذ٘ذ  خذیذ تقشیف ؿذٜ ٚ
ٌشد٘ذ. ثشای ٔحبػجٝ ؿبس ِضخت سٚی ٔشصٞبی صٔبٖ حُ ٔیكٛست ٞٓوٝ ثٝ

اػت. ثقذٞب وٛوجشٖ ٚ ٌیشی ػبدٜ اػتفبدٜ ؿذٜإِبٖ اص یه ٔیبٍ٘یٗ

ٌیشی ػبدٜ داسای دس ٔمبِٝ خٛد ٘ـبٖ داد٘ذ وٝ ٔیبٍ٘یٗ [9]ٕٞىبسا٘ؾ 

تشی سا تحت فٙٛاٖ سٚؽ ٌّشویٗ ثٛدٜ ٚ آ٘بٖ سٚؽ ٔٙبػت ٍٕٞشایی پبییٙی
( اسائٝ وشد٘ذ. آ٘بٖ ثب ٔقشفی پبسأتشٞبی حفؼ پبیذاسی، LDG) 4ٔحّیٌؼؼتٝ

اكلاحی سا ثش  [10]ػشفت ٍٕٞشایی سٚؽ سا افضایؾ داد٘ذ. پشػٖٛ ٚ پشیش 

ٞبی دسخٝ اَٚ اػتفبدٜ ػبصی ٔحّی اسائٝ داد٘ذ وٝ اص ٕٞؼبیٝسٚؽ ٌؼؼتٝ

ػبصد. ایٗ سٚؽ ٘یض ثٝ سٚؽ د ٚ ثٝ ایٗ تشتیت ٍٕٞشایی سا ثٟتش ٔیوشٔی
 ( ٔقشٚف ٌشدیذ.CDG) 5ٌّشویٗ ٌؼؼتٝ ٔتشاوٓ

فّت حدٓ ثبلای تٛاٖ دسیبفت وٝ ثٝثب ثشسػی تبسیخچٝ ایٗ سٚؽ ٔی

ػبصی كشیح ٞبی ٌؼؼتٝػٕت اػتفبدٜ اص سٚؽٔتغیشٞب، ٔحممبٖ ثیـتش ثٝ

ؿذٜ دس ٕٞبٖ اثتذا آؿىبس ٕ٘ٛد وٝ ثٝ دِیُ ْا٘ذ. أب ٔغبِقبت ا٘دبسٚی آٚسدٜ
ػبصی ٔشتجٝ ثبلا، ِضخت ٔلٙٛفی ثؼیبس پبییٗ ایٗ سٚؽ خلٛكب دس ٌؼؼتٝ

ػبصی كشیح ثؼیبس ا٘ذن ثٛدٜ ٚ ثشای ٘یُ ثٝ یه ٔحذٚدٜ پبیذاسی ثب ٌؼؼتٝ

ٞبی ضٕٙی اػت. اِٚیٗ افشادی وٝ سٚؽ وبسآٔذ احتیبج ثٝ اػتفبدٜ اص اٍِٛسیتٓ

ٞبی ػشیـ حُ دػتٍبٜ اػتفبدٜ ی ضٕٙی ٕٞشاٜ ثب اٍِٛسیتٓػبصاص ٌؼؼتٝ
ٞبی ضٕٙی ٌّشویٗ ثٛد٘ذ. اص خّٕٝ دیٍش سٚؽ [11]ٕ٘ٛد٘ذ، ثبػی ٚ سیجی 

ٚ ٕٞچٙیٗ  [12]ضٕٙی دِدؼی ٚ فیؼتبٚس تٛاٖ ثٝ اٍِٛسیتٓ ٘یٌٕٝؼؼتٝ ٔی

پزیش وٛتبی ضٕٙی تب ٔشتجٝ چٟبس ثشای خشیبٖ ػیبَ تشاوٓ-اٍِٛسیتٓ ساً٘

یه اٍِٛسیتٓ  [14]اؿبسٜ ٕ٘ٛد. پشػٖٛ ٚ پشیش  [13]ػی ٚ ٕٞىبسا٘ؾ تٛػظ ثب
 6ػبصی وّی ثبلیٕب٘ذٜؿشط ثشای وٕیٙٝفٙٛاٖ پیؾای سا ثٝضٕٙی دٚ ٔشحّٝ

(GMRES ٜثشای حُ دػتٍبٜ خغی دس ٞش ٌبْ صٔب٘ی اسائٝ وشد٘ذ. آ٘بٖ اؿبس )

ػبختبس  ػبصی یهآٔذٜ اص ایٗ ٘ٛؿ ٌؼؼتٝدػتٕ٘ٛد٘ذ وٝ ػبختبس ٔبتشیغ ثٝ

ٞبی حُ ٔٙبػجی اسائٝ ٕ٘ٛد. یىی تٛاٖ اٍِٛسیتٓثّٛوی ثٛدٜ وٝ ثشاػبع آٖ ٔی
اص وبسٞبی ثشخؼتٝ اخیش دس صٔیٙٝ ثشسػی ٍٕٞشایی سٚؽ ٌّشویٗ ٌؼؼتٝ دس 

اسائٝ ؿذ. آ٘بٖ اص  [15]ٔؼبئُ حبِت پبیذاس تٛػظ دیٛػبدی ٚ داسٔٛفبَ 

ٞبی ؿشطٜ ثب پیؾٔدذد ٕٞشا-وشایّف ثب ؿشٚؿ-اٍِٛسیتٓ حُ ضٕٙی ٘یٛتٗ

                                                                                                                                          
3 
Courant Friedrichs Lewy 

4
 Local Discontinuous Galerkin 

5 
Compact Discontinuous Galerkin 

6 
Generalized minimal residual method 
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ىٝ لغشی دس ؿجٌٛ٘بٌٖٛ اػتفبدٜ ٕ٘ٛد٘ذ. ثشای سػیذٖ ثٝ یه آسایؾ ػٝ

 وشد٘ذ. دس خشیبٖ اػتفبدٜ 1ػبصٔبٖ اص ٔؼیشٞبیی ثب ثیـتشیٗ استجبط ثی
ٕ٘ٛ٘ٝ دیٍشی اص وبسٞبی اخیش دس صٔیٙٝ ٍٕٞشایی ثٝ وٕه اٍِٛسیتٓ 

اٖ ثٝ وبس ٘دبت ٚ تٛٔحذٚد ٔشتجٝ ثبلا ٔی-ٞبی حدٓوشایّف دس سٚؽ-٘یٛتٗ

اؿبسٜ ٕ٘ٛد. ٘دبت ٚ  [19,18]ٚ ٌّشویٗ ٌؼؼتٝ  [17,16]اِیٛسٌٛیچ 

ؿشط ثشای اٍِٛسیتٓ ٞبی ٔختّف پیؾاِیٛسٌٛیچ پغ اص ثشسػی سٚؽ
GMRES ُٔحذٚد ٔشتجٝ اَٚ ٔبتشیغ طاوٛثیٗ -دسیبفتٙذ وٝ اػتفبدٜ اص تفبض

3دس سٚؽ تدضیٝ ٘بلق 2ٕٞشاٜ ثب ٔشاتت ثبلای خبیٍزاسی
 (ILU)  ٝ٘تید

ٔٙبػجی ثشای ٍٕٞشایی تب ٔشتجٝ چٟبس ثٝ د٘جبَ داسد. ٕٞچٙیٗ اػتفبدٜ اص 

ثشای سػیذٖ ثٝ ٔحذٚدٜ خغبی  GMRESتقذاد صیشفضبی ثبثت دس اٍِٛسیتٓ 
سػذ ٚ دس ٚالـ اػتفبدٜ اص سٞیبفت چٙذ ٘ؾش ٕ٘یدِخٛاٜ دس ٞش تىشاس وبفی ثٝ

 ای ٔٙبػت اػت.ٔشحّٝ

وبسآٔذ وشدٖ حٍّش دس ٘ٛاحی خشیبٖ ثشای افضایؾ ػشفت ٍٕٞشایی ٚ 
ٞبی ِضخت ٔلٙٛفی اػتفبدٜ ؿذٜ اػت. ایٗ ٕٞشاٜ ٘بپیٛػتٍی، اص خّٕٝ

ای ٞبی ثب ٔشتجٝٞبیی ثب ا٘ذاصٜٞبی ِضخت ٔلٙٛفی ػجت ایدبد دسایٝ خّٕٝ
ٞبی غیش ِضج خشیبٖ ٞبی ٔبتشیغ وٝ ٔشثٛط ثٝ خّٕٝٔتفبٚت اص دیٍش دسایٝ

وٙذ ٚ شیغ طاوٛثیٗ ثذ ٚضقی ثیـتش پیذا ٔیؿٛد. دس ٘تیدٝ ٔبت ٞؼتٙذ، ٔی
ػبصی آٖ اص إٞیت ثؼضایی ثشخٛسد اػت. ٘ٛآٚسی ٔمبِٝ حبضش دس ؿشطپیؾ

ػبصی ضٕٙی ٔقبدلات خشیبٖ افٕبَ خٕلات ِضخت ٔلٙٛفی دس ٌؼؼتٝ
ػبصی ػبصی ٔبتشیغ طاوٛثیٗ حبكُ ایٗ ٌؼؼتٝؿشطپزیش ٚ ٘حٜٛ پیؾتشاوٓ

 ن ٔی ثبؿذ.ٞبی ِضج ٚ حبٚی ؿٛثشای خشیبٖ
 ++C٘ٛیؼی ثب صثبٖ ثش٘بٔٝ 4حٍّش ٔٛسد ٘ؾش دس ٔحیظ ٌشافیىی ِیٙٛوغ

)ثشای حٍّشٞبی خغی( ایدبد ؿذٜ اػت.  PETSc5ٕٞشاٜ وتبثخب٘ٝ دیدیتبِی 
ٞبی تِٛیذ افضاسػبصٔبٖ ایدبد ؿذٜ تٛػظ ٘شْٞبی ثیثٙذیٕٞچٙیٗ ؿجىٝ

ؿٛد ٚ تٕبٔی ٘تبیح دس فٙٛاٖ ٚسٚدی حٍّش تِٛیذ ٔیؿجىٝ ٌٕجیت، ثٝ
تٟیٝ  GB 4.00ٚ حبفؾٝ  i7 CPU-1.73GHzػیؼتٕی ثب ٔـخلبت ایٙتُ 

 ؿذٜ اػت.
 

 ريش عددی -2
پزیش، ٚاثؼتٝ ثٝ صٔبٖ، حبِت اػتٛوغ تشاوٓ-ٔقبدلات حبوٓ ثشای خشیبٖ ٘بٚیش

 ؿٛد:ثیبٖ ٔی (2)ٚ  (1)ٞبی كٛست ا٘ذیؼی عجك ساثغٝدٚثقذی ٚ ثٝ

(1)           ( )       
 (    )      [    ] 

(2) 
  (

 
   
  
)     (

   
          
  (    )

)    
  (

 
   

        

) 

   ،   وٝ دس آٖ 
اْ تشویت -kتشتیت ٕ٘بیبٍ٘ش ثٝ ( )   ٚ  (    ) 

ثشای ٔقبدلات پیٛػتٍی، F ٚ غیشِضج    ، ؿبس فجٛسی ِضجuثشداس پبیؼتبس 
ثشداس ػشفت دس    چٍبِی ػیبَ،   ٞؼتٙذ.  (2)ٔٛٔٙتْٛ ٚ ا٘شطی عجك ساثغٝ 

ثبؿٙذ. ا٘ذاصٜ ٔمذاس ا٘شطی وُ ػیبَ دس ٚاحذ خشْ ٔی    ٚ  iساػتبی 

اػت  5ٚ  4تشتیت ، دس حبِت دٚ ثقذی ٚ ػٝ ثقذی ثٝ  ثشداسٞبی پبیؼتبس 
 ؿٛد(.)اِجتٝ ٔقبدلات تٛسثلا٘غ سا ؿبُٔ ٕ٘ی

ؿیٜٛ ٌّشویٗ ٌؼؼتٝ، اص ػبصی ٔقبدلات ٘بٚیشاػتٛوغ ثٝثشای ٌؼؼتٝ

ٚ تخٕیٗ خٛاة اص   سٚی إِبٖ   دس فضبی ٔحبػجبتی    ٞبی ٔثّثی إِبٖ

  ای عشیك یه تبثـ چٙذ خّٕٝ
ؿٛد. دس ایٗ ساػتب اػتفبدٜ ٔی pثب دسخٝ   

  )خٛاة دس ایٗ فضب ٚ تخٕیٗ    
 )
ثبؿذ. ٔی 6یه تبثـ آصٖٔٛ      

                                                                                                                                          
1 
Line of maximum coupling 

2
 Fill-in 

3
 Incomplete Lower Upper 

4
 Linux 

5
 Portable, Extensible Toolkit for Scientific Computation 

6
 Test function 

ٞب ٚ ٌیشی سٚی تٕبْ إِبٖ، ا٘تٍشاَ(1)حبَ ثب افٕبَ تبثـ آصٖٔٛ دس ساثغٝ 

 (3)إِبٖ ٔحذٚد( ساثغٝ  7ٌیشی خض ثٝ خض )حبِت ضقیفاػتفبدٜ اص ا٘تٍشاَ
 آیذ:دػت ٔیثٝ

(3) ∑ ∫   

 

     

         (     )    

تقشیف  (5)ٚ  (4)كٛست ساثغٝ ثٝ (     )  وٝ دس ساثغٝ ثبلا خّٕٝ 
 :ؿٛدٔی

(4)   (     )  ∑ [  (     )    (     )]

    

 

(5)   (     )   ∫           ∫   
  ̂  (  

    
 ) ̂ 

 

  

 

 

   

ثبؿٙذ وٝ دس ثیبٍ٘ش خّٕٝ ِضخت ٔی (     )  خّٕٝ  (4)دس ساثغٝ 
ثشای تخٕیٗ ؿبس  8ثشای ایٗ خّٕٝ ٚ سٚؽ سٚ CDGایٗ تحمیك اص سٚؽ 

  )  ̂ ، (5)فجٛسی غیشِضج ساثغٝ 
    

، اػتفبدٜ ؿذٜ اػت. ٕٞچٙیٗ فلائٓ ( 
ٔمذاس ثشداس  ̂ ٔمبدیش داخُ ٚ ثیشٖٚ دس ٔشص إِبٖ ٔٛسد ٘ؾش ٚ   ( )ٚ   ( )

 وٙٙذ.ػٕت ثیشٖٚ إِبٖ سا ثیبٖ ٔی٘شٔبَ فٕٛد ثشػغح ثٝ

ػبصی ٔقبدلات ثشای تخٕیٗ ثشداس خٛاة تٛاٖ ٕٞب٘ٙذ ٌؼؼتٝحبَ ٔی

، تحت فٙٛاٖ ( )   ای ٘یض اص یه تشویت خغی تبثـ چٙذ خّٕٝ ،(   )  
  تبثـ پبیٝ دس فضبی 
اػتفبدٜ وشد. ثب ا٘تخبة تبثـ پبیٝ ٚ آصٖٔٛ یىؼبٖ سٚؽ   

 ٌیشد.ٌّشویٗ ٌؼؼتٝ ؿىُ ٔی
 آیذ:دػت ٔیثٝ (6)اص عشیك ساثغٝ  دس ایٗ ساػتب ثشداس خٛاة

(6)   (   )  ∑   ( )   ( )

 

 

 .ثبؿذلؼٕتی اص ثشداس خٛاة )تٟٙب تبثقی اص صٔبٖ( ٔی   دس ساثغٝ ثبلا، 
ای ا٘تخبة ؿذٜ اػت. ثشای فٙٛاٖ تبثـ چٙذ خّٕٕٝٞچٙیٗ تٛاثـ لاٌشا٘ظ ثٝ

تٛاٖ ثٝ ػبصی ٌّشویٗ ٌؼؼتٝ ٔیتٛضیحبت تىٕیّی دس ٔٛسد ٘حٜٛ ٌؼؼتٝ
 اؿبسٜ وشد. [18]ٔشخـ 

 آیذ:دػت ٔیثٝ (7)دس سٚاثظ ثیبٖ ؿذٜ، ساثغٝ  (6)ثب خبیٍزاسی ساثغٝ 

(7)   

   
  

   (  ( ))    

ػبصی ؿذٜ اػت ثبلیٕب٘ذٜ غیشخغی ٔقبدلات ٌؼؼتٝ   دس ساثغٝ ثبلا 

ؿٛد. ٕٞچٙیٗ تقشیف ٔی (      )    (  )  كٛست وٝ ثٝ
 لبثُ ٔحبػجٝ اػت: (8)، ٔبتشیغ خشٔی ثٛدٜ ٚ عجك ساثغٝ   ٔبتشیغ

(8)     
 ∫         

 

 

 

ٚ ا٘دبْ یه ػشی فّٕیبت سیبضی،  (7)ػبصی صٔب٘ی ساثغٝ ثب ٌؼؼتٝ
 آیذ:دػت ٔیكٛست صیش ثٝثٝ (9)ساثغٝ 

(9)   
      

  (
 

  
   

   
   

)
  

  (  
 ) 

 9صٔبٖ، ساثغٝ ثبلا ثٝ حبِت پبیذاسحبَ ثب افضایؾ ٌبْ صٔب٘ی ٚ ٌزؿت 
 ؿٛد.ٔقبدلات ٘بٚیش اػتٛوغ تجذیُ ٔی

(10) (  
      

 ) (
   
   

)    (  
 ) 

دػت ثٝ (10)ساثغٝ      فجبست دیٍش دس ٚالـ ثب ٌزؿت صٔبٖ یب ثٝ
ؿٛد وٝ دس ادأٝ ٞبی وشایّف اػتفبدٜ ٔیآیذ. ثشای حُ ایٗ ساثغٝ اص سٚؽٔی
 ثیبٖ خٛاٞذ ؿذ.عٛس ٔفلُ ثٝ

ثبؿذ ٚ اص ٟٕٔتشیٗ ثیبٍ٘ش ٔبتشیغ طاوٛثی ٔی ⁄      خّٕٝ 
ٞبی آٖ ثذٚضـ ٚ تٙه ثٛدٖ اػت. دس ایٗ تحمیك اص ػبختبس فـشدٜ  ٌیٚیظ

                                                                                                                                          
7
 Weak form 

8
 Roe 

9 
Steady-state 
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ٚ اص سٚؽ  [20]ٞبی ٔبتشیغ طاوٛثیٗ ثشای رخیشٜ دسایٝ 1سدیف پشاوٙذٜ
ثشای وبٞؾ پٟٙبی ثب٘ذ ػبختبس ٔبتشیغ اػتفبدٜ  2ویٔه-ٔقىٛع وبتٟیُ

ا٘ذیغ  3كٛست ثبصآساییؿذٜ اػت. ایٗ فُٕ دس ػبختبس وذ ٔحبػجبتی ثٝ

 ؿٛد.سٚی ٔمبدیش آٖ، ا٘دبْ ٔی ٞبی ٔبتشیغ، ٘ٝ ثشدسایٝ

ٞبی ضٕٙی ٞبی سٚؽٔحبػجٝ ٔبتشیغ طاوٛثی یىی اص ٟٕٔتشیٗ لؼٕت
یٗ ٔمبِٝ اص سٚؽ اختلاف ٔحذٚد وشایّف اػت. دس ا-ثخلٛف اٍِٛسیتٓ ٘یٛتٗ

 ثشای ٔحبػجٝ آٖ اػتفبدٜ ؿذٜ اػت: (11)عجك ساثغٝ 

(11) 
   
   

 
  (    )    (  )

 
 

ٞبی ٔیذاٖ عجك اٍِٛسیتٓ صیش ثٝ اصای تٕبٔی إِبٖ (11)ٕٞچٙیٗ ساثغٝ 

 ؿٛد:كٛست صیش اخشا ٔیثٝ

for j=1 to K 
for i=neighbors of element j 

           

if         

     
     (     ) 

  
     (  

  ) 

      
     (     

  ) 

        (  
  ) 

   
   

 
      

        

(        )
 

Else 

      (  ) 

         (     ) 

   
   

 
          

(        )
 

end if 
end for 

end for 

 ثبؿذ. ٔمذاسٞبی ٔیذاٖ ٔیتقذاد تٕبٔی إِبٖ Kدس اٍِٛسیتٓ ثبلا 

یب ٞٓ ٔشتجٝ خزس خغبی ٔبؿیٗ ثشای ایٗ پبسأتش دس ٘ؾش ٌشفتٝ        
ٞبی ٔشصی ٞبی ٔیذاٖ سا دس إِبٖٔمبدیش ِٔٛفٝ BCؿٛد. ٕٞچٙیٗ تبثـ 

 وٙذ.ٔحبػجٝ ٔی

 خطی دستگاٌ معادلاتحلگزَای فًق -3

وشایّف ثشپبیٝ اٍِٛسیتٓ حُ ثٟیٙٝ -٘یٛتٗٞبی دس ٚالـ ؿبِٛدٜ اكّی اٍِٛسیتٓ

دس تىشاسٞبی غیشخغی  ((10)ساثغٝ ) ٞبی خغی ؿذٜ ٔقبدلاتدػتٍبٜ
ثش ثٛدٜ ٚ عجیقی اػت ٞبی وشایّف اص ِحبػ ٔحبػجبتی ٞضیٙٝثبؿذ. سٚؽ ٔی

وٝ پیچیذٌی ٚ ثذ ٚضقی ٔبتشیغ خغی ؿذٜ ػجت افضایؾ تقذاد تىشاسٞبی 
غیش خغی سٚؽ ٘یٛتٗ وشایّف ٔی ٌشدد وٝ ٟ٘بیتب صٔبٖ ٔحبػجبت سا افضایؾ 

 [20,17,14].لبثُ تٛخٝ خٛاٞذ داد 

 : رٍشی هٌاسب بزای حل جزیاى سیالGMRESالگَریتن  -3-1

ای دس ٘بحیٝ     د٘جبَ یبفتٗ خٛاثی اص فضبی اكّی ثٝ GMRESسٚؽ 

ثبؿذ تحت فٙٛاٖ صیشفضبی وشایّف ٔی       ٔحذٚد ؿذٜ ٚ ٔٙبػت 
دٞٙذٜ صیشفضب ثشٞٓ فٕٛد تـىیُٞبی ثبؿذ. پبیٝٔی    وٝ عٛسیثٝ

ػبصی یه خٛاة ٔٙبػت ثشای دػتٍبٜ ثبؿٙذ ٚ ثب حُ یه ٔؼئّٝ وٕیٙٝ ٔی

آیذ. ایٗ سٚؽ دس ٚالـ یه سٚؽ تلٛیشػبصی ثشفضبی دػت ٔیٔقبدلات ثٝ
                                                                                                                                          
1
 Compressed sparse row 

2 
Reverse Cuthill-Mckee 

3
 Reordering 

، یه   فجبست دیٍش ثب داؿتٗ حذع اِٚیٝ )٘ؼجتب ٔٙبػت(  ثبؿذ. ثٝخٛاة ٔی
تجـ آٖ یه ثشای خٛاة ٟ٘بیی ٚ ثٝ     كٛست فضبی خٛاة تمشیجی ثٝ

ؿٛد تب تـىیُ دادٜ ؿذٜ ٚ ػقی ٔی     كٛست ثٝ فضب ثشداس ثبلیٕب٘ذٜ 

ی ایٗ ٔٙؾٛس ٞبی ثشداس ثبلیٕب٘ذٜ دس ایٗ فضب كفش ٌشدد. ثشاتٕبٔی ِٔٛفٝ

فجبستی دیٍش ؿذٜ آٖ فٕٛد ٌشدد، ثٝثبیؼت ثشداس ثبلیٕب٘ذٜ ثش فضبی ػبختٝ ٔی
ٞبی صیشفضبی وشایّف خغی پبیٝ . دس ایٗ حبِت خٛاة اص تشویت   

ػبصی حبكُ اص حُ ٔؼئّٝ وٕیٙٝ   وٝ           آیذ، دػت ٔی ثٝ

 (.1ؿٛد )ؿىُ یٔ

اص ایٗ ِحبػ ثؼیبس اسصؿٕٙذ اػت وٝ ٞیچ فشضی دسثبسٜ  GMRESسٚؽ 
اػت. ثٙبثشایٗ ایٗ ػبختبس ٔبتشیغ ٚ ٕٞچٙیٗ ٚضقیت ٔمبدیش ٚیظٜ آٖ ٘ـذٜ

ٞبی طاوٛثیٗ پزیش وٝ اػبػب ٔبتشیغخٛثی ثشای خشیبٖ ػیبَ تشاوٓسٚؽ ثٝ

ٞبی ثذ . أب دس ٔبتشیغثبؿذٞب ثؼیبس ثذ ٚضـ ٚ پشاوٙذٜ ٞؼتٙذ ٔٙبػت ٔیآٖ

یبثذ. دس ٔٛاسدی وٝ تذسیح افضایؾ ٔیٞبی وشایّف ثٝٚضـ، تقذاد ٔحبػجٝ پبیٝ
حذع اِٚیٝ ٔٙبػت دس اختیبس ٘جبؿذ، ا٘دبْ فّٕیبت ٔتقبٔذػبصی وبُٔ 

 [21]كشفٝ ٘یؼت. یه ساٜ ثشای ثٝ كشفٝ وشدٖ تٛػظ ػبد ٚ ؿِٛتض ٔمشٖٚ ثٝ

اػت. اٍِٛسیتٓ ٔزوٛس ثب  GMRES(m)ٔدذد -ٔٛػْٛ ثٝ اٍِٛسیتٓ ؿشٚؿ

ٕ٘بیذ. ٔشحّٝ، ٔیضاٖ ٘شْ خغب سا ٔحبػجٝ ٔی mا٘دبْ ٘بلق ٔتقبٔذػبصی دس 
اٌش ٔمذاس ٔغّٛة حبكُ ٘ـذٜ ثبؿذ، ثشای خٌّٛیشی اص افضایؾ فٛق خغی 

ا٘تخبة ؿذٜ ٚ فشآیٙذ  ⁄‖  ‖     ٔحبػجبت، پبیٝ اِٚیٝ خذیذ ثشاثش 

 د. ٌشدٔتقبٔذػبصی ٔدذدا تىشاس ٔی

 GMRESّوگزایی الگَریتن  -3-1-1

ٔثجت ثٛدٖ ثشای -ایٗ اػت وٝ ؿشط ٔقیٗ GMRESٔضایبی اٍِٛسیتٓ 

ٔبتشیغ طاوٛثی ضشٚسی ٘یؼت. ِٚی ثب تٛخٝ ثٝ ٔفْٟٛ فذد ؿشط ٔبتشیغ, 

ٞشچٝ ایٗ فذد ثضسٌتش ثبؿذ ٔیضاٖ تغییشات خٛاة ٘ؼجت ثٝ تغییشات ثشداس 
افذادؿشط ٘ؼجتب ثضسي، تغییش تش اػت. دس ػٕت ساػت دػتٍبٜ حؼبع

تٛا٘ذ فٕذتب ٘بؿی اص خغبی ٌشدوشدٖ وٛچىی دس ثشداس ػٕت ساػت وٝ ٔی

تٛا٘ذ اثش صیبدی سٚی خٛاة ٟ٘بیی ٌزاؿتٝ ٚ ٔؼیش ٍٕٞشایی سا تغییش ثبؿذ، ٔی

دٞذ ٚ یب حتی ٔختُ ٕ٘بیذ. دس ایٗ حبِت ا٘ذاصٜ پبیٝ خذیذ ٔتقبٔذ ؿذٜ، كفش 
تش دس فضبی وشایّف دس ثٝ یبفتٗ خٛاة دلیكؿٛد ٚ اٍِٛسیتٓ دیٍش لبٔی

-ٞبی پیؾ٘یؼت. دس ایٗ ساػتب ثشای وبٞؾ فذد ؿشط ٔبتشیغ اص ٔبتشیغ

 ؿٛد.ؿشط اػتفبدٜ ٔی

 شزطهاتزیس پیش -3-2
ػبصی ؿذٜ خشیبٖ ػبصی ٔقبدلات ٌؼؼتٝٔبتشیغ طاوٛثیٗ ثشخبػتٝ اص خغی

ثٛدٜ ٚ ٘یبص ثٝ تٛػظ سٚؽ ٌّشویٗ ٌؼؼتٝ، اغّت داسای افذاد ؿشط ثبلا 

ثبیؼت دس ٞش ٔشحّٝ اص ػبصی ٔیؿشطػبصی داس٘ذ. فُٕ پیؾؿشطپیؾ

 فضبٞبی وشایّف ا٘دبْ ٌشدد. تـىیُ ٞشیه اص صیش

ؿشط، ثٝ دٚ ٔٛسد ثبیذ تٛخٝ وشد: ٔٛسد اَٚ دس تـىیُ ٔبتشیغ پیؾ
ٞبی ؿشط ٘ضدیه ثٝ ٔبتشیغ اكّی ثب حزف پیچیذٌیا٘تخبة ٔبتشیغ پیؾ

ثبؿذ. ایٗ ٔٛضٛؿ ػبصی ٔشتجٝ ثبلا ٔیٞبی ٔشثٛط ثٝ ٌؼؼتٝٔٛخٛد دس دسایٝ

خٛثی ا٘دبْ ؿٛد ِٚی ٔتبػفب٘ٝ ٞبی ٔشتجٝ پبییٗ ثٝتٛا٘ذ ثب تـىیُ ٔبتشیغٔی

ثقبدی دس سٚؽ ٌّشویٗ ٌؼؼتٝ خٛسدٖ تقبدَ افّت ثٟٓایٗ ٔٛضٛؿ ثٝ
ؿشط ٔقبدَ ٕٞبٖ ثبؿذ. ٔٛسد دْٚ ا٘تخبة ٔبتشیغ پیؾپزیش ٕ٘ی أىبٖ

 ٞبیؿشط ٔب٘ٙذ سٚؽطاوٛثیٗ ٚ حُ تمشیجی دػتٍبٜ ٔقبدلات پیؾ ٔبتشیغ

ثبؿذ. لبثُ روش اػت ایٗ ٔٛضٛؿ تغبثك ( ٔیILUتدضیٝ ٔثّثی تمشیجی )

 . ٕٞچٙیٗ ثبصآسایی ٔٙبػت[15,14]خٛثی ثب سٚؽ ٌّشویٗ ٌؼؼتٝ داسد 
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ٞب سا وبٞؾ دادٜ وٝ ٔٙدش تٛا٘ذ ٔمذاس پٟٙبی ثب٘ذ دادٜؿشط ٔیٔبتشیغ پیؾ
تشی اص حُ خٛاٞذ ؿذ. ثٙبثشایٗ حُ دلیك ٞبی اضبفیثٝ وبٞؾ تِٛیذ دسایٝ

آیذ ٚ ایٗ أش ثٝ افضایؾ ٍٕٞشایی، وٕه دػت ٔیػبصی ثٝؿشطتمشیجی پیؾ

 ؿبیب٘ی خٛاٞذ وشد.

 (ILUفاکتَرگیزی هثلثی ًاقص ) -3-2-1

دس٘ؾش  A = LUكٛست فبوتٛسٌیشی وبُٔ ثّٛن ٔثّثی سا ثٝدس اثتذا 

ٔثّثی اػت. -ٔبتشیغ ثبلا Uٔثّثی ٚ -ٔبتشیغ پبییٗ Lٌیشیٓ وٝ دس آٖ  ٔی

ٚ  1ٞب، ثب فّٕیبت وبٞؾ پیـشٚدػت آٚسدٖ ٔبتشیغثب ا٘دبْ فُٕ تدضیٝ ٚ ثٝ

 ؿشط سا حُ ٕ٘ٛد.تٛاٖ دػتٍبٜ ٔقبدلات پیؾخبیٍضیٙی پؼشٚ ٔی
بٞؾ ٔحبػجبت ٚ حبفؾٝ، اػتفبدٜ اص فبوتٛسٌیشی ٔثّثی یه ساٜ ثشای و

تشیٗ ساٜ ایٗ اػت وٝ ٞشٌبٜ دس عَٛ ا٘دبْ فُٕ اػت. ػبدٜ ILU٘بلق 

ٚخٛد ٘ذاسد،  Aتدضیٝ، دسایٝ غیشكفشی تِٛیذ ٌشدد ٚ دس اٍِٛی اكّی ٔبتشیغ 

ٌشدد. ایٗ سٚؽ سٌیشی حزف ٔی٘ؾش اص ا٘ذاصٜ آٖ دس فشآیٙذ فبوتٛكشف
ٔـخق  ILU(0)حذ تدضیٝ ٘بلق ٔثّثی اػت وٝ ثب ٕ٘بد تشیٗ ای پبیٝ

 كٛست اٍِٛسیتٓ صیش ٘ـبٖ داد:تٛاٖ ثٝؿٛد. ٘ؼخٝ ثّٛوی حبِت فٛق سا ٔی ٔی
 ̃     ̃    
for j=1 to n-1 

for neighbors i<j of element j 

 ̃    ̃   ̃  
   

 ̃    ̃    ̃   ̃   
for neighbors k<1 of element j and i 

 ̃    ̃    ̃   ̃   

end for 

end for 
end for 

ٔٛاسد خٛاة خٛثی ثشای دػتٍبٜ دس ثؼیبسی اص  ILU(0)سٚؽ 

ٞبی ػبصیوٙذ. أب دس ؿشایغی ٔخلٛكب دس ٌؼؼتٝػبصی تِٛیذ ٔیؿشط پیؾ
تش وشایّف وٝ ٘یبص ثٝ دلیك-ٔشتجٝ ثبلا ٚ یب دس تىشاسٞبی ا٘تٟبیی اٍِٛسیتٓ ٘یٛتٗ

ثبؿذ. دس ایٗ ساػتب تشی ٘یبص ٔیؿشط اػت، اٍِٛی پیچیذٜثٛدٖ حُ پیؾ

اػت. یه سٚؽ ثش پبیٝ اٍِٛی ٍٟ٘ذاسی ٞبی ٔختّفی تبوٖٙٛ اسائٝ ؿذٜسٚؽ

٘بٔیذٜ  LOF2ٞب اػت وٝ ثٝ اختلبس ٔمبدیش اضبفی ثش اػبع ػغح إٞیت آٖ
كفش  ؿٛد. دس ایٗ سٚؽ اثتذای فُٕ فبوتٛسٌیشی، ثشای ٞش دسایٝ غیشٔی

دس ٘ؾش ٌشفتٝ  LOF∞ = ٚ ثشای ٞش دسایٝ كفش ٔمذاس  LOF=1ٔمذاس 

ثب وبٞؾ ا٘ذاصٜ آٖ ثٝ  LOFؿٛد. دس عی فُٕ فبوتٛسٌیشی ا٘ذاصٜ ػغح  ٔی

                                                                                                                                          
1
 Forward reduction 

2 
Level of fill 

تقییٗ  ILU(k)یبثذ. دس ایٗ ساػتب یه اٍِٛسیتٓ ػٕت كفش، افضایؾ ٔی

ثیـتش ؿٛد، آٖ سا اص  kوٙذ وٝ ٞش ٌبٜ ػغح إٞیت یه دسایٝ اص ٔمذاس  ٔی
ٞبی ٔبتشیغ تدضیٝ ؿذٜ حزف ٕ٘بیذ. ثشای ایٗ خب٘ٛادٜ اص تدضیٝ ٘بلق، دسایٝ

اػت. لبثُ روش ثیـتش ٔٛسد تٛخٝ لشاس ٌشفتٝ ILU(2  ٚ(ILU(3)اٍِٛٞبی 

 دػت خٛاٞذ داد.سا ثٝ LUٕٞبٖ تدضیٝ وبُٔ  ILU)∞(اػت 

 رٍش صاکَبی بلَکی -3-2-2

ٞبی ٞبی ثّٛن لغش اكّی ٚ حزف تٕبٔی دسایٝدسایٝایٗ سٚؽ ثب ا٘تخبة تٟٙب 

دٞذ. أب اص ؿشط اسائٝ ٔیلغشی، یه دػتٍبٜ ػبدٜ سا ثشای حُ پیؾ-غیش
لغشی، دس ٚالـ اتلبَ ثیٗ ٘مبط دس -ٞبی غیشعشف دیٍش ثب حزف دسایٝ

ػبصی حُ اص ٔیبٖ ثشداؿتٝ ؿذٜ ٚ ػیؼتٓ ٔقبدلات اص ٞٓ ػبختبس ٌؼؼتٝ

آٚسدٖ ٔبتشیغ طاوٛثی سا ٘ـبٖ دػت٘حٜٛ ثٝ (12)ؿٛد. ساثغٝ ٌؼؼتٝ ٔی

 دٞذ:ٔی

(12)  ̃  
  {

          

        
 

أب ایٗ سٚؽ دس ثشخی ٔٛاسد داسای ثبصدٞی ٔٙبػجی اػت، أب دس ٔؼبئُ 
دٞذ. تش، ٍٕٞشایی ثؼیبس ضقیفی سا اص خٛد ٘ـبٖ ٔیتش ثب ؿشایظ ػختوّی

 ا٘ذاصی( ٔٙبػت اػت.)ٔشحّٝ ساٜ ایٗ سٚؽ دس ٔشحّٝ اَٚ حُ

 کزایلف-ريش ویًته -4

ٞبی حٍّشٞبی فذدی، وبٞؾ ٞضیٙٝ ٔحبػجبت ٚ دٞٙذٜٞذف تٕبٔی تٛػقٝ

ػبصی اص ٔشتجٝ ثبلاتش ثبؿذ. ثب افٕبَ یه سٚؽ ٌؼؼتٝافضایؾ دلت حُ ٔی

عٛس فّٕی ایٗ لضیٝ صٔب٘ی تٛاٖ ثٝ ٞذف دْٚ دػت یبفت. ثب ایٗ حبَ ثٝٔی
ضیٙٝ اػت وٝ اٌش ٚ تٟٙب اٌش ٞضیٙٝ ٔحبػجبتی لبثُ ٔمبیؼٝ ثب ٞپزیش أىبٖ

 اػتفبدٜ اص ٔشتجٝ دْٚ ثبؿذ.

 ّای ًیَتي: ّوگزایی هحلیرٍش -4-1

 كٛست صیش ثیبٖ ٕ٘ٛد:تٛاٖ ثٝ صثبٖ سیبضی ٚ خلاكٝ ثٝٔؼئّٝ اكّی سا ٔی
(13)                         

             (  )    
پزیش ثبؿذ. ٞذف یه سٚؽ كٛست پیبپی ٔـتكثٝ Fثب ایٗ فشم وٝ تبثـ 

 3اػت. ایٗ ٔغّت ثب تقشیف تمشیت تبثـ (13)٘یٛتٙی پیذا وشدٖ سیـٝ ساثغٝ 

 ٌشدد:ؿىُ صیش د٘جبَ ٔیثٝ   حَٛ خٛاة 

(14)  (    )   (  )  ∫  ( )
    

  

   

ثب  (14)دػت آٚسدٖ تمشیت ٘ضدیه ثٝ خٛاة، ا٘تٍشاَ ساثغٝ ثشای ثٝ
(  ) كٛستػبصی ثٝخغی ٔیضاٖ اغتـبؽ  pؿٛد وٝ تمشیت صدٜ ٔی    

 اػت:   ٘ؼجت ثٝ حُ اكّی 

(15)   (    )   (  )   (  )    
ثبؿذ. دس یه تىشاس ٘یٛتٙی، ثٝ د٘جبَ ٔذِی اص ٔؼئّٝ اكّی ٔی   وٝ 

    )  ای وٝ ٌٛ٘ٝٞؼتیٓ ثٝ   خٛاة 
 ) ٌشدد. ثشای ایٗ ٔٙؾٛس،    

 حُ ؿٛد: Nثبیؼت ٔقبدِٝ صیش ثشای ٌبْ صٔب٘ی ٔی

(16) 
 (  ) 

    (  ) 
       

  

سٚص ؿذٜ ثشای ٌبْ ثقذی ٘ؼجت ثٝ ٌبْ فقّی اػت. اص آ٘دب خٛاة ثٝ   وٝ

ثبؿذ، أب تمشیت خٛثی اص آٖ    ثشاثش ثب خٛاة ٟ٘بیی    سٚد وٝ ا٘تؾبس ٕ٘ی

 خٛاة ٟ٘بیی تىشاس ٌشدد.ثبیؼت تب سػیذٖ ثٝسٚد، اٍِٛسیتٓ فٛق ٔیؿٕبس ٔیثٝ
 

 استزاتضی حل -4-2
 ا٘ذاصی )ٔؼئّٝٝ ثٝ دٚ ٔشحّٝ ساٜوشایّف ٔؼئّ-ػبصی ٘یٛتٗدس سٚؽ ضٕٙی

 

                                                                                                                                          
3. Affine approximation 

Fig. 1 GMRES Algorithm 
ٍٛسیتٓ  1شكل    GMRESٔشاحُ اِ
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ؿٛد. ٞش ٔشحّٝ ؿشایظ غیشخغی( ٚ ٔشحّٝ ٘یٛتٙی )ٔؼئّٝ خغی( تمؼیٓ ٔی

 ؿٛد.ٞب اؿبسٜ ٔیفشدی داسد وٝ دس صیش ثٝ آٖ ثٝٞبی ٔٙحلشیٚ ٚیظٌ

 اًداسیهزحلِ راُ -4-2-1

ٞبی ٘یٛتٙی تٛاٖ اص سٚؽثب تٙؾیٓ ٔٙبػت ٚ اسائٝ یه حذع اِٚیٝ ٔٙبػت، ٔی

یه ٍٕٞشایی فٛق خغی سا دسیبفت ٕ٘ٛد. ایٗ ٞذف ٔؼتّضْ اسائٝ یه ٔشحّٝ 

ا٘ذاصی اِٚیٝ ثشای تىشاسٞبی یه ساٜاِٚیٝ ٔٙبػت اػت. دس ایٗ ٔشحّٝ دس ٚالـ 

ٞبیی وٝ دس ایٗ ٔشحّٝ افٕبَ ؿٛد. ٕٞچٙیٗ ثٝ فّت تمشیت٘یٛتٙی ا٘دبْ ٔی

 داؿت. خغی سا ٘خٛاٞیٓؿٛد، دیٍش ا٘تؾبس یه ٍٕٞشایی ػشیـ ٚ فٛقٔی

دس یه اٍِٛسیتٓ ضٕٙی دس ٚالـ ٞذایت یه حُ غیشخغی  CFLتٙؾیٓ 

كٛست تذسیدی ثب تٙؾیٓ ٌبْ تٛا٘ذ ثٝاص دیذٌبٜ وّی اػت. ایٗ ٔشحّٝ ٔی

افٕبَ ؿٛد.  [17,16]ای كٛست پّٝٚ یب ثٝ [22]صٔب٘ی ٔلٙٛفی ٚ فذد وٛسا٘ت 

ای ٞبی تبسیخچٝتٛاٖ ثٝ سٚؽٔی CFLٞبی تٙؾیٓ اص خّٕٝ ػبیش اٍِٛسیتٓ

اؿبسٜ وشد وٝ وبسثشد خٛثی خلٛكب دس ٍٞٙبْ اػتفبدٜ اص ٔحذٚدٌشٞب  [23]

 ثبؿٙذ.داسا ٔی

یب ٞش ٔـخلٝ ٔغّٛة اص  (R)اػتفبدٜ اص ٘شْ تغییشات ثشداس ثبلیٕب٘ذٜ 

ثبؿذ. دس ایٗ ساػتب سٚصػبصی ثؼیبس ٔفیذ ٔیٞبی ثٝٔیذاٖ ثشای وٙتشَ ٌبْ

ا٘ذ. اص تٛػقٝ یبفتٝ CFLٞبی تٙؾیٓ فذد ؿشط پبیذاسی وٛسا٘ت یب ٕٞبٖ سٚؽ

ثؼیبس  CFLثشای تٙؾیٓ ٔمذاس  1وبٞٙذٜ-ٞب، سٚؽ تٛػقٝٔیبٖ ایٗ سٚؽ

 ؿٛ٘ذ:كٛست صیش تقشیف ٔیپشوبسثشد ٚ ثٝ

(17)             (
‖    ‖

‖  ‖
)

 

 

ٌشد٘ذ. كٛست تدشثی تٙؾیٓ ٔیثٝ a ٚ b ٞبیضشیت (17)دس ایٗ ساثغٝ 
ػبصی صٔب٘ی إٞیت فٕٛٔب ثشای سػیذٖ ثٝ یه حُ حبِت پبیب، دلت ٌؼؼتٝ

كٛست ، ثCFLٝتٛاٖ فلاٜٚ ثش تٙؾیٓ پبسأتش وّی پبییٙی داسد. ثٙبثشایٗ ٔی
كٛست ٔلٙٛفی ٔحّی ٚ ثشای ٞشیه اص ٘مبط ٔیذاٖ حُ، ٌبْ صٔب٘ی سا ثٝ

تغییش داد تب دس ٟ٘بیت ثب ػشفت ثیـتشی ثٝ حُ ٟ٘بیی دػت یبفت. ایٗ أش 
ثذیٟی اػت صیشا وٝ اػبػب ٔمیبع صٔب٘ی ٞش ٘مغٝ اص ٔیذاٖ ثشای ا٘تخبة یه 

ثبؿذ ٚ ایٗ اخبصٜ سا ثٝ اص حُ اِٚیٝ تب حُ ٟ٘بیی یىؼبٖ ٕ٘یاػتشاتظی خبف 
دٞذ وٝ دس خبیی وٝ تغییشات ؿذیذ ٘یؼت، ٌبْ صٔب٘ی سا تب ثبلاتشیٗ حذ ٔب ٔی

تٛاٖ أىبٖ دس ٘ؾش ثٍیشیٓ. ثٙبثشایٗ دس یه اٍِٛسیتٓ ٌبْ صٔب٘ی ٔلٙٛفی ٔی
 یه ٌبْ صٔب٘ی ٔحّی صیش تقشیف ٕ٘ٛد:

(18)    
          

   
 (‖  ‖)

 

تقشیفی اص ٘شْ ػشفت  Lاْ ٔیذاٖ، تبثـ i ا٘ذاصٜ إِبٖ    وٝ دس آٖ 

 اػت.  پزیش ٞبی خشیبٖ ػیبَ تشاوٓٔحّی ٔـخلٝ

فجبست دیٍش دلت یب ثٝ GMRESٌبْ ثقذی تقییٗ تّٛسا٘غ اٍِٛسیتٓ 
خبیی وٝ دس ایٗ ٔشحّٝ اص یه ثبؿذ. اص آٖحُ دػتٍبٜ ٔقبدلات ٔی

اػت، حُ دلیك دػتٍبٜ ٔقبدلات دس تؼشیـ ؿذٜ تمشیجی اػتفبدٜػبصی  خغی
سٚ دٞذ. اص ایٍٕٗٞشایی تبثیشی ٘ذاؿتٝ ٚ كشفب ٞضیٙٝ ٔحبػجبت سا افضایؾ ٔی

٘ؾش ؿٛد. ٔٙغمی ثٝشیجی حُ ٔیعٛس تمدػتٍبٜ ٔقبدلات دس ٞش تىشاس ثٝ
ٌشدد  ٔب٘ذٜ غیشخغی حُسػذ وٝ دػتٍبٜ ٔقبدلات ثٝ ا٘ذاصٜ وؼشی اص ثبلی ٔی

(. اػتفبدٜ اص ایٗ سٚیىشد اص كشف     ( )               )
 وٙذ.ٞضیٙٝ اضبفی خٌّٛیشی ٔی
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 Switched Evolution Relaxation 

 هزحلِ ًیَتي-4-2-2

دس ٔشحّٝ لجُ ثیـتش سفتبسٞبی ٌزسای یه ٔؼئّٝ غیشخغی دیٙبٔیه ػیبلات 

ٔحبػجبتی اص حُ ٔیذاٖ خشیبٖ حزف ؿذ ٚ خلٛكیبت فٕذٜ پبیب دس دأٙٝ 

ٞبی غیشخغی ٔب٘ذٜػبصی ثبلیاػت. ثٙبثشایٗ ٘تیدٝ خغیٌشدیذٜحُ ؽبٞش 

سػذ ٚ فشم وشدٖ ٔمذاس ثضسي ٚ یب ٘ؾش ٔیثشای یبفتٗ خٛاة پبیب ٔقمَٛ ثٝ

دٞذ. ػٕت ٍٕٞشایی دسخٝ دْٚ ػٛق ٔیحُ سا ثٝثیٟٙبیت ٌبْ صٔب٘ی، ساٜ

ش ؿٛد ٚ دلت خٛاة تبثیعٛس وبُٔ حُ ٔیدػتٍبٜ ٔقبدلات دس ایٗ ٔشحّٝ ثٝ

 ػضایی دس ٘شخ ٍٕٞشایی خٛاٞذ داؿت.ثٝ

 وتایج -5

دس ایٗ فلُ ثٝ اسائٝ ٘تبیح حبكُ اص سٚؽ فذدی دس ػٝ خشیبٖ صیشكٛت غیش 

ِضج، ٌزسای كٛت غیش ِضج ٚ صیشكٛت آساْ ِضج پشداختٝ خٛاٞذ ؿذ. ٕٞچٙیٗ 

ٞبی ٌّشویٗ ٌؼؼتٝ ثب افضایؾ تقذاد ؿجىٝ، صٔبٖ ثبیذ تٛخٝ داؿت دس سٚؽ

ػبصی یبثذ. دس ایٗ ساػتب ثشای ؿجیٝخغی افضایؾ ٔیكٛست فٛقٔحبػجٝ ثٝ

یه ٔؼئّٝ وبسثشدی ٚ ػٝ ثقذی )ٔب٘ٙذ ثبَ ٞٛاپیٕب ٚ ...( ثبیؼتی اص تقذاد 

 ؿجىٝ وٕتش ٚ ٔشتجٝ ثبلا اػتفبدٜ ؿٛد.

 جزیاى سیزصَت غیزلشج -5-1

فجبست دیٍش ٔقبدِٝ اِٚیٗ خشیبٖ ٔٛسد ثشسػی، خشیبٖ صیش كٛت غیشِضج یب ثٝ

ای ثب ثبؿذ. دس ایٗ ساػتب اثتذا ثشای تقییٗ ٔیضاٖ دلت حُ، اص ٔؼئّٝاٚیّش ٔی

 ؿٛد.حُ دلیك اػتفبدٜ ٔی

 2جزیاى آیشًتزٍپیک چزخشی -5-1-1

ٕ٘ٛ٘ٝ ٔٛسد ثشسػی ثشای افتجبسػٙدی خشیبٖ دس ؿشایظ صیشكٛت غیشِضج 

 ثبؿذ:اػتفبدٜ اص خشیبٖ آیض٘تشٚپیه چشخـی ثب حُ دلیك ساثغٝ صیش ٔی

(19)       (   
 )
    
  

 

(20)     (   
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(21)   (  (
   

     
)    (   

 ))

 

   

 

(22)      
 1.4γ=ٚ                 كٛست ٞب ثٝوٝ ٞشوذاْ اص ضشیت

ٗ ؿٛ٘ذ. اص حُ تقییٗ ٔی  (    )  (      )√  ٕٞچٙی

ؿشایظ ٔشصی اص ٔمبدیش آٖ دس ایٗ فٙٛاٖ ؿشایظ اِٚیٝ ٚ ثشای تخٕیٗ دلیك ثٝ

تجٝ حُ ٚ ٘شخ ٍٕٞشایی اص ػٝ ؿٛد. ثشای تخٕیٗ ٔش٘ٛاحی اػتفبدٜ ٔی

 2اػتفبدٜ ؿذٜ اػت ٚ ؿىُ  h ،h/2  ٚh/4ٞبی ثٙذی ثب ا٘ذاصٜ إِبٖ ؿجىٝ

 1.7دس ِحؾٝ  N=8ٚ وب٘تٛس چٍبِی ثب ٔشتجٝ  hثٙذی ثب ا٘ذاصٜ إِبٖ ؿجىٝ

 دٞذ وٝ ٚستىغ حبكُ ثب ٌزؿت صٔبٖ اص ٘مغٝثب٘یٝ پغ اص حُ سا ٘ـبٖ ٔی

 ثبؿذ.عشف دیٛاسٜ ػٕت ساػت ٔی دس حبَ حشوت ثٝ (5,0)

ٞبی ٔختّف حُ ٘شخ ٍٕٞشایی خشیبٖ سا دس ٔشتجٝ 3ٕٞچٙیٗ ؿىُ 

ثشای ٔمبدیش چٍبِی ٚ ٔقبدِٝ  L2ٔٙؾٛس ثبلیٕب٘ذٜ دٞذ وٝ ثشای ایٗ٘ـبٖ ٔی

ٔـخق اػت ٔشتجٝ حُ ٕٞب٘غٛس وٝ ؿٛد ٚ اَٚ ٔٛٔٙتْٛ ٔحبػجٝ ٔی

 آیذ وٝ ثشای ایٗ ٘ٛؿ خشیبٖ ٔمذاس ثٟیٙٝدػت ٔیثٝ O(hN+1/2)كٛست  ثٝ

 ؿٛد.ٔحؼٛة ٔی

 ، سیزصَت غیزلشجNACA0012جزیاى حَل ایزفَیل  -5-1-2

 عجك NACA0012دس ایٗ لؼٕت، خشیبٖ صیشكٛت غیشِضج، ؿبُٔ ایشفٛیُ 
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 Rotational 
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Fig. 2 Grid generation with element size of h and density contour in 

rotational isentropic flow 
 ٚ وب٘تٛس چٍبِی دس خشیبٖ آیض٘تشٚپیه چشخـی hثٙذی ثب ا٘ذاصٜ إِبٖ ؿجىٝ 2شكل 

 

 

Fig. 3 The rate of convergence in the different levels of density for 

rotational isentropic flow 
 ٘شخ ٍٕٞشایی دس ٔشاتت ٔختّف چٍبِی ثشای خشیبٖ آیض٘تشٚپیه چشخـی 3شكل 

ٌیشد. ٕٞچٙیٗ ٔـخلبت ایٗ خشیبٖ ؿبُٔ ٔٛسد ثشسػی لشاس ٔی (23)ساثغٝ 
دسخٝ ٚ ؿشایظ ٔشصی  2ػشفت كٛت دس ؿشایظ آصاد ٚ صاٚیٝ حّٕٝ  0.63

 ثشاثش ٚتش ایشفٛیُ ٔی ثبؿذ. 25دٚسدػت ثٝ ا٘ذاصٜ 

(23) 
      (                         

                  ) 

ثشای تخٕیٗ دلت حُ، اص ضشایت آیشٚدیٙبٔیىی پؼب ٚ ثشآ اػتفبدٜ ؿذٜ 

ػبصٔبٖ ؿبُٔ ؿجىٝ ثٙذی ثیدس ػٝ ؿجىٝ اػت. تٕبٔی ضشایت ٚ پبسأتشٞب

إِبٖ( ٔحبػجٝ  3432إِبٖ( ٚ سیض ) 1865إِبٖ(، ٔتٛػظ ) 404دسؿت )
ثٙذی حَٛ ایشفٛیُ دس ٘ٛاحی داسای ا٘حٙبی ؿجىٝ 4ؿٛ٘ذ. عجك ؿىُ ٔی

ؿذیذ )اثتذا ٚ ا٘تٟبی ایشفٛیُ( داسای تٕشوض ثبؿذ ٚ ثشای تخٕیٗ ٔشص خٕیذٜ 

 اػتفبدٜ ؿذٜ اػت.اص حُ دلیك ٔشصٞب 

ٕٞب٘غٛس وٝ لجلا اؿبسٜ ؿذ ثشای تقییٗ دلت حُ اص ضشیت آیشٚدیٙبٔیىی 
ؿٛد. اِجتٝ ثٙذی ٔختّف ثٝ اصای ٔشاتت ٔختّف ٔحبػجٝ ٔیپؼب دس ػٝ ؿجىٝ

ثبیذ ثٝ ایٗ ٘ىتٝ تٛخٝ وشد وٝ ثشای ٔحبػجٝ ٔیضاٖ خغب ایٗ پبسأتش اص ٔمذاس 

ػت، وٝ دس ایٗ ٔشخـ ٔمبدیش اػتفبدٜ ؿذٜ ا [24]ٌضاسؽ ؿذٜ دس ٔشخـ 

 چٙیٗ دس ایٗ ٌضاسؽثیبٖ ؿذٜ اػت. ٕٞ 0.3289ٚ ثشآ  0.0004ضشیت پؼب 
 

 

Fig. 4 Medium unstructured grid with 1865 elements  
 إِبٖ 1865ػبصٔبٖ ٔتٛػظ ثب ثٙذی ثیؿجىٝ 4شكل 

ػَّٛ ٚ اص ٔشتجٝ دٚ اػتفبدٜ ؿذٜ  10694اص سٚؽ حدٓ ٔحذٚد ثب تقذاد 

ثشاثش ٚتش  128اػت. ؿشایظ ٔشصی دس ٘ؾش ٌشفتٝ ؿذٜ ثشای ٔشص دٚسػت، 

ثبؿذ. ؿبیبٖ روش اػت ٔمبدیش ایٗ دٚ ضشیت آیشٚدیٙبٔیه ثٝ ایٗ ایشفٛیُ ٔی
ثبؿذ ٚ ایٗ دسكذ خغب ایدبد ؿذٜ، ٘بؿی اص فبكّٝ دس ؿشط ٔشصی حؼبع ٔی

ٔمبدیش ایٗ  1ثبؿذ. ٕٞچٙیٗ خذَٚ دٚسدػت ٔی٘ؾش ٌشفتٝ ثشای ؿشط ٔشصی 

 دٞذ.ای ٘ـبٖ ٔیضشایت سا دس ٔشاتت ٔختّف چٙذ خّٕٝ

ٚ  1865ٕٞچٙیٗ ثشای ػٙدؾ ٕ٘ٛداس ٔبخ سٚی ایشفٛیُ ثب تقذاد إِبٖ 
اسائٝ ؿذٜ اػت. دس ایٗ ؿىُ ٕ٘ٛداس  5دس ػٝ ٔشتجٝ ٔختّف عجك ؿىُ 

ؿٛد.  ٔمبیؼٝ ٔی [25]ساٖ حبكّٝ ثب ٕ٘ٛداس ٌضاسؽ ؿذٜ تٛػظ ِیبً٘ ٚ ٕٞىب

ٕٞب٘غٛس وٝ دس ایٗ ٕ٘ٛداس ٔـخق اػت ثب افضایؾ ٔشتجٝ حُ ٕ٘ٛداس ٔبخ 

 ؿٛد.تش ٔیتش ؿذٜ ٚ ثٝ ٕ٘ٛداس ٔشخـ ٘ضدیهسٚی ایشفٛیُ دلیك
ٞبی ضٕٙی تٛخٝ ثٝ تقذاد تىشاسٞبی یىی اص پبسأتشٞبی ٟٔٓ دس سٚؽ

بی ٘یٛتٗ وشایّف ٞیبثی ثٝ حُ ٟ٘بیی اػت. دس سٚؽا٘دبْ ؿذٜ ثشای دػت

ٞشدٚ تىشاس، ؿبُٔ حُ دػتٍبٜ )تىشاس خغی( ٚ حُ وّی خشیبٖ )تىشاس 

ثٙذی ثب ٘حٜٛ ٍٕٞشایی حُ دس ؿجىٝ 6غیشخغی( حبئض إٞیت اػت. ؿىُ 
٘ـبٖ  ILU(0)ؿشط پیؾثب ٔبتشیغ N=1-3إِبٖ سا دس ٔشاتت  1865تقذاد 

ٔٙبػت ٔبتشیغ دٞذ. ٕٞب٘غٛس وٝ دس ایٗ ؿىُ ٔـخق اػت ثب ا٘تخبة ٔی

 ثبؿذ.ؿشط ٚ ٌبْ صٔب٘ی دس ٔشحّٝ خغی ٘شخ ٍٕٞشایی اص ٔشتجٝ دٚ ٔیپیؾ

ٍٕٞشایی فٛق خغی، ٔشتجٝ –ٞبی وشایّف ثٙبثشایٗ اص ثضسٌتشیٗ ٔضیت سٚؽ
 تش ثٝعٛس وبُٔ اػتفبدٜ ؿذٜ اػت. اِجتٝ دس ایٗ لؼٕت اص ٔشاتت پبییٗثٝ -دٚ

 

 ای ٔختّفثٙذی ٚ دسخٝ چٙذخّٕٝٔمبدیش ضشیت ثشآ ٚ پؼب دس ؿجىٝ 1جدٍل 

Table 1 Lift and Drag in different grid and degree of the polynomial 
 ضشیت پؼب ضشیت ثشآ ٕ٘ٛ٘ٝ حُ

 دسؿت

 0.0023539 0.2978 ٔشتجٝ دٚ

 0.0081896 0.3304 ٔشتجٝ ػٝ

 0.0084564 0.3326 ٔشتجٝ چٟبس

 ٔتٛػظ
 0.0017013 0.3217 ٔشتجٝ دٚ

 0.0005817 0.3250 ػٝٔشتجٝ 

 0.0002951 0.3255 ٔشتجٝ چٟبس

 سیض

 0.0008331 0.3212 ٔشتجٝ دٚ

 0.0003191 0.3255 ٔشتجٝ ػٝ

 0.0002853 0.3253 ٔشتجٝ چٟبس
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Fig. 6 Convergence rate for inviscid subsonic flow  

 ٘شخ ٍٕٞشایی خشیبٖ صیشكٛت غیشِضج  6شكل 

ؿٛد. ٕٞب٘غٛس وٝ اص ایٗ ؿىُ فٙٛاٖ ؿشایظ اِٚیٝ ٔشاحُ ثبلاتش اػتفبدٜ ٔی
ٔشحّٝ خغی ٔـخق اػت ثب افضایؾ ٔشتجٝ حُ ٔیضاٖ تىشاسٞبی خغی دس 

وٙذ ِٚی تقذاد تىشاسٞبی غیشخغی دس كٛستی وٝ اص افضایؾ چٙذا٘ی پیذا ٕ٘ی
اٛٞذ وشد.ٞبی پبییٗٔشتجٝ  تش ثشای ؿشایظ اِٚیٝ اػتفبدٜ ٘ـٛد افضایؾ پیذا خ

ثبؿذ. ٞبی ضٕٙی ٔیصٔبٖ حُ ٘یض ٟٕٔتشیٗ پبسأتش ػٙدؾ اٍِٛسیتٓ
ػتفبدٜ اص ٔبتشیغ ٚیّش ثب ا( صٔبٖ اخشا ثشای خشیبٖ صیشكٛت ا7)ؿىُ 

دٞذ. ثبتٛخٝ ثٝ ایٗ ٞبی ٔختّف سا ٘ـبٖ ٔیدس ٔشتجٝ ILU(0)ؿشط  پیؾ
تٛاٖ دسیبفت وٝ ثب افضایؾ ٔشتجٝ ثب ٚخٛد اػتفبدٜ اص ٔشتجٝ پبییٗ ٕ٘ٛداس ٔی

چٙذاٖ تقذاد تىشاسٞبی خغی ٚ غیشخغی فٙٛاٖ ؿشایظ اِٚیٝ ٚ افضایؾ ٝ٘ثٝ
تٛاٖ ثٝ ػبخت یُ ایٗ ٔٛضٛؿ ٔییبثذ. اص دلاِٚی صٔبٖ اخشا افضایؾ ٔی

ؿشط ٚ حُ دػتٍبٜ خغی اؿبسٜ وشد. صیشا ٕٞب٘غٛس وٝ لجلا ٔبتشیغ پیؾ
ؿشط اػتفبدٜ ؿذٜ ثب افضایؾ ٔشتجٝ ٞبی پیؾاؿبسٜ ؿذٜ ثٛد اغّت ٔبتشیغ

 وٙذ.ٞب غیشخغی افضایؾ پیذا ٔیحُ صٔبٖ اخشای آٖ
 اِضأی اػت.ٞب ػبصیبٔی ؿجیٝثٙبثشایٗ پشداختٗ ثٝ صٔبٖ حُ دس تٕ

 

 

Fig. 7 Run time for viscous subsonic flow with 1865 elements 

  1865صٔبٖ اخشا خشیبٖ صیشكٛت ِضج دس تقذاد إِبٖ  7شكل 

ؿشط ٔٛخت وبٞؾ تقذاد پیؾعٛس ٔثبَ ٕٔىٗ اػت یه ٔبتشیغ ثٝ

افضایؾ صٔبٖ اخشا ٌشدد. تىشاسٞبی حٍّش خغی ؿٛد ِٚی دس حبِت وّی ثبفث 

ٕٞچٙیٗ دس ثقضی اص خشیب٘بت صٔبٖ اخشا إٞیت چٙذا٘ی پیذا ٘ىشدٜ ٚ 

ٞبی ٘بٌضیش ٞؼتیٓ اص ٔبتشیغ ؿٛد وٝحذی ثذٚضـ ٔیدػتٍبٜ حُ ثٝ

فّٕىشد  2ؿشط لٛی حتی ثب صٔبٖ اخشا عٛلا٘ی اػتفبدٜ وٙیٓ. خذَٚ  پیؾ

دٞذ. ػظ سا ٘ـبٖ ٔیثٙذی ٔتٛؿشط ثشای ؿجىٝٞبی پیؾٞشوذاْ اص ٔبتشیغ

ٚ  (Iter)ثبؿذ ٚ تقذاد تىشاسٞب صٔبٖ اخشا دس ایٗ خذَٚ ثشحؼت دلیمٝ ٔی

٘یض ٔـخق ؿذٜ اػت. ٕٞب٘غٛس وٝ دس  (GMRES)تقذاد تىشاسٞبی خغی 

فٙٛاٖ ای ثٝخذَٚ ٔـخق اػت ٍٞٙبْ اػتفبدٜ اص ٔبتشیغ چٙذؿجىٝ

تىشاسٞبی خغی ؿشط تقذاد تىشاسٞبی حُ ٚ ٞبی پیؾٕٞٛاسوٙٙذٜ ٔبتشیغ

ثیٗ   ILU(0)٘ؼجت ثٝ ILU(2)یبثذ، اػتفبدٜ اص عٛس چـٍٕیشی وبٞؾ ٔیثٝ

ٞبی دسكذ تقذاد تىشاس 97تب  Blockؿشط ٚ ٘ؼجت ثٝ ٔبتشیغ پیؾ 65تب  48

یبثذ. ِٚی دس ٘مغٝ ٔمبثُ صٔبٖ اخشا افضایؾ ٔی خغی سا وبٞؾ دادٜ اػت.

یغ طاوٛثی چٙذاٖ ثذٚضـ اِجتٝ ثب تٛخٝ ثٝ ایٙىٝ دس ایٗ ٘ٛؿ خشیبٖ ٔبتش

ؿشط ثذٖٚ ٕٞٛاس وٙٙذٜ ٞبی پیؾسػذ اص ٔبتشیغ٘ؾش ٔی٘یؼت ٔٙغمی ثٝ

 اػتفبدٜ ؿٛد.

 جزیاى گذرای صَت غیزلشج -5-2

ؿتٗ ٔبٞیت دٚ ٘ٛؿ خشیبٖ اص خبعش داخشیبٖ ٌزسای كٛت، ٕٞٛاسٜ ثٝ

ٞبی خلٛف دس سٚؽٞبی ػٙدؾ ثؼیبسی اص حٍّشٞب ثٛدٜ اػت. ثٝ ٕ٘ٛٝ٘

وشایّف، افٕبَ ٔحذٚدٌش ثبفث افضایؾ فذد ؿشط -ٕٞب٘ٙذ سٚؽ ٘یٛتٗضٕٙی 

یبثذ. دس تحمیك ؿذت وبٞؾ ٔیٔبتشیغ طاوٛثی ؿذٜ ٚ ٘شخ ٍٕٞشایی ثٝ

حبضش ثشای حُ ایٗ ٔـىُ اص ِضخت ٔلٙٛفی ثشای ٔحذٚد وشدٖ ٘ٛاحی ثب 

 ؿشط ٔٙبػت اػتفبدٜ ؿذٜ اػت.پیؾ ٞبیٌشادیبٖ ؿذیذ ٚ ٔبتشیغ

ثب ٔـخلبت  NACA0012یٗ خشیبٖ اص ایشفٛیُ ػبصی اثشای ؿجیٝ

M=0.8  ّٕٝؿٛد. دس ایٗ ٔـخلبت خشیبٖ دسخٝ اػتفبدٜ ٔی 1.25ٚ صاٚیٝ ح

 یه ؿٛن ضقیف دس صیش آٖ تـىیُ یه ؿٛن لٛی دس سٚی ایشفٛیُ ٚ
 

 ؿشط ٔختّف ثشای خشیبٖ صیشكٛت غیشِضجٞبی پیؾتبثیش ٔبتشیغ 2جدٍل 

Table 2 Effect of different precondition matrixes for inviscid subsonic flow  

  ٔشتجٝ
Block   ILU(0)   ILU(2)   MG-Block   MG-ILU(0)   MG-ILU(2)  

 صٔبٖ GMRES تىشاس صٔبٖ GMRES تىشاس صٔبٖ GMRES تىشاس صٔبٖ GMRES تىشاس صٔبٖ GMRES تىشاس صٔبٖ GMRES تىشاس

N=1 18 18134 47.0 18 1390 3.0 18 480 2.9 21 921 53.2 19 33 4.1 18 18 3.8 

N=2 12 13124 41.4 12 708 5.2 12 370 5.8 12 737 61.4 12 22 7.1 12 12 7.1 

N=3 13 16442 62.3 13 723 13.1 13 377 16.7 13 910 79.3 13 25 18.4 13 13 27.8 
 

Fig. 5 Mach number of inviscid subsonic flow around airfoil  
 خشیبٖ صیشكٛت غیشِضج ٕ٘ٛداس فذد ٔبخ حَٛ ایشفٛیُ ثشای 5شكل 
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[26] 

X/C 

إِبٖ ٚ  1298ثٙذی دسؿت ثب تقذاد ٘تبیح حبكّٝ دس ؿجىٝ 8ؿٛد. ؿىُ  ٔی

 دٞذ.ثذٖٚ تٕشوض ؿجىٝ دس ٔحُ ؿٛن سا ٘ـبٖ ٔی
ثبؿذ وٝ ثب ٔی N=3اصای ثقذ ٔبخ ثٝوب٘تٛس فذد ثی 9ٕٞچٙیٗ دس ؿىُ 

ثٙذی دسؿت، ؿٛن دس ػغح ثبلایی ٚ صیشیٗ ایشفٛیُ ثب تیضی ٚخٛد ؿجىٝ

 ٔٙبػجی تـىیُ ؿذٜ اػت.

ٔحذٚد ٍٞٙبْ اػتفبدٜ اص -ٞبی إِبٖیىی اص فٕذٜ ٔـىلات سٚؽ
لت حُ ثب ٚخٛد ٞبی ٌزسای كٛت، فذْ افضایؾ دٔحذٚدٌشٞب دس خشیبٖ

ٞبی فجبست دیٍش ضخبٔت ؿٛن ثٝ ا٘ذاصٜ إِبٖثبؿذ. ثٝافضایؾ ٔشتجٝ حُ ٔی

دسٌیش ٚاثؼتٝ اػت ٚ افضایؾ ٔشتجٝ حُ تبثیشی دس دلت حُ ٘خٛاٞذ ٌزاؿت. 

، ثب افضایؾ ٔشتجٝ حُ ٔیضاٖ خغبی ٕ٘ٛداس فذد ٔبخ حَٛ ػغح 10دس ؿىُ 
یشا ٔیضاٖ ِضخت افٕبِی یبثذ، صخلٛف دس ٔحُ ؿٛن وبٞؾ ٔیایشفٛیُ، ثٝ

دس ٔحُ ؿٛن ثب ٔشتجٝ حُ ساثغٝ ٔقىٛع داؿتٝ ٚ ثب افضایؾ ٔشتجٝ حُ، 

إِبٖ ٚ  129×39ثب  AGARD [26]یبثذ. دس ایٗ خشیبٖ اص ٘تبیح وبٞؾ ٔی

 تٕشوض ؿجىٝ دس ٔحُ ؿٛن ثشای افتجبسػٙدی اػتفبدٜ ؿذٜ اػت.
پؼب ثیبٖ ٕٞچٙیٗ ثشای ػٙدؾ دلت حُ دٚ ضشیت آیشٚدیٙبٔیىی ثشآ ٚ 

ٞبی ٔٛخٛد ٔمبیؼٝ دٚ ضشیت آیشٚدیٙبٔیىی سا ثب ػبیش حُ 3ؿٛد. خذَٚ ٔی

 سػذ.٘ؾش ٔیثٙذی ٔٙغمی ثٝوٙذ وٝ دسكذ خغب دس ایٗ ٘ٛؿ ؿجىٝٔی

سا ٘ـبٖ  N=1-3٘حٜٛ ٍٕٞشایی حُ ثٝ اصای ٔشاتت  12ٚ  11ؿىُ 
 ِیٝفٙٛاٖ ؿشایظ اٚدٞذ وٝ ٕٞب٘ٙذ خشیبٖ لجّی اص حُ ٔشاتت پبییٗ ثٝ ٔی

 

 

Fig. 8 Grid of transonic flow with 1298 elements 

 إِبٖ 1298ؿجىٝ ثٙذی خشیبٖ ٌزسای كٛت ثب  8شكل 
 

 
 

Fig. 9 Mach contour for transonic flow  

 وب٘تٛس فذد ٔبخ ثشای خشیبٖ ٌزسای كٛت 9شكل 

 

 

Fig. 10 Mach number of flow around an airfoil  

یُٛ ثٝ اصای ٔشتجٝ 10شكل   ٞبی ٔختّفٕ٘ٛداس فذد ٔبخ حَٛ ایشف

 ضشایت آیشٚدیٙبٔیىی ثشای خشیبٖ ٌزسای كٛت غیشِضج 3جدٍل 

Table 3 Aerodynamic coefficients for inviscid transonic flow  

 دسكذ خغب ضشیت پؼب دسكذ خغب ضشیت ثشآ ٕ٘ٛ٘ٝ حُ

 9.95 0.0243 2.85 0.3375 ٔشتجٝ دٚ

 5.43 0.0233 1.96 0.3406 ٔشتجٝ ػٝ

 2.71 0.0227 0.92 0.3442 ٔشتجٝ چٟبس

AGARD [26] 0.3474 0.00 0.0221 0.00 

 

 

Fig. 11 Convergence rate for inviscid transonic flow 

 ٌزسای كٛت غیشِضج٘شخ ٍٕٞشایی خشیبٖ  11شكل 

ثب تقذاد ؿشٚؿ  ILU(0)ؿشط ؿٛد. ٔبتشیغ پیؾٔشاتت ثبلاتش اػتفبدٜ ٔی

 ِحبػ ؿذٜ اػت. 6000ٚ ٔبوضیٕٓ تقذاد تىشاس  120ٔدذد حٍّش خغی 
دس ٚالـ ٌبْ صٔب٘ی لجُ اص تـىیُ ٚ ٔـخق ؿذٖ ٔحُ ؿٛن ٔحذٚد 

افضایؾ پیذا  (17)ػپغ اص عشیك ساثغٝ  (CFL=200)ٍ٘ٝ داؿتٝ ؿذٜ 
وٙذ. ثب خغی ؿذٖ خشیبٖ ٚ تـخیق ٔحُ ؿٛن ٔحذٚدٌش ثبثت ٍ٘ٝ  ٔی

ؿٛد. اِجتٝ دس ایٗ داؿتٝ ؿذٜ ٚ ٔب٘ـ اص تبثیشپزیشی آٖ اص ؿشایظ خشیبٖ ٔی
 وٝ ٔحذٚدٌش صٚدتش ثبثتحبِت ثبیذ ثٝ ایٗ ٘ىتٝ تٛخٝ وشد دسكٛستی

ؿذ. دس ایٗ  داؿتٝ ؿٛد ثبفت ٚاٌشایی خشیبٖ یب دلت پبییٗ حُ خٛاٞذ ٍ٘ٝ

ثبؿذ ٕ٘ٛ٘ٝ ٔٛسد ثشسػی، صٔب٘ی وٝ خشیبٖ دس آػتب٘ٝ ٚسٚد ثٝ ٔشحّٝ خغی ٔی
ؿٛد، ٔحذٚدٌش  O(1)فجبست دیٍش ٔیضاٖ ثبلیٕب٘ذٜ غیشخغی اص ٔشتجٝ یب ثٝ

 ؿٛد.ثبثت ٍ٘ٝ داؿتٝ ٔی
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Fig. 12 Run time for inviscid transonic flow with different orders  

 صٔبٖ اخشا خشیبٖ ٌزسای كٛت غیشِضج ثب ٔشاتت ٔختّف 12شكل 

ؿشط ٔختّف دس وٙبس ٕٞٛاس تبثیش اػتفبدٜ اص ػٝ ٔبتشیغ پیؾ 4دس خذَٚ 

 ILU(2)، اػتفبدٜ اص 4ای ٌضاسؽ ؿذٜ اػت. عجك خذَٚوٙٙذٜ چٙذؿجىٝ

 22دسكذ دس تقذاد تىشاسٞبی خغی ٚ  79تب  67ثیٗ   ILU(0)٘ؼجت ثٝ 
٘ؼجت  MG-ILU(2)ؿشط ٚ ٔبتشیغ پیؾ N=3دسكذ صٔبٖ اخشا دس ٔشتجٝ 

 20تب  16ٞبی خغی ٚ ثیٗ دسكذ تقذاد تىشاس 64تب  59ثیٗ  MG-ILU(0)ثٝ 

دس  12ٚ  11دسكذ صٔبٖ اخشا سا وبٞؾ دادٜ اػت. ٕٞچٙیٗ ثب تٛخٝ ثٝ ؿىُ 

ٞب دس ٔشحّٝ ثبؿذ ٚ تقذاد تىشاسیٔشحّٝ خغی ٘شخ ٍٕٞشایی فٛق خغی ٔ
ثبؿذ ٞب ثشای خشیبٖ صیشكٛت وبٔلا یىؼبٖ ٚ ٕٞب٘ٙذ ٔیخغی ثب تقذاد تىشاس

 ثبؿذ.وٝ حبوی اص فذْ تبثیشٌزاسی ٔحذٚدٌش دس ٘شخ ٍٕٞشایی ٔی

 جزیاى سیزصَت آرام لشج -5-3
ٞبی ثیضٛی ٚ ػبختبس ثذٚضـ فّت داؿتٗ خّٕٝٔقبدِٝ ٘بٚیشاػتٛوغ ثٝ

ٞبی ٌّشویٗ ٌؼؼتٝ ٞبی چبِؾ اٍ٘یض دس سٚؽطاوٛثی یىی اص صٔیٙٝٔبتشیغ 
ؿٛد. ٕٞچٙیٗ سٚؽ ٌّشویٗ ٌؼؼتٝ دس ایٗ ٘ٛؿ خشیبٖ ضٕٙی ٔحؼٛة ٔی

اٚثؼتٝ اػت.ثٝ ؿجىٝ  ثٙذی ٚ ٔـخلبت خشیبٖ ثؼیبس 

إِبٖ حَٛ  2086ثب تقذاد  13ثٙذی ؿىُ ٕ٘ٛ٘ٝ ٔٛسد ثشسػی ؿجىٝ

ٚ صاٚیٝ  M=0.5  ٚRe=5000 ، ثب ٔـخلبت خشیبNACA0012ٖایشفٛیُ 
ثبؿذ وٝ اص ؿشط ٔشصی دٚسدػت ثشای ٚسٚدی خشیبٖ ٚ حّٕٝ كفش دسخٝ ٔی

 آدیبثبتیه ثشسٚی دیٛاسٜ اػتفبدٜ ؿذٜ اػت. -فذْ ِغضؽ

ای ثشای وب٘تٛس فذد ٔبخ دس ٔشاتت ٔختّف چٙذخّٕٝ 14ٕٞچٙیٗ ؿىُ 

ای خّٕٝ دٞذ. دس ایٗ ؿىُ ٘یض ثب افضایؾ ٔشتجٝ چٙذسا ٘ـبٖ ٔی CDGسٚؽ 
ٞبی تـىیُ ؿذٜ ٘یض ٌشداثٝ 15تغییشات وب٘تٛس ٔبخ ٔـخق اػت. دس ؿىُ 

ٕ٘بیبٖ اػت. تـىیُ ایٗ دٚ ٌشداثٝ  N=3دس ا٘تٟبی ایشفٛیُ ثٝ اصای ٔشتجٝ 

ثؼیبس إٞیت داسد صیشا ٕٔىٗ اػت دس ٔشحّٝ خغی دس كٛست تخٕیٗ اؿتجبٜ 

ٛ٘ٞبی ثیضٛی ٞیچىذاْ اص ایٗ ٌشداثٝخّٕٝ  ذ.ٞب تـىیُ ٘ـ
 تٕبٔی پبسأتشٞبی ػٙدؾ ثشای ایٗ خشیبٖ دس ػٝ ٔشتجٝ حُ 5خذَٚ 

 

 

 

Fig. 13 Applied grid for viscous laminar subsonic flow 

 ؿجىٝ ثٙذی اػتفبدٜ ؿذٜ ثشای خشیبٖ صیشكٛت، آساْ ِضج 13شكل 

 
 

Fig. 14 Mach contour of viscous laminar subsonic flow in order of N=3 

 N=3وب٘تٛس فذد ٔبخ ثشای خشیبٖ صیشكٛت آساْ ِضج دس ٔشتجٝ  14شكل 

دٞذ. ثب تٛخٝ ثٝ ایٗ خذَٚ، ثب افضایؾ ٔشتجٝ حُ ٔمبدیش ضشیت سا ٘ـبٖ ٔی
ؿٛد. اِجتٝ تش ٔیٞبی ٔقیبس ٘ضدیهتش ؿذٜ ٚ ثٝ حُپؼب ٚ ٘مغٝ خذایؾ دلیك

فّت ٘جٛد یه ٔشخـ ٔغٕئٗ ثشای ٔمبیؼٝ اص ػٝ ٔٙجـ ثب حبِت ثٝدس ایٗ 

فّت تقذد ٔٙبثـ، ثیبٖ ٞبی ٔختّف اػتفبدٜ ؿذٜ اػت. ثٙبثشایٗ ثٝسٚؽ

 سػذ.٘ؾش ٕ٘یحُ خشیبٖ ٔٙغمی ثٝٝ ٔشتج
ٚ دس  ILU(0)ؿشط ٘شخ ٍٕٞشایی ایٗ خشیبٖ ثب ٔبتشیغ پیؾ 16ؿىُ 

دس ایٗ حبِت ٘یض ٕٞب٘ٙذ سٚ٘ذ دٞذ. سا ٘ـبٖ ٔی N=1-3ای ٔشاتت چٙذخّٕٝ

فٙٛاٖ ؿشایظ اِٚیٝ ٔشاتت ثبلا اػتفبدٜ ؿذٜ اػت. اص ٌزؿتٝ، اص ٔشاتت وٕتش ثٝ

آ٘دبیی وٝ دس ایٗ خشیبٖ دٚ دػتٝ ٔقبدِٝ ثشای تخٕیٗ خّٕٝ ثیضٛی اػتفبدٜ 
یبثذ )ؿىُ یىجبسٜ افضایؾ ٔیؿٛد ثب افضایؾ ٔشتجٝ حُ حدٓ ٔحبػجبت ثٝٔی

 تشیغ طاوٛثی تقذاد تىشاسٞبی حٍّشثذٚضـ ثٛدٖ ٔبفّت (. ٕٞچٙیٗ ث17ٝ

 
 ؿشط ٔختّف ثشای خشیبٖ ٌزسای كٛت غیشِضجٞبی پیؾتبثیش ٔبتشیغ 4جدٍل 

Table 4 Effect of different precondition matrixes for inviscid transonic flow  

  ٔشتجٝ
Block  

 
ILU(0)  

 
ILU(2)  

 
MG-Block  

 
MG-ILU(0)  

 
MG-ILU(2) 

 

 صٔبٖ GMRES تىشاس صٔبٖ GMRES تىشاس صٔبٖ GMRES تىشاس صٔبٖ GMRES تىشاس صٔبٖ GMRES تىشاس صٔبٖ GMRES تىشاس

N=1 - - - 33 1119 17.0 33 320 19.2 33 4003 89.2 33 81 19.8 33 33 25.1 

N=2 - - - 21 910 25.2 21 297 24.9 25 5450 112.2 21 58 31.6 21 21 26.5 

N=3 - - - 29 875 68.9 29 181 53.7 31 6770 230.1 29 79 72.1 29 29 57.2 
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Fig. 15 The formed vortex at the trailing edge of airfoil in laminar 

subsonic flow 

 ٌشداثٝ تـىیُ ؿذٜ ثشای خشیبٖ صیش كٛت آساْ دس ا٘تٟبی ایشفٛیُ 15شكل 

 ٔمبیؼٝ ضشایت آیشٚدیٙبٔیىی ثشای خشیبٖ صیشكٛت آساْ ِضج 5جدٍل 

Table 5 Comparison of aerodynamic coefficients for viscous laminar 

subsonic flow  

 ٕ٘ٛ٘ٝ حُ
ضشیت پؼبی 

 فـبسی
 ٘مغٝ خذایؾ ضشیت پؼبی ِضخت

 0.803 0.0322 0.0210 ٔشتجٝ دٚ

 0.805 0.0329 0.0228 ٔشتجٝ ػٝ

 0.820 0.0334 0.0225 چٟبسٔشتجٝ 

ARC2D [27] 0.0221 0.0321 0.824 

Mavriplis [28] 0.0229 0.0332 0.814 

Radespiel [29] 0.0224 0.0330 0.814 

 

 
 

Fig. 16 Convergence rate of Laminar subsonic flow for different 

polynomial orders 

 ای٘شخ ٍٕٞشایی خشیبٖ صیشكٛت آساْ دس ٔشاتت ٔختّف چٙذخّٕٝ  16شكل 
 

 یبثی ثٝ خٛاة ٔغّٛة افضایؾ چـٍٕیشی داسد.ثشای دػت

 بدِٝ ٘بٚیش اػتٛوغ ثب٘شخ ٍٕٞشایی سٚؽ ٌّشویٗ ٌؼؼتٝ ثشای ٔق
 

 

Fig. 17 Run time of viscous subsonic flow for different orders 

 صٔبٖ اخشا خشیبٖ صیشكٛت ِضج دس ٔشاتت ٔختّف 17شكل 

ٞبی اخیش ٔٛسد تٛخٝ لشاس ٌشفتٝ اػت. دس حٍّشٞبی خغی دس ػبَ اػتفبدٜ اص

فّت ٔبٞیت فیضیىی خشیبٖ، داخُ ٚ ثیشٖٚ ٞب ثٝٚالـ دس ایٗ ػشی اص خشیبٖ

ثبؿٙذ. دس ٞبی ٔختّف ٔیٞبی ٔبتشیغ طاوٛثی اص ٔشتجٝلایٝ ٔشصی، دسایٝ
٘تیدٝ حُ دػتٍبٜ دس ٔشحّٝ خغی داسای ٘شخ ٍٕٞشایی وٕتشی ثٛدٜ ٚ حتی 

اٛلـ، ثب وٕتشیٗ خغبیی ٔب٘ـ اص ٍٕٞشایی حُ ٔی  (.6ؿٛد )خذَٚ دس ثقضی ٔ

ؿشط ٞبی پیؾتشیٗ ٔبتشیغای یىی اص ٔٙبػتٕٞٛاس وٙٙذٜ چٙذ ؿجىٝ

دیش عٛس كحیح ٔمبثبؿذ ِٚی دس ٔٛاسدی وٝ ثٝثشای ٔقبدِٝ ٘بٚیشاػتٛوغ ٔی
ٛد تبثیش فىؼی خٛاٞذ ٌزاؿت. دس ایٗ تحمیك ثشای ایٗ  ٚسٚدی آٖ تقییٗ ٘ـ

ثشای  40ٚ  90، 115ٚ تىشاسٞبی  [15]ای چشخٝ Vؿشط، اص ٘ٛؿ پیؾ

ثشای ٍٕٞشایی  10-10تىشاسٞبی داخّی دس ٘ؾش ٌشفتٝ ؿذٜ اػت. ٔیضاٖ 

ثبلیٕب٘ذٜ غیشخغی ٚ ػٝ ٔشتجٝ وٕتش اص ایٗ ثبلیٕب٘ذٜ ثشای ثبلیٕب٘ذٜ خغی 
 ثشای ٞش تىشاس دس ٘ؾش ٌشفتٝ ؿذٜ اػت.

یبثی ثٝ ٘شخ ٍٕٞشایی ػشیـ دس ایٗ ٘ٛؿ خشیبٖ ثبیذ اص ثشای دػت

ٞب دس ؿشط ٔٙبػجی اػتفبدٜ ؿٛد وٝ استجبط ثیٗ إِبٖٞبی پیؾٔبتشیغ

فجبست دیٍش دس سٚؽ ثّٛن ٚ ٘بحیٝ غیشِضج سا دس ثشٌیشد. ثٝ داخُ لایٝ ٔشصی
ٌیشد دس ٘تیدٝ حٍّش خغی ٞب سا دس ٘ؾش ٕ٘یطاوٛثی استجبط ثیٗ تٕبٔی إِبٖ

٘ؼجت ثٝ  ILU(2)اػتفبدٜ اص  ،6عجك خذَٚ  .ؿٛددس ایٗ حبِت ٔتٛلف ٔی

ILU(0)   ؿشط دسكذ دس تقذاد تىشاسٞبی خغی ٚ ٔبتشیغ پیؾ 93تبMG-

ILU(0)  ٝ٘ؼجت ثMG-ILU(2)  ٗٞبی خغی دسكذ تقذاد تىشاس 79تب  71ثی
٘ىتٝ خبِت، فذْ ٍٕٞشایی  .دسكذ صٔبٖ اخشا سا وبٞؾ دادٜ اػت 25ٚ تب 

ثبؿذ وٝ ثشخلاف آٖ تٛػظ ٔبتشیغ ٔی N=3دس ٔشتجٝ  ILU(0)سٚؽ تٛػظ 

 حٍّش دس ایٗ ٔشتجٝ ٍٕٞشایی ثؼیبس ٔٙبػجی داسد. ILU(2)ؿشط پیؾ

 گیزیًتیجِ -6
ٞبی إِبٖ ٔحذٚد ٔشتجٝ ثبلا ثب افضایؾ ٔشتجٝ دس ثؼیبسی اص سٚؽ

ػبصی دس خشیبٖ ٌزسای كٛت، دلت حُ دس ٔحُ ٌؼؼتٍی افضایؾ  ٌؼؼتٝ

 یبثذ. دس ایٗ ٔمبِٝ ثشایوبٞؾ ٔیوٙذ ٚ ٘شخ ٍٕٞشایی چٙذا٘ی پیذا ٕ٘ی
 

 ثشای خشیبٖ صیشكٛت ِضجؿشط ٔختّف ٞبی پیؾتبثیش ٔبتشیغ 6جدٍل 
Table 6 Effect of different precondition matrixes for viscous subsonic flow  

  ٔشتجٝ
Block   ILU(0)   ILU(2)   MG-Block   MG-ILU(0)   MG-ILU(2)  

 صٔبٖ GMRES تىشاس صٔبٖ GMRES تىشاس صٔبٖ GMRES تىشاس صٔبٖ GMRES تىشاس صٔبٖ GMRES تىشاس صٔبٖ GMRES تىشاس

N=1 - - - 17 7886 16.3 16 663 13.3 20 3126 142.1 20 56 19.1 16 16 14.7 

N=2 - - - 14 6847 33.1 14 477 29.9 18 3072 176.9 18 56 40.4 14 14 30.9 

N=3 - - - - - - 15 548 67.6 22 4578 367.5 20 82 92.7 15 17 69.1 
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دس ٔحُ ؿٛن ٚ افضایؾ ٘شخ ٍٕٞشایی اص ِضخت ٔلٙٛفی  افضایؾ دلت حُ
 اػت. ایٗ ٔٛضٛؿ ثبفث افضایؾ دلت حُ )ثب ٚخٛد ثبثت ثٛدٖاػتفبدٜ ٌشدیذٜ 

تقذاد ؿجىٝ( ٚ افضایؾ ٘شخ ٍٕٞشایی )ٍٕٞشایی فٛق خغی دس ٔشحّٝ خغی( 

ؿذ. ٕٞچٙیٗ دس ایٗ تحمیك ثشای وبٞؾ تقذاد تىشاسٞبی غیشخغی اص سٚؽ 

 افضایؾ ٌبْ صٔب٘ی ٔحّی ثشاػبع ؿشایظ فیضیىی ٔیذاٖ اػتفبدٜ ؿذ.

فّت ٌّشویٗ ٌؼؼتٝ ثٝ  ؿشط ثشای سٚؽٞبی پیؾاػتفبدٜ اص ٔبتشیغ

ػبصی ٔقبدلات، ٞبی ٔبتشیغ طاوٛثیٗ ٘بؿی اص ٌؼؼتٝ٘جٛدٖ دسایٝ ٔشتجٝٞٓ

ثؼیبس حبئض إٞیت ثٛدٜ ٚ فٕلا تبثیش اػبػی ثش ػشفت ٍٕٞشایی داؿتٝ اػت. 

 ILU(2)  ٚMG-ILU(2)ؿشط ٞبی پیؾدس ایٗ ساػتب اػتفبدٜ اص ٔبتشیغ
ٚ  79دسكذ، ٌزسای كٛت  65٘ضخ ٍٕٞشایی دس خشیبٖ صیش كٛت غیشِضج 

سػذ اػتفبدٜ اص ٘ؾش ٔیدسكذ وبٞؾ دادٜ اػت. ثٝ 93آساْ سا تب  صیشكٛت

تٛا٘ذ ٔـىُ ٍٕٞشایی لا ٔیؿشط فبوتٛسٌیشی ٔشتجٝ ثبٔبتشیغ پیؾ

 ٞبیی ثب فذد ؿشط ثبلا سا ثشعشف وٙذ. ٔبتشیغ
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