
 

 183-119ص  ، ص1، شمبره 31، دوره 3169خرداد  ،مهندسی مکبنیک مدرس مجله
        

 
 

 مبهنبمه علمی پژوهشی 

 مدرس  مکانیک مهندسی 

  mme.modares.ac.ir 

 

  

  

  

  
        

 

 

 :Please cite this article using :برای ارجاع به این مقاله از عبارت ذیل استفاده نمایید
 Z. Mousavi, S. A. Shahidi, B. Boroomand, Bending Analysis of Nano Beam and Rectangular Nano Plate based on Full Modified Nonlocal (FMNL) Theory, Modares Mechanical 

Engineering, Vol. 17, No. 3, pp. 376-384, 2017 (in Persian) 

 محلی اصلاح شده کبمل آنبلیز خمش نبنو تیر و نبنو صفحه بر اسبس تئوری الاستیسیته غیر

 3بیژن برومند، *2علیرضا شهیدی، 1زهرا سادات موسوی

 اصفْبى، داًطگبُ صٌعتی اصفْبى، هٌْدسی هکبًیک، داًطجَی دکتزا -1

 اصفْبى، داًطگبُ صٌعتی اصفْبىبر، هٌْدسی هکبًیک، استبدی -2
 اصفْبى، داًطگبُ صٌعتی اصفْبى، هٌْدسی عوزاى، استبد -3

 shahidi@cc.iut.ac.ir، 8415683111 ، غٌذٍق پستیاغفْبى *
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 همبلِ پضٍّطی کبهل

 1395 دی05 دریبفت: 
 1395 بْوي 27پذیزش: 

 4931فزٍردیي  41ارائِ در سبیت: 

ّوچٌیي  ارائِ ضدُ است. رفتبر ًبًَ سبختبرّبهحلی اصلاح ضدُ کبهل جْت تحلیل  همبلِ رٍضی جدید هَسَم بِ تئَری الاستیسیتِ غیزدر ایي  
. بدیي هٌظَر بز اسبط بوٌظَر ًطبى دادى کبرایی تئَری ارائِ ضدُ هسبئل خوص ًبًَ تیز ٍ ًبًَ صفحِ هستطیلی هَرد بزرسی لزار گزفتِ است

ٍ بب استفبدُ اس اصل تغییزاتی، هعبدلات حبکن ٍ ضزایط هزسی ًبًَ تیز ٍ ًبًَ صفحِ هستطیلی تحت ببر  اصلاح ضدُ هحلی هعبدلات سبختبری غیز
ُ است کِ ببس آرایی گبُ سبدُ بدست آهدُ ٍ ًتبیج تحلیل عددی هعبدلات بدست آهدُ ارائِ گزدیدُ است. ّوچٌیي ًطبى دادُ ضد عزضی رٍی تکیِ

اَّد ضد.  سزی ظبّز ضدُ در رٍابط خیش بیطیٌِ ًبًَ تیز ٍ ًبًَ صفحِ هٌجز بِ حذف خطبی لطع کزدى سزی هعبدلات سبختبری اصلاح ضدُ خ
لَی همبیسِ ضدُ است ک ِ تطببك علاٍُ بز ایي جْت اعتببر سٌجی تئَری ارائِ ضدُ ًتبیج عددی بدست آهدُ بب ًتبیج ضبیِ سبسی دیٌبهیک هَلک

دّد. ّوچٌیي در ایي همبلِ ًطبى دادُ ضدُ است کِ تئَری الاستیسیتِ غیزهحلی در بزخی هسبئل اس جولِ خوص ًبًَ تیز  بسیبر خَبی را ًطبى هی
ببضد. تئَری  ٍ ًبًَ صفحِ رٍی تکیِ گبُ سبدُ تحت ببر عزضی هتوزکش ٍ گستزدُ یکٌَاخت لبدر بِ در ًظز گزفتي اثز همیبط کَچک ًوی

هحلی اصلاح ضدُ کبهل ضوي رفع ًمیصِ فَق الذکز، هعیبر هٌبسبی بزای بزرسی دلت ٍ تعییي حَسُ کبرایی تئَری الاستیسیتِ  لاستیسیتِ غیزا
 دّد.  هحلی اٍلیِ ارائِ هی غیز

 کلید ٍاصگبى:
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 خوص
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 In this article, a novel method, namely full modified nonlocal (FMNL) theory, is used for analysis of 

nano structures under different case loading. Also bending analysis of rectangular nano plates and nano 

beams is investigated in order to demonstrate the effectiveness of the presented theory. For this purpose, 

a complete representation of governing equation and boundary conditions are derived based on the 

infinite series of modified nonlocal constitutive equations by applying the variational principle. It is 

shown that by rearranging and then computing the sum of the infinite series which appears in the 

maximum bending deflection, the truncation errors will be eliminated. In addition, the results of the 

presented method are compared with MD simulations to confirm the validity of FMNL theory. One of 

the advantages of the FMNL theory is that the defect of nonlocal (NL) theory in vanishing the small 

scale effect for some problems can be resolved. Furthermore, the FMNL theory will be a criterion for 

accuracy of the primary modified nonlocal (PMNL) theory that considers only two terms of the series of 

the modified nonlocal constitutive equation in predicting maximum bending deflections.  
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 مقدمه  -1

ثخبعش خَاظ هىبًیىی، الىتشیىی ٍ ضیویبیی  وشثٌی سبختبسّبی ًبًَاهشٍصُ 

ّبی هختلف داضتِ  ثش تَسؼِ فٌبٍسی ًبًَ دس صهیٌِأثیش چطوگیشی ت هوتبصضبى

تحلیل   وشثٌی سبختبسّبی اص آًدبیی وِ لاصهِ تدبسی سبصی ًبًَ. [1-5] است
تَخِ ثسیبسی اص   وشثٌی سبختبسّبی ، هغبلؼِ ثش سٍی سفتبس ًبًَ سفتبس آًْب است

 ًبًَّبی تحلیل سفتبس  هحممیي سا ثِ سَی خَد خلت وشدُ است. سٍش

آصهبیطگبّی ٍ تحلیلی  تَاى ثِ دٍ دستِ ولی سا هی وشثٌی سبختبسّبی

، ثِ دٍ دستِ ولی  ّبی تحلیلی ًیض ثِ ًَثِ خَد ثٌذی وشد. سٍش تمسین

ّبی هجتٌی ثش هىبًیه هحیظ  ٍ سٍش  ّبی هجتٌی ثش هىبًیه وَاًتَهی سٍش

ثِ دلیل دضَاسی تحمیمبت آصهبیطگبّی دس همیبس  ضًَذ. پیَستِ تمسین هی

،  هجتٌی ثش هىبًیه وَاًتَهیّبی  سٍش ٍ ثبلا ثَدى ّضیٌِ هحبسجبتی ًبًَ

ّبی هجتٌی ثش هىبًیه هحیظ پیَستِ ثیطتش هَسد تَخِ لشاس گشفتِ  سٍش
لبدس ثِ دس  ّبی هجتٌی ثش هىبًیه هحیظ پیَستِ اهب اص آًدب وِ سٍش .است

تَسظ ًتبیح  آىًتبیح حبغل اص ثبضذ ٍ  ًظش گشفتي اثش همیبس وَچه ًوی

ایي صهیٌِ هحممیي ثِ اسائِ  دس ، [6] سسٌذ وبسّبی آصهبیطگبّی ثِ تأییذ ًوی

 .ًذاِ ّبی اغلاح ضذُ هجتٌی ثش هىبًیه هحیظ پیَستِ پشداخت سٍش
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 1هحلی ّبی اخیش، چٌذیي تئَسی اص خولِ تئَسی الاستیسیتِ غیش دس سبل

ٍ تئَسی اغلاح ضذُ  [9]، تئَسی وَپل تٌص [8]، تئَسی گشادیبى وشًص [7]
ّبی ولاسیه پیطٌْبد ضذُ است وِ  ثوٌظَس اغلاح تئَسی [10]وَپل تٌص 

سٍش هجتٌی  ،ّب سٍشایي هیبى  اص لبدس ثِ ثشسسی اثش همیبس وَچه ّستٌذ.

ثذلیل سبدگی ٍ وبسثشد گستشدُ دس پیص ثیٌی  هحلی ثش تئَسی الاستیسیتِ غیش

آى ثب ًتبیح حبغل اص سٍش دیٌبهیه  سفتبس هىبًیىی ًبًَ هَاد ٍ تغبثك ًتبیح
 ثب استمجبل گستشدُ تشی هَاخِ ضذُ است.هَلىَلی 

هحلی وِ ثشای اٍلیي ثبس تَسظ اسیٌگي ٍ  اسبس تئَسی الاستیسیتِ غیش

. [11]هحلی استَاس است  ادلي پبیِ گزاسی ضذ ثش پبیِ هؼبدلات سبختبسی غیش

تٌص دس ّش ًمغِ تبثؼی اص وشًص دس هحلی،  ثش اسبس هؼبدلات سبختبسی غیش
. تبثحبل تحمیمبت ثسیبسی خْت ثشسسی خوص، ووبًص توبم ًمبط خسن است

هحلی  ٍ استؼبضبت ًبًَ سبختبسّبی وشثٌی ثش اسبس تئَسی الاستیسیتِ غیش

 س اداهِ هشٍسی ولی ثش ثشخی اص آًْب خَاّین داضت.اًدبم ضذُ است وِ د

پَس ٍ ّوىبساًص ووبًص هیىشٍ/ًبًَ غفحِ استَتشٍپیه هستغیلی سا  فشج
وِ تحت ثبس خغی دسٍى غفحِ لشاس داسد ثشای ضشایظ هشصی هختلف ثِ سٍش 

. آًْب ثشای ًطبى دادى [12]سٌدص ٍصًی هطتمبت هَسد هغبلؼِ لشاس دادًذ 

غحت سٍش ػذدی سٌدص ٍصًی هطتمبت، ًتبیح خَد سا ثب ًتبیح حبغل اص 

استفبدُ سٍش سشی تَاًی دس حل هؼبدلات حبون همبیسِ وشدًذ. ًتبیح ًطبى 
داد وِ سٍش اسائِ ضذُ اص دلت خَثی ثشخَسداس است. تحمیك آًْب اّویت دس 

سفتبس ووبًطی هیىشٍ/ًبًَ غفحِ ًظش گشفتي همیبس وَچه سا دس ثشسسی 

وشهبخبًی ٍ  استَتشٍپیه هستغیلی تحت ثبس خغی دسٍى غفحِ ًطبى داد.

ّوىبساًص حل تحلیلی دلیك ووبًص ًبًَ غفحبت هستغیلی داسای ضشط 
سا ثش اسبس تئَسی تغییش ضىل ثشضی هشتجِ سَم سدی ٍ ثِ ووه  2هشصی لَی

تأییذ غحت حل، سٍش اسائِ ضذُ اغل تغییشات ّبهیلتَى اسائِ وشدُ ٍ ثوٌظَس 

ّبی ػذدی دیگش همبیسِ وشدًذ وِ تغبثك ثسیبس خَثی سا ًیض ًطبى  سا ثب سٍش

، هذلی خبهغ ثشای ووبًص  ثش هجٌبی هؼبدلات سبختبسی اسیٌگي  اهبم .[13] داد
ٍ فشاووبًص ًبًَ تیش اسائِ وشد وِ ثشای ثشسسی ووبًص ٍ فشاووبًص ًبًَ تیش ثش 

ّبی تغییش ضىل  اسبس تئَسی اٍیلش ثشًَلی ٍ تیَضٌىَ ٍ ّوچٌیي تئَسی

،  . اٍ ثشای ثشسسی اػتجبس هذل[14] ثبضذ ثشضی هشتجِ ثبلاتش هٌبست هی
ثبسثحشاًی ووبًص ًبًَ تیش دٍ سش گیشداس ٍ دٍ سش هفػل سا ثش اسبس 

، تیوَضٌىَ ٍ سدی ثب ثبس ثحشاًی ووبًص هذل اسائِ  ّبی اٍیلش ثشًَلی تئَسی

هحلی سا ثش ثبس ثحشاًی  ضذُ همبیسِ وشد. ٍی ّوچٌیي تبثیش پبساهتش غیش

گبّی هتفبٍت )دٍ  ضشیت سػٌبیی هتفبٍت ٍ ثب ضشایظ تىیِ  ووبًص ًبًَ تیش ثب 
ّبی ٍی ثبس  سیاس داد؛ ثش عجك ثشسشسش گیشداس ٍ دٍ سش هفػل( هَسد ثشسسی ل

یبثذ وِ  هحلی ثطذت وبّص هی ثحشاًی ووبًص ًبًَ تیش ثب افضایص پبساهتش غیش

ایي هَضَع اّویت استفبدُ اص تئَسی الاستیسیتِ غیش هَضؼی سا دس هَسد 

 ٍ [15]علت  گلوىبًی ٍ سضب ذ.دّ ووبًص ًبًَ تیشّب ًطبى هیفشاثشسسی 
دس دٍ تحمیك خذاگبًِ ثتشتیت خوص  [16]ّوچٌیي خجبس صادُ ٍ ّوىبساًص 

خغی ًبًَ غفحبت  خغی ًبًَ غفحبت هستغیلی استَتشٍپیه ٍ خوص غیش شغی

خغی  ّبی غیش هذٍس ایضٍتشٍپیه سا ثش اسبس تئَسی هشتجِ اٍل ثشضی ٍ وشًص

ٍى وبسهي ٍ ثب استفبدُ اص سٍش دیفشاًسیلی هشثؼبت هَسد ثشسسی لشاس دادًذ. 
تحمیمبت دیگش تش ثب ًتبیح  ّبی سبدُ ثِ هٌظَس تبییذ دلت حل، ًتبیح دس حبلت

همبیسِ ضذُ وِ هغبثمت خَثی هیبى آًْب هطبّذُ گشدیذ. آًْب ّوچٌیي تأثیش 

  هحلی سا ثش خیض ثیطیٌِ هَسد ثشسسی لشاس دادًذ. پبساهتش غیش
هحلی اسیٌگي داسای ایي ًمع است وِ  ثب ایي حبل تئَسی الاستیسیٌِ غیش

                                                                                                                                           
1 Nonlocal(NL)  
2
 Levy 

ثبضذ ٍ ًتبیح  یدس ثؼضی حبلات لبدس ثِ دس ًظش گشفتي اثش همیبس وَچه ًو

آى وبهلا ثش ًتبیح تئَسی الاستیسیتِ ولاسیه هٌغجك ثَدُ وِ ثِ ایي ًمع 
. اص آًدبییىِ دس هؼبدلات [17-19]دس همبلات دیگش ًیض اضبسُ ضذُ است 

، هحلی تٌص ثػَست تبثغ غشیحی اص وشًص لبثل ثیبى ًیست سبختبسی غیش

هحلی  ثوٌظَستحلیل سفتبس هىبًیىی ًبًَ هَاد ثش اسبس تئَسی الاستیستِ غیش

هحلی ثش هؼبدلِ دیفشاًسیلی تؼبدل ّستین. حبل  هدجَس ثِ اػوبل ػولگش غیش
ای وِ اص   آًىِ دس حبلت ولی پبسخ ّش هؼبدلِ دلخَاُ لضٍهب ثش پبسخ هؼبدلِ

اَّذ ثَد.اػوبل یه ػولگش دلخَاُ ثش هؼبدلِ اغلی ثذست آهذُ   هٌغجك ًخ

هحلی  لزا هحممبى ثب دس ًظش گشفتي تمشیجی اص هؼبدلات سبختبسی غیش

اًذ.  هحلی ثِ سفغ ایي ًمیػِ پشداختِ ضذُ ثدبی هؼبدلات سبختبسی غیش اغلاح
هحلی اغلاح ضذُ دس ٍالغ خَاة خػَغی هؼبدلات  هؼبدلات سبختبسی غیش

وشًص ٍ هطتمبت هشتجِ هحلی است وِ ساثغِ تٌص سا ثش حست  سبختبسی غیش

داسد. دس اداهِ هشٍسی ثش تحمیمبت اًدبم ضذُ ثش اسبس ایي  ثبلاتش آى ثیبى هی

هحلی اغلاح ضذُ  سٍش وِ هب دس ایي همبلِ آى سا تئَسی الاستیسیتِ غیش
 ًبهین، خَاّین داضت. هی 3اٍلیِ

پذیسي ٍ ّوىبساًص، ثِ ثشسسی خوص تیش یه سش گیشداس تحت 

. آًْب ثب [17]ثشًَلی پشداختٌذ -ثش اسبس تئَسی تیش اٍیلش ثبسگزاسیْبی هختلف

ئَسی الاستیسیتِ ای هیبى ًسجت خیض ثیطیٌِ ثش اسبس ت ثذست آٍسدى ساثغِ
هحلی اغلاح ضذُ اٍلیِ ثِ خیض ثیطیٌِ ثش اسبس تئَسی الاستیسیتِ  غیش

هحلی دس  هحلی ثی ثؼذ، ثِ ثحث دس هَسد اثش پبساهتش غیش ولاسیه ٍ پبساهتش غیش

وَهبس ٍ ّوىبساًص، ووبًص ًبًَ لَلِ خیض ًبضی اص خوص ًبًَ تیش پشداختٌذ. 

س ًظش گشفتي ًبًَ لَلِ وشثٌی ثؼٌَاى وشثٌی تحت ضشایظ هشصی هختلف سا ثب د
ثشًَلی ٍ ثب استفبدُ اص سٍش اًشطی ثش اسبس تئَسی الاستیسیتِ -تیش اٍیلش

هحلی اغلاح ضذُ اٍلیِ هَسد ثشسسی لشاس  هحلی ٍ تئَسی الاستیسیتِ غیش غیش

. آًْب ثشای ثشسسی غحت ًتبیح خَد، ًتبیح خَد سا ثب ًتبیح ثذست [20]دادًذ 

آهذُ ثش اسبس سٍش دیٌبهیه هَلىَلی همبیسِ وشدًذ وِ هغبثمت خَثی ًیض 
هیبى آًْب هطبّذُ ضذ. ًتبیح آًْب ًطبى داد وِ ثشای همبدیش ثسیبس وَچه 

هحلی ٍ تئَسی الاستیسیتِ  هحلی، ًتبیح تئَسی الاستیسیتِ غیش پبساهتش غیش

ثبضذ ٍلی ثب افضایص پبساهتش  هحلی اغلاح ضذُ اٍلیِ ثش ّن هٌغجك هی غیش
گیشد. یٌگ ٍ لین ثب استفبدُ اص  هحلی ًتبیح ایي دٍ تئَسی اص ّن فبغلِ هی غیش

شایظ سٍش اًشطی ثِ ثشسسی اثش دهب ثش ووبًص غیش خغی ًبًَ تیش تحت ض

ثشًَلی پشداختٌذ -هشصی هختلف ثش اسبس تئَسی تیش تیوَضٌىَ ٍ تیش اٍیلش

هحلی سا ثش ثبسثحشاًی  ّبی هتؼذد تبثیش پبساهتش غیش . آًْب ثب ثشسسی هثبل[21]
ووبًص هَسد ثشسسی لشاس دادًذ. هغبلؼبت آًْب ًطبى داد وِ ثب افضایص پبساهتش 

حسیٌی آسا ٍ دیگشاى اثش دهب ثش  یبثذ. ایص هیهحلی، ثبس ثحشاًی ووبًص افض غیش

-ووبًص دیٌبهیىی ًبًَ لَلِ وشثٌی ته خذاسُ سٍی ثستش الاستیه ٍیٌىلش

پبستشًبن تحت ثبس ضشثِ ٍ ثب ضشط تىیِ گبُ سبدُ سا ثش اسبس تئَسی پَستِ ٍ 
هحلی سا  ثب استفبدُ اص اغل تغییشات هَسد هغبلؼِ لشاس دادُ ٍ تبثیش پبساهتش غیش

 .[22]ثبس ثحشاًی ثشسسی وشدًذ ثش 

، دٍ تشم اٍل اص سشی [20-17,22]دس تحمیمبتی وِ دس ثبلا ثذاى اضبسُ ضذ 

هحلی اغلاح ضذُ ثؼٌَاى تمشیجی اص آى خْت تحلیل  هؼبدلات سبختبسی غیش
شی سفتبس ًبًَ سبختبسّب دس ًظش گشفتِ ضذُ است ثی آًىِ دس هَسد ّوگشایی س

فَق الزوش ثحثی ثِ هیبى آهذُ ثبضذ. حبل آًىِ تَخِ ثِ ّوگشایی سشی ًمص 

هْوی دس تؼییي حَصُ اػتجبس ٍ وبسآیی سٍش فَق الزوش )دس ًظش گشفتي دٍ تشم 

 هحلی اغلاح ضذُ ثؼٌَاى تمشیجی اص آى( داسد. اص سشی هؼبدلات سبختبسی غیش

                                                                                                                                           
3 Primary modified nonlocal (PMNL) 
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لیل سفتبس ًبًَ دس تحمیك حبضش تئَسی ًَیٌی ثشای اٍلیي ثبس خْت تح
ًبهیذُ ضذُ  1هحلی اغلاح ضذُ وبهل سبختبسّب وِ تئَسی الاستیسیتِ غیش

اسائِ خَاّذ ضذ. ّوچٌیي هسبئل خوص ًبًَ تیش ٍ ًبًَ غفحِ ثش اسبس تئَسی 

اسائِ ضذُ هَسد ثشسسی لشاس گشفتِ ٍ اػتجبس تئَسی اسائِ ضذُ ثب ضجیِ سبصی 

تحمیك ثش هجٌبی تئَسی خذیذ  دیٌبهیه هَلىَلی سٌدیذُ ضذُ است. دس ایي
اسائِ ضذُ ٍ ثب استفبدُ اص اغل اًشطی، هؼبدلات حبون ٍ ضشایظ هشصی هسبیل 

گبُ سبدُ استخشاج ضذُ است. حل  خوص ًبًَ تیش ٍ ًبًَ غفحِ سٍی تىیِ

ػذدی هؼبدلات ثب استفبدُ اص سٍش ًبٍیش ثیبى گشدیذُ است. سپس ثب تدذیذ 

جِ خیض ثیطیٌِ ًبًَ غفحِ ٍ ًبًَ تیش، ّبی ظبّش ضذُ دس هحبس آسایص سشی
ضَد. ایي اهش سجت حزف خغبی ػذدی  سٍاثظ هشثَط ثِ آًْب ثبصًَیسی هی

هشثَط ثِ دسًظشگشفتي تؼذاد هطخػی اص خولات سشی هؼبدلات سبختبسی 

 ضَد.  اغلاح ضذُ هی

ضَد وِ ثش اسبس تئَسی الاستیسیتِ  دس ایي همبلِ ًطبى دادُ هی
سسی ثشخی هسبئل اص خولِ خوص ًبًَ تیش ًٍبًَ غفحِ هحلی لبدس ثِ ثش غیش

سٍی تىیِ گبُ سبدُ تحت ثبس ػشضی هتوشوض ٍ گستشدُ یىٌَاخت ًخَاّین 

هحلی اغلاح ضذُ وبهل ضوي سفغ ًمیػِ فَق  ثَد. تئَسی الاستیسیتِ غیش

تَاًذ هؼیبس هٌبسجی سا خْت تؼییي حَصُ وبسایی ٍ دلت تئَسی  الزوش هی
لی اٍلیِ وِ تٌْب دٍ تشم اٍل سشی هؼبدلات سبختبسی هح الاستیسیتِ غیش

 دّذ. گیشد اسائِ هی هحلی اغلاح ضذُ سا دس ًظش هی غیش

روابط حبکم برخمش نبنو صفحه ونبنو تیر بر اسبس تئوری  -2

 محلی اصلاح شده کبمل الاستیسیته غیر

 نانو صفحه  -2-1

ٍ   b، ػشؼ  aًبًَ غفحِ هستغیلی ًبصن، ّوگي ٍ ایضٍتشٍپیه ثِ عَل

دس  1لشاس داسد سا هغبثك ضىل        وِ تحت ثبس ػشضی گستشدُ h ضخبهت 

دس گَضِ سوت چپ غفحِ هیبًی   (x,y,z)ًظش ثگیشیذ. هجذا دستگبُ هختػبت
ثِ تشتیت دس ساستبی عَل، ػشؼ ٍ  x ،y  ٍzاست ٍ هحَسّبی  ٍالغ ضذُ

 ضخبهت ًبًَ غفحِ لشاس داسًذ. 

س تئَسی ولاسیه غفحبت ثِ غَست صیش تؼشیف هیذاى خبثدبیی ثش اسب

 ضًَذ. هی

 ٍ  x ،y  ٍzخبثدبیی ّش ًمغِ اص ًبًَ غفحِ دس اهتذاد هحَس  u ،v  ٍwوِ دس آى 

                                                                                                                                           
1 Full modified nonlocal (FMNL) 

خبثدبیی ّش ًمغِ اص غفحِ هیبًی ثِ تشتیت دس اهتذاد  u0  ٍv0ّوچٌیي 
 ثبضذ. هی x   ٍyهحَس

ّبی تبًسَس اًحٌبی غفحِ هیبًی ٌّگبهی وِ ًبًَ غفحِ ثؼلت ثبس  هَلفِ

 اص:دّذ، ػجبستٌذ  گزاسی تغییش ضىل هی

(2)     [

  

  

    

]  [

    

    

     

] 

 تَاى ثَسیلِ ساثغِ صیش ًطبى داد. ّبی تبًسَس وشًص سا هی ّوچٌیي هَلفِ

(3)   [

  
  

    

]             [

    

    

         

] 

ثش هجٌبی لبًَى َّن، سٍاثظ هیبى تبًسَسّبی تٌص ولاسیه ٍ وشًص ًبًَ 

 ثػَست صیش لبثل ثیبى است.    ٍ ضشیت پَاسَى    ای ثب هذٍل یبًگ  غفحِ

(4) 

   [

  
 

  
 

   
 

]         

  
  

    
 
[

    

    

         ⁄
]  

‌شوند.‌محلی‌بصورت‌زیر‌تعریف‌می‌منتجه‌غیرهای‌تانسور‌ممان‌‌مولفه

(5)     [

  
  

  
  

   
  

]  ∫ [

  
  

  
  

   
  

]    

 

 

 
 

 

 

دس تئَسی الاستیسیتِ ولاسیه، تٌص دس ّش ًمغِ فمظ ثِ وشًص دس ّوبى 

اٍلیي  هحلی وِ ثشای ًمغِ ثستگی داسد؛ دس حبلیىِ دس تئَسی الاستیسیتِ غیش

ثبس تَسظ اسیٌگي اسائِ ضذ، تٌص دس ّش ًمغِ اص خسن تبثؼی اص وشًص توبم 

هحلی سٍاثظ سبختبسی  ثبضذ. ثش اسبس تئَسی الاستیسیتِ غیش ًمبط خسن هی
 هحلی هغبثك ساثغِ صیش لبثل ثیبى است. غیش

(6)‌                    [

  
  

  
  

   
  

]  

هحلی است وِ ثػَست صیش  ػولگش غیش   هحلی ٍ تبًسَس تٌص غیش    وِ 

 ضَد. تؼشیف هی

(7)‌      
    

 ضَد. تَسظ ساثغِ صیش تؼشیف هی  هحلی ثی ثؼذ  پبساهتش غیش

(8)‌  
    

  

 

عَل    ّبی وشثي(،  عَل هطخػِ داخلی )فبغلِ ثیي اتن   وِ دس آى 

اص خَاظ راتی هبدُ است وِ اص وبسّبی آصهبیطگبّی ٍ    هطخػِ خبسخی ٍ 

، اهب ٌَّص همذاس [7]ضَد  یب هذلسبسی دیٌبهیه ضجىِ اتوی حبغل هی
 .[23]هطخػی ثشای آى اسائِ ًطذُ است 

هحلی اغلاح ضذُ وبهل، اص هؼبدلات سبختبسی  دس تئَسی الاستیسیتِ غیش

( (6)هحلی )هؼبدلِ  ت سبختبسی غیشهحلی اغلاح ضذُ ثدبی هؼبدلا غیش

هحلی اغلاح ضذُ ثػَست صیش لبثل  ضَد. هؼبدلات سبختبسی غیش استفبدُ هی
 ثیبى است

(9)          
 ضَد. ثػَست صیش تؼشیف هی   هحلی اغلاح ضذُ  وِ ػولگش غیش

(10)    ∑     
     

 

   

 

هحلی اغلاح ضذُ )ساثغِ  تَاى ًطبى داد وِ هؼبدلات سبختبسی غیش ثشاحتی هی

 ( ّستٌذ.(6)هحلی )ساثغِ  ( یه خَاة خػَغی هؼبدلات سبختبسی غیش(9)

(1) 
  *

 
 
 
+  [

             

             

      

] 

 
 

Fig. 1 The schematic of a rectangular nano plate 

 ضوبتیه ًبًَ غفحِ هستغیلی 1شکل 
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ّبی تبًسَس هوبى هٌتدِ  هحلی، هَلفِ ثب استفبدُ اص هؼبدلات سبختبسی غیش

 هحلی  ثػَست صیش لبثل ثیبى است. غیش

(11)       (     )    

سختی خوطی   ٍ اسىبلش   خوطی ًبًَ غفحِ، تبًسَس سختی   وِ تبًسَس 

 ضًَذ. ثبضٌذ  ٍ ثػَست صیش تؼشیف هی ًبًَ غفحِ هی

(12) 

    [

    

    

         ⁄
]   

  
   

 

       
  

 

 اًشطی پتبًسیل ول ًبًَ غفحِ ثػَست صیش لبثل ثیبى است.

(13)       
         وبس اًدبم ضذُ تَسظ ثبس ػشضی گستشدُ   اًشطی وشًطی ٍ    وِ 

 است.

 اص:  ػجبستست        وبس اًدبم ضذُ تَسظ ثبس ػشضی گستشدُ 

(14)    ∬          

 تَاى ثػَست صیش ًَضت: اًشطی وشًطی سا هی

(15)   ∭(  
       

         
     )   

 خَاّین داضت: (15)دس ساثغِ  (11)ٍ  (3)، (2)ثب خبیگزاسی سٍاثظ 

(16)    ∬(  
       

         
     )    

حبل ثب استفبدُ اص اغل وبس هدبصی ثِ استخشاج هؼبدلات حبون ٍ ضشایظ هشصی 

پشداسین. ثشای  لشاس داسد، هی        ًبًَ غفحِ وِ تحت ثبس ػشضی گستشدُ 

 ایي هٌظَس ثبیذ داضتِ ثبضین:

(17)      
ثب هحبسجِ تغییشات هشتجِ اٍل اًشطی پتبًسیل ًبًَ غفحِ ثب استفبدُ اص سٍاثظ 

ٍ سپس غفش لشاس دادى آى، هؼبدلِ دیفشاًسیلی حبون ثش  (16)ٍ  (14)

 ذ.آی ًبًَغفحِ ثػَست صیش ثذست هی

(18)            

 (19)ضشایظ هشصی ضبهل تؼییي همذاس یىی اص هتغیشّبی روش ضذُ دس ساثغِ 

 ثشای ّش یه اص هشصّب هی ثبضذ.

(19) 

      ,
      (     )

       (    ) 
 

       ,
      (     ) 

        (    )
 

ضشایظ هشصی ّوچٌیي ضبهل تؼییي همذاس یىی اص هتغیشّبی روش ضذُ دس 

 ثشای ّش یه اص هشصّب هی ثبضذ. (20)ساثغِ 

(20) 

       ,
          

        
       

  

        
      

                          
 

 

      ,
            

        
       

  

        
      

                              
 

 وِ 
 
   ٍ  

هحلی ثتشتیت دس  ّبی تبًسَس ًیشٍی ثشضی هٌتدِ غیش هَلفِ   

 ضًَذ. ّستٌذ ٍ ثػَست صیش تؼشیف هی   ٍ  ساستبی 

(21) 

  
   ∫    

    

 

 

 
 

 

   (             ) 

 

  
   ∫    

    

 

 

 
 

 

   (             ) 

ّوچٌیي هؼبدلِ دیفشاًسیلی حبون ثشای ًبًَ غفحِ سٍی تىیِ گبُ سبدُ وِ 

لشاس داسد، ثش اسبس تئَسی الاستیسیتِ        تحت ثبس ػشضی گستشدُ 

 هحلی اغلاح ضذُ اٍلیِ ػجبستست اص: غیش

(22)                  

ّوچٌیي ضشایظ هشصی ضبهل تؼییي همذاس یىی اص هتغیشّبی روش ضذُ دس 

 ثشای ّش یه اص هشصّب هی ثبضذ. (23)ساثغِ 

(23) 

      ,
                (     )

                  (    )
 

 

      ,
                (     )

                  (    )
 

 نانو تیر  -2-2

    ، سغح همغغ هستغیلی    ًبًَ تیش ًبصن، ّوگي ٍ ایضٍتشٍپیه ثِ عَل

دس ًظش ثگیشیذ.  2لشاس داسد سا هغبثك ضىل       وِ تحت ثبس ػشضی گستشدُ
ثبضٌذ. هجذا دستگبُ هختػبت  ثتشتیت ػشؼ ٍضخبهت ًبًَ تیش هی  ٍ     

  ٍ   ،   است ٍ هحَسّبی  دس گَضِ سوت چپ تبس هیبًی ٍالغ ضذُ        

 ثِ تشتیت دس ساستبی عَل، ػشؼ ٍ ضخبهت ًبًَ تیش لشاس داسًذ. 

ثشًَلی ثِ غَست صیش تؼشیف -هیذاى خبثدبیی ثش اسبس تئَسی تیش اٍیلش
 ضًَذ. هی

(24) 
 
             

                      
  

ٍ   ٍ   خبثدبیی ّش ًمغِ اص ًبًَ غفحِ دس اهتذاد هحَس   ٍ   وِ دس آى 

 ثبضذ. هی  خبثدبیی ّش ًمغِ اص تبس هیبًی دس اهتذاد هحَس    ّوچٌیي 

 تَاى ثَسیلِ ساثغِ صیش ًطبى داد. وشًص ًبًَ تیش سا هی

(25)               

ثش هجٌبی لبًَى َّن، سٍاثظ هیبى تٌص ولاسیه ٍ وشًص ًبًَ تیشی ثب هذٍل 

 ثػَست صیش لبثل ثیبى است.    یبًگ 

(26)   
         

 ضَد. هحلی ثػَست صیش تؼشیف هی هوبى هٌتدِ غیش

(27) 
  

   ∫   
     

 

 

 
 

 

 

 ثبضذ. ثشای ًبًَ تیش هغبثك صیش لبثل ثبصًَیسی هی هحلی سٍاثظ سبختبسی غیش

(28)        
     

  

 ضَد.  ثػَست صیش تؼشیف هی  هحلی  وِ ػولگش غیش

(29)       
  

   
 

اغلاح ضذُ ثػَست صیش لبثل ثیبى  هحلی ّوچٌیي هؼبدلات سبختبسی غیش

 است.

(30)   
       

  

 ضَد. ثػَست صیش تؼشیف هی   هحلی اغلاح ضذُ  وِ ػولگش غیش

 
 

Fig. 2 The schematic of a nano beam 

 ضوبتیه ًبًَ تیش 2شکل 
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(31)    ∑     
  

   

    

 

   

 

هحلی اغلاح ضذُ )ساثغِ  تَاى ًطبى داد وِ هؼبدلات سبختبسی غیش ثشاحتی هی

 ( ّستٌذ.(28)هحلی )ساثغِ  ( یه خَاة خػَغی هؼبدلات سبختبسی غیش(30)

هحلی ثػَست صیش  هحلی، هوبى هٌتدِ غیش سبختبسی غیشثب استفبدُ اص هؼبدلات 
 لبثل ثیبى است.

(32)   
     (          )     

 ضَد. هوبى ایٌشسی سغح همغغ ًبًَ تیش است ٍ ثػَست صیش تؼشیف هی  وِ 

(33)   ∫    
 

 

 

 ًبًَ تیش ثػَست صیش لبثل ثیبى است.اًشطی پتبًسیل ول 

(34)       
       وبس اًدبم ضذُ تَسظ ثبس ػشضی گستشدُ  اًشطی وشًطی ٍ    وِ 

 است.

 ػجبستست اص:     اص عشفی وبس اًدبم ضذُ تَسظ ثبس ػشضی گستشدُ 

(35)    ∫        
 

 

 

 تَاى ثػَست صیش ًَضت: اص عشف دیگش اًشطی وشًطی سا هی

(36)   ∫∫   
          

 

 

 

 

 خَاّین داضت: (36)دس ساثغِ  (32)ٍ  (3)، (2)ثب خبیگزاسی سٍاثظ 

(37)    ∫   
      

 

 

   

حبل ثب استفبدُ اص اغل وبس هدبصی ثِ استخشاج هؼبدلات حبون ٍ ضشایظ هشصی 
پشداسین. ثشای ایي  لشاس داسد، هی     ًبًَ تیش وِ تحت ثبس ػشضی گستشدُ 

 هٌظَس ثبیذ داضتِ ثبضین:

(38)      

 (14)ثب هحبسجِ تغییشات هشتجِ اٍل اًشطی پتبًسیل ًبًَ تیش ثب استفبدُ اص سٍاثظ 
ٍ سپس غفش لشاس دادى آى، هؼبدلِ دیفشاًسیلی حبون ثش ًبًَتیش  (16)ٍ 

 آیذ. ثػَست صیش ثذست هی

(39) [  (       )]      

 (40)ضشایظ هشصی ضبهل تؼییي همذاس یىی اص هتغیشّبی روش ضذُ دس ساثغِ 

 ثشای ّش یه اص هشصّب هی ثبضذ.

(40)       ,
      (     )

       (    ) 
 

 ثػَست صیش ًیض لبثل ثیبى است. هؼبدلِ دیفشاًسیلی حبون ثش ًبًَتیش
(41) [  

  ]
   

    

ضشایظ هشصی ّوچٌیي ضبهل تؼییي همذاس یىی اص هتغیشّبی روش ضذُ دس 
 ثشای ّش یه اص هشصّب هی ثبضذ. (42)ساثغِ 

(42)       ,
         

  

         
   

  وِ 
 ضَد. هحلی ثػَست صیش تؼشیف هی ًیشٍی ثشضی هٌتدِ غیش   

(43)   
   ∫    

    

 

 

 
 

 

   (          ) 

ّوچٌیي هؼبدلِ دیفشاًسیلی حبون ثشای ًبًَ تیش سٍی تىیِ گبُ سبدُ وِ تحت 

هحلی  لشاس داسد، ثش اسبس تئَسی الاستیسیتِ غیش     ثبس ػشضی گستشدُ 

 اغلاح ضذُ اٍلیِ ػجبستست اص:

(44) [(       )      (         )]      

ضشایظ هشصی ّوچٌیي ضبهل تؼییي همذاس یىی اص هتغیشّبی روش ضذُ دس 

 ثشای ّش یه اص هشصّب هی ثبضذ. (44)ساثغِ 

(45)       ,
                     

                      

 

هؼبدلات دیفشاًسیلی حبون وِ دس ثبلا استخشاج ضذ هٌغجك ثش هؼبدلات ثذست 
 ثبضذ. هی [17]آهذُ تَسظ پذیسي ٍ ّوىبساًص 

حل عددی خمش نبنو صفحه و تیر تحت ببر عرضی بب تکیه گبه  -3

 سبده

دس ایي ثخص ثب استفبدُ اص سٍش ًبٍیش ثِ حل ػذدی هؼبدلات دیفشاًسیلی 

ٍ ًبًَ تیش تحت ثبس ػشضی ثب تىیِ گبُ سبدُ   تؼبدل حبون ثش خوص ًبًَ غفحِ

 ضَد. پشداختِ هی

 نانو صفحه  -3-1

گبُ سبدُ ثػَست  ضشایظ هشصی ًبًَ غفحِ سٍی تىیِ (19)ثب استفبدُ اص هؼبدلِ 

 صیش لبثل ثیبى است.

(46) {
 
 
 

 
 
 

 |       
 

  
  |

     
     (          )|     

  
              

 |       
 

  
  |

     
     (          )|     

   

 

چٌبًچِ هیذاى خبثدبیی ثِ فشم صیش دس ًظش گشفتِ ضَد، ضشایظ هشصی سا اسضب 

 وٌذ. هی

(47)        ∑ ∑       (
   

 
)    (

   

 
)

 

   

 

   

 

 تَاى ثػَست صیش ثسظ داد. سا ًیض هی       ّوچٌیي ثبس خبًجی گستشدُ 

(48)        ∑ ∑       (
   

 
)    (

   

 
)

 

   

 

   

 

دادُ  1ضشایت ثسظ فَسیِ ثشای حبلات هختلف ثبسگزاسی دس خذٍل     وِ 

 ثبضٌذ. ضذُ هی

ٍ حل هؼبدلِ حبغل، ضشایت  (18)دس ساثغِ  (48)ٍ  (47)ثب خبیگزاسی سٍاثظ 

 آیذ. ثسظ سشی فَسیِ هشثَط ثِ خیض ًبًَ غفحِ ثػَست صیش ثذست هی

(49) 

    
    

 

     
(
 

  

)        ∑              
 

   

 

             
 

 
 

ضشایت ثسظ فَسیِ هشثَط ثِ ثبس اػوبل ضذُ ثِ ًبًَ غفحِ ثشای حبلات  1جدول 

 گزاسی هختلف ثبس
Table 1 Fourier coefficients of applied force on nano plate for various 

case of loading 

           
 ثبسگزاسی

    

    
 ًَع اٍل                 

   

  
   (

  

 
)    (

  

 
)   

           
    (  

 

 
   

 

 
 ًَع دٍم (

                 (
  

 
)    (

  

 
 ًَع سَم (
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، سشی   ثبضذ. حبل ثب تدذیذ آسایص سشی  ًسجت هٌظشی ًبًَ غفحِ هی  وِ 

  ٍ خولِ اٍل ثشاثش        ثػَست یه تػبػذ ٌّذسی ثب لذس ًسجت    
 لبثل ثبصًَیسی است.

(50) 

   ∑              
 

   

 

                   
                           

                   
                              

                           ∑          
 

   

 

  ثب استفبدُ اص آصهَى ًسجت ثشای ّوگشایی سشی، ضؼبع ّوگشایی سشی 

 ػجبستست اص:

(51)       
 

  
 

، ساثغِ صیش ثشای (49)ٍ  (47)ٍ ثب استفبدُ اص سٍاثظ    حبل ثب هحبسجِ سشی 

ُ هحلی اغلاح ضذ خیض ثیطیٌِ ًبًَ غفحِ ثش اسبس تئَسی الاستیسیتِ غیش

 وبهل استخشاج خَاّذ ضذ.

(52)      ∑ ∑
    

 

   
(
        

  
)

 

   

 

   

 

هحلی  ّوچٌیي خیض ثیطیٌِ ًبًَ غفحِ ثش اسبس تئَسی الاستیسیتِ غیش

 اغلاح ضذُ اٍلیِ ػجبستست اص:

(53)      ∑ ∑
    

 

   
(

 

            
)  

 

   

 

   

 

 نانو تیر  -3-2

ضشایظ هشصی ًبًَ تیش سٍی تىیِ گبُ سبدُ ثػَست  (40)ثب استفبدُ اص هؼبدلِ 

 صیش لبثل ثیبى است.

(54)‌{

 |       
  

  
  |

     
     (    )|     

  
 

گشفتِ ضَد، ضشایظ هشصی سا اسضب چٌبًچِ هیذاى خبثدبیی ثِ فشم صیش دس ًظش 

 وٌذ. هی

(55)‌     ∑      (
   

 
)

 

   

 

 تَاى ثػَست صیش ثسظ داد. سا ًیض هی       ّوچٌیي ثبس خبًجی گستشدُ 

(56)‌     ∑      (
   

 
)

 

   

 

دادُ  2ضشایت ثسظ فَسیِ ثشای حبلات هختلف ثبسگزاسی دس خذٍل    وِ 

 ثبضٌذ. ضذُ هی

ثِ ًبًَ تیش ثشای حبلات هختلف  ضشایت ثسظ فَسیِ هشثَط ثِ ثبس اػوبل ضذُ 2جدول

 ثبس گزاسی
Table 2 Fourier coefficients of applied force on nano beam for various 

case of loading 

 ثبسگزاسی        

   

   
 ًَع اٍل                    

   

 
   (

  

 
)                    (  

 

 
 ًَع دٍم (

                    (
  

 
 ًَع سَم (

ٍ حل هؼبدلِ حبغل، ضشایت  (39)دس ساثغِ  (56)ٍ  (55)ثب خبیگزاسی سٍاثظ 

 آیذ. ثسظ سشی فَسیِ هشثَط ثِ خیض ًبًَ غفحِ ثػَست صیش ثذست هی

(57) 
    

    

      
(
 

  

)        ∑              
 

   

 

      
ثشای ًبًَ غفحِ ثیبى ضذ، ثب تدذیذ آسایص  1-3هغبثك آًچِ دس لسوت 

ٍخولِ        ثػَست یه تػبػذ ٌّذسی ثب لذس ًسجت    ، سشی  سشی
 لبثل ثبصًَیسی است.  اٍل ثشاثش 

(58)                        ∑          
 

   

 

  ثب استفبدُ اص آصهَى ًسجت ثشای ّوگشایی سشی، ضؼبع ّوگشایی سشی 

 ػجبستست اص:

اٍثظ    حبل ثب هحبسجِ سشی ، ساثغِ صیش ثشای  (57)ٍ (55)ٍ ثب استفبدُ اص س

ُ وبهل هحلی اغلاح ضذ خیض ثیطیٌِ ًبًَ تیش ثش اسبس تئَسی الاستیسیتِ غیش

 استخشاج خَاّذ ضذ.

(60) 
     ∑

    

    
 
(
        

  
)

 

   

 

هحلی اغلاح  ّوچٌیي خیض ثیطیٌِ ًبًَ تیش ثش اسبس تئَسی الاستیسیتِ غیش

 ضذُ اٍلیِ ػجبستست اص:
(61) 

     ∑
    

    
 
(

 

            
)

 

   

 

 بررسی و تحلیل نتبیج -4
ًتبیح خیض  3دس اثتذا ثوٌظَس اػتجبس سٌدی تئَسی اسائِ ضذُ، دس ضىل 

ثیطیٌِ گشافي هشثؼی سٍی تىیِ گبُ سبدُ تحت ثبس هتوشوض ثش اسبس تئَسی 

  3همبیسِ ضذُ است. دس ضىل  [24]اسائِ ضذُ ثب ًتبیح ضجیِ سبصی هَلىَلی 
 هطخػبت ًبًَ غفحِ ثػَست صیش دس ًظش گشفتِ ضذُ است.

                               

                                          
تغبثك ثسیبس خَثی سا هیبى ًتبیح تئَسی الاستیسیتِ  3ًتبیح ضىل 

دّذ وِ  سبصی دیٌبهیه هَلىَلی ًطبى هی هحلی اغلاح ضذُ وبهل ٍ ضجیِ غیش

 وٌذ. ایي هَضَع اػتجبس تئَسی اسائِ ضذُ سا اثجبت هی

(59)       
 

  
 

 
 

Fig. 3 Comparison of the maximum deflection of a simply supported 

square nanoplate under concentrated load calculated by classic theory, 

nonlocal theories .and MD simulation. 

گبُ سبدُ تحت ثبس هتوشوض ثش  همبیسِ خیض ثیطیٌِ ًبًَ غفحِ هشثؼی سٍی تىیِ 3شکل 

 هحلی ثب ًتبیح ضجیِ سبصی هَلىَلی ّبی غیش اسبس تئَسی ولاسیه ٍ تئَسی
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هحلی  هحلی، غیش ثوٌظَس همبیسِ ثْتش هیبى ًتبیح سِ تئَسی الاستیسیتِ غیش
ثػَست صیش تؼشیف    ش هحلی اغلاح ضذُ وبهل، پبساهت اغلاح ضذُ اٍلیِ ٍ غیش

 ضَد. هی

(62)    
    

    |   

  

ّبی هختلف  ًطبى دٌّذُ ًسجت خیض ثیطیٌِ ثش اسبس تئَسی   پبساهتش 
هحلی اغلاح ضذُ اٍلیِ ٍ  هحلی، غیش هحلی )هبًٌذ تئَسی الاستیسیتِ غیش غیش

هحلی اغلاح ضذُ وبهل( ثِ خیض ثیطیٌِ ثش اسبس تئَسی ولاسیه ثشای  غیش

 ثبضذ. گبُ سبدُ تحت ثبس ػشضی هی ًبًَ غفحِ هستغیلی یب ًبًَ تیش سٍی تىیِ

   هحلی ثی ثؼذ  سا ثش حست پبساهتش غیش   همبدیش پبساهتش   ضىلٍ   ضىل
ّبی ًَع  گبُ سبدُ ٍ تحت ثبسگزاسی ًبًَ تیش سٍی تىیِثشای ًبًَ غفحِ هشثؼی ٍ 

دّذ. هغبثك  هؼشفی ضذُ اًذ، ًطبى هی 2ٍ  1اٍل، دٍم ٍ سَم وِ دس خذٍل 

هحلی  ّبی غیش ، ًتبیح تئَسی  ثشای همبدیش ثسیبس وَچه   ضىلٍ   ضىل

هحلی اغلاح ضذُ وبهل ثش ّن هٌغجك  ّبی غیش اغلاح ضذُ اٍلیِ ٍ تئَسی
 گیشد. لِ هیًتبیح ایي دٍ تئَسی اص ّن فبغ   است. حبل آًىِ ثب افضایص 

( حبوی اص آى است وِ ًتبیح خیض ثیطیٌِ ًبًَ غفحِ a) ضىلٍ  (a) ضىل
گبُ سبدُ تحت ثبس ػشضی گستشدُ  هشثؼی ٍ ّوچٌیي ًبًَ تیش سٍی تىیِ

هحلی ثش ًتبیح تئَسی الاستیسیتِ  یىٌَاخت ثش اسبس تئَسی الاستیسیتِ غیش

ای اص هَاسد  هحلی دس پبسُ ثبضذ. لزا تئَسی الاستیسیتِ غیش ولاسیه هٌغجك هی

ثبضذ وِ  هَسد روش ضذُ لبدس ثِ دس ًظش گشفتي اثش همیبس وَچه ًوی اص خولِ
. ّوچٌیي تئَسی [17-19]ثِ ایي ًمع دس همبلات دیگش ًیض اضبسُ ضذُ است 

هحلی لبدس ثِ ثشسسی خوص ًبًَ غفحِ هشثؼی ٍ ًبًَ تیش سٍی  الاستیستِ غیش

( b) ضىل( ٍ b) ضىلثبضذ، اص ایٌشٍ دس  گبُ سبدُ تحت ثبس هتوشوض ًوی تىیِ

ًوَداسی ثشای ایي تئَسی تشسین ًگشدیذُ است. ایي ًمبیع اص آًدب ًبضی 
هحلی تٌص ثػَست تبثغ غشیحی اص  ضَد وِ دس هؼبدلات سبختبسی غیش هی

اسبس  وشًص لبثل ثیبى ًیست. لزا خْت تحلیل سفتبس هىبًیىی ًبًَ هَاد ثش

هحلی ثش هؼبدلِ  هحلی هدجَس ثِ اػوبل ػولگش غیش تئَسی الاستیستِ غیش

دیفشاًسیلی تؼبدل ّستین. حبل آًىِ دس حبلت ولی پبسخ ّش هؼبدلِ دلخَاُ 
ای وِ اص اػوبل یه ػولگش دلخَاُ ثش هؼبدلِ اغلی ثذست  لضٍهب ثش پبسخ هؼبدلِ

اَّذ ثَد. تئَسی ًَیي اسائِ ضذُ   هحلی  غیش  تئَسی  ثِ  َسَمه آهذُ هٌغجك ًخ

 
(a)‌

 
(b) 

 
(c) 

Fig. 4  The ratio of maximum deflection based on NL, PMNL and FMNL theories to classical maximum deflection of a simply supported square 

nanoplate under case loading (a) first type, (b) second type and (c) third type 

هحلی اغلاح ضذُ وبهل ثِ  هحلی اغلاح ضذُ اٍلیِ ٍ غیش هحلی، غیش ّبی الاستیسیتِ غیش همبیسِ ًسجت خیض ثیطیٌِ ًبًَ غفحِ هشثؼی سٍی تىیِ گبُ سبدُ ثش اسبس تئَسی 4 شکل

 ّبی )الف( ًَع اٍل، )ة( ًَع دٍم )ج( ًَع سَم خیض ثیطیٌِ ثش اسبس تئَسی الاستیسیتِ ولاسیه تحت ثبسگزاسی
 

 



  

 همکبران و زهرا سبدات موسوی محلی اصلاح شده کبمل خمش نبنو تیر و نبنو صفحه بر اسبس تئوری الاستیسیته غیرآنبلیس 

 

 939 9، شماره 61، دوره 6931مهندسی مکانیک مدرس، خرداد 
 

  

 
(a)‌

 
(b) 

 
(c) 

Fig. 5  The ratio of maximum deflection based on NL, PMNL and FMNL theories to classical maximum deflection of a simply supported nanobeam 

under case loading (a) first type ,(b) second type and (c) third type 

هحلی اغلاح ضذُ وبهل ثِ خیض  هحلی اغلاح ضذُ اٍلیِ ٍ غیش هحلی، غیش ّبی الاستیسیتِ غیش همبیسِ ًسجت خیض ثیطیٌِ ًبًَ تیش سٍی تىیِ گبُ سبدُ ثش اسبس تئَسی 5 شکل

 ّبی )الف( ًَع اٍل، )ة( ًَع دٍم )ج( ًَع سَم ثیطیٌِ ثش اسبس تئَسی الاستیسیتِ ولاسیه تحت ثبسگزاسی

اغلاح ضذُ وبهل ضوي سفغ ًمیػِ فَق الزوش، هؼیبس هٌبسجی ثشای ثشسسی 
دّذ. دس ایي هَسد تَضیحبت  هحلی اغلاح ضذُ اٍلیِ اسائِ هی دلت تئَسی غیش

 تىویلی دس پیَست آٍسدُ ضذُ است.

هحلی ثی  سا ثش حست پبساهتش غیش   ( همبدیش پبساهتش c) ضىل( ٍ c) ضىل

گبُ سبدُ ٍ تحت ثبسگزاسی  ثشای ًبًَ غفحِ هشثؼی  ٍ ًبًَ تیش سٍی تىیِ   ثؼذ 
( پیذاست ًتبیح c) ضىل( ٍ c) ضىلدّذ. ّوبًغَس وِ دس  سیٌَسی ًطبى هی

گبُ سبدُ تحت ثبس ػشضی خیض ثیطیٌِ ًبًَ غفحِ هشثؼی ٍ ًبًَ تیش سٍی تىیِ 

هحلی ثش ًتبیح تئَسی  گستشدُ سیٌَسی ثش اسبس تئَسی الاستیسیتِ غیش

 ثبضذ. هحلی اغلاح ضذُ وبهل هٌغجك هی الاستیسیتِ غیش

 نتیجه گیری -5

دس ایي همبلِ ثشای اٍلیي ثبس تئَسی ًَیٌی خْت تحلیل خوص ًبًَ تیش ٍ ًبًَ 
هحلی اغلاح ضذُ وبهل اسائِ ضذُ  غیشغفحِ، هَسَم ثِ تئَسی الاستیسیتِ 

هحلی ٍ وشًص تَسظ هؼبدلات  است. دس ایي تئَسی ساثغِ هیبى تٌص غیش 

هحلی اغلاح ضذُ تؼشیف ضذُ است. ثذیي هٌظَس دس اثتذا  سبختبسی غیش

هؼبدلات دیفشاًسیلی حبون ٍ ضشایظ هشصی ًبًَ تیش ٍ ًبًَ غفحِ  سٍی 
ثب استفبدُ اص سٍش اًشطی استخشاج گبُ سبدُ تحت ثبس ػشضی گستشدُ  تىیِ

 ضذ.

ای ثشای خیض ثیطیٌِ ًبضی اص خوص ًبًَ تیش   ٍ ثِ ووه سٍش ًبٍیش ساثغِ

ثبضذ، ثذست آهذ سپس ثب  ٍ ًبًَ غفحِ، وِ ثػَست یه سشی فَسیِ هی

تدذیذ آسایص ضشیت ثسظ فَسیِ سشی فَق الزوش وِ خَد یه سشی ثیٌْبیت 
ثبضذ، ضشیت ثسظ فَسیِ  هشتجِ ثبلاتش آى هیّبی  هحلی ٍ تَاى اص پبساهتش غیش

ای ثشای خیض  ًَیسی ضذ ٍ ثب استفبدُ اص آى ساثغِ ثػَست یه سشی ٌّذسی ثبص

ثیطیٌِ ًبًَ غفحِ استخشاج ضذ. ّوچٌیي ثوٌظَس ثشسسی حَصُ وبسایی تئَسی 

اسائِ ضذُ ثب استفبدُ اص آصهَى ًسجت ثشای ّوگشایی سشی ٌّذسی روش ضذُ، 
سشی ثذست آهذ. دس آخش ثوٌظَس ثشسسی اػتجبس تئَسی اسائِ ضؼبع ّوگشایی 

گبُ  ضذُ خیض ًبضی اص خوص ًبًَ غفحِ هشثؼی تحت ثبس هتوشوض سٍی تىیِ

هحلی اغلاح ضذُ وبهل ثب ًتبیح ضجیِ  سبدُ ثش اسبس تئَسی الاستیسیتِ غیش

سبصی دیٌبهیه هَلىَلی هَسد همبیسِ لشاس گشفت ٍ تغبثك ثسیبس خَثی هیبى 
 ح هطبّذُ ضذ.ًتبی

هحلی اغلاح ضذُ  دس ایي همبلِ ًطبى دادُ ضذ وِ تئَسی الاستیسیتِ غیش

هحلی هجٌی ثش ًبتَاًی دس ًظش  وبهل ضوي سفغ ًمع تئَسی الاستیسیتِ غیش

تَاًذ هؼیبس هٌبسجی سا ثشای  گشفتي اثش همیبس وَچه دس ثشخی هسبئل، هی
هحلی اغلاح  تِ غیشّبی تئَسی الاستیسی ثشسسی حَصُ وبسایی ٍ هحذٍدیت

 ضذُ اٍلیِ اسائِ دّذ.

 پیوست -6

 نانو صفحه
هحلی هؼبدلات دیفشاًسیلی حبون ثش ًبًَ  ثش اسبس تئَسی الاستیسیتِ غیش

 ٍ ضخبهت   b، ػشؼ  aغفحِ هستغیلی ًبصن، ّوگي ٍ ایضٍتشٍپیه ثِ عَل
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h ُلشاس داسد، ثػَست صیش لبثل ثیبى است         وِ تحت ثبس ػشضی گستشد
[25,15]. 

(63)‌                 

لشاس            چٌبًچِ ًبًَ غفحِ تحت ثبس ػشضی گستشدُ یىٌَاخت
داضتِ ثبضذ، هؼبدلِ دیفشاًسیلی حبون ثش سفتبس ًبًَ غفحِ ثػَست صیش سبدُ 

 ضَد. هی

(64)‌        

ثش هؼبدلِ دیفشاًسیلی حبون ثش سفتبس ًبًَ غفحِ ثش  (64)ٍاضح است وِ ساثغِ 

 ثبضذ. اسبس تئَسی الاستیسیتِ ولاسیه هٌغجك هی

ای وِ تحت ثبس ػشضی هتوشوض         ّوچٌیي ثشای ًبًَ غفحِ
داضتِ ثبضذ، ثذلیل هطتك ًبپزیشی  لشاس                         

تبثغ دلتبی دیشان ثذست آٍسدى هؼبدلِ دیفشاًسیلی حبون ثش سفتبس ًبًَ غفحِ 

 ثبضذ. اهىبى ًبپزیش هی

 نانو تیر
هحلی هؼبدلات دیفشاًسیلی حبون ثش ًبًَ تیش  ثش اسبس تئَسی الاستیسیتِ غیش

وِ تحت  b×h، سغح همغغ هستغیلی  aًبصن، ّوگي ٍ ایضٍتشٍپیه ثِ عَل

 .[25]لشاس داسد ، ثػَست صیش لبثل ثیبى است       ثبس ػشضی گستشدُ

(65)‌                   

لشاس داضتِ         چٌبًچِ ًبًَ تیش تحت ثبس ػشضی گستشدُ یىٌَاخت 

 ضَد. ثبضذ، هؼبدلِ دیفشاًسیلی حبون ثش سفتبس ًبًَ تیش ثػَست صیش سبدُ هی

(66)‌            

ثش هؼبدلِ دیفشاًسیلی حبون ثش سفتبس ًبًَ تیش ثش  (66)ٍاضح است وِ ساثغِ 

 ثبضذ. اسبس تئَسی الاستیسیتِ ولاسیه هٌغجك هی
             ّوچٌیي ثشای ًبًَ تیشی وِ تحت ثبس ػشضی هتوشوض 

لشاس داضتِ ثبضذ، ثذلیل هطتك ًبپزیشی تبثغ دلتبی دیشان ثذست آٍسدى      

 ثبضذ. هؼبدلِ دیفشاًسیلی حبون ثش سفتبس ًبًَ تیش اهىبى ًبپزیش هی
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