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پٍی در لایِ هزسی عیال هغٌاطیغی بز صفحِ تخت در حال کؾؼ با اعوال ؽار حزارتی هتغیز ٍ در در هطالعِ حاضز   بِ بزرعی ٍ تحلیل اًتز
اَخت قزار دارد. هعادلات حاکن ؽاهل  حضَر هیذاى گزهایی ٍ هکؼ ثابت پزداختِ ؽذُ اعت. جزیاى عیال تحت تأثیز هیذاى هغٌاطیغی یکٌ

هعادلات پیَعتگی، هَهٌتن ٍ اًزصی اعت. بِ کوک حل تؾابْی بلاسیَط، هعادلات حاکن اس هعادلات دیفزاًغیل هعوَلی غیزخطی بِ هعادلات 
اًذ. ًتایج هطالعِ حاضز ٍ ًتایج هطالعات چاپ ؽذُ پیؾیي بِ  چْارم حل ؽذُ کَتا هزتبِ دیفزاًغیل خطی تبذیل ؽذُ ٍ عپظ بِ رٍػ راًگ

هٌظَر اعتبارعٌجی هقایغِ ؽذُ ٍ تطابق کاهل هؾاّذُ ؽذ. عذد بیضى بِ عٌَاى پاراهتز هعیار طزاحی در هطالعِ کیفی جْت بزرعی فزآیٌذ 
ت پاراهتزّای هکؼ، ؽار حزارتی، هغٌاطیظ، پاراهتز عذد پزًتل ٍ دّی قطعات صٌعتی هعزفی ؽذُ اعت. تأثیزا کاری در فزآیٌذّای پَؽؼ خٌک

پٍی تَلیذی بی دّذ؛ با افشایؼ  ًتایج ًؾاى هی بعذ ٍ عذد بیضى تزعین ؽذُ اعت. پاراهتز هٌبع گزهایی بِ صَرت هجشا بز عزعت، دها ٍ اًتز
زارتی هقذار عذد بیضى بِ تزتیب کاّؼ، کاّؼ، افشایؼ، کاّؼ پاراهتزّای عذد پزًتل، هکؼ، هٌبع گزهایی، هغٌاطیظ ٍ پاراهتز هزبَط بِ ؽار ح

 .دّی قطعات صٌعتی اعتفادُ کزد کاری پظ اس پَؽؼ یابذ. اس ًتایج هطالعِ حاضز جْت بْبَد فزآیٌذ خٌک ٍ کاّؼ هی
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 In present study, the entropy analysis for laminar MHD flow over a stretching sheet with variable heat 

flux in presence of heat source and constant suction is done. The flow is influenced by uniform 

transverse magnetic field. The PDE governing differential equations including continuity, momentum, 

and energy are reduced to ODE ones by similarity solution. Then, the ODEs are solved by applying the 

4
th
-order Runge-Kutta method. To validate, the result of this study and the published result are 

compared and the agreement is achieved. Bejan number is used as a design criterion parameter for a 

qualitative study about the cooling. The effects of suction parameter, heat source parameter, magnetic 

parameter, Prandtl number and heat flux parameter on dimensionless velocity and temperature, 

dimensionless entropy generation and Bejan number are shown in several plots. The results show that 

with increasing Prandtl number, suction, heat source parameter, magnetic parameters and parameters 

related to heat flux, the Bejan number is decreased, decreased, increased, decreased and decreased, 

respectively. The results of this research can be used for the increasing  the cooling in the surface in the 

coating. 
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 مقذمه 1-

تشسػی سفتاس لایِ هشصی ػیال ػثَسی اص ػغَح گشم دس تؼیاسی اص فشآیٌذّای 

چِ تِ ػثة خاصیت گشهاصدایی هایؼات،  هٌْذػی حائض اّویت اػت. چٌاى
کٌٌذُ ػغَح تا دهای تالا، گزساًذى ػیال اص  ّای صٌؼتی خٌک یکی اص سٍؽ

تِ ّای اخیش تا تَخِ  ػاصی هصشف اًشطی دس ػال سٍی ػغَح اػت. تْیٌِ

ّای اٍلیِ هَسد تَخِ قشاس گشفتِ  خَیی دس اًشطی ٍ کاّؾ ّضیٌِ اّویت صشفِ

ػاصی فشآیٌذ  اػت. دس ایي ساػتا ػَاهل هؤثش تش تَلیذ اًتشٍپی ٍ تْیٌِ

دّی قغؼات صٌؼتی تِ صَست تـاتْی دس ایي هغالؼِ  کاسی دس پَؿؾ خٌک

 تشسػی ؿذُ اػت.

تخت تَػظ تلاصیَع سٍؽ حل تـاتْی لایِ هشصی خشیاى تش یک صفحِ 

[ اسائِ ؿذ. تَصیغ ػشػت دس لایِ هشصی ّیذسٍدیٌاهیکی دس سٍؽ اسائِ ؿذُ 1]
تِ کوک  خغیتِ ٍػیلِ تثذیل هؼادلِ غیشخغی هَهٌتن تِ هؼادلِ دیفشاًؼیل 
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[ دس تشسػی ٍ 2تؼشیف هتغیش تـاتْی صَست پزیشفت. اتتکاس ػاکادیغ ]
 .حشکت تا ػشػت ثاتت تَد هغالؼِ سفتاس لایِ هشصی تش ػغح خاهذ دس حال

[ تا اػتفادُ اص حل تـاتْی تِ تشسػی لایِ هشصی غلظتی 3لکضیاى ٍ ّوکاساى ]
دس خشیاى تلاصیَع ٍ ػاکادیغ کِ تحت تأثیش تـؼـغ قشاس گشفتِ پشداختٌذ. 

[ تِ سٍؽ تحلیلی تِ تشسػی لایِ هشصی آسام پایذاس تش ػغح تخت 4ایـاک ]
های ّذایتی تِ ػغح پشداخت. تشاػاع دس حال کـؾ ّوشاُ تا اًتقال گش

ًتایح اٍ تٌؾ تشؿی تا افضایؾ پاساهتش هکؾ افضایؾ یافتِ ٍ دس ًتیدِ ًشخ 
[ تِ تشسػی سفتاس لایِ هشصی تش 5َ ]ئیاتذ. لیا اًتقال حشاست اص ػغح افضایؾ هی

پشداخت. تشاػاع گضاسؽ اٍ  ًفَرًاپزیش تِ سٍؽ تحلیلی صفحِ دس حال کـؾ
ای حل خشیاى لایِ هشصی تش صفحِ دس حال کـؾ تِ ّای هـاتِ تش سٍؽ

خایی آصاد تش ػغح دس حال  اػت. تشسػی خاتِ ٍاتؼتِ        هقذاس هشصی 
[ اًدام ؿذ. تشاػاع 6کـؾ ّوشاُ تا هکؾ ٍ دهؾ تَػظ گشلا ٍ ّوکاساى ]

ّا ًشخ اًتقال خشم اص ػغح ٍاتؼتِ تِ خشیاى ٍ دهاػت. هکؾ ٍ  ًتایح آى

ؿًَذ، ّوچٌیي  هی لایِ هشصی گشهایی کاّؾ ٍ افضایؾ دهؾ تِ تشتیة ػثة
تشسػی  یاتذ. ضخاهت لایِ هشصی گشهایی تا افضایؾ ػذد پشًتل کاّؾ هی

اًتقال حشاست ٍ خشیاى ػیال لضخت تش ػیلٌذس دس حال کـؾ ًفَرپزیش ٍ تا 
[ صَست 7تَػظ ٍاخشاٍلا ٍ ّوکاساى ]ٍخَد خزب ٍ تَلیذ گشهای داخلی 

تَاى تِ کاّؾ ضخاهت لایِ هشصی  ّا هی تایح تشسػی آىپزیشفت. اص خولِ ً
گشهایی ٍ گشادیاى دهایی دیَاسُ دس اثش افضایؾ ػذد پشًتل اؿاسُ کشد. چي ٍ 

ّای اًتقال  [ تِ تشسػی تأثیش دها ٍ ؿاس حشاستی هتغیش تش ٍیظگی8ّوکاساى ]
ّا  ًتایح آى .پشداختٌذ ٍ تا ٍخَد هکؾ حشاست ػغح ّوشاُ تا کـؾ خغی

داد پاساهتش گشها ٍ هکؾ، ضخاهت لایِ هشصی گشهایی تا افضایؾ ػذد  ًـاى
یاتذ. گشادیاى دهای دیَاسُ دس ػذد پشًتل ثاتت تا افضایؾ  پشًتل کاّؾ هی

تش لضخت [ اثش اتلاف 9دّذ. اًدالی ٍ ّوکاساى ] پاساهتش هکؾ افضایؾ ًـاى هی
ٍخَد  خشیاى غیشخغی هغٌاعیؼی تش ػغح دس حال کـؾ تا ؿاس حشاستی ٍ

ّا  تخلخل هتَػظ سا تِ کوک سٍؽ تحلیلی تشسػی کشدًذ. تشاػاع ًتایح آى
ؿَد.  تؼذ دس ساػتای عَلی هی پاساهتش هغٌاعیؼی ػثة کاّؾ ػشػت تی

یاتذ. تشسػی پاساهتش  ّوچٌیي ًـاى دادًذ تا افضایؾ ػذد پشًتل دها کاّؾ هی
لغضؽ ٍ تا  هغٌاعیغ تش خشیاى لایِ هشصی دس صفحِ دس حال کـؾ ّوشاُ تا

 .تشسػی ٍ تحلیل ؿذ [10ٍخَد تخلخل هتَػظ تَػظ خیي ٍ ّوکاساى ]

ّا پشٍفیل ػشػت تا افضایؾ پاساهتش هغٌاعیغ ٍ پاساهتش  تشاػاع ًتایح آى
ّای ػشػت ٍ دها تا افضایؾ  هکؾ افضایؾ یافتِ ٍ ًیض تٌؾ تشؿی ٍ پشٍفیل

 اتٌذ. پاساهتش لغضؽ تِ تشتیة افضایؾ،کاّؾ ٍ کاّؾ هی

ػی لایِ هشصی آسام پایذاس ػیال غیشقاتل تشاکن کـؼاى ّوشاُ تا تشس

هغٌاعیغ، هکؾ ٍ دهؾ تش صفحِ دس حال کـؾ غیشخغی تَػظ هْاپشتا ٍ 
ّا ًـاى دادًذ پشٍفیل ػشػت تِ پاساهتشّای  [ اًدام گشفت. آى11ّوکاساى ]

اٍتؼتِ اػت. ػلی ٍ ّوکاساى ] [ تِ 12هغٌاعیؼی، کـؼاى، هکؾ ٍ دهؾ 
یاى لضج هغٌاعیؼی ٍ تا ٍخَد هکؾ ٍ اًتقال حشاست تش صفحِ تشسػی خش

ّا ًـاى داد تا افضایؾ  ًتایح آى. هتحشک ٍ ّوشاُ تا ؿاس حشاستی پشداختٌذ
یاتذ.  پاساهتش هکؾ، ضشیة اصغکاک افضایؾ ٍ دهای دیَاسُ کاّؾ هی

ّا ػذد پشًتل ٍ هکؾ پاساهتشّای هؤثشتشی تش  ّوچٌیي تشاػاع گضاسؽ آى
ایی اػت. هغالؼِ ٍ تشسػی لایِ هشصی خشیاى اخثاسی پشٍفیل ده

ّیذسٍدیٌاهیک ػیال هغٌاعیؼی تش ػغح دس حال کـؾ تا ٍخَد ٍ هٌثغ 

[ اًدام ؿذ. اص خولِ ًتایح 13گشها، ؿاس حشاستی ٍ هکؾ تَػظ اًدالی دٍی ]
تؼذ دس ساػتای عَلی ٍ  تَاى تِ افضایؾ ػشػت تی ّا هی اسائِ ؿذُ تَػظ آى

ّا ًـاى  اسُ تا افضایؾ پاساهتش هکؾ اؿاسُ کشد. ّوچٌیي آىکاّؾ دهای دیَ
 یاتذ. دادًذ دهای ػیال تا افضایؾ پاساهتش هغٌاعیغ کاّؾ هی

اَى حذاقل سػاًذى  [ سٍؿی تشای تْی14ٌِتیظى ] ػاصی اًتشٍپی تا ػٌ
ػاصی فشایٌذّای  اًتشٍپی تَلیذی خْت تْیٌِاًتشٍپی تَلیذی اسائِ کشد. 

ػیال ٍ اًتقال حشاست تش صفحِ تخت هتحشک تَػظ  تشهَدیٌاهیکی خشیاى

[ اًدام ؿذ. ایـاى اص ػذد تیظى تِ ػٌَاى هؼیاس 15هلًَذی ٍ ّوکاساى ]

ّا اًتشٍپی تَلیذی تا افضایؾ  ػاصی اػتفادُ کشدًذ. تشاػاع ًتایح آى تْیٌِ
[ تِ تشسػی اًتشٍپی 16هلًَذی ٍ ّوکاساى ]دّذ.  ػشػت افضایؾ ًـاى هی

لؼِ دٍتؼذی لایِ هشصی ػیال تش صفحِ تخت تا دهای دیَاسُ تَلیذی دس هغا

ّا ًـاى داد افضایؾ ػذد پشًتل ػثة کاّؾ اًتشٍپی  ثاتت پشداختٌذ. ًتایح آى

گشدد. ّوچٌیي تا افضایؾ ػذد سیٌَلذص ٍ اکشت اًتشٍپی تَلیذی  تَلیذی هی
 تش صفحِ دس حال هغٌاعیؼییاتذ. تشسػی آًالیض اًتشٍپی دس ػیال  کاّؾ هی

پزیش ّوشاُ تا لغضؽ خضئی دس دهای ثاتت ػغح تِ ٍػیلِ یضدی ٍ  کـؾ ًفَر

تَاى تِ افضایؾ اًتشٍپی  ّا هی [ تشسػی ؿذ. اص خولِ ًتایح آى17ّوکاساى ]

ٍیگاًذ ٍ ّوکاساى تَلیذی تا افضایؾ ػذد سیٌَلذص ٍ پاساهتش هکؾ اؿاسُ کشد. 
تٌذ. تشاػاع ًتایح [ تِ کوک سٍؽ تـاتْی تِ حل هؼادلِ اًتشٍپی پشداخ18]

ّا حل هؼادلِ اًتشٍپی تِ سٍؽ تـاتْی سٍؽ هٌاػثی خْت تشسػی  آى

[ 19] ٍ ّوکاساىّاػت. تگ  پاساهتشّای هؤثش تش اًتشٍپی ٍ دسک تْتش سفتاس آى

تِ هغالؼِ اًتشٍپی تَلیذی تشای خشیاى ػیال هغٌاعیؼی لضج کـؼاى تش 
ًتایح ًـاى داد اًتشٍپی ػغح دس حال کـؾ ٍ تا تخلخل هتَػظ پشداختٌذ. 

یاتذ. تَت ٍ  تَلیذی تا افضایؾ پاساهتش هغٌاعیؼی ٍ ػذد پشًتل افضایؾ هی

[ تِ تشسػی اثشات اًتشٍپی دس عَل خشیاى لایِ هشصی پایذاس ٍ 20ّوکاساى ]

اًتقال حشاست اص ػیال لضج ّادی الکتشیؼیتِ ٍ تا ٍخَد کـؾ صفحِ ٍ 
ٍپی تَلیذی هحلی تا افضایؾ پاساهتش گشهایؾ پشداختٌذ ٍ هـاّذُ کشدًذ اًتش

[ تَصیغ دهایی ٍ ًشخ اًتشٍپی 21ّوکاساى ] یاتذ. تشاتی ٍ هغٌاعیؼی افضایؾ هی

تَلیذی هحلی ٍ کلی دس کاًال هتخلخل ّوشاُ تا اثشات هغٌاعیغ 

ّا، تا تَخِ تِ  غیشیکٌَاخت سا هَسد تشسػی قشاس دادًذ. تشاػاع ًتایح آى
قال حشاست قؼوت ّوشاُ تا تخلخل هتَػظ، ؿشایظ هشصی کاًال، ًشخ اًت

[ تِ 22دّذ. لغفی ٍ لکضیاى ] اًتشٍپی تَلیذی کاّؾ ٍ یا افضایؾ ًـاى هی

کاسی سٍی صفحِ تخت دس دهاّای تالا کِ هذل ػادُ  تشسػی ًشخ خٌک

ّا  ای اص فشایٌذ ػولیات حشاستی کَئٌچ اػت، پشداختٌذ. اص خولِ ًتایح آى ؿذُ
کاسی تا افضایؾ  شٍپی تَلیذی، ػذد تیظى ٍ ًشخ خٌکتَاى تِ افضایؾ اًت هی

[ تِ تشسػی حل 23ػشػت کَئٌح اؿاسُ کشد. ّوچٌیي لغفی ٍ لکضیاى ]

تؼیاس داؽ تا کؼش  کاسی خشیاى آسام ًاًَ ػیال ػثَسی تش صفحِ تـاتْی خٌک

ّا افضٍدى ًاًَ رسات تِ خشیاى  حدوی هتغیش پشداختٌذ. تشاػاع ًتایح آى
تش هیضاى اًتقال حشاست صفحِ ػاکي تیؾ اص صفحِ  ػیال دس حال خَؽ

اَّذ تَد.  هتحشک خ

کاسی  تا تَخِ تِ هغالؼات پیـیي اًدام ؿذُ تؼیاسی اص فشآیٌذّای خٌک

پزیشد؛ تٌاتشایي  ( اًدام هیMHDتا ػثَس ػیال دس حضَس هیذاى هغٌاعیؼی )
ّای  کاسی کٌتشل ؿذُ ٍ دس ًْایت قغؼِ تا ٍیظگی تِ کوک آى ًشخ خٌک

دس ایي هغالؼِ تِ کوک حل تـاتْی تِ تشسػی ٍ ؿَد.  هغلَب تَلیذ هی

تحلیل اًتشٍپی تَلیذی خشیاى اخثاسی ػیال هغٌاعیؼی ػثَسی اص صفحِ دس 

اتت ٍ هیذاى گشهایی حال کـؾ تا ٍخَد ؿاس حشاستی هتغیش ٍ هکؾ ث
پشداختِ ؿذ. ّوچٌیي تشای ًخؼتیي تاس تِ تشسػی تأثیش ػَاهل یادؿذُ تش 

قغؼات دّی  فشآیٌذ پَؿؾ دس کاسی تِ ػٌَاى هؼیاس کیفی دس خٌک ػذد تیظى

 پشداختِ ؿذُ اػت.صٌؼتی 
 

 تحلیل ریاضی و معادلات حاکم -2

 دس ؿشایظ پایذاس ٍ ًیَتٌی دٍتؼذیدس هغالؼِ حاضش تِ تشسػی ٍ آًالیض ػیال 
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تِ تشتیة U  ٍ Vدس هحَس هختصات کاستضیي پشداختِ ؿذُ اػت. ّوچٌیي 

اػت. اص اثش هیذاى هغٌاعیؼی القایی ًاؿی  x ٍ yػشػت دس خْت هحَسّای 
ٍخَد هٌثغ حشاست ٍ ّوچٌیي ؿاس  .ؿَد اص کـؾ صفحِ صشف ًظش هی

حشاستی هتغیش اػوالی تش ػغح دس حال کـؾ دس تحلیل هؼادلِ اًشطی دس ًظش 

[؛ تٌاتشایي دس 13گشفتِ ؿذُ ٍ اص اتلافات لضخت ٍ ٍصى صشف ًظش ؿذُ اػت ]

 Q( خولِ آخش تِ ػثة ٍخَد هٌثغ حشاستی دس ًظش گشفتِ ؿذُ اػت. 3ساتغِ )
ؿَد، ّوچٌیي  گشها تَلیذ هی    چِ  ٍ چٌاىًشخ حدوی هٌثغ گشها تَدُ 

ٍاى آب دس فشآیٌذ  1دس ؿکل . [7]تِ هؼٌای خزب گشهاػت     

ّوچٌیي ؿکل  .دّی اسائِ ؿذُ اػت کاسی قغؼات پغ اص فشآیٌذ پَؿؾ خٌک

 [.13دّذ ] ؿواتیک هؼألِ هَسد تشسػی دس هغالؼِ حاضش سا ًـاى هی 2
(، 1ل هؼادلات پیَػتگی )تحت فشضیات یادؿذُ هؼادلات حاکن ؿاه

 .[13( اػت ]3( ٍ اًشطی )2هَهٌتن )

(1) 
  

  
 

  

  
   

(2)  
  

  
  

  

  
  

   

   
  

  
 

 
  

(3)    ( 
  

  
  

  

  
)   

   

   
           

( تؼشیف ؿذُ اػت 5,4ؿشایظ هشصی ٍاتؼتِ تِ ػشػت دس هؼادلات )

[13]. 
(4)                

(5)         

تؼشیف ؿذُ اػت  (7,6) ّوچٌیي ؿشایظ هشصی هؼادلِ اًشطی دس هؼادلات
[8.] 

(6)       
  

  
        

(7)          
 [.8گشدد ] هحاػثِ هی (8)تَصیغ دهایی تا اػتفادُ اص هؼادلِ 

 

 

Fig. 1 The water tank for cooling in quenching process [22] 
  [22]دّی کاسی قغؼات پغ اص فشآیٌذ پَؿؾ ٍاى آب دس خٌک 1شكل 

 
Fig. 2 Schematic diagram of the problem [13] 

 [13] ؿواتیک هؼألِ 2شكل 

(8)      
   

 
√
 

 
     

( تِ دػت 9تِ کوک هؼادلِ خشیاى عثق ساتغِ )  x ٍyػشػت دس ساػتای 

 [.8آیٌذ ] هی

(9)   
  

  
    

  

  
 

دس فشآیٌذ حل تـاتْی هتغیشّای تـاتْی هؼتقل ٍ ٍاتؼتِ تِ تشتیة تِ 

 [.8اًذ ] تؼشیف ؿذُ (11,10صَست هؼادلات )

(10)    √
 

 
 

(11)   √           

 (11,10) تِ کوک سٍاتظ .پاساهتش کـؾ صفحِ اػت aکِ دس آى 

 [.8( اػت ]13,12ّای ) هؼادلات ػشػت عثق ساتغِ
(12)             

(13)    √          

 [.13( اػت ]14ػشػت اًتقال خشم اص دیَاسُ عثق ساتغِ )
(14)     √          

( 2هؼادلِ )( دس 13,12ؿذُ ػشػت ) تؼذ تیگزاسی هؼادلات  تا خای
 [.13] آیذ دػت هی ( ت15ِتؼذ هَهٌتن عثق ساتغِ ) هؼادلِ تی

(15)                        

( تؼشیف 16( ػذد ّاستوي تَدُ ٍ عثق ساتغِ )15دس هؼادلِ )   پاساهتش 
 [.12ؿذُ اػت ]

(16)    
   

 

  
 

صَست تِ تؼذ  تیؿشایظ هشصی  (13,12)ػشػت تؼذ  تیتِ کوک هؼادلات 
 [.13ؿَد ] ( حاصل هی17هؼادلِ )

(17)                         

( تؼشیف 18پاساهتش هکؾ صفحِ تَدُ ٍ عثق سٍاتظ )  suّوچٌیي

 [.13ؿَد ] هی

(18) 
   

  

√  
 

اًشطی تِ  تؼذ تی( هؼادلِ 3( دس هؼادلِ )13,12,8تا اػتفادُ اص هؼادلات )

عثق هؼادلِ  تؼذ تی( حاصل ؿذ. ّوچٌیي ؿشایظ هشصی 19صَست هؼادلِ )

 [.13( اػت ]20)
(19)                                

(20)                 

( تؼشیف 22,21تِ صَست هؼادلات )B  ٍ Pr( پاساهتش 20,19دس هؼادلات )

 ؿذُ اػت.

(21)    
   
 

 

(22)   
 

    
 

هحاػثِ  (23)ضشیة اصغکاک پَػتِ یا ضشیة دسگ اصغکاکی اص ساتغِ 

دػت  تِ (24)تٌؾ تشؿی دیَاسُ تَدُ ٍ اص ساتغِ    گشدد کِ دس آى  هی
 .[19]آیذ  هی

(23)    
  

 

 
   

 

(24)      
  

  
  

 ؿَد. حاصل هی (25)هؼادلِ  (13,12,10)هؼادلات اػتفادُ اص تا 

(25)         
  

          

( 26ًشخ حدوی تَلیذ اًتشٍپی تا ٍخَد هیذاى هغٌاعیؼی اص ساتغِ )
 .[23]ؿَد  هحاػثِ هی
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(26)   
    

 

  
((

  

  
)
 

 (
  

  
)
 

) 
 

 
 
  

  
   

   
 

 
   

 .[16]اػت  ؿذُ( تؼشیف 27اًتشٍپی عثق ساتغِ ) تؼذ تیّوچٌیي هؼادلِ 

(27)     
   

    

  
  

 

 ( حاصل ؿذ.28اًتشٍپی تِ صَست هؼادلِ ) تؼذ تیتٌاتشایي هؼادلِ 

(28) 

  
    

                 
 

   

                   

 
 

        
             

. Pr =2.4 ٍ        هحاػثات دس  تَدُ ٍ          اػت

   ّوچٌیي خصَصیات ػیال دس دهای )
     

 
تا دس ًظش گشفتي دهای  (

 تشسػی ؿذُ اػت.    
ػذد سیٌَلذص تَدُ     ػذد اکشت ٍ     تؼذ،  دهای تی ، (28)دس هؼادلِ 

 اًذ. ( تؼشیف ؿذ31,30,29ٍُ عثق هؼادلِ )

(29)   
    

     
 

(30)    
  

 

         
 

(31)     
   

 
 

 [.16]ؿَد  تؼشیف هی (32)عثق هؼادلِ  Beتٌاتشایي 

(32)     
  

        
 

اًتشٍپی اصغکاکی تَلیذی    تؼذ، اًتشٍپی حشاستی تَلیذی تی   دس آى 

 .تؼذ اػت اًتشٍپی هغٌاعیؼی تَلیذی تی   تؼذ ٍ  تی

 اعتبارسنجی -3

تشسػی اثش هیذاى هغٌاعیؼی تش خشیاى دٍ تؼذی ػیال آسام لضج، غیشقاتل 

حشاستی تِ سٍؽ تشاکن دس ػثَس اص صفحِ دس حال کـؾ ٍ دس حضَس هٌثغ 
پشتاتی ٍ ساًگ کَتای هشتثِ چْاسم اًدام ؿذ. تِ هٌظَس حل هؼادلات هَهٌتن 

تؼذ ؿذُ، دٍ  تش ؿشایظ هشصی تی ( ػلا19ٍُ( ٍ هؼادلِ اًشطی )11)

ط لکي ّیچ هقذاس ػذدی  .هَسد ًیاص اػت        ٍ      ؿش

ی هَخَد ًیؼت؛ تٌاتشایي تشای تکویل ؿشایظ هشصی        ٍ      تشا

تشکیثی تِ سٍؽ پشتاتی ٍ تش هثٌای هؼیاس ّوگشایی هقذاس ػذدی حذع صدُ 

ػپغ هؼألِ تا اػتفادُ  .اًتخاب ؿذ     ٍ       ؿذُ، هقذاس هٌاػة تشای 

کَتا هشتثِ چْاسم حل ؿذ. دس هغالؼِ حاضش تحلیل اًتشٍپی ٍ -اص سٍؽ ساًگ
هَسد تشسػی قشاس گشفت. ًتایح هغالؼِ حاضش تا ًتایح اًدالی  Beدس ًْایت 

ٍ ًتایح اًدالی  [ تشای اػتثاسػٌدی هقایؼِ ؿذ. ًتایح هغالؼِ حاضش13] دٍی
هقایؼِ ؿذ. دس ًوَداس  1، عثق خذٍل   تِ اصای تغییش پاساهتش [13دٍی ]

تغاتق خَتی تا ًتایح هقالِ یادؿذُ حاصل ؿذُ اػت. اػتثاسػٌدی  3ؿکل 
کِ اًتشٍپی  [24]ًتشٍپی تَلیذی تا تَخِ تِ هغالؼِ هلًَذی ٍ ّوکاساى ا

تَلیذی تش صفحِ تخت ٍ تا سٍؽ حل تـاتْی سا اسائِ کشدًذ، اًدام ؿذ کِ 
 ؿَد. هـاّذُ هی 4تغاتق کاهل تیي ًتایح دس ؿکل 

 
 

هقایؼِ ضشیة اصغکاک ٍ دهای دیَاسُ دس هغالؼِ حاضش تا اًدالی دٍی  1جدول 

  Pr=0.71, 2= , 1= , 0.05= ,           دس  13]]
Table 1 Comparison between the skin friction coefficient and wall 

temperature in present study with Anjali Devi's results [13] in       
Pr=0.71, n=2, a=1, B=0.05,      

 هغالؼِ حاضش [13]اًدالی دٍی 
                        

0.406670 -3.791287 0.406622 -3.7913 

 
Fig. 3 Comparison between the present study with Anjali Devi's results 

[13] in , Pr=0.71, n=2, a=1,       B=0.05, su=3 
دال هقایؼِ 3شكل   a=1 ,n=2 ,Pr=0.71 su=3,دس[ 13]ی دٍی هقالِ حاضش تا اً

,B=0.05     , 

 
Fig. 4 Validation for the entropy generation fluid over a flat plate inside 

boundary layer 
لَیذی دس لایِ هشصی ػیال ػثَسی اص صفحِ تخت 4شكل   اػتثاسػٌدی اًتشٍپی ت

 بحث و بررسی -4

 suبررسی تأثیرات پارامتر  -1-4

 )ؿکل             ،      ،      ،،Beتش su تأثیشات پاساهتش  5ؿکل 

 B=0.05 ,a=1  ,n=2 ,Pr=2.4,ب( دس-5)ؿکل       ٍ      الف(-5 

هـخص، لایِ هشصی حشاستی  suدس  ηتشػین ؿذُ اػت. تا افضایؾ      
تش اص لایِ هشصی ػشػتی اػت( ًاپذیذ  حشاستی کَچک لایِ هشصی Pr>1 )دس

تٌاتشایي [24]. ؿَد، دس حالی کِ لایِ هشصی ػشػتی ّوچٌاى ٍخَد داسد  هی

صفش ؿذُ ٍ تٌْا اًتشٍپی اصغکاکی ٍ هغٌاعیؼی             ، ηتا افضایؾ 

ؿًَذ. دس ًتیدِ اًتشٍپی  تَلیذ هی       ٍ       تِ دلیل تاقی هاًذى 

کٌذ  ( کاّؾ یافتِ ٍ تِ صفش هیل هی32)عثق ساتغِ  Beَلیذی ٍ حشاستی ت

ثاتت، ضخاهت لایِ هشصی حشاستی کاّؾ  ηدس  suتا افضایؾ پاساهتش  [24].
 ؾ یافتِ ٍ اًتشٍپی حشاستی تَلیذیقذس هغلق گشادیاى دهایی کاّ[8]. یاتذ  هی
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(a) 

 
(b) 

Fig. 5 (a,b) Effect of su parameter on Be                          , 
S,   and        in Pr=2.4, n=2,a=1, B=0.05,        

 ٍ                   ،      ،      ،،Beتش  su اثش پاساهتشالف،ب  - 5شكل

        B=0.05 ,a=1  ,n=2 ,Pr=2.4,دس      

یاتذ. تِ دلیل افضایؾ هدوَع اًتشٍپی اصغکاکی ٍ  تؼذ ًیض کاّؾ هی تی

تؼذ افضایؾ ًـاى  تؼذ، اًتشٍپی کل تَلیذ ؿذُ تی هغٌاعیؼی تَلیذی تی

 یاتذ. کاّؾ هی Beدّذ ٍ  هی

     تأثیرات پارامتر مغناطیسی 2-4-

 الف(-6)ؿکل        ،      ،     ،     ،Beتش      تأثیش  6ؿکل 

 su=3 ,B=0.05 ,a=1 ,n=2 ,Pr=2.4ب( دس -6)ؿکل       ٍ     

، پشٍفیل ηٍ تا افضایؾ  ثاتت   ؿَد دس  چِ هـاّذُ هی دّذ. چٌاى ًـاى هی

یاتذ. دس ًتیدِ اًتشٍپی حشاستی  کاّؾ هی دهایی ٍ قذسهغلق گشادیاى دهایی

کٌذ؛ تٌاتشایي پغ اص  تؼذ کاّؾ یافتِ ٍ دس ًْایت تِ صفش هیل هی تَلیذی تی

η ( ،هـخصPr>1)  لایِ هشصی حشاستی ًاپذیذ ؿذُ ٍ تٌْا اًتشٍپی ًاؿی اص

 η کٌذ. دس تِ صفش هیل هی Beاتلافات اصغکاکی ٍ هغٌاعیؼی تَلیذ ؿذُ ٍ 

، گشهایؾ اصغکاکی افضایؾ یافتِ ٍ دس ًتیدِ ػثة    ثاتت ٍ تا افضایؾ

. پشٍفیل دهایی ٍ قذس هغلق [9]گشدد  افضایؾ ضخاهت لایِ هشصی حشاستی هی

تؼذ افضایؾ تؼیاس اًذکی ًـاى  گشادیاى دهایی ٍ اًتشٍپی حشاستی تَلیذی تی

دّذ، ٍلی تغییشات گشادیاى ػشػت ٍ پشٍفیل ػشػت تیـتش تَدُ ٍ ًقؾ  هی

تؼذ داسًذ؛ تٌاتشایي افضایؾ اًتشٍپی  دس اختلاف اًتشٍپی تَلیذی تیهؤثشتشی 

 ضایؾ اًتشٍپی هغٌاعیؼی ٍ اصغکاکیتؼذ دس هقایؼِ تا اف حشاستی تَلیذی تی
 

 
(a) 

 
(b) 

Fig. 6 (a,b) Effect of      parameter on Be,                   

       S,   and         in Pr=2.4, n=2,a=1, B=0.05,su=3 
ٍ                   ،      ،      ،،Beتش      اثش پاساهتش الف،ب -6شكل 

 B=0.05 ,a=1 ,n=2 ,Pr=2.4 su=3,دس       

 یاتذ. کاّؾ هی Beتؼذ تؼیاس اًذک اػت ٍ  تَلیذی تی

 Prتأثیرات پارامتر 3-4- 

-7)ؿکل              ،      ،      ،،Beتش Pr اثش پاساهتش  7دس ؿکل 

 3=  , 2= , 1= , 0.05= ,ب( دس-7)ؿکل        ٍ      الف(
 Prگشدد. دس  چِ دس ًوَداس هـاّذُ هی تشػین ؿذُ اػت. چٌاى      

هـخص، تا فاصلِ گشفتي اص صفحِ ٍ ًاپذیذ ؿذى لایِ هشصی  ηثاتت ٍ پغ اص 

دس ًظش گشفتِ ؿذُ ٍ ضخاهت لایِ هشصی حشاستی کوتش اص لایِ  Pr>1حشاستی)

کاّؾ یافتِ ٍ دسًتیدِ اًتشٍپی حشاستی        ٍ      هشصی ػشػتی اػت(،

کٌذ. پغ اص آى تٌْا ػاهل تَلیذ  تؼذ ًیض کاّؾ ٍ تِ صفش هیل هی تَلیذی تی

 اػت. دس ًتیدِ تا غلثِ اتلافات اصغکاکی ٍ       ٍ       اًتشٍپی، 

ثاتت، تا  η کٌذ. ّوچٌیي دس کاّؾ یافتِ ٍ تِ صفش هیل هی   هغٌاعیغ 
. دس ًتیدِ [12]یاتذ  ضخاهت لایِ هشصی حشاستی کاّؾ هی Prافضایؾ 

پشٍفیل دهایی ٍ ّوچٌیي قذس هغلق گشادیاى دهایی کاّؾ یافتِ ٍ دس ًتیدِ 
اًتشٍپی دّذ. دس حالی کِ هدوَع  اًتشٍپی حشاستی تَلیذی کاّؾ ًـاى هی

دّذ. تا  تؼذ افضایؾ اًذکی ًـاى هی اصغکاکی ٍ هغٌاعیغ تَلیذی تی

 یاتذ. کاّؾ هی   ، هقذاس Prافضایؾ
 

 n تأثیرات پارامتر  4-4-

 الف( -8)ؿکل       ،       ،      ،      ،Beتش n اثش پاساهتش  8ؿکل.
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(a) 

 
(b) 

Fig. 7 (a,b) Effect of Pr  parameter on Be                        , 

 S,   and        in su=3, n=2,a=1, B=0.05,        
 ٍ                   ،      ،      ،،Be تشPr اثش پاساهتش الف،ب  -7شكل 

        B=0.05 ,a=1 ,n=2 ,su=3,دس      

،  su=3 ،Pr=2.4، a=1 ،B=0.05ب( دس  -8)ؿکل       ٍ     

، لایِ هشصی حشاستی اص ηثاتت ٍ تا افضایؾ   nتشػین ؿذُ اػت. دس       

ٍ ّوچٌیي اًتشٍپی حشاستی تَلیذی       ، قذس هغلق     تیي سفتِ ٍ 

هاًٌذ ٍ  تاقی هی       ،      ،سػٌذ. پغ اص آى  کاّؾ یافتِ تا تِ صفش هی

ثاتت ٍ تا  η کٌذ. دس تِ صفش هیل هی Beگشدًذ ٍ  ػثة تَلیذ اًتشٍپی هی

ؾ اًتشٍپی حشاستی   یکؼاى اػت. تا افضایؾ        ،      ،،  افضای

هدوَع اًتشٍپی   ،    یاتذ، ٍلی تِ ػثة کاّؾ  تؼذ کاّؾ هی تَلیذی تی
دّذ.  تؼذ افضایؾ تؼیاس اًذکی ًـاى هی اصغکاکی ٍ هغٌاعیؼی تَلیذ ؿذُ تی

تؼذ پغ اص چٌذیي هشحلِ  ٍ هغٌاعیؼی تَلیذی تی)ًوَداس اًتشٍپی اصغکاکی 

 یاتذ. ًیض کاّؾ هی Beًوایی تشػین ؿذُ اػت( تٌاتشایي  تضسگ

 Bتأثیرات پارامتر  5-4-

             ،      ،     ، ،Beتش B دس تشسػی اثش پاساهتش  9ؿکل 
 n=2 ,a=1 ,Pr=2.4,ب( دس  -9)ؿکل       ٍ   ،Sالف(  -9)ؿکل 

,su=3       پشٍفیل  ، ثاتت ٍ تا افضایؾ   تشػین ؿذُ اػت. تِ اصای
کٌٌذ ٍ  دهایی ٍ قذسهغلق گشادیاى دهایی کاّؾ ًـاى دادُ ٍ تِ صفش هیل هی

ثاتت، تا افضایؾ   کٌذ. ّوچٌیي دس  ًیض تِ صفش هیل هی Beاًتشٍپی تَلیذی ٍ 

 .[13]یاتذ  ، دهای ػیال ٍ ضخاهت لایِ هشصی حشاستی افضایؾ هی پاساهتش 
 

 
(a) 

 
(b) 

Fig.8 (a,b) Effect of n parameter on Be,                        ,S,   

and        in su=3, Pr=2.4,a=1, n=2,        
 ٍ     ،      ،     ،       ،      ،  Beتش  nاثش پاساهتش الف،ب  -8شكل 

       ،  su=3، Pr=2.4 ، a=1 ،B=0.05 دس      

دٌّذ. دس ًتیدِ اًتشٍپی  افضایؾ اًذکی ًـاى هی      ٍ قذسهغلق      
دّذ. ایي دس حالی اػت کِ  تؼذ ًیض افضایؾ اًذکی ًـاى هی حشاستی تَلیذی تی

یکؼاى تَدُ ٍ کاّؾ تؼیاس اًذک اًتشٍپی هغٌاعیؼی ٍ        ٍ       

اػت )تصَیش دس کادس هشتَط       تؼذ تِ ػثة افضایؾ اصغکاکی تَلیذی تی
ًیض  Beًوایی تشػین ؿذُ اػت(؛ تٌاتشایي  تا چٌذیي هشحلِ تضسگ      تِ 

 یاتذ. افضایؾ هی

 گیری نتیجه -5

ػیال، تا ٍخَد هغٌاعیغ تش دس هغالؼِ حاضش تِ تشسػی لایِ هشصی خشیاى 

صفحِ دس حال کـؾ ٍ ّوشاُ تا هکؾ ثاتت ٍ ؿاس حشاستی هتغیش هٌثغ گشها 
یک سٍؽ حل تـاتْی خْت تحلیل ٍ تشسػی هؼادلات هَهٌتَم،  پشداختِ ؿذ،

تِ  PDEاًشطی ٍ هؼادلِ اًتشٍپی اسائِ ٍ هؼادلات یادؿذُ اص هؼادلات حاکن اص 

ODE ًاًذ.  کَتا هشتثِ چْاسم حل ؿذُ-گتثذیل ؿذُ ٍ ػپغ تِ سٍؽ سا

تأثیش پاساهتشّایی چَى ػذد پشًتل، هغٌاعیغ، هٌثغ گشهایی، ؿاس حشاستی ٍ 
 تشسػی ؿذ. ًتایح هْن هغالؼِ حاضش ؿاهل هَاسد صیش اػت. Beهکؾ تش 

 Be  ُتِ صَست ًؼثت اًتشٍپی حشاستی تِ اًتشٍپی کل تؼشیف ؿذ

 پاساهتش اػت. اص ایي خْت دس ایي هغالؼِ تِ ػٌَاى
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(a) 

(b)  
Fig.9 (a,b). Effect of B parameter on Be,                        , 

S,   and        in su=3, Pr=2.4,a=1, n=2,        
 ٍ           ،     ،       ،      ،    تش   اثش پاساهتش الف،ب  -9شكل 

       ،  su=3، Pr=2.4،a=1 ،n=2 دس      

هؼیاس عشاحی دس هغالؼِ کیفی خْت تشسػی فشآیٌذ 
دّی دس فشآیٌذّای صٌؼتی  پغ اص پَؿؾکاسی  خٌک

 دّی هَسد تَخِ قشاس گشفتِ اػت. پَؿؾ

  ٍ تا افضایؾ پاساهتش هغٌاعیؼی، تغییشات اًتشٍپی اصغکاکی
تؼذ تیـتش اص تغییشات اًتشٍپی  هغٌاعیؼی تَلیذی تی

 .یاتذ کاّؾ هی Be  حشاستی تَلیذی اػت ٍ تٌاتشایي

 یاتذ  تا افضایؾ هکؾ ضخاهت لایِ هشصی حشاستی کاّؾ هی

کاّؾ  Beتؼذ ٍ  ٍ دس ًتیدِ اًتشٍپی حشاستی تَلیذی تی
 یاتذ. هی

  تشای( ،تا افضایؾ ػذد پشًتلPr>1 ) Beیاتذ کاّؾ هی. 

 تا افضایؾ پاساهتش B  تِ ػٌَاى پاساهتش هٌثغ گشهایی ضخاهت
یاتذ، ّوچٌیي اًتشٍپی  لایِ هشصی حشاستی افضایؾ هی

 دٌّذ. افضایؾ تؼیاس اًذکی ًـاى هی Beتؼذ ٍ  حشاستی تی

  تا افضایؾn  ٍ ُگشادیاى ٍ پشٍفیل ػشػتی یکؼاى تَد
اًتشٍپی تَلیذی تٌْا دس اثش تغییش پشٍفیل ٍ گشادیاى دهایی 

 یاتذ. کاّؾ هی Beکٌذ ٍ  تغییش هی

تَاى تیاى کشد کِ تا کاّؾ هیذاى هغٌاعیؼی، کاّؾ  تِ اختصاس هی
 تل ٍ افضایؾ پاساهتش هٌثغ گشهایی، کاّؾ ػذد پشnً هکؾ، کاّؾ پاساهتش

(B،) Be یاتذ. کاسی افضایؾ هی تِ ػٌَاى هؼیاس کیفی فشآیٌذ خٌک 

 فهرست علایم -6

a ِپاساهتش هشتَط تِ کـؾ صفح 

B  هٌثغ گشهاییپاساهتش 

Be ػذد تیظى 

 قذست هیذاى هغٌاعیؼی   

C ظشفیت گشهایی 

 ضشیة اصغکاک   

 ظشفیت گشهایی ٍیظُ دس فـاس ثاتت   

D  هقذاس ثاتت هثثت 

Ec ػذد اکشت 

K ّذایت گشهایی ػیال 

 پاساهتش هغٌاعیؼی   

n پاساهتش هشتَط تِ ؿاس حشاستی 

Pr ػذد پشًتل 

Q  گشهاًشخ حدوی 

q ؿاس حشاستی 

Re سیٌَلذص 

su پاساهتش هکؾ 

S اًتشٍپی 

T دها 

U  ػشػت دس خْت هحَس x(ms-1) 

V  ػشػت دس خْت هحَس y(ms-1) 

 علایم یونانی

 تؼذ پاساهتش تی  

 تؼذ دهای تی  

 (kgm-1s-1لضخت دیٌاهیکی )  

 لضخت ػیٌواتیکی  

 (kgm-3چگالی )  

 ػیال ّذایت الکتشیکی  

 تٌؾ تشؿی  

 پاساهتش خشیاى  

 زیرنویسها

F اصغکاک 

g تَلیذی 

h گشهایی 

M هغٌاعیغ 

p فـاس ثاتت 

w ُدیَاس 
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