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تغییر میدان جابجایی  شود. یافته بررسی می زاگ بهبود با استفاده از تئوری زیگهای ناهمسانگرد عرضی  رفتار استاتیکی چندلایهمقاله، در این  
شود. تابع سینوسی پیوسته  شود درحالیکه جابجایی عرضی ثابت در نظر گرفته می ای فرض می ای تکه صفحه به صورت سینوسی پیوسته درون
ابسته از های و کند. برای استخراج معادلات حاکم و همچنین شرط مرزی ها را ارضا می رویه شرط پیوستگی تنش برشی عرضی در میان ای، تکه

گردد. گرچه این تئوری تعداد متغیر میدانی برابر با تئوری  شود. پاسخی از نوع ناویر برای شرط مرزی ساده ارائه می اصل همیلتون استفاده می
ده در منابع ها با مقایسه نتایج مدل کنونی با نتایج گزارش ش کند. صحت پاسخ بینی می ها را با صحت بالایی پیش برنولی دارد ولی تنش -اولر

شود. تابع  های جابجایی، کرنش و تنش در راستای ضخامت ارائه می گردد. نتایج عددی برای مطالعه اثر ناهمسانگردی عرضی بر میدان تایید می
تری را  صحیح شود. تئوری کنونی میدان تنش نسبتا تری را منجر می ای نتایج دقیق ای در مقایسه با تابع سهمی پیوسته تکه تکه  سینوسی پیوسته

دهد که پیوستگی  تر است. نتایج نشان می برنولی دقیق -کند که آن نیز به نوبه خود از تئوری اولر نسبت به تئوری مرتبه بالای برشی ارائه می
زاگ بهبودیافته  باشد. همچنین، تئوری زیگ وسیله تئوری مرتبه بالا( فاقد مبنای فیزیکی می هبینی شده ب )پیش کرنش نرمال در راستای ضخامت

 های ناهمسانگرد عرضی را دارد. بینی دقیق تنش در راستای ضخامت در چندلایه توانایی پیش

 کلید واژگان:
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  In this paper, static analysis of transversely anisotropic laminate is investigated using improved zig-zag 

theory. Variation of in-plane displacement is assumed to be sinusoidal while transverse displacement is 
assumed to remain constant through the thickness. This piece-wise continuous sinusoidal function 

satisfies transverse shear stresses continuity in interfaces. The Hamilton principle is utilized to derive 

governing equations and related boundary conditions. The Navier-type solution is presented for simply-
supported boundary conditions. The theory has the same unknown variable field as Euler Bernoulli 

beam although it predicts stresses with high accuracy. The validity of solutions is confirmed by 

comparing present model results with that reported in the literature. Numerical results are given to study 
the influences the transverse anisotropy on displacement, strain and stress fields through the thickness. 

The piece-wise continuous sinusoidal function offers more accurate transverse stress distribution in 

comparison with the piece-wise polynomial function. The present theory provides a slightly more 
accurate stress field through the thickness compared to high order shear deformation theory, which in 

turn is more accurate than Euler-Bernouli theory. The result shows the continuity of normal strain 

through thickness predicted by Euler-Bernouli theory has no physical basis. Furthermore, the improved 
zig-zag theory is capable of capturing precise stress field through the thickness in transversely 

anisotropic laminate 
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 مقدمه 1- 

ی ثانویه )فرعی( مورد ها ها بیشتر برای ساخت سازه گذشته كامپوزیت در

دلیل افزایش آگاهی درباره نحوه گرفتند. اما امروزه به استفاده قرار می

دهی این مواد و همچنین افزایش رقابت در بازارهای جهانی برای ساخت  شكل

ها یكی از مواد انتخابی اصلی  برای ساخت قطعات  قطعات سبک، كامپوزیت

های  ها  این است كه برتری ت[. علت گرایش به كامپوزی1] سبک هستند

http://mjmec.ir/
http://mjmec.ir/


  

 همکاران و مهران قلمی چوبر تحت بار سینوسی بهبود یافتهزاگ  با تئوری زیگ کامپوزیتی ناهمسانگرد عرضیتیر استاتیکی تحلیل

 

 4، شماره 17، دوره 1396مهندسی مکانیک مدرس، تیر  394
 

مشخصی را نسبت  به مواد مهندسی متداول )مانند فولاد و آلومینیوم( از خود 

دهند، كه سفتی مخصوص و استحكام مخصوص بیشتر، مقاومت  نشان می

 [. 2یافته از آن جمله هستند. ] خوردگی بالا و مقاومت خستگی بهبود

های  نیز دارد و آن دشواری ای با این وجود این ماجرای روی دیگر سكه

كه طراحی آغازین  جااز آن باشد. ها می مرتبط با تحلیل و طراحی این سازه

های كامپوزیتی نیازمند دانستن توزیع تنش است. و  همچنین بررسی  سازه

شكست نقاط بحرانی بدون دانستن مقدار دقیق تنش ممكن نیست )بیشتر 

های  باشند( استفاده از روش معیار شروع شكست و آسیب برحسب تنش می

[.  حال اگر با انجام 3] های فلزی در اینجا راهگشا نیست متداول طراحی سازه

ِ سازه و مشخص شدن نقاط تمركز تنش، ناگزیر به افزایش سطح  تحلیل تنشی

این افزایش ضخامت  حل های طراحی، باشیم. از راه  مقطع، به عنوان یكی

  1های برشی و اثرات غیركلاسیكی مانند تنشتر شدن اوضاع شده  باعث وخیم

عرضی )تراگذر( و تغییرشكل در راستای ضخامت اهمیت بیشتری پیدا 

برنولی و ورق كیرشهوف در  -های تیر اولر برنولی كنند. در نتیجه، تئوری می

های كامپوزیتی نارسا  بینی تغییرشكل موضعی و سراسری این چندلایه پیش

 خواهند بود. 

)تفاوت مدول  ای به دلیل ناهمسانگردی عرضی های لایه مپوزیتتحلیلِ كا

دیگر لزوم پیوستگی  سوی و از در جهت ضخامت( ها لایه الاستسیته

[ بسیار دشوار است.  4] ها)ی جابجایی، تنش عمودی( میدان 2ایِ لایه میان

مهندسی تیر و ورقِ ذكر شده در بالا تنها برای  های برای مثال تئوری

سازی در  با آنكه امر مدل اند و توسعه داده شده ای همسانگرده لایه تک

دهند ولی شرط پیوستگی  های همسانگرد فلزی را با دقت كافی انجام می سازه

ها باعث خطا  كنند و این مسئله در چندلایه ارضا نمی 3ها رویه تنش در میان

ستگی گردد. برای یک كامپوزیت با ناهمسانگردی عرضی، اعمال شروط پیو می

جابجایی و تنش در مرزها باعث ایجاد اختلاف شیب در میدان جاجایی 

. پدیده Ux,Uy,Uz های جابجایی گردد  به این تفاوت در شیب میدان می

 (.1)شكل  گویند وهشتی می زاگ یا هفت زیگ

سازی  های صنعتی به روشی سریع برای مدل به دلیل نیاز فزاینده بخش

اند. ویژگی بارز این  ارز  مورد توجه قرار گرفته لایه هم های تک ای، تئوری  سازه

 از ها مستقل  های مجهول در این تئوری ها در این است كه تعداد متغیر تئوری

 
Fig. 1 Displacement and transverse stress field in a lamina and a multi-
layered [4] 

 [4]جابجایی و تنش عرضی در تک لایه و چندلایهمیدان  1شکل 

                                                                                                                                  
1 Transverse shear stress   
2 Interalaminar Stress  
3 Interfaces 

ها انواع مختلفی دارد كه از نوع كلاسیک و  ها است. این تئوری تعداد لایه

شروع شده و به تئوری  های درسی( برشی نوع اول )ارائه شده در كتاب

در حال اصلاح شدن بوده و رفته رفته  شود كه روز به روز پیچیده منتهی می

قابل توجهی    های بالا باعث بهبود یابند.  گرچه  تئوری تری میهای بیش قابلیت

سازی اثرات  بینی پروفیل تنش برشی عرضی و همچنین صحت مدل در پیش

شوند. ولی با این وجود، توانایی ضبط صریح اثرات  )ناموضعی( می سراسری

ک ارز كه سینماتی ی هم لایه های تک زاگ را ندارند. در این میان، تئوری زیگ

خوبی بین عوامل مخالفی نظیر صحت   گیرند مصالحه زاگی را درنظر می زیگ

 كنند. ای و همچنین هزینه محاسباتی برقرار می سازی موضعی و لایه مدل

مدلی بر پایه میدان جابجایی را ارائه كرد. شكل  1984دی شووا در سال  

میدان جابجایی متشكل ازتغییرشكل مرتبه اول و همچنین جملات 

 2000[. دی شووا و ایكاردی در سال  5] پیوسته )اثرات زیگ زاگ( بود‐خطی

های  نقش اثرات غیركلاسیک را بر خمش، ارتعاش و پایداری چندلایه

كامپوزیتی و ساندویچی بررسی كردند. نتایج حاصله نشان داد كه در حضور 

 چینی نامتقارن، پیش بینی تنش عرضی دچار اشكال لایه اثرات غیرخطی و

[. این مدل لایه چینی نامتقارن و جملات غیرخطی را شامل می 6] گردد می

كه  تسلر با بیان این 2007شد ولی كرنش نرمال عرضی آن صفر بود. در سال  

[. 7] مدل دی شووا دارای دو اشكال اساسی است مدل جدیدی را ارائه نمود

را بر رفتار  نقش پارامترهای میدان جابجایی 2010تسلر و همكاران در سال 

[. این تئوری در سال های اخیر این 8] تئوری های زیگ زاگ بررسی كردند

[. از جمله كارهای مهم 9] مدل به ساختارهای ساندویچی اعمال گردیده است

بندی یكپارچه ی كاره را می باشد كه دسته  در این دسته از تئوری ها فرمول

را  4ای یک تا پیشرفته و لایهی وسیعی از تئوری های ورق از تئوری های كلاس

رفتار خمشی تیرهای كامپوزیتی 2015روه و ویوِر درسال  گیرد. گ برمی در

چندلایه و ساندویچی را مورد مطالعه قرار دادند. از حساب وردش بر مبنای 

 [. 10] جابجایی و هم چنین مخلوط برای حصول نتایج استفاده كردند

توزیع و  موجود تغییر داده شده زاگ در این مقاله یكی از تئوری زیگ

ای در نظر گرفته  ی تكه صورت سینوسی پیوسته تنش برشی عرضی جدیدی به

های پایین و بالا،  علاوه بر صفر شدن تنش برشی در لبه  شود. این توزیع می

كند و تناسب  های مختلف پشتیبانی می توزیع تنشی پیوسته را در گذر از لایه

تسیته دارد. معادلات حاكم با اعمال روش كار بیشتری با حل دقیق الاس

آمده و برای بررسی كارآمدی مدل حاضر، نتایج با حل دقیق  مجازی بدست 

گردد. مطالعه موردی برای درک  الاستیسته گزارش شده در منابع مقایسه می

 گیرد. چنین اهمیت ناهمسانگردی عرضی انجام می رفتار این نوع تئوری و هم

 زاگ بهبودیافته تئوری زیگبندی  فرمول2- 

باشد. برای  را در نظر بگیرید كه تحت بار وارده می "2شكل "تیری مطابق 

برشی  یافتن معادلات حاكم بر رفتار استاتیكی این سازه توزیعی برای تنش

های  شود. این توزیع تنش علاوه بر صفر شدن در لبه عرضی در نظر گرفته می

 كند. را فراهم می zتگی در راستای بالا و پایین امكان الزام پیوس

برای تنش برشی عرضی در راستای ضخامت چندلایه، توزیع زیر را در 

 گیریم. نظر می

(1) 𝜏𝑥𝑧
(𝑘)

= 𝐺 {𝐴(𝑘) + 𝑚(𝑘)(cos⁡(
π𝑧

ℎ
) − 1))}𝛾

𝑥𝑧
(𝑥) 

 گردد به صورت زیر تعریف می mكه در آن  

(2) 𝑚(𝑘) = 𝑒(𝑘) ⁡(𝑔(𝑘) +
1

𝑔(𝑘)
− 1) 

                                                                                                                                  
4 Layerwise 
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Fig.2 A laminate subjected to distributed load and boundary condition 

 ای تحت بار گسترده و شرایط مرزی چندلایه 2شکل

 نیز بر اساس رهیافت فنری بدین صورت ارائه شده است g ,eكه 

(3) 𝑒(𝑘) =
𝑄(𝑘)

𝐸
 

(4) 𝐸 = 1/ℎ∑𝑡(𝑘)𝑄
(𝑘)

⁡⁡

𝑁

𝑘=1

 

  و

(5) 𝑔(𝑘)= 𝐺/𝐺𝑥𝑧
(𝑘) 

(6) 𝐺 = [
1

ℎ
∑

𝑡(𝑘)
⁡

𝐺(𝑘)

𝑁

𝑘=1

]

−1

⁡⁡⁡⁡ 

𝑄در فرمول بالا 
(𝑘)

ها  مربوط به مدول برشی لایه Gxz سفتی تبدیل شده و 

𝑄 كه باشد.  می
(𝑘)

= 𝐸𝑥
(𝑘) ای و                          صفحه برای حالت تنش

𝑄
(𝑘)

= 𝐸𝑥
(𝑘)

/(1 − 𝜈𝑥𝑦
(𝑘)

𝜈𝑦𝑥
(𝑘)

 باشد ای می برای حالت كرنش صفحه (

ی زیر  اصلاح شده رابطه( 1)شایان ذكر است معادله پیشنهاد شده در رابطه 

 [ ارائه شده است.10باشد كه در مرجع ] می

(7) 𝜏𝑥𝑧
(𝑘)

= 𝐺 {𝐴(𝑘) − 4𝑡2𝑒(𝑘) (𝑔(𝑘) +
1

𝑔(𝑘)

− 1) 𝑧2}𝛾
𝑥𝑧

(𝑥) 

از توزیع سهمی برای  این رابطه بالا براساس تئوری مرتبه بالای ردی بوده و

 كند. تنش برشی استفاده مینشان دادن تغییرات 

ای برای برقرار پیوستگی  های لایه ثابت A(k)، 1ی توزیع تنش  در رابطه

باشد و از شرط زیر محاسبه  های مختلف می  برشی عرضی در لایه تنش

 گردد می

(8) 𝜏𝑥𝑧
(𝑘)

=𝜏𝑥𝑧
(𝑘+1) 

آید  در رابطه هوک، كرنش برشی عرضی بدست می 1  با جاگذاری رابطه تنش

های جابجایی را به صورت  توان مولفه ها، می ی هندسی كرنش سپس از رابطه

 دست آورد. همقابل ب

𝑢𝑥
(𝑘)(𝑥, 𝑧) = 𝑢0(𝑥) − 𝑧𝑤,𝑥(𝑥) + 𝑔(𝑘) {𝑧𝐴(𝑘) + 𝑚(𝑘) (sin⁡(

π𝑧

ℎ
) − 𝑧)} 𝛾

𝑥𝑧
 

(9) +𝑐(𝑘)𝛾
𝑥𝑧

 

(10) 𝑢𝑧(𝑥, 𝑧) = 𝑤(𝑥) 

برای اعمال شرایط پیوستگی میدان جابجایی وارد  𝑐(𝑘)ثابت ( 9)ی  در رابطه

 :گردد  شده است و به صورت زیر محاسبه می

(11) 𝑢𝑥
(𝑘)

=𝑢𝑥
(𝑘+1)

⁡⁡⁡⁡ 

𝛾و  𝑤 با محاسبه پیشینی این ضرایب، تنها دو متغیر 
𝑥𝑧

كه مربوط به كل  

از معادله  مانند كه باید دارند، باقی می 1باشند و حالت سراسری سازه می

دو بوده و با  ها شود. بنابراین تعداد معادله دیفرانسیل حاكم استخراج می

های  تئوری )برخلاف ها شاهد افزایش تعداد معادلات لایه افزایش تعداد

 ( نخواهیم بود.2ای لایه

                                                                                                                                  
1 Global 

2 Layerwise 

شود. اصل كار  برای استخراج معادله از اصل كار مجازی استفاده می

دارد در جسمی كه در حال تعادل است مجموع كارهای  مجازی بیان می

از حالت   𝛿𝑢⃗مجازی انجام شده توسط نیروهای تعادلی، وقتی به مقدار مجازی 

 نشان داده شده كار "2 شكل"شود، صفر است. با توجه به  واقعی خارج می

 شود. صورت زیر محاسبه می مجازی انجام شده بوسیله جابجایی مجازی به

(12) 

𝛿𝛱PVD = ∫ ∬[𝜎𝑥
𝐻(𝑘)

𝛿𝜀𝑥
𝐺(𝑘)

(𝑢⃗ ) + 𝜏𝑥𝑧
𝐻 𝛿𝛾𝑥𝑧

𝐺(𝑘)
(𝑢⃗ )]𝑑𝑆𝑑𝑥

.

𝑆

𝐿

0

− ∫ 𝑞𝛿𝑤𝑑𝑥
𝑥𝐵

𝑥𝐴

− ∫ [𝜎̂𝑥𝛿𝑢𝑥 + 𝜏̂𝑥𝑧𝛿𝑤]𝑑𝑆1

.

𝑆1

 

نیز  Gبودند. بالانویس  Lو  0های مشخص در نقاط مرزی  تنش 𝜏̂𝑥𝑧و   𝜎̂𝑥كه 

جابجایی هندسی محاسبه -ها از طریق رابطه كرنش دهد كه كرنش نشان می

 شده اند.

(13a) 𝜀𝑥
𝐺(𝑘)(𝑥, 𝑧) = 𝑢0,𝑥

(𝑥) − 𝑧𝑤,𝑥𝑥(𝑥) + 𝑓(𝑘)(𝑧)𝛾
𝑥𝑧,𝑥

⁡(𝑥) 

(13b) 𝑓(𝑘)(𝑧) = 𝑔(𝑘)(𝑧𝐴(𝑘)+𝑚(𝑘)(sin⁡(
π𝑧

ℎ
) − 𝑧) + 𝑐(𝑘)⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ 

 و

(14a) 𝛾𝑥𝑧
𝐺(𝑘)

(𝑥, 𝑧) = 𝑔(𝑘)𝑠(𝑘)(𝑧)𝛾
𝑥𝑧

(𝑥)⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡ 

(14b) 𝑠(𝑘)(𝑧) = 𝐴(𝑘) + 𝑚(𝑘)(cos⁡(
π𝑧

ℎ
) − 1)⁡⁡ 

 اند.  ها از طریق معادله هوک محاسبه شده دهد كه تنش نشان می Hبالانویس 

با استفاده از حساب تغییرات، دو معادله  𝛿𝛱PVDانرژی  3با كمینه كردن تابعیِ

 آیند. حاكم به صورت زیر بدست می

(15) 𝛿𝑤:𝑀𝑥,𝑥𝑥 + 𝑞 = 0 
(16) 𝛿𝛾

𝑥𝑧
: 𝐿𝑥,𝑥 − 𝑄𝑥 = 0 

 و شرایط مرزی

(17) 𝛿𝑤:𝑀𝑥,𝑥 − 𝑉̂𝑥 = 0 

(18) 𝛿𝑤,𝑥: 𝑀𝑥 − 𝑀̂𝑥 = 0⁡⁡ 

(19) 𝛿𝛾
𝑥𝑧

: 𝐿𝑥 − 𝐿̂𝑥 = 0⁡⁡⁡⁡⁡ 

 .گردند تعریف میهای تنش به صورت زیر  برآیند

(20) 𝑀𝑥 = ∫ 𝑧𝜎𝑥
𝐻(𝑘)

𝑑𝑧
𝑡/2

−𝑡/2

= 𝐷𝑊,𝑥𝑥 + 𝐷𝛾𝛾
𝑥𝑧,𝑥

 

(21) 𝐿𝑥 = ∫ 𝑓(𝑘)𝜎𝑥
𝐻(𝑘)

𝑑𝑧
𝑡/2

−𝑡/2

= 𝐷𝛾𝑊,𝑥𝑥 + 𝐷𝛾𝛾𝛾
𝑥𝑧,𝑥

 

(22) 𝑄𝑥 = ∫ 𝑔(𝑘)𝑠(𝑘)(𝑧)𝜏𝑥𝑧
𝐻(𝑘)

𝑑𝑧 = 𝐽𝛾𝑥𝑧⁡⁡
𝑡/2

−𝑡/2

 

(23) 𝑉̂𝑥 = ∫ 𝜏̂𝑥𝑧
. 𝑑𝑧

𝑡/2

−𝑡/2

 

همان ممان خمشی موجود تئوری كلاسیک  Mهای تعریف شده  در بین برایند

 كند. زاگ را مدل می باشد كه رفتار زیگ ممابالایی می Lباشد ولی  می

تیر نیز به صورت زیر،مشابه با تئوری مرتبه بالای برشی، محاسبه   های سفتی

 گردند. می

(24) (

𝐷
𝐷𝛾

𝐷𝛾𝛾

) = ∑∫ 𝑄
(𝑘)

(

𝑧2

𝑧𝑓(𝑘)

𝑓(𝑘)2
)𝑑𝑧⁡

𝑧(𝑘)

𝑧(𝑘−1)

𝑁

𝑘=1

 

(25) 𝐽 = ∑∫ 𝐺𝑔(𝑘) (𝑠(𝑘)(𝑧))
2

𝑑𝑧
𝑧(𝑘)

𝑧(𝑘−1)

𝑁

𝑘=1

⁡⁡ 

⁡𝛾 ای به صورت زیر برای دوتابع حل بسته
𝑥𝑧

,⁡𝑤 گاه ساده و  در حالت تكیه

 توان در نظر گرفت. همچنین بار سینوسی می

                                                                                                                                  
3 Functional  
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(26) 𝑤 = 𝑊sin(
π𝑥

𝑎
) 

(27) 𝛾
𝑥𝑧

= 𝛤cos (
π𝑥

𝑎
)⁡⁡ 

سازی جواب معادلات به  در معادله حاكم و سادههای بالا  با جایگذاری پاسخ

 آید صورت زیر بدست می

(28) 𝑊 =
𝑎3𝐷𝛾𝛾𝑎π2 − 𝐽𝑎3

π6 (𝐷𝛾2 − 𝐷𝐷𝛾𝛾− 𝐷𝐽
𝑎2

π2
)
𝑞0 

در ادامه پژوهش حاضر برای بدست آوردن معیاری برای تشخیص اهمیت 

كنیم. با فرض     زاگ از آن را تئوری اولر مقایسه می تئوری زیگ

𝑤𝑐 = 𝑎4𝑞0/π
4𝐷 توان به فرمول زیر رسید می (28)ی  و بازآرایی رابطه 

(29) 
𝑤

𝑤𝑐

=
1 +

𝐽𝑎2

𝐷𝛾𝛾π2

1 +
𝐽𝑎2

𝐷𝛾𝛾π2
−

𝐷𝛾2

𝐷𝐷𝛾𝛾

⁡⁡⁡ 

در  𝐷𝛾2/𝐷𝐷𝛾𝛾و  𝐽𝑎2/𝐷𝛾𝛾π2عامل  دهد كه دو بررسی فرمول بالا نشان می

انحراف پاسخ سازه از پاسخ تیر كلاسیک حائز اهمیت است و با اگر این كمیت 

توان از تئوری  چینی نزدیک صفر باشد با تقریب نسبتا خوبی می برای یک لایه

 صورت خیر. برنولی استفاده نمود در غیر این -اولر

(30) 𝐽𝑎2

𝐷𝛾𝛾π2
≪ 𝐷𝛾2و  ⁡⁡⁡1

𝐷𝐷𝛾𝛾
≪ 1 

تری نسبت به معیار رایج، كه برمبنای نسبت  طور دقیقتوانند به  این روابط می

 باشند، عمل كنند. طول به ضخامت می

  سنجی صحت3- 

بندی بالا تیری دارای مشخصات زیر به ازای  برای بررسی صحت فرمول

شوند. ضخامت  با هم مقایسه می  (7)و  (1)ی  رابطه برشی  های تنش فرمول

است. خصوصیات مكانیكی هر لایه نیز در  0/90/0/90/0چینی  و لایه  1تیر 

توزیع تنش برشی در راستای ضخامت را  "3شكل "آورده شده است.  1جدول 

دهد. شكل حاكی از آن  نشان می  بالا محاسبه شده  بندی كه توسط فرمول

است كه نه تنها شرط پیوستگی تنش به خوبی اعمال شده بلكه نتایج بدست 

[ مقدار دقیق 10رد اشاره دارد. بنا بر مرجع ]تطابق خوبی نیز با مرجع مو

باشد بدین ترتیب  می 3.3228تنشی برشی بیشینه از حل دقیق الاستسیته 

ای  )تابع سهمی تكه ای پیوسته ( و )تابع سینوسی تكه خطا برای مدل حاضر

درصد است. در نتیجه استقاده   1.621و   0.53به ترتیب برابر با  [10] پیوسته(

 گردد.  ای باعث كاهش خطا می ای پیوسته از تابع شكل سینوسی تكیه

 نتایج و بحث4-

های كرنش نرمال و تنش نرمال و  در این بخش به بررسی توزیع میدان

  زاگ همچنین تنش عرضی در راستای ضخامت حاصل از تئوری زیگ

 با تئوری مرتبه بالا و همچنین اولر شود.  همچنین  مقایسه نتایج پرداخته می

انجام  1ی كامپوزیتی با آرایش معرفی شده جدول  برنولی  برای چندلایه

 گردند. ها فرض می بعد زیر برای رسم مناسب نمودار شود. پارامترهای بی می

 
 A [10] خصوصیات مكانیكی كامپوزیت مورد استفاده 1جدول 

Table 1 mechanical properties of utilized composite A [10] 
 مقدار

(MPa) 

خصوصیت 

 مكانیكی

 مقدار

(MPa) 

خصوصیت 

 مكانیكی

5 × 105 𝐺12 25 × 106 𝐸1 

5 × 105 𝐺13 1 × 106 𝐸2 

2 × 105 𝐺23 1 × 106 𝐸3 
0.25 𝜈23 0.25 𝜈12 

  0.25 𝜈13 

 

Fig. 3 Variation of transverse shear stress 𝜏𝑥𝑧
(𝑘)

 field through the 

thickness for sinusoidal and parabolic function  

𝜏𝑥𝑧 تغییرات تنش برشی عرضی 3شکل 
(𝑘)  در راستای ضخامت برای تابع سینوسی و

 سهمی

(31) 𝑈 =
𝑢𝑧(𝑥, 𝑧)

ℎ
⁡⁡ 

 و

(32) 𝜀__𝑥 =
𝑄𝑡2

𝑞0𝑎
2
⁡⁡ 

 و

(33) 𝜎__𝑥 =
𝑡2

𝑞0𝑎
2
⁡⁡⁡⁡ 

كرنش نرمال را در راستای ضخامت تیری با آرایش مورد بحث در  "4شكل "

گونه مشخص است میدان تئوری  دهد. همان بخش صحت سنجی نشان می

یكنواخت هستند ولی میدان حاصل از تئوری  برنولی-مرتبه بالا و اولر

باشد. این تغییر شیب پدیده  گونه نیست و دارای شكستگی می زاگ این زیگ

تر به آن اشاره شد. علت این است كه هیچ قیدی  ارد كه پیشزاگ نام د زیگ

در این راستا   xو تنش نرمال جهت  xبر پیوستگی میدان كرنش نرمال جهت 

وجود ندارد. و حل دقیق الاستسیته تنها پیوسته بودن میدان جابجایی و تنش 

 [. 4كنند ] ها را الزام می رویه عرضی میان

دهد. در  در راستای ضخامت نشان می xتنش نرمال جهت  "5شكل "

های  اینجا نیز اختلاف نتایج این تئوری به وضوح مشخص است. هر چه به لبه

 "6شكل "شود.  شویم این اختلاف و خطا بیشتر می بالا و پایین نزدیک می

دهد. تئوری اولر هیچ تنش  تنش برشی عرضی در راستای ضخامت نشان می

مرتبه بالا میدانی ناپیوسته و نادرست را منجر گیرد تئوری  برشی در نظر نمی

زاگ میدانی پیوسته و منطبق بر حل دقیق الاستیته  شود. ولی تئوری زیگ می

 كند.  بینی می چینی پیش را برای این لایه

 [Al/90/0/0/90/Al]ی فلز الیافی با آرایش  در ادامه به بررسی چندلایه

ای كامپوزیتی و آلومینیومی در ه شود. خصوصیات مكانیكی لایه پرداخته می

 آورده شده است. [11] از مرجع 2,3جدول

كرنش نرمال را برای چندلایه فلز الیاف در راستای ضخامت  "7شكل "

زاگ  گونه مشخص است پاسخ تئوری مرتبه بالا و زیگ دهد. همان تیر نشان می

 .برنولی دارای خطا است-بینی مدل اولر  بر منطبق شده است ولی پیش
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field through the thickness𝜀𝑥

𝐺(𝑘)
Variation of normal strain Fig. 4  

εxتغییر میدان كرنش  4شکل
G(k) نرمال در راستای ضخامت 

 
through the thickness 𝜎𝑥

𝐻(𝑘)
Variation of normal stress field  Fig. 5 

𝜎𝑥تغییر میدان تنش نرمال 5شکل 
𝐻(𝑘)

 در راستای ضخامت  

 
Fig. 6 Variation of transverse shear stress 𝜏𝑥𝑧

(𝑘)
 field through the 

thickness 

𝜏𝑥𝑧تغییرات تنش برشی عرضی  6شکل 
(𝑘) در راستای ضخامت 

 B [11] خصوصیات مكانیكی كامپوزیت مورد استفاده 2جدول 

Table 2 Mechanical properties of utilized composite B [11] 

 خصوصیت مكانیكی (MPaمقدار)

52 × 106 𝐸1 

17 × 106 𝐸2 

17 × 106 𝐸3 
0.25 𝜈12 

0.25 𝜈13 

0.25 𝜈23 

7 × 106 𝐺12 

7 × 106 𝐺13 

7 × 106 𝐺23 

 [11] خصوصیات مكانیكی آلومینیوم مورد استفاده 3جدول 

Table 3 mechanical properties of utilized Aluminum [11] 
 خصوصیت مكانیكی (MPaمقدار)

72.2 × 106 𝐸. 

0.3 𝜈 

 
through the thickness 𝜀𝑥

𝐺(𝑘)
Variation of normal strain field  Fig. 7 

𝜀𝑥تغییر میدان كرنش نرمال  7شکل 
𝐺(𝑘)

 در راستای ضخامت 

در راستای ضخامت برای چندلایه فلز الیاف  xتنش نرمال جهت  "8شكل "

كه  حالی دهد. در اینجا نیز تئوری كلاسیک تیر دارای خطا است در نشان می

تنش  "9شكل "ی بالا رو هم افتاده اند.  زاگ و مرتبه های زیگ نتایح تئوری

دهد. تئوری اولر هیچ تنش  برشی عرضی  برای چندلایه فلزالیاف نشان می

ولی تئوری مرتبه بالا میدانی پیو سته ولی دارای  .دهد ائه نمیبرای مقایسه ار

شود. لازم به ذكر است پیوستگی تنش برشی در  كمی خطارا را منجر می

 G23و   G13های برشی  بالا در این حالت، به دلیل تساوی مدول  تئوری مرتبه

 باشد.  می

 گیری نتیجه5- 

های ناهمسانگردعرضی با استفاده از  در  این مقاله رفتار استاتیكی چندلایه

ای به  صفحه زاگ بهبودیافته بررسی شد. میدان جابجایی درون تئوری زیگ

ای فرض شد و با استفاده از اصل كار مجازی  ای تكه صورت سینوسی پیوسته

 تئوری ردید. گ  استخراج وابسته  های  مرزی معادلات حاكم و همچنین شرط 

های چندلایه  های محدود و مستقل تعداد لایه حاضر با وجود داشتن متغیر

 دست امده در این  هترین نتایج ب قابلیت اعمال پیوستگی تنش را دارد. از مهم
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through the thickness 𝜎𝑥

𝐻(𝑘)
Variation of normal stress field Fig. 8  

𝜎𝑥 تغییر میدان تنش نرمال  8شکل
𝐻(𝑘)در راستای ضخامت 

 
Fig. 9 Variation of transverse shear stress field 𝜏𝑥𝑧

(𝑘)
 through the 

thickness 
𝜏𝑥𝑧 تغییر میدان تنش برشی عرضی 9شکل 

(𝑘) در راستای ضخامت 

 توان به موارد زیر اشاره نمود. پژوهش می

 های  ای را در گذر لایه تئوری حاضر میدان جابجایی و تنش پیوسته

ها  كند كه برای بعضی از چندلایه بینی می پیش zمختلف در راستی 

 باشد. منطبق بر حل دقیق الاستسیته می

 بینی شده در تئوری ناپیوسته است كه منطبق بر حل  میدان كرنش پیش

 باشد نولی میبر-دقیق الاسیتسیته و برخلاف تئوری اولر

 ای  تكه  ای در مقایسه با تابع سهمی پیوسته تكه  تابع سینوسی پیوسته

 گردد. تری می منجر به نتایج دقیق

 بالا و   زاگ، مرتبه های زیگ ی عملكرد تئوری حاضر با تئوری نحوه

 چینی بررسی شد. همچنین اولر برنولی برای چند لایه

 یک و برشی متفاوت در دهد كه داشتن مدول الاست نتایج نشان می

 zراستای ضخامت باعث ناپیوستگی در كرنش  عمودی و برشی جهت 

های مرتبه بالا و اولر برنولی به مشكل دقت  گردد. در این حالت تئوری می

 شوند. مواجه می
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