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ی دوسرگیردار نظر یک صفحهی مورددر این مقاله اثر فیلم سیال و اثر اندازه بر روی رفتار دینامیکی میکروصفحه بررسی شده است. میکروصفحه 
با استفاده  شود. فضای بین میکروصفحه و بستر صلب، هوا وجود دارد. معادله حرکت صفحهباشد که توسط نیروی الکترواستاتیک تحریک میمی

آید. معادله حاکم بر فشار سیال معادله دست میهکارمن بهای وناز تئوری مرتبه اول تنش برشی و تئوری کوپل تنش و در نظر گرفتن کرنش
ورق و با باشد. با استفاده از روش المان محدود معادلات حرکت رینولدز غیرخطی و تئوری میکروپلار برای لحاظ کردن اثر اندازه در سیال می

سازی می شود. معادلات دیفرانسیل مرتبه اول وابسته به زمان با استفاده از روش استفاده از روش اختلاف محدود معادلات رینولدز، خطی
کیفیت ی میانی بر رفتار دینامیکی ورق و همچنین تغییرات فاکتور شود. اثرات اندازه و اثر کشیدگی صفحهگیری مستقیم نیومارک حل میانتگرال

ی میانی صلبیت اساس نتایج، در نظر گرفتن اثر کشش صفحهعنوان نتایج این مقاله ارائه می شود. برنسبت به پارامترهای مختلف به
باعث  در صفحهتر است. در نظر گرفتن اثر اندازه ی بالاتر این اثر واضحمیکروصفحه را افزایش داده و بخصوص برای ولتازهای تحریک با دامنه

شود که ناپایداری ای میشود. افزایش فشار سیال باعث کاهش دامنه نوسان در تحریک پلهزایش و در سیال باعث کاهش صلبیت سیستم میاف
یابد، اما با افزایش پارامتر مقیاس دینامیکی را به تعویق می اندازد. با افزایش پارامتر کوپلینگ سیال فرکانس طبیعی میکروصفحه افزایش می

 .کندال این فرکانس و همچنین فاکتور کیفیت سیستم کاهش پیدا میطول سی
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 This paper analyzes the effect of squeeze film and size effect on dynamic response of microplate. The 

microplate in this work is a clamped-clamped plate, which is excited using electrostatic force. The gap 

between microplate and substrate is filled with air. First order shear deformation theory (FSDT) and 

couple stress theory (CST) and considering Von Karman’s strains are used to model the equation of 

motion of microplate. Non-linear Reynolds equation based on Micropolar theorem is deployed to apply 

the size effect on the fluid. Afterward, Equations are discretized by applying couple finite element 

method and finite difference method. The first-order differential equations are solved utilizing 

Newmark’s method. One of the contributions is presenting the influences of size effect and mid-plane 

stretching on the microplate dynamic behavior, also the influence of different parameters on the quality 

factor. According to the results, mid-plane stretching effect increases the microplate rigidity. 

Interestingly, this effect is more dominant for voltages with higher amplitude. This paper emphasizes 

that considering the plate size effect will increase the rigidity of the system. Moreover, the plate size 

effect increases the rigidity of the system whereas the fluid size effect decreases it. Increasing the fluid’s 

pressure results in decrease in the amplitude of oscillations in step voltage excitation which postpones 

the dynamic pull-in. This paper concludes that increasing the coupling parameter of fluid increases the 

natural frequency of microplate, whereas increasing the fluid length scale parameter decreases the 

natural frequency and quality factor of the system. 
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 مقدمه 1-

تحول شگرفي در صنعت و تکنولوژي  1هاي ميکرو/نانوالکترومکانيکيسيستم

با ابعادي بسيار  2هاييسنجاند. هم اکنون امکان ساخت شتاببه وجود آورده
                                                                                                                                      
1 MEMS 
2 Accelerometer 

هايي کوچکتر از متر, موتورهاي ميکروسکوپي و چرخدندهکوچکتر از يک ميلي

يک تار مو وجود دارد. وزن کم، ابعاد کوچک، مصرف انرژي پايين و دوام بالاي 

ها گرديده لکترومکانيکي باعث جذابيت بيشتر اين سيستمهاي ميکرواسيستم

ها، تجهيزات مبتني بر تحريک سيستماست. از مهمترين انواع ميکرو/نانو

http://mjmec.ir/
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کنند. الکترواستاتيک هستند که با استفاده از تغيير ظرفيت خازني عمل مي

خصوصيات غيرخطي و  آمدن وجوداين تحريک الکترواستاتيک باعث به

گردد. علاوه بر اين الکترومکانيکي ميتي در تجهيزات ميکرو/نانوناپايداري ذا

، انتقال 1هاي مختلف نظير ارتعاشات، فشار فيلم سيالکنش حيطهبرهم

شود. از جمله اين حرارت و الکتريسيته باعث تشديد رفتارهاي غيرخطي مي

، 2توان به ميرايي ناشي از فشار فيلم سيال، کشيدگي صفحه ميانياثرات مي

که مربوط به اثرات  4دروالسو وان 3اثرات رقيق شدگي سيال، نيروي کازيمير

 براي سازه و سيال اشاره کرد. 5ابعاد نانو مي باشند و اثرات اندازه

ها سيستماي براي بررسي رفتار ديناميکي ميکرو/نانوتحقيقات گسترده

ميرايي لايه صورت پذيرفته است. در تحقيق يونس اثرات ترموالاستيک و 

[. 1فشرده سيال با استفاده از روش اغتشاشات مورد بررسي قرار گرفته است ]

سازي رفتار ميکروصفحات مستطيلي با در نظر علاوه بر آن يونس و نايفه شبيه

[. کريلوف به بررسي ناپايداري 2گرفتن ميرايي سيال را ارائه کردند ]

 [.3ال پرداخته است ]ديناميکي ميکروتيرها در حضور لايه فشرده سي

هاي ميکرو/نانو در تحقيقات بسياري مورد توجه در سيستم 6اثرات اندازه

توسط لم و همکاران  7هاي کوپل تنش اصلاح شدهقرار گرفته است. تئوري

کرد که تحت عنوان پارامتر [  اثر اندازه در ماده را به يک پارامتر وابسته مي4]

[ در تحقيقي 5اسفندياري و درگوش ] شود. حاجشناخته مي 8مقياس طول 

، وابسته 9به اين نتيجه رسيدند که دو پارامتر اثر اندازه در تئوري کوپل تنش

دهد که تئوري به يکديگرند. همچنين نتايج آزمايشگاهي نشان مي

ارائه شده و اثر اندازه و چرخش  1966که توسط ارينگن در سال  10ميکروپولار

گيرد تئوري مناسبي براي مدل کردن جريان ر ميهاي سيال را در نظمولکول

[. پندي و پرتاب با در نظر گرفتن 6باشد ]سيال فشرده در ابعاد ميکرو مي

معادله رينولدز براي فيلم فشرده سيال به بررسي اثر دمپينگ و فنريت سيال 

[. 7در ارتعاش سه مود اول خمشي يک رزوناتور يک سر گيردار پرداختند ]

جي و پوهيت به بررسي رفتار ارتعاشي در سه مود اول خمشي همچنين چاتر

[. 8يک رزوناتور تحت اثر فيلم فشرده سيال با فشارهاي مختلف پرداختند ]

در اين تحقيق که ولتاژ مستقيم بزرگ و ولتاژ متناوب کوچک به 

اثر دمپينگ  ميکرورزوناتور اعمال شده است به بررسي فاکتور کيفيت و بررسي

هاي خمشي مختلف اژ مستقيم بزرگ در فاکتور کيفيت براي مودسيال و ولت

پذير در فيلم ناپذير و تراکمپرداخته شده است و اثر مدل جريان  سيال تراکم

فشرده سيال نشان داده شده است. در غالب تحقيقات اشاره شده ميدان سيال 

ا با هطور ميدان جامد به صورت کلاسيک مدل شده و براي تطبيق آنو همين

نند تنش پسماند در سازه نتايج آزمايشگاهي سعي بر اعمال ضرايب تصحيح ما

 شده است.

در اين تحقيق با در نظر گرفتن اثر اندازه هم براي سيال و هم براي 

هاي بزرگ جامد و همچنين در نظر گرفتن اثرات غيرخطي در تغيير شکل

بيشتر منطبق با نتايج سازي رفتار اندرکنش سيال و سازه هرچه سازه شبيه

واقعي باشد. مدل استفاده شده در اين تحقيق يک ميکروصفحه دوسرگيردار 

شود. فضاي بين بستر مي است که توسط نيروي الکترواستاتيک تحريک

شود. ميکروصفحه دوسرگيردار فيلم فشرده سيال در نظر گرفته مي 11صلب
                                                                                                                                      
1 Squeeze film 
2 Mid-plane stretching  
3 Casimir  
4 Van der Waals 
5 Size effect 
6 Size effect 
7 Modified Couple Stress Theory(MCST) 
8 Length scale parameter 
9 Couple Stress Theory(CST) 
10 Micropolar  
11 Substrate  

برشي و تئوري کوپل معادله حرکت صفحه با استفاده از تئوري مرتبه اول 

آيد. معادله دست ميکارمن بههاي غيرخطي ونتنش و در نظر گرفتن کرنش

کارگيري تئوري حاکم بر فشار سيال نيز معادله رينولدز غيرخطي و به

باشد. با استفاده از روش ميکروپلار براي لحاظ کردن اثر اندازه در سيال مي

ادلات ديفرانسيل معمولي در المان محدود معادلات حرکت ورق به فرم مع

گيري مستقيم نيومارک در بازه زمان حل آمده و با استفاده از روش انتگرال

مي شود. همزمان و در هر پله از حل معادله رينولدز نيز به روش اختلاف 

شود و از نتايج آن که فشار وارد بر سطح سازي شده وحل ميمحدود گسسته

يل ورق به صورت نيروي اعمالي بر سطح ورق باشد در معادله ديفرانسورق مي

ي مياني شود. اثرات اندازه و اثر کشيدگي صفحهدر هر پله از زمان استفاده مي

ورق بر رفتار ديناميکي ورق و همچنين تغييرات فاکتور کيفيت نسبت به 

 شود.پارامترهاي مختلف به عنوان نتايج اين مقاله ارائه مي

 معادلات حاکم -2

 میرایی ناشی از فیلم فشرده سیال -2-1

ها استفاده از معادله سيال ترين روشبراي مدل کردن اين اثر يکي از مناسب

شود. معادله پذير است که تحت عنوان معادله رينولدز شناخته ميتراکم

 .[9باشد ]صورت زير ميرينولدز در مختصات دکارتي به

(1) 

𝜕

𝜕𝑥
(ℎ3𝑃

𝜕𝑃

𝜕𝑥
) +

𝜕

𝜕𝑦
(ℎ3𝑃

𝜕𝑃

𝜕𝑦
) = 12𝜂 (ℎ

𝜕𝑃

𝜕𝑡
+ 𝑃

𝜕ℎ

𝜕𝑡
) 

ℎ = 𝑑0 − 𝑤 
باشد. بررسي اگر سيال پيوسته نباشد استفاده از اين معادله مجاز نمي

شود. اين عدد به صورت زير انجام مي 12پيوستگي سيال توسط عدد نودسن

 [.9شود ]تعريف مي

(2) Kn =
𝜆

ℎ
     

(3) 𝜆 =
𝑃0𝜆0
𝑃𝑎

 

Knبراي  < هاي ميکروالکترو در سيستمباشد. جريان پيوسته مي 0.01

مکانيکي که داراي فواصلي بسيار کوچک هستند و سيال داراي فشار بسيار 

باشد. با اين وجود باشد, فرض پيوستگي سيال چندان منطقي نمياندکي مي

توان از رابطه مطالعات اخير نشان داده است که در اين گونه شرايط نيز مي

به جاي  𝜂eff 13که از ضريب لزجت مؤثرينرينولدز استفاده کرد, مشروط بر ا

استفاده کرد. افراد بسياري به بررسي ضريب لزجت مؤثر  𝜂 ضريب لزجت 

براي تصحيح رابطه  14ترين روابط توسط ويجولااند. يکي از مناسبپرداخته

 .[10]رينولدز ارائه شده است 

(4) 𝜂eff =
𝜂

1 + 9.638Kn
1.159 

هاي اندازه براي سيال و استفاده از تئوريحال در صورت لحاظ کردن اثر 

صورت زير مورد مرتبه بالاتر مانند تئوري ميکروپولار معادله رينولدز به

 .[11]استفاده قرار مي گيرد 

𝜕

𝜕𝑥
(𝑓(𝑁, 𝑙fld, ℎ)𝑃

𝜕𝑃

𝜕𝑥
) +

𝜕

𝜕𝑦
(𝑓(𝑁, 𝑙fld, ℎ)𝑃

𝜕𝑃

𝜕𝑦
) 

     = 12𝜂eff
𝜕

𝜕𝑡
(𝑃ℎ) 

(5) 𝑓(𝑁, 𝑙fld, ℎ) = ℎ
3 + 12𝑙fld

2 ℎ − 6𝑁2𝑙fldℎ
2 coth (

𝑁ℎ

2𝑙fld
) 

هاي سيال وابستگي حرکت خطي و دوراني مولکول 𝑁پارامتر کوپلينگ 

خصوصياتي از سيال که  𝑙fldکند و ها را مشخص ميناشي از ميکرودوران

                                                                                                                                      
12 Knudsen 
13 Effective viscosity coefficient 
14 veijola 
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. اين دو [12]کند هاي آن دارد را مشخص ميوابستگي به اندازه مولکول

شوند. زماني که پارامتر طول مشخصه ميهاي ميکروپلار ناميده پارامتر، پارامتر

سيال و پارامتر کوپلينگ به سمت صفر ميل کنند سيال رفتار نيوتني خواهد 

 داشت.

(6) 𝑙fld = (
𝛾

4𝜂
)
0.5

         , 𝑁 = (
𝜇

2𝜂 + 𝜇
)
0.5

 

2𝜂همواره مقادير  + 𝜇  و𝜇  بزرگتر يا مساوي صفر مي باشد و با توجه به

0هاي ترموديناميکي مقدار پارامتر کوپلينگ محدوديت < 𝑁2 <  است. 0.5

 معادلات حرکت میکرو صفحه -2-2

توان هاي مختلفي ميپذير از تئوريبراي مدل کردن ميکروصفحه انعطاف

، تئوري 1ها عبارتند از: تئوري کلاسيک صفحاتاستفاده کرد که مهمترين آن

ميکرو صفحه با تحريک الکتريکي، يک . 2هاي مراتب بالاترمرتبه اول و تئوري

ها ثابت و صلب, و ورق يک سيستم شامل دو ورق موازي است که يکي از ورق

گاه دوسر درگير است. شود که داراي تکيهديگر الاستيک درنظر گرفته مي

نمايي از  "1شکل "باشد. مي 𝑏و عرض ورق برابر  𝐿طول ورق برابر 

 درگير نمايش مي دهد.و سرميکروصفحه داراي شرايط مرزي د

ميدان جابجايي با استفاده از تئوري مرتبه اول تنش برشي به صورت زير 

 :[13]است 

(7) 
{

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)
𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)
𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)

} = {

𝑢0(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)
𝑣0(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)
𝑤0(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)

} + 𝑧 {
ϕ𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)
ϕ𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)

0

} 

 زير صورتبه هاي کرنشارائه شد، مولفهبا توجه به رابطه جابجايي 

 :[13]شود مي خلاصه

(8) 

{

𝜖𝑥𝑥
𝜖𝑦𝑦
𝜖𝑥𝑦

} =

{
  
 

  
 

𝜕𝑢0
𝜕𝑥

+
1

2
(
𝜕𝑤0
𝜕𝑥

)
2

𝜕𝑣0
𝜕𝑦

+
1

2
(
𝜕𝑤0
𝜕𝑦

)
2

𝜕𝑢0
𝜕𝑦

+
𝜕𝑣0
𝜕𝑥

+
𝜕𝑤0
𝜕𝑥

𝜕𝑤0
𝜕𝑦 }

  
 

  
 

+ 𝑧

{
  
 

  
 

𝜕ϕ𝑥
𝜕𝑥
𝜕ϕ𝑦
𝜕𝑦

𝜕ϕ𝑥
𝜕𝑦

+
𝜕ϕ𝑦
𝜕𝑥 }

  
 

  
 

 

  {

𝜖𝑥𝑧
𝜖𝑦𝑧
𝜖𝑧𝑧
} =

{
 
 

 
 
𝜕𝑤0
𝜕𝑥

+ ϕ𝑥

𝜕𝑤0
𝜕𝑦

+ ϕ𝑦

0 }
 
 

 
 

 

1)هاي ترم 2⁄ ) ∙ (𝜕𝑤0 𝜕𝑥⁄ 1)و 2( 2⁄ ) ∙ (𝜕𝑤0 𝜕𝑦⁄ و  2(
(𝜕𝑤0 𝜕𝑥⁄ ) ∙ (𝜕𝑤0 𝜕𝑦⁄ هاي غيرخطي ون کارمن هستند که به کرنش (

 هاي زياد در نظر گرفته مي شوند.منظور در نظر گرفتن تغيير شکل

 :[5]هاي دوران ناشي از ميدان جابجايي به صورت زير استبردار

 

 
Fig. 1 schematics of clamped-clamped microplate 

 نمايش ميکروصفحه داراي شرايط مرزي دو سر درگير 1شکل 

                                                                                                                                      
1 Classical plate theory(CPT) 
2 Higher-order shear deformation theory 

(9) 

{

𝜔1(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝜔𝑥
𝜔2(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝜔𝑦
𝜔3(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝜔𝑧

} =
1

2

{
  
 

  
 
𝜕𝑤

𝜕𝑦
−
𝜕𝑣

𝜕𝑧
𝜕𝑢

𝜕𝑧
−
𝜕𝑤

𝜕𝑥
𝜕𝑣

𝜕𝑥
−
𝜕𝑢

𝜕𝑦}
  
 

  
 

 

     =
1

2

{
 
 

 
 

𝜕𝑤0

𝜕𝑦
− 𝜙𝑦

𝜙𝑥 −
𝜕𝑤0

𝜕𝑥

𝜕𝑣0

𝜕𝑥
−
𝜕𝑢0

𝜕𝑦
+ 𝑧(

𝜕𝜙𝑦

𝜕𝑥
−
𝜕𝜙𝑥

𝜕𝑦
)}
 
 

 
 

 

 :[5]بردارهاي انحناء حاصله از بردارهاي دوران به صورت زير است

(10) 

{

𝜅𝑥 = 𝜅𝑧𝑦
𝜅𝑦 = 𝜅𝑥𝑧
𝜅𝑧 = 𝜅𝑦𝑥

} =
1

2

{
  
 

  
 
𝜕𝜔𝑧
𝜕𝑦

−
𝜕𝜔𝑦
𝜕𝑧

𝜕𝜔𝑥
𝜕𝑧

−
𝜕𝜔𝑧
𝜕𝑥

𝜕𝜔𝑦
𝜕𝑥

−
𝜕𝜔𝑥
𝜕𝑦 }

  
 

  
 

 

     = 1

4

{
 
 

 
 

𝜕2𝑣0

𝜕𝑥𝜕𝑦
−
𝜕2𝑢0

𝜕𝑦2

𝜕2𝑢0

𝜕𝑥𝜕𝑦
−
𝜕2𝑣0

𝜕𝑥2

𝜕𝜙𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝜙𝑦

𝜕𝑦
−
𝜕2𝑤0

𝜕𝑥2
−
𝜕2𝑤0

𝜕𝑦2
)}
 
 

 
 

 

     +1

4
𝑧

{
 
 

 
 
𝜕2𝜙𝑦

𝜕𝑥𝜕𝑦
−
𝜕2𝜙𝑥

𝜕𝑦2

𝜕2𝜙𝑥

𝜕𝑥𝜕𝑦
−
𝜕2𝜙𝑦

𝜕𝑥2

0 }
 
 

 
 

 

اند، هاي بردار انحنا که با دو انديس نشان داده شدهمقادير معادل با مولفه

𝜅𝑖𝑗تانسور شبه متقارن انحنا هستند. هاي، معرف مولفه 

نهايتاً معادلات  3هاي مجازيجابجاييبا استفاده از نسخه ديناميکي اصل 

 :[13]آيد حاکم بر صفحه به صورت زير به دست مي

 

𝛿𝑢0 : 
𝜕𝑁𝑥𝑥
𝜕𝑥

+ 
𝜕𝑁𝑥𝑦
𝜕𝑦

+
1

4
(
𝜕2𝑁̂𝑦

𝜕𝑦2
−
𝜕2𝑁̂𝑥
𝜕𝑥𝜕𝑦

)− 𝐼0
𝜕2𝑢0
𝜕𝑡2

= 0 

𝛿𝑣0 : 
𝜕𝑁𝑦𝑦
𝜕𝑦

+ 
𝜕𝑁𝑥𝑦
𝜕𝑥

−
1

4
(
𝜕2𝑁̂𝑦

𝜕𝑥𝜕𝑦
−
𝜕2𝑁̂𝑥
𝜕𝑥2

)− 𝐼0
𝜕2𝑣0
𝜕𝑡2

= 0 

𝛿𝑤0 : 
𝜕𝑄𝑥
𝜕𝑥

+ 
𝜕𝑄𝑦
𝜕𝑦

+
1

4
(
𝜕2𝑁̂𝑥𝑦

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑁̂𝑥𝑦

𝜕𝑦2
)+𝑁 + 𝑞 

    −(𝑃 − 𝑃0) − 𝐼0
𝜕2𝑤0

𝜕𝑡2
= 0 

𝛿𝜙𝑥 : 
𝜕𝑀𝑥𝑥

𝜕𝑥
+ 
𝜕𝑀𝑥𝑦

𝜕𝑦
− 𝑄𝑥 +

1

4
(
𝜕2𝑀̂𝑦

𝜕𝑦2
−
𝜕2𝑀̂𝑥
𝜕𝑥𝜕𝑦

+
𝜕𝑁̂𝑥𝑦

𝜕𝑥
) 

    −𝐼2
𝜕2𝜙𝑥

𝜕𝑡2
= 0 

𝛿𝜙𝑥 : 
𝜕𝑀𝑦𝑦

𝜕𝑦
+ 
𝜕𝑀𝑥𝑦

𝜕𝑥
− 𝑄𝑦 −

1

4
(
𝜕2𝑀̂𝑦

𝜕𝑥𝜕𝑦
−
𝜕2𝑀̂𝑥
𝜕𝑥2

−
𝜕𝑁̂𝑥𝑦

𝜕𝑦
) 

    −𝐼2
𝜕2𝜙𝑦

𝜕𝑡2
= 0                                  

𝑁 =
𝜕

𝜕𝑥
(𝑁𝑥𝑥

𝜕𝑤0
𝜕𝑥

+ 𝑁𝑥𝑦
𝜕𝑤0
𝜕𝑦

) +
𝜕

𝜕𝑦
(𝑁𝑦𝑦

𝜕𝑤0
𝜕𝑦

+ 𝑁𝑥𝑦
𝜕𝑤0
𝜕𝑥

)   

(11) 

𝑃)که فشارديناميک سيال  − 𝑃0)  و نيروي واحد سطح حاصل از نيروي

𝑞استاتيکالکترو = −𝑉2 2(𝑑0 − 𝑤0(𝑥, 𝑦, 𝑡))
است و در حل همزمان  ⁄2

دست خواهد آمد. روابط سازگاري و ( در هر مرحله زماني به5( و )11معادله )

 ها در پيوست الف آمده است.ها و کرنشتنش

 شرايط مرزي ساختاري وارد بر معادلات فوق به صورت زير است:

 

𝑥 = 0, 𝑙: 𝑢0 = 𝑣0 = 𝑤0 = 𝜙𝑥 = 𝜙𝑦 = 0 

𝑦 = 0, 𝑏: 𝑁𝑦𝑦 −
1

4

𝜕𝑁̂𝑦
𝜕𝑥

= 𝑁𝑥𝑦 +
1

4

𝜕𝑁̂𝑦
𝜕𝑦

= 0 

                                                                                                                                      
3 The principle of virtual displacements 
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(12) 

   𝑄𝑦 +𝑁𝑦𝑦
𝜕𝑤0

𝜕𝑦
+ 𝑁𝑥𝑦

𝜕𝑤0

𝜕𝑥
+
1

4

𝜕𝑁̂𝑥𝑦

𝜕𝑦
= 0 

 𝑀𝑦𝑦 −
1

4

𝜕𝑀̂𝑦

𝜕𝑥
+
1

4
𝑁̂𝑥𝑦 = 𝑀𝑥𝑦 +

1

4

𝜕𝑀̂𝑦

𝜕𝑦
−
1

4

𝜕𝑀̂𝑥

𝜕𝑥
= 0 

 شرايط مرزي براي معادله رينولدز به صورت زير است:

(13) 

𝑥 = 0, 𝑙:   
𝜕𝑃

𝜕𝑥
= 0 

𝑦 = 0, 𝑏:   𝑃 = 𝑃0 

که هاي مختلفي وجود دارد. با توجه به اينحل معادلات فوق روشبراي 

توان ادعا کرد که اي است ميهاي زياد و شکل پيچيدهمعادلات داراي پارامتر

باشد. با استفاده از روش ترين روش براي حل ميروش المان محدود مناسب

دلات را توان مدل المان محدود معاگيري جزء به جزء ميگلرکين و انتگرال

 .[13]دست آورد ( است به14که درحالت کلي به شکل معادله )

(14) [𝑀]{𝑊̈} + ([𝐾] + [𝐺]){𝑊} = {𝐹} 

هاي نيرو, به ترتيب ماتريس [𝑀]و  [𝐾]، [𝐺]، {𝑊}، {𝐹}هاي ماتريس

شوند. در مدل المان اي, سختي و جرم ناميده ميخيز, نيروي درون صفحه

بردار تغيير شکل وابستگي محدود ارائه شده ماتريس سختي و بردار نيرو به 

 شود.دارد که براي بيان اين مطلب رابطه فوق به صورت زير بازنويسي مي

[𝑀](𝑘){𝑊̈}
(𝑘+1)

+ ([𝐾(𝑊)] + [𝐺])(𝑘){𝑊}(𝑘+1) = {𝐹(𝑊)}(𝑘) 
(15)  

هاي با توجه به ماهيت غيرخطي و کوپل بودن معادلات بايد از روش

هاي جرم و سختي ماتريستکرار براي همگرايي و حل معادلات استفاده شود. 

مربوط به صفحه مي باشند که در بسياري از مقالات ارائه شده اند. در پيوست 

ها بر مبناي تئوري مرتبه اول غيرخطي و در ب عناصر داخلي اين ماتريس

 نظر گرفتن اثر اندازه بيان شده است.

براي تحليل عددي از المان نه گره اي سهموي لاگرانژي استفاده مي 

نشان داده شده  "2شکل "ها در هر المان در و طريقه نامگذاري گره شود

( توابع درونيابي المان نه گره اي سهموي لاگرانژي را نشان 16است. رابطه )

 دهد.مي

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

1
𝑒


2
𝑒


3
𝑒


4
𝑒


5
𝑒


6
𝑒


7
𝑒


8
𝑒


9
𝑒
}
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

=
1

4

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
(1 − 𝜉)(1 − 𝛽)(−𝛽 − 𝜉 − 1) + (1 − 𝜉2)(1 − 𝛽2)

2(1 − 𝜉2)(1 − 𝛽) − (1 − 𝜉2)(1 − 𝛽2)

(1 + 𝜉)(1 − 𝛽)(−𝛽 + 𝜉 − 1) + (1 − 𝜉2)(1 − 𝛽2)

2(1 − 𝜉)(1 − 𝛽2) − (1 − 𝜉2)(1 − 𝛽2)

4(1 − 𝜉2)(1 − 𝛽2)

2(1 + 𝜉)(1 − 𝛽2) − (1 − 𝜉2)(1 − 𝛽2)

(1 − 𝜉)(1 + 𝛽)(𝛽 − 𝜉 − 1) + (1 − 𝜉2)(1 − 𝛽2)

2(1 − 𝜉2)(1 + 𝛽) − (1 − 𝜉2)(1 − 𝛽2)

(1 + 𝜉)(1 + 𝛽)(𝛽 + 𝜉 − 1) + (1 − 𝜉2)(1 − 𝛽2) }
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 

(16)  
 

 بدست آوردن توزیع فشار لایه سیال بر روی میکروصفحه -2-3

 باشد که درها، استفاده از معادله رينولدز ميترين روشيکي از دقيق
 

 
Fig. 2 Nine node lagrangian element 

 ها در يک المان نه گرهيطريقه نامگذاري گره 2شکل 

کند ولي در هاي اندک ميکروصفحه استفاده از مدل خطي کفايت ميجابجايي

هاي بزرگ ناگزير به استفاده از مدل غيرخطي معادله رينولدز تغيير شکل

( نشان داده شده است. 1هستيم. فرم غيرخطي معادله رينولدز در رابطه )

استفاده شده که با توجه به رابطه  𝜂effبراي درنظر گرفتن اثر رقت سيال از 

 باشد.ويجولا به صورت زير مي

𝜂eff =
𝜂

1 + 9.638𝐾𝑛
1.159 =

𝜂

1 + 9.638 (
𝑃0𝜆0

𝑃𝑎(𝑑0−𝑤0(𝑥,𝑦,𝑡))
)
1.159 

(17) 

فشارسيال و معادله حرکت ميکروصفحه از روش ترکيب براي حل معادله 

المان محدود و اختلاف محدود استفاده مي شود، به اين صورت که ابتدا در 

هر گام زماني معادله حرکت ميکروصفحه به روش المان محدود حل شده و 

سپس با استفاده از خيز محاسبه شده در مرحله قبل و استفاده از روش 

آيد که معادله رينولدز مقادير فشار سيال بدست ميتفاضل محدود براي 

مجدداً براي گام زماني بعدي از اين فشار بدست آمده خيز تير به روش المان 

 آيد.محدود از معادله حرکت بدست مي

( معادله رينولدز غيرخطي را به صورت زير 1با استفاده از معادله )

 بازنويسي مي کنيم:

(18) 

ℎ3 (
𝜕2(𝑃2)

𝜕𝑥2
) + 3ℎ2

𝜕ℎ

𝜕𝑥

𝜕(𝑃2)

𝜕𝑥
+ ℎ3 (

𝜕2(𝑃2)

𝜕𝑦2
) 

   +3ℎ2
𝜕ℎ

𝜕𝑦

𝜕(𝑃2)

𝜕𝑦
= 24𝜂eff (ℎ

𝜕𝑃

𝜕𝑡
− 𝑃

𝜕𝑤0

𝜕𝑡
) 

استفاده از اين شکل معادله رينولدز در واقع براي کمک به همگرايي بهتر 

مدل تفاضل محدود مي باشد. براي همين منظور به اين شکل بازنويسي شده 

هاي غير خطي در متاسفانه براي مدلاست تا احتمال همگرايي افزايش يابد. 

هاي خطي معيار پايداري ارائه مي روش تفاضل محدود همانند آنچه در مدل

براي  1شود معياري وجود ندارد. با اين وجود از معيار پايداري ون نيومن

 .[14]اطمينان از حل مناسب مسئله استفاده مي شود

(19) 

𝑃0𝑑0
2Δ𝑡 (

1

Δ𝑥2
+

1

Δ𝑦2
)

6𝜂eff
< 1 

عدم برقراري معيار بالا احتمال همگرايي پاسخ بسيار ضعيف در صورت 

باشد. شکل گسسته معادله رينولدز غير خطي براي بدست آوردن فشار در مي

𝑡زمان  +  به صورت زير است. 1

براي تعيين فشار سيال در هر گام زماني، ابتدا شرط مرزي فشار ثابت را 

هاي آزاد ميکروصفحه در نظر گرفته و سپس از معادله فوق براي بر روي لبه

شود. در نهايت شرط مرزي گراديان فشار تعيين فشار نقاط داخلي استفاده مي

فشار در تمامي نقاط شود. به اين صورت توزيع هاي گيردار اعمال ميرا در لبه

سطح ميکروصفحه بدست خواهد آمد. در ميکروصفحه دوسرگيردار مورد 
                                                                                                                                      
1 Von Newman 

 

𝑃𝑖,𝑗
𝑡+1 = 𝑃𝑖,𝑗

𝑡 +
𝑃𝑖,𝑗
𝑡 (𝑤𝑖,𝑗

𝑡+1 − 𝑤𝑖,𝑗
𝑡 )

(𝑑0 − 𝑤𝑖,𝑗
𝑡 )

 

+
Δ𝑡(𝑑0 −𝑤𝑖,𝑗

𝑡 )
2

24𝜂eff
(
(𝑃𝑖+1,𝑗

𝑡 )
2
+ (𝑃𝑖−1,𝑗

𝑡 )
2
− 2(𝑃𝑖,𝑗

𝑡 )
2

Δ𝑥2
)

+
Δ𝑡(𝑑0 − 𝑤𝑖,𝑗

𝑡 )
2

24𝜂eff
(
(𝑃𝑖,𝑗+1

𝑡 )
2
+ (𝑃𝑖,𝑗−1

𝑡 )
2
− 2(𝑃𝑖,𝑗

𝑡 )
2

Δ𝑦2
) 

−
Δ𝑡(𝑑0 −𝑤𝑖,𝑗

𝑡 )

8𝜂eff

(𝑤𝑖+1,𝑗
𝑡 −𝑤𝑖−1,𝑗

𝑡 ) ((𝑃𝑖+1,𝑗
𝑡 )

2
− (𝑃𝑖−1,𝑗

𝑡 )
2
)

4Δ𝑥2

−
Δ𝑡(𝑑0 − 𝑤𝑖,𝑗

𝑡 )

8𝜂eff

(𝑤𝑖,𝑗+1
𝑡 − 𝑤𝑖,𝑗−1

𝑡 ) ((𝑃𝑖,𝑗+1
𝑡 )

2
− (𝑃𝑖,𝑗−1

𝑡 )
2
)

4Δ𝑦2
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بررسي در دو سمت گيردار شار فشار صفر و در دو سمت ديگر فشار ثابت و 

 برابر فشار محيط است. 

شکل معادله تفاضل محدود براي بدست آوردن توزيع فشار لايه سيال با 

 به صورت زير مي باشد. لحاظ کردن اثر اندازه در سيال

𝑃𝑖,𝑗
𝑡+1 = 𝑃𝑖,𝑗

𝑡 +
𝑃𝑖,𝑗
𝑡 (𝑤𝑖,𝑗

𝑡+1 − 𝑤𝑖,𝑗
𝑡 )

(𝑑0 − 𝑤𝑖,𝑗
𝑡 )

 

   +
Δ𝑡

24𝜂eff(𝑑0−𝑤𝑖,𝑗
𝑡 )

 

  ∙ (
(𝑃𝑖+1,𝑗

𝑡 )2+(𝑃𝑖−1,𝑗
𝑡 )2−2(𝑃𝑖,𝑗

𝑡 )2

Δ𝑥2
+
(𝑃𝑖,𝑗+1

𝑡 )2+(𝑃𝑖,𝑗−1
𝑡 )2−2(𝑃𝑖,𝑗

𝑡 )2

Δ𝑦2
) ∙ Π1 

   −
Δ𝑡

24𝜂eff(𝑑0−𝑤𝑖,𝑗
𝑡 )

 

  ∙ (
(𝑤𝑖+1,𝑗

𝑡 −𝑤𝑖−1,𝑗
𝑡 )((𝑃𝑖+1,𝑗

𝑡 )
2
−(𝑃𝑖−1,𝑗

𝑡 )
2
)

4Δ𝑥2
+

(𝑤𝑖,𝑗+1
𝑡 −𝑤𝑖,𝑗−1

𝑡 )((𝑃𝑖,𝑗+1
𝑡 )

2
−(𝑃𝑖,𝑗−1

𝑡 )
2
)

4Δ𝑦2
) ∙ Π2 

𝛱1 = (𝑑0 − 𝑤𝑖,𝑗
𝑡 )

3
− 6𝑁2𝑙fld(𝑑0 −𝑤𝑖,𝑗

𝑡 )
2
 

      ∙ coth (
𝑁ℎ

2𝑙fld
(𝑑0 − 𝑤𝑖,𝑗

𝑡 )) + 12𝑙fld
2 (𝑑0 − 𝑤𝑖,𝑗

𝑡 ) 

Π2 = 3(𝑑0 −𝑤𝑖,𝑗
𝑡 )2 − 12𝑁2𝑙fld(𝑑0 −𝑤𝑖,𝑗

𝑡 ) 

  ∙ coth (
𝑁ℎ

2𝑙fld
(𝑑0 −𝑤𝑖,𝑗

𝑡 )) − 3𝑁3(𝑑0 −𝑤𝑖,𝑗
𝑡 )

2
 

(21)   ∙ (1 − coth2 (
𝑁ℎ

2𝑙fld
(𝑑0 − 𝑤𝑖,𝑗

𝑡 ))) + 12𝑙fld
2  

 الگوریتم حل رفتار دینامیکي -3

عوامل موثري بسياري وجود دارند که بر پاسخ ديناميکي ميکروصفحه تاثير 

گذارند. فشار سيال درون محفظه، ابعاد ميکروصفحه، شرايط تحريک مي

اند. معادله حاکم بر رفتار الکترواستاتيک و شرايط مرزي سازه از آن جمله

 ( است.22ديناميکي در شکل کلي به صورت معادله )

(22) [𝑀]{𝑊̈} + [𝐶]{𝑊̇} + ([𝐾] + [𝐺]){𝑊} = {𝐹} 
هاي معمول هاي متفاوتي براي حل اين معادله وجود دارد. از روشروش

دله رفتار گيري مستقيم نيومارک است که در آن معاحل، روش انتگرال

ديناميکي بصورت عددي و به شيوه گام به گام حل مي شود. در اين روش، 

هاي تغيير مکان، سرعت و شتاب اوليه )مربوط به زمان صفر( معلوم بردار

هاي تغيير فرض شده و با توجه به روش عددي در نظر گرفته شده، بردار

گردد. در تحليل هاي زماني بعدي محاسبه مي مکان، سرعت و شتاب در گام

شود، اثرات فشار سيال و اثرات ديناميکي علاوه بر اينکه اثر اينرسي لحاظ مي

توان اثرات تغيير فرکانس شود. در اين روش حل هم مياندازه هم لحاظ مي

تحريک در رفتار ميکروصفحه را مشاهده کرد و هم مي توان ولتاژ بحراني 

هاي نوساني در ورت پله و براي ولتاژديناميکي را براي ولتاژهاي اعمالي به ص

 هاي مختلف مشاهده کرد.فرکانس

بررسي رفتار ناپايداري با استفاده از رسم دياگرام فاز و همچنين تغييرات 

 شود.ميزان فرکانس طبيعي سيستم انجام مي

-تحلیل دینامیکی میکروصفحه با استفاده روش المان محدود -3-1

 اختلاف محدود

رفتار ديناميکي براي يافتن خيز در هر گام زماني ابتدا معادله براي بررسي 

رينولدز را به روش تفاضل محدود حل کرده و فشار سيال را بدست مي آوريم. 

با استفاده از فشار سيال و خيز ميکروصفحه و فشار مرحله قبل، خيز در 

آيد. براي بررسي رفتار مرحله جديد به روش المان محدود بدست مي

-ميکي توسط کد محاسباتي ابتدا از همگرايي مساله اطمينان حاصل ميدينا

 [15]ميکرومتر که توسط تيلمان و همکاران 210کنيم. ميکرروصفحه به طول 

هاي زماني مختلف مورد ها و گاممورد آزمايش قرار گرفته را براي تعداد المان

ار قرار داده ميلي ب 50ولت به صورت پله با فشار محفظه  6تحريک ديناميکي 

در  5هاي عرضي ميکروصفحه هاي آنها ترسيم شده است تعداد المانو نمودار

آمده است.  1نظر گرفته شده است. ساير مشخصات ميکروصفحه در جدول 

لازم به ذکر است از معادله رينولدز غيرخطي و تصحيح اثر لزجت سيال ويژولا 

 استفاده شده است.

نشان داده شده است. نتايج نشان مي دهد  "4و  3هاي شکل"نتايج در 

𝑛که براي  > Δ𝑡و  30 < 1 × همگرايي حاصل شده است. وجود  10−8

 20دمپينگ سيال باعث از بين رفتن قسمت اعظم نوسانات سيستم پس از 

 ميکروثانيه مي شود.

براي بررسي صحت عملکرد کد المان محدود نتايج ارائه شده توسط 

. [16]توان ملاک صحه سنجي قرار داد ا را ميکريلوف براي يک سيستم مير

ميکرومتر  2اين ميکرو سيستم دوسردرگير مي باشد که داراي فاصله هوايي 

هاي بالا تاثير کشيدگي است. به دليل فاصله هوايي قابل توجه در ولتاژ

ميکروسيستم بر رفتار ديناميکي قابل مشاهده است. نتايج بدست آمده با 

خطي با نتايج موجود در مقاله کريلف مرتبه اول خطي و غيراستفاده از تئوري 

دهد که در تئوري غيرخطي به مقايسه شده است. نتيجه مقايسه نشان مي

دليل منظور شدن اثر کشيدگي، به ازاي ولتاژي مشخص مقدار خيز کمتر از 

حالت مربوط به تئوري خطي بدست مي آيد و در نتيجه ولتاژ بحراني افزايش 

. نتايج تئوري مرتبه اول غيرخطي بسيار منطبق با نتايج کريلف يابدمي

مقايسه  "6و  5شکل "آمده و  2باشد. مشخصات ميکرو صفحه در جدول مي

 باشد.مي "7شکل "بين نتايج اين پژوهش با نتايج کريلف

هاي ديگر که در حال پس از بررسي اعتبار کد محاسباتي، بررسي پارامتر

 نگارنده بوده با بررسي اثر اندازه در پاسخ ديناميکينظر اين مقاله مورد
 

 مشخصات تير مورد استفاده براي بررسي همگرايي کد محاسباتي 1جدول 
Table 1 Microbeam characteristics used for code convergence 
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210 1.5 1.18 100 0.0009 166 
 

 
 

Fig. 3 Dynamic response of microplate to the step voltage of 6V and 

different longitudinal elements with nonlinear FSDT method 
هاي طولي ولت و تعداد المان 6رفتار ديناميکي ميکروصفحه به ازاي ولتاژ پله  3شکل 

 خطيغير FSDTمختلف با استفاده از مدل 



  

 و همکاران مهدی آقابابایی بنی بررسی محیط سیال و اثر اندازه بر روی رفتار دینامیکی میکروصفحه

 

 9شماره  17، دوره 1396 ذرآمهندسی مکانیک مدرس،  451
 

 
 

Fig. 4 Dynamic response of microplate to the step voltage of 6V and 

different time step with nonlinear FSDT method 
هاي زماني مختلف ولت و گام 6رفتار ديناميکي ميکروصفحه به ازاي ولتاژ پله  4شکل 

 خطيغير FSDTبا استفاده از مذل 

شود. براي اين منظور ابتدا پارامتر مقياس طول براي سيستم پيگيري مي

 1هابراي تک کريستال 3ها در جدول برخي مواد رايج در ساخت ميکروسيستم

ها در گيري کريستالشود. مقدار اين پارامتر مستقيماً به جهتمشاهده مي

مقادير پارامتر مقياس طول  [17]هاي بستگي دارد 2و اندازه دانه مادهساختار 

 باشد.مي (1 1 0)و بيشترين مربوط به جهت  (1 0 0)کمتر مربوط به جهت 

در تحقيقي ديگر بر روي فلز طلا رابطه بين پارامتر مقياس طول و 

. مقدار پارامتر [18]ضخامت ميکروسيستم مورد بررسي قرار گرفته است 

خواني دارد. هم 3مقياس طول براي ضخامت دو ميکرومتر با مقادير جدول 

 آمده است. 4مقادير در جدول 

 طلا و نقره و نيکل و آلومينيوم کاربرد فراواني در صنعت ساخت ابزارهاي
 

 [16]مشخصات تير مورد استفاده توسط کريلف 2جدول 
Table 2 Microbeam characteristics used with krylov [16] 

 (𝜇m)ضخامت (𝜇m)طول
فاصله 

 (𝜇m)هوايي
 (𝜇m)عرض

ضريب 

 پواسون

مدول 

 (GPa)يانگ
300 2 2 20 0.28 166 

 

 

Fig. 5 Dynamic response of middle node of microplate with linear 

FSDT theory 
 خطي FSDTخيز ديناميکي نقطه مياني با استفاده از تئوريي  5شکل 

                                                                                                                                      
1 Single crystals 
2 Grain size 

 
Fig. 6 Dynamic response of middle node of microplate with nonlinear 

FSDT theory 
 غيرخطي FSDTخيز ديناميکي نقطه مياني با استفاده از تئوريي  6شکل 

 MEMSپارامتر مقياس طول براي برخي مواد رايج در صنعت ساخت ابزار  3جدول 

Table 3 length scale parameter for some materials used in MEMS 

device   

 طلا نقره نيکل ماده

جهت 
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 پارامتر مقياس طول براي طلا و آلومينيوم براساس ضخامت ميکروسازه 4جدول 

Table 4 length scale parameter for Al and Au based on microstructure 

thickness  

 [18]طلا  [19]آلومينيوم  

 (𝜇m)ضخامت 
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Fig. 7 Result presented by krylov[16] 
 [16]نتايج ارائه شده توسط کريلف  7شکل 

 

ها و ميکرو رزوناتورها از اين مواد به ميکرو دارند. در ساخت ميکروسوييچ

عنوان رسانا در کنار ماده ي پرکاربرد اين صنعت يعني سيليکون استفاده 
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هاي کوچک شود. پارامتر مقياس طول براي اين ماده با توجه به کريستالمي

نانومتر تا يک ميکرومتر با توجه به نوع  10ها در سيليکون بين آن )اندازه دانه

و نحوه ي قرارگير آنها گزارش شده است( اعداد کوچکي مي باشد  هاکريستال

. مقدار مشخصي براي پارامتر مقياس طول براي سيليکون بيان نشده است اما 

انچه روشن است در سيليکون خصوصيات الاستيک ماده براي ابعاد کوچکتر از 

کند. مينانومتر تغيير مي کند که نتايج آزمايشگاهي اين مطلب را تاييد  150

البته نتايج حاصل از شبيه سازي به روش ديناميک مولکولي تغيير در خواص 

. براي [20]دهد نانومتر نشان مي 10الاستيک سيليکون را براي ابعاد کمتر از 

پارامتر مقياس طول ماده سيليکون اعداد مشخصي توسط نگارنده يافت نشد 

ا در اين ماده و تغيير خصوصيات هاما به نظر مي رسد با توجه به اندازه ي دانه

نانومتر را  150نانومتر، بتوان عدد  150الاستيک براي طول مشخصه کمتر از 

سازي مواد سيليکوني به عنوان پارامتر مقياس عنوان عدد مبنا در شبيهبه

 طول استفاده کرد.

سازه  1در مواقعي که پارامتر مقياس طول در مقايسه با طول مشخصه

هاي کلاسيک استفاده کرد و بايد از توان از تئوريقابل توجه است ديگر نمي

 کرنشهاي مرتبه بالاتر مانند تئوري کوپل تنش يا تئوري گراديان تئوري

ها باعث ايجاد اختلاف بين نتايج استفاده از اين تئوري عدماستفاده کرد. 

اين اختلاف با استفاده  سازي و نتايج آزمايشات مي شود که در گذشتهشبيه

 از تنش پسماند درون سازه توجيه مي شد.

 نتایج شبیه سازی رفتار دینامیکی -3-2

سنجي استفاده از روش کوپل تنش در کد محاسباتي نتايج براي صحه

دست آمده از کار فتحعلي ي طلايي را با نتايج بهسازي براي ميکروسازهشبيه

 ازمايشگاهي مقايسه مي شود.لو و همکاران و همچنين نتايج 

آمده  5در جدول  [21]در مرجع  مشخصات ميکروسازه مورد استفاده

 است.

را  5مقادير ولتاژ ناپايداري استاتيک براي ميکروسازه جدول  6جدول 

 دهد.نشان مي

شود ولتاژ ناپايداري مشاهده مي "10 و 8هاي شکل"گونه که در همان

 لاسيک و تئوري کوپل تنش به ترتيبکديناميکي براي دو حالت تئوري 

 مقدار درصد 92.2و  92.7باشد که به ترتيب معادل با مي 51.95و  27.35
 

 [2]لومشخصات تير مورد استفاده توسط فتحعلي 5جدول 

Table 5 Microbeam characteristics used with Fathalilou [21]   
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𝑙 -ولتاژ ناپايداري استاتيک براي طلا 6جدول  = 1.12 µm – هاي حسب تئوريبر

 مختلف
Table 6 Static pull-in voltage for Au- 𝑙 = 1.12 µm - based on different 

theories  

مقدار 

 آزمايشگاهي

تئوري 

 کوپل تنش

تئوري 

گراديان 

 [21]کرنش

تئوري تنش 

کوپل 

 [21]بهبوديافته

تئوري 

 کلاسيک

57 56.3 49.5 34.5 29.5 
                                                                                                                                      
1 Characteristic length  

 

Fig. 8 Dynamic response of Au microsystem to the voltage of 27.35 V 
 ولت  27.35پاسخ ديناميکي ميکروسيستم طلا براي ولتاژ  8شکل 

 

Fig. 9 Dynamic response of Au microsystem to the voltage of 

26.35V[21]  
 [21]ولت 26.35پاسخ ديناميکي ميکروسيستم طلا براي ولتاژ  9شکل 

 

نتايج ارائه شده توسط فتحعلي  "9شکل "باشد. ها ميآن ناپايداري استاتيک

 .[21]باشد لو وهمکاران براي ميکروسيستم مشابه مي

که به بررسي رفتار ديناميکي ميکروصفحه تحت اثر اندازه اينپيش از 

پرداخته شود اهميت استفاده از تئوري مرتبه اول غيرخطي در تغيير 

نشان داده  "11شکل "گونه که در هاي بزرگ نشان داده مي شود. همانشکل

هاي مختلف شده تغيير شکل نقطه وسط صفحه نسبت به زمان براي ولتاژ

 آمده است و فشار محيط 7ده است. مشخصات صفحه در جدول نشان داده ش
 

 

Fig. 10 Phase diagram for Au microsystem based on classical plate 

theory(CPT) and couple stress theory(CST) 
نمودار صفحه فاز براي ميکروسيستم طلا بر اساس تئوري کلاسيک و تئوري  10شکل 

 کوپل تنش
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باشد ولت که خيز نقطه مياني اندک مي 40باشد. براي ولتاژ بار مي 0.2

شود. ولي با افزايش ولتاژ تفاوتي در دو تئوري خطي و غيرخطي مشاهده نمي

شود که تفاوت اين دو تئوري آشکارتر ولت مشاهده مي 60و سپس به  50به 

ولتاژ اثر گذارد که با افزايش شود. اين تفاوت بر اين مطلب صحه ميمي

تر شدن آن به کشيدگي صفحه مياني بر رفتار ديناميکي سيستم و سخت

 گذارد.شدت تاثير مي

بررسي اثر تئوري کوپل تنش در ميکروصفحه فوق الذکر با استفاده از 

سازي همان نظر است. صفحه مورد شبيهتئوري غيرخطي مرتبه اول مورد

قابل  "12شکل "شد. نتايج در بابار مي 0.2و فشار محيط نيز  7صفحه جدول 

که در تئوري کوپل تنش پارامتر مقياس طول در مشاهده است. با توجه به اين

صورتي که با کوچکترين بعد سازه در يک مرتبه باشد اثر سخت شوندگي در 

توان انتظار داشت که در کليه ولتاژها وضوح قابل مشاهده است ميسازه به

و اين اثر هرچه پارامتر مقياس طول بزرگتر باشد وجود اثر اندازه مشاهده شود 

 گذارد.اثر بيشتري بر سخت شوندگي سيستم مي

کميت ديگري که بر رفتار ديناميکي ميکروسيستم تاثير قابل توجهي 

دارد فشار سيال است. در اين قسمت با استفاده از روش ارائه شده کوپل المان 

اثير فشار سيال و اثر اندازه محدود/اختلاف محدود، ميکروسيستم که تحت ت

اثر فشار سيال نيوتني بر  "13شکل "گيرد. قرار دارد مورد مطالعه قرار مي

ولت را  60( تحت اثر ولتاژ 7رفتار ديناميکي ميکروسيستم )مطابق جدول 

ولت براي فشارهاي  60دهد. رفتار ديناميکي سيستم تحت اثر ولتاژ نشان مي

 .محفظه متفاوت بررسي شده است

در اين شکل مشخص است که افزايش فشار محفظه ، اثر زيادي بر روي 

 نوسانات ميکروصفحه داشته به نحوي که با افزايش فشار محفظه نوسانات
 

مشخصات صفحه مورد استفاده در شبيه سازي اثر کشيدگي صفحه  7جدول 

 مياني

Table 7 Microplate characteristics used for simulation of mid-plane 

stretching effect 
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Fig. 11 Dynamic response of middle node with respect to different 

voltage (---nonlinear FSDT theory and ____ linear FSDT theory)_ 
خيز ديناميکي نقطه مياني تحت اثر ولتاژهاي مختلف با استفاده از تئوري  11شکل 

 خطي( ____غير خطي و   ---مرتبه اول خطي و غيرخطي )

 
 

Fig. 12 Dynamic response of middle node with respect to different 

voltage using nonlinear FSDT(---  𝑙 = 0 and ____ 𝑙 = 150 𝑛𝑚) 
خيز ديناميکي نقطه مياني تحت اثر ولتاژهاي مختلف با استفاده از تئوري  12شکل 

𝑙 ---مرتبه اول غيرخطي ) = 𝑙 ____و  0 = 150 nm) 

افتد. اما با سيستم کاهش يافته و ناپايداري ديناميکي آن به تاخير ميگذراي 

گذشت زمان خيز ميکروصفحه نهايتاً به سمت يک مقدار حدي همگرا 

دهد که فشارهاي مختلف محفظه، تنها بر روي شود و اين مساله نشان ميمي

رينولدز  که در اين مساله از معادلهپاسخ حالت گذرا موثر است. با توجه به اين

( استفاده شده است براي اطمينان از رسيدن به پاسخ 1خطي رابطه )غير

صحيح بايد نسبت به همگرايي روابط تفاضل محدود اطمينان حاصل شود. 

معيار ون نيومن تنها براي مساله رينولدز خطي صادق است، پس صرفاً شرط 

مولاً در مسايل باشد. با اين حال معلازم براي همگرايي رينولدز غيرخطي مي

غيرخطي، گام زماني نصف گام زماني پيشنهاد شده توسط معيار ون نيومن به 

 کند.همگرايي مساله کمک مي

شود پارامتر مقياس طول ( مشاهده مي5گونه که در رابطه رينولدز )همان

باشد، نيز متصور است. تا به اين براي سيال، که در اندرکنش با سازه مي

اندازه در سيال لحاظ نشده است ولي در اين قسمت بررسي مرحله اثرات 

پارامتريک اثر اندازه سيال در رفتار ديناميک ميکروصفحه پرداخته خواهد شد. 

)در بررسي پارامتريک نسبت به فاصله  𝑙fld دو پارامتر طول مشخصه سيال

𝑙fldبعد شده استهوايي بي 𝑑0⁄و پارامتر کوپلينگ ) 𝑁   که پارامترهاي

 و [22] 0.4کروپلار هستند. پارامتر کوپلينگ براي سيال هوا بين صفر تا مي
 

 
Fig. 13 Dynamic deflection of middle node under the effect of 60 V 

excitation and different pressure  
 ولت و فشارهاي مختلف 60خيز ديناميکي نقطه مياني تحت اثر ولتاژ  13شکل 
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و  15و 14هاي شکل"شود. طول هم در همين بازه لحاظ مي پارامتر مشخصه

ديناميکي ميکروسيستم )مطابق جدول اثرات پارامتر کوپلينگ بر رفتار  "16

در مقادير  دهد.بار را نشان مي 0.2ولت و فشار محفظه  60( تحت اثر ولتاژ 7

دهد. افزايش پارامتر کوپلينگ متفاوت پارامتر مشخصه سيال را نشان مي

باعث افزايش فرکانس اول ميکروصفحه به ازاي تمامي مقادير پارامتر مقياس 

نشان داده  "17شکل "شود. اين مفهوم به طور واضح تر در طول سيال مي

 شده است. 

اثرات پارامتر مشخصه سيال بر رفتار نوساني  "20و  19و  18هاي شکل"

دهد. در اين مي ميکروصفحه در مقادير متفاوت پارامتر کوپلينگ را نشان

اشکال نيز به وضوح مشخص است که با افزايش پارامتر مشخصه سيال 

يابد و اين کاهش براي مقادير کوچکتر صفحه کاهش ميفرکانس اول ميکرو

 "21شکل "پارامتر کوپلينگ شديدتر است. اين نتايج به صورت جداگانه در 

شکل "زي که در سانشان داده شده است. نتيجه حاصله ديگر از اين شبيه

آمده اين است که با افزايش پارامتر مشخصه سيال در ولتاژ و فشار  "22

يابد که اين مساله براي تمامي مقادير محفظه ثابت فاکتور کيفيت کاهش مي

هاي مختلف محاسبه فاکتور کيفيت در پارامتر کوپلينگ صادق است. روش

 .آمده است [1]مرجع 

 نتیجه گیری -4

 نکاتي مهم در خصوص مطالب ارائه شده جمع بندي شده است:در پايان، 

 

 

Fig. 14 Dynamic deflection of middle node with 𝑙fld 𝑑0⁄ = 0.1 
 0.1خيز ديناميکي نقطه مياني براي پارامتر مقياس طول بدون بعد  14شکل 

 

Fig. 15 Dynamic deflection of middle node with 𝑙fld 𝑑0⁄ = 0.2 
 0.2خيز ديناميکي نقطه مياني براي پارامتر مقياس طول بدون بعد  15شکل 

 

Fig. 16 Dynamic deflection of middle node with 𝑙fld 𝑑0⁄ = 0.4 
 0.4خيز ديناميکي نقطه مياني براي پارامتر مقياس طول بدون بعد  16شکل 

 

Fig. 17 The effect of non-Newtonian liquid coupling parameter on 

first natural frequency of microsystem for different 𝑙𝑓𝑙𝑑 𝑑0⁄   
ثير پارامتر کوپلينگ سيال غيرنيوتني بر فرکانس طبيعي اول تا 17شکل 

 ميکروسيستم به ازاي پارامتر مقياس طول متفاوت

در حدود ده درصد )يا کمتر( از ميزان ولتاژ ولتاژ بحراني ديناميک چيزي 

بحراني استاتيک کوچکتر است. با افزايش قابل توجه ميرايي، حداکثر خيز 

ي خيز استاتيک قرار خواهد گرفت و باکاهش زياد اثر ديناميکي در محدوده

ميرايي، خيز ديناميکي تا حدود دوبرابر خيز استاتيکي سيستم خواهد شد. در 

ولتاژ بحراني درنهايت خيز صفحه به سمت خيز استاتيک خواهد  ولتاژ کمتر از

 رفت.

در ولتاژهاي کمتر از ولتاژ بحراني ديناميک، مقدار فشار درون محفظه 

پس از نوسانات و رسيدن به حالت پايدار بايد به فشار ابتدايي محفظه ميل 

 دارد.سازي کند. در صورت عدم اين همگرايي نشان از عدم همگرايي شبيه

تغيير ولتاژ تحريک ميکروسيستم تاثيري بر همگرايي مسئله ندارد، اما 

گردد و براي همگرايي افزايش فشار محفظه باعث سخت تر شدن همگرايي مي

 هاي زماني را کاهش داد.بايد گام

تري نسبت به تئوري استفاده از تئوري کوپل تنش نتايج بسيار دقيق

سازي رفتار ديناميک و استاتيک ميکروسازه کوپل تنش بهبوديافته در شبيه

خواهد داشت. اين موضوع در مقايسه نتايج با نتايج آزمايشگاهي قابل توجيه 

است و استفاده از اين تئوري )کوپل تنش( دليل مناسبي براي توضيح اختلاف 

 باشد. نتايج آزمايشگاهي با نتايج تئوري کلاسيک مي

 رنيوتني، فرکانس طبيعي ميکروسازهغيبا افزايش پارامتر کوپلينگ سيال 
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يابد و همچنين با افزايش افزايش و فاکتور کيفيت ميکروسيستم کاهش مي

 يابد.پارامتر مقياس طول سيال، فرکانس طبيعي ميکروسازه کاهش مي

 

Fig. 18 Dynamic deflection of middle node with coupling parameter of 

zero 
 خيز ديناميکي نقطه مياني براي پارامتر کوپلينگ صفر 18شکل 

 

Fig. 19 Dynamic deflection of middle node with coupling parameter of 

0.2 
 0.2خيز ديناميکي نقطه مياني براي پارامتر کوپلينگ  19شکل 

 
 

Fig. 20 Dynamic deflection of middle node with coupling parameter of 

0.4 
 0.4خيز ديناميکي نقطه مياني براي پارامتر کوپلينگ  20شکل 

 

Fig. 21 The effect of length scale parameter in non-Newtonian liquid 

on first natural frequency of microsystem for different coupling 

parameter  
تاثير پارامتر مقياس طول در سيال غيرنيوتني بر فرکانس طبيعي اول  21شکل 

 ميکروسيستم به ازاي پارامتر کوپلينگ متفاوت

 

Fig. 22 The effect of non-Newtonian liquid coupling parameter on 

quality factor of microsystem for different coupling parameter  
تاثير پارامتر کوپلينگ در سيال غيرنيوتني بر فاکتور کيفيت ميکروسيستم  22شکل 

 به ازاي پارامتر کوپلينگ متفاوت

 هاپیوست -5

 پیوست الف: روابط سازگاری صفحات در تئوری مرتبه اول

 :[13]کرنش در مختصات اصلي  -تنش اي, رابطهصفحه تنش حالت فرض با

ايزوتروپيک لحاظ براي در نظر گرفتن اثر کوپل تنش در مواد  𝜂𝑐𝑠ثابت 

ها و تنش 𝜎𝑖𝑗در مختصات کلي و  1هاي ماده ايسفتي 𝑄̅𝑖𝑗کميات  شود.مي

𝜇𝑖𝑗 گيري از مقادير تنش بر روي ضخامت باشند. با انتگرالمي [5]کوپل تنش

 ورق:

{
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 𝑧=ℎ

2

𝑧=−ℎ
2

𝑑𝑧  , {
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𝜎𝑥𝑦

} 𝑧
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2
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2

𝑑𝑧 

                                                                                                                                      
1 Material stiffness 

 (1-)الف

{

𝜎𝑥𝑥
𝜎𝑦𝑦
𝜎𝑥𝑦

} = {

𝑄̅11 𝑄̅12 𝑄̅16
𝑄̅12 𝑄̅22 𝑄̅26
𝑄̅16 𝑄̅26 𝑄̅66

} {

𝜖𝑥𝑥
𝜖𝑦𝑦
𝜖𝑥𝑦

} 

{
𝜎𝑦𝑧
𝜎𝑥𝑧

} = {
𝑄̅44 𝑄̅45
𝑄̅45 𝑄̅55

} {
𝜖𝑦𝑧
𝜖𝑥𝑧
} 

𝜇𝑖𝑗 = −8𝜂𝑐𝑠𝜅𝑖𝑗   ,   𝜂𝑐𝑠 = 𝐺𝑙
2 
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 (2-)الف
{

𝑁̂𝑥
𝑁̂𝑦

𝑁̂𝑥𝑦

} = ∫ {

𝜇𝑧𝑥
𝜇𝑦𝑧
𝜇𝑥𝑦

}

𝑧=ℎ
2

𝑧=−ℎ
2

𝑑𝑧 , {

𝑀̂𝑥

𝑀̂𝑦

𝑀̂𝑥𝑦

} = ∫ {

𝜇𝑧𝑥
𝜇𝑦𝑧
𝜇𝑥𝑦

} 𝑧

𝑧=ℎ
2

𝑧=−ℎ
2

𝑑𝑧 

, 1به ترتيب برآيندهاي گشتاور 𝑀̂𝑖و  𝑁̂𝑖و  𝑄𝑖و  𝑀𝑗𝑖 ،𝑁𝑖𝑗کميات 

و برآيندهاي کوپل نيرو و 3و برآيندهاي نيروي عرضي 2 برآيندهاي نيرو

ضريب تصحيح تئوري  𝐾شوند و برآيندهاي گشتاور کوپل نيرو ناميده مي

 مرتبه اول تنش برشي است.

 پیوست ب: مدل اجزای محدود صفحه مرتبه اول غیرخطی
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[𝐺] =

{
 
 

 
 
{0}
{0}

{0}

{0}
{0}

{0}
{0}

{0}

{0}
{0}

{0}
{0}

{𝐺}

{0}
{0}

{0}
{0}

{0}

{0}
{0}

{0}
{0}

{0}

{0}
{0}}
 
 

 
 

 

 (1-)ب

{𝐹} =

{
 
 

 
 
{𝐹1}

{𝐹2}

{𝐹3}

{𝐹4}

{𝐹5}}
 
 

 
 

  , {𝑊} =

{
 
 

 
 
{𝑢}

{𝑣}
{𝑤}

{𝑆1}

{𝑆2}}
 
 

 
 

 

,𝛼) {𝐾𝛼𝛽}ماتريس دروني  براي ضراب 𝛽 =  [13]به مرجع  (5…1,2

,𝛼)با  برابرست {𝑀𝛼𝛽}مراجعه شود. ضرايب ماتريس دروني  𝛽 = 1,2…5): 

𝑀𝑖𝑗 (2-)ب = ∫
𝑖
𝑒

𝑗
𝑒

.

Ω𝑒

𝑑𝑥𝑑𝑦 

 

,𝛼)برابرست با  {𝐺}ضرايب ماتريس دروني 𝛽 = 1,2…5): 

𝐺𝑖𝑗 = ∫(
𝜕

𝑖
𝑒

𝜕𝑥

𝜕
𝑗
𝑒

𝜕𝑥
𝑁̂𝑥𝑥 + (

𝜕
𝑖
𝑒

𝜕𝑥

𝜕
𝑗
𝑒

𝜕𝑦
+
𝜕

𝑖
𝑒

𝜕𝑦

𝜕
𝑗
𝑒

𝜕𝑥
) 𝑁̂𝑥𝑦

.

Ω𝑒

+
𝜕

𝑖
𝑒

𝜕𝑦

𝜕
𝑗
𝑒

𝜕𝑦
𝑁̂𝑦𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 

  (3-)ب

 باشد.اي ميمقادير نيروهاي درون صفحه 𝑁̂𝑥𝑥که 
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𝑑0 فاصله اوليه بين دو صفحه 

𝐺 مدول برشي 

ℎ  فاصله بين صفحات در زمان𝑡 (µm) 

ℎ1 ضخامت صفحه( ي تحريک شدهµm) 

𝑙 پارامتر مقياس طول سيال 

𝑁 پارامتر کوپلينگ سيال 

                                                                                                                                      
1 Moment resultants  
2 Force resultants 
3 Transverse force resultants 

𝑃 ( فشار کلbar) 

𝑃0 (فشار محيطbar) 

𝑃𝑎 ( فشار محليbar) 

𝑞 نيروي الکترواستاتيک 

𝑡  زمان(sec) 

𝑉 ( ولتاژ تحريک الکترواستاتيکV) 

𝑢 , 𝑣 , 𝑤 ترتيب در راستاي جابجايي به 𝑧 ، 𝑦  و𝑥 

𝑥  و𝑦 مختصات درون صفحه 

 علایم یونانی

𝜂 ( 1لزجت سيال نيوتني-s1-kgm) 

𝜂𝑐𝑠 ثابت کوپل تنش 

𝜆 فاصله آزاد ميانگين مولکولي گاز 

𝜆0 فاصله آزاد ميانگين گاز در محيط 

ϕ𝑥 وϕ𝑦  دوران خطوط عمود بر صفحه مياني حول𝑦  و𝑥 

𝛾  و𝜇 ضرايب لزجت سيال غير نيوتني 

𝜉  و𝛽 مختصات محلي المان لاگرانژي 

𝐾𝑛 عدد نودسن 

 هازیرنویس

 ي ميانيجابجايي نقاط صفحه 0

fld سيال 
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