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های ساده در دو انتها تحت تأثير ارتعاشات القائي ناشي از سيال با ارائه روش نيمه گاهدر مقاله حاضر رفتار ارتعاشي تيرهای ویسکوالاستک با تکيه 
منظور  شدگي جابجایي بهتحليلي مورد مطالعه قرار گرفته است. با در نظر گرفتن فرم کلي رفتار ویسکوالاستيک و با استفاده از مدل کوپل

سازی اندرکنش سازه و سيال، معادلات دیفرانسيل حاکم بر حرکت با اعمال مستقيم قانون دوم نيوتن استخراج شده است. برای اعمال تأثير مدل
با مشتقات پل غيرخطي استفاده شده است. سپس با استفاده از روش گالرکين، معادلات دیفرانسيل  در ها در ارتعاشات سيستم از معادله ونگردابه

های کوتا حل شده است. در نهایت، پاسخ سيستم، منحني -سازی و دستگاه معادلات دیفرانسيل غيرخطي با استفاده از روش رانگجزئي گسسته
ج فازی و تغييرات حداکثر دامنه بر حسب سرعت سيال به ازای پارامترهای مختلف استخراج و نتایج مورد بحث و بررسي قرار گرفته است. نتای

شدگي شدن محدوده قفلهای دیناميکي سيستم دارد و باعث جابجا ای بر مشخصهدهد که رفتار ویسکوالاستيک تأثير قابل ملاحظهنشان مي

شود. به عنوان مثال به ازای نسبت به سيستم الاستيک متناظر مي
2 110E E ثر دامنه شدگي، حداکعلاوه بر جابجا شدن موقعيت ناحيه قفل

باری فاجعهتواند باعث بروز خسارات شدگي مي شود. با توجه به اینکه عملکرد سيستم در محدوده قفلدرصد افزایش مي 45به جود آمده در تير 
بنابراین، با توجه  شدگي را تغيير داد.توان محدوده قفلشود بنابراین، با استفاده از مواد ویسکوالاستيک علاوه بر کاهش حداکثر دامنه سيستم مي

ها رفتار ویسکوالاستيک در نظر های دیناميکي سيستم، باید در مدل ریاضي سيستمبه تأثيرگذاری قابل ملاحظه رفتار ویسکوالاستيک بر مشخصه
  گرفته شود.
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  In this paper, vortex induced vibration of simply supported viscoelastic beam was investigated using 

semi-analytical method. By applying the general form of the viscoelastic model, the nonlinear partial 

differential equations of motion based on the Euler Bernoulli beam’s theory and displacement coupling 

fluid-structure interaction model were obtained via the Newton’s second law. A classical nonlinear van 

der Pol equation was taken as the governing equation for one component of the vortex shedding force 

on the beam. Employing the Galerkin discretization method, the equations of motion are reduced to a 

set of nonlinear ordinary differential equations with coupled terms which are then solved numerically by 

Runge-Kutta method. Finally, the effect of system parameters on the time response, phase plane and 

maximum amplitude of the beam are investigated. The results indicate that the viscoelastic behavior has 

a significant influence on the dynamic characteristics of the system and causes change the Lock-in 

phenomenon with respect to corresponding elastic system. For example, for E2=10E1 the viscoelastic 

behavior can change the position of the locking area, and the maximum amplitude of the beam is 

increased by 45%. Lock-in from of vortex-induced vibrations was considered as a possible source of 

increased fatigue and damage. Therefore, by using viscoelastic materials the maximum amplitude of the 

system is reduced and the Lock-in condition can be changed. Additionally, based on the significant 

influence of viscoelastic behavior on the dynamic characteristics of the system, viscoelastic behavior 

should be considered in the mathematical model of the systems. 
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 مقدمه 1- 

باشد ای غیرخطی و خود محرک میارتعاشات القائی ناشی از سیال که پدیده

های حامل نفت در بسیار از کاربردهای مهندسی مانند بال و بدنه هواپیما، لوله

و سکوهای نفتی  های دریایی، اعضای سازه[1-3]و گاز و رایزرهای دریایی 

های ها، سیستمهای خنک کننده نیروگاه، برج[5]های مرتفع ، ساختمآن[4]

افتد. در بسیاری از این موارد، این نوع و غیره اتفاق میبرداشت انرژی 

-8] باری گرددها و بروز صدمات فاجعهتواند باعث شکست سازهارتعاشات می

ای ناشی از ارتعاشات القائی سیال از مواردی . به عنوان نمونه، خستگی سازه[6

ها در برداشته است. از این است که همواره مخاطراتی را برای پرواز هواپیما

صورت تئوری و تجربی مورد توجه ها بهجهت مطالعه ارتعاشات القائی در سازه
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 . [9-13]بسیاری از محققان قرار گرفته است 

اشد که ای بدهد که اگر سرعت سیال در محدوهمطالعات نشان می

ها در حوالی فرکانس طبیعی سازه باشد، نوسانات فرکانس تشکیل گردابه

شدگی شناخته شود. این پدیده که به عنوان قفلشدید در سازه ایجاد می

شود که اگر کنترل شود باعث ایجاد نوسانات با دامنه بزرگ در سازه میمی

ب آن بشود. وو و تواند سبب آسیب رساندن به سازه و یا حتی تخرینشوند می

به برسی مطالعات انجام شده در زمینه ارتعاشات القائی ناشی  [14]همکاران 

به بررسی رفتار  [15]اند. گریفین و رامبرگ ها پرداختهاز سیال در سازه

پرداختند. نتایج تحقیق  190تا  144ارتعاشی سیلندر در رینولدزهای بین 

دهد که دامنه نوسانات بر هندسه تشکیل گردابه تأثیر زیادی ها نشان میآن

ها کاهش آن ها و فاصله عرضی بیندارد. با افزایش نوسانات، طول گردابه

ها به طور معکوس با فرکانس ارتعاشات یابد و فاصله طولی بین گردابهمی

شدگی و به بررسی پدیده قفل [[16-18کند. بورگوئیت و همکاران تغییر می

ارتعاشات القائی ناشی از گردابه در تیرهای بلند پرداختند. نتایج مطالعات 

شدگی به عدد رینولدز  های بلند ناحیه قفلدهد که در تیرها نشان میآن

با استفاده از روش عددی به  [19]بسیار وابسته است. دانیلس و همکاران 

بررسی ارتعاشات ناشی از سیال در سیلندرهای سطح مقطع مستطیلی 

ها در نواحی جریان اغتشاشی رفتار سیستم را مورد پرداختند. همچنین آن

های تجربی به با استفاده از تست [20]مارا و همکاران  مطالعه قرار دادند.

گیری و بهبود دادن مدل تحلیلی ارتعاشات القائی ناشی از سیال در اندازه

 های با سطح مقطع مستطیلی پرداختند. استوانه

با گسترش روز افزون علم و پیشرفت مواد مهندسی و استفاده از مواد 

این مواد در علوم  پلیمری در صنعت، نیاز به در نظر گرفتن همه جانبه خواص

رسد. یکی از خواص اغلب پلیمرها خاصیت مهندسی ضروری به نظر می

شود رفتار مکانیکی مواد تابعی از ویسکوالاستیک این مواد است که باعث می

تواند منجر به زمان باشد و عدم در نظر گرفتن این رفتار در محاسبات می

یج مطالعات تجربی انجام شده . نتاهای نادرست و ایجاد خطای زیاد شودپاسخ

دهد که خاصیت ویسکوالاستیسیته علاوه بر پلیمرها در مواد فلزی نشان می

بویژه در دماهای بالا نیز  [21-24]پرکاربرد صنعتی مثل فولاد و آلومینیوم 

توان بیان نمود که طیف بسیار وسیعی از مواد شود. بر این اساس، میمیدیده 

رو شناخت رفتار مکانیکی پیرامون ما در حوزه ویسکوالاستیک قرار دارد. از این

ها نسبت به مواد الاستیک، از اهمیت این مواد به دلیل رفتار متفاوت آن

شده برای منظور  های ارائهفراوانی برخوردار است و گستردگی انواع روش

نمودن اثرات خاصیت ویسکوالاستیسیته در تحقیقات علمی محققان نشان از 

اهمیت این موضوع دارد. بر این اساس در تحقیق حاضر به بررسی پاسخ 

ویسکوالاستیک  دینامیکی تیرهای در معرض جریان سیال با استفاده از مدل

 . پرداخته و نتایج با حالت الاستیک مقایسه شده است

دهد که تاکنون بررسی مطالعات انجام شده در این زمینه نشان می

ای در زمینه بررسی رفتار ارتعاشات القائی ناشی از سیال در تیرهای مطالعه

ویسکوالاستیک صورت نگرفته است. بر این اساس، در ادامه مطالعات انجام 

، در تحقیق حاضر با استفاده از روش نیمه [20]و  [19]شده در مراجع 

شدگی غیرخطی با معادله دیفرانسیل تحلیلی و با در نظر گرفتن مدل کوپل

شی از سیال در غیرخطی ون در پل، به مطالعه رفتار ارتعاشات القائی نا

های ساده در دو انتها پرداخته شده است. گاهتیرهای ویسکوالاستیک با تکیه

سازی معادلات دیفرانسیل غیرخطی حاکم با استفاده از روش پس از گسسته

گالرکین و در نظر گرفتن چهار شکل مود ارتعاشی اول، معادلات با استفاده از 

ستخراج شده است. در نهایت با کوتا حل شده و نتایج ا -روش عددی رانگ

استفاده از نمودارهای مناسبی به بررسی تأثیر پارامترهای مختلف بر رفتار 

 دینامیکی سیستم پرداخته شده است.

 بندی تئوری و استخراج نتایجفرمول -2

های ساده در گاهبرنولی با تکیه -تیر اویلر" 1 شکل"در تحقیق حاضر، مطابق 

مورد بررسی  𝑈𝑒دو انتها و تحت تأثیر جریان سیال خارجی با سرعت ثابت 

شود. برای استخراج معادله حرکت حاکم بر سیستم، مطابق قرار گرفته می

شود در نظر گرفته می 𝑑𝑥دیاگرام نیرویی المانی از تیر به طول  "ب-1شکل "

,𝑀(𝑥که در آن  𝑡)  ،گشتاور خمشی𝑉(𝑥, 𝑡)  ،نیروی برشی𝐹(𝑥, 𝑡)  نیروی

 خارجی و نیروی اندرکنش بین تیر و جریان سیال خارجی است.

شود. برای به دست آوردن معادله حرکت از قانون دوم نیوتن استفاده می

صورت زیر که نیروی اینرسی اعمال شده به المان تیر بهبا توجه به این

 باشد:می

(1) 𝜌𝐴
𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
𝑑𝑥 

بنابراین با نوشتن معادله تعادل در راستای محور قائم و همچنین گشتاور 

 آیند:حول نقطه دلخواه روابط زیر به دست می

𝑉)− الف( -2) + 𝑑𝑉) + 𝑓(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 + 𝑉 = 𝜌𝐴
𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
𝑑𝑥 

𝑀) ب( -2) + 𝑑𝑀) − (𝑉 + 𝑑𝑉)𝑑𝑥 + 𝑓(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥
𝑑𝑥

2
− 𝑀 = 0 

𝑑𝑉سازی دو رابطه اخیر و با توجه به اینکه با ساده = 𝜕𝑉 𝜕𝑥⁄  𝑑𝑥  و𝑑𝑀 =

𝜕𝑀 𝜕𝑥⁄  𝑑𝑥 باشد، با استفاده از رابطه بین گشتاور خمشی و تنش، می

 :[25]خواهیم داشت 

(3) 

 −
𝜕2𝑀

𝜕𝑥2
+ 𝑓(𝑥, 𝑡) = 𝜌𝐴

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
 

(4) 𝑀 = ∫ 𝜎𝑧𝑑𝐴 

های شود. با استفاده از مدل جامد استاندارد خطی، ویژگیحرکت اعمال می

کرنش زیر بیان کرد  -توان با استفاده از رابطه تنشویسکوالاستیک را می

[26]: 

 
Fig. 1 (a) simply supported viscoelastic beam under the influence of 

external fluid and (b) an element of the beam 

های الاستیک در دو انتها تحت تأثیر گاهالف( تیر ویسکوالاستیک با تکیه 1شکل 

 خارجی و )ب( المانی از تیر سیال
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𝜎 الف( -5) +
𝜂

𝐸1 + 𝐸2

𝜎̇ =
𝐸1𝐸2

𝐸1 + 𝐸2

𝜀 +
𝜂𝐸1

𝐸1 + 𝐸2

𝜀̇ 

به منظور اختصار و جهت استخراج معادله حرکت حاکم بر رفتار ارتعاشات 

عرضی تیر ویسکوالاستیک با مدل جامد خطی استاندارد، رابطه بین تنش و 

𝛤𝜎کرنش به صورت  = 𝛯𝜀 شود که در آن تعریف می𝛤 = 𝑎0 + 𝑎1 𝜕 𝜕𝑡⁄  و

Ξ = 𝑏0 + 𝑏1𝜕 ⁄ 𝜕𝑡 باشند. با اعمال اپراتورهای مدل ویسکوالاستیسیته می

( و ادغام معادلات 4( و )3اپراتورهای مدل ویسکوالاستیک به طرفین روابط )

 حاصل شده خواهیم داشت:

 

𝐼 ب( -5)
𝜕2

𝜕𝑥2
(Ξ

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
) + 𝜌𝐴Γ

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
= 𝑓(𝑥, 𝑡) 

با بسط رابطه اخیر معادله دیفرانسیل حاکم بر رفتار ارتعاشات عرضی تیرهای 

 آید:ویسکوالاستیک با مدل جامد استاندارد خطی به صورت زیر به دست می

𝐼𝑏1

𝜕5𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥4𝜕𝑡
+ 𝐼𝑏0

𝜕4𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥4
+ 𝜌𝐴𝑎0

𝜕2𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2

+ 𝜌𝐴𝑎1

𝜕3𝑤

𝜕𝑡3
= 𝑓(𝑥, 𝑡) 

 

 
(6) 

 مدل سازی اثر جریان سیال 2-2-

ای است که در آن یک جسم با جریان سیال تأثیر پدیده ارتعاشات القایی

متقابل دارد. به عبارتی، ارتعاشات القایی ناشی از جریان سیال در اطراف یک 

 .ای غیرخطی، خود محرک و چند درجه آزادی استباشد که پدیدهجسم می

پذیرد. ی، نیمه تجربی و عددی صورت میهای تجربمطالعه این پدیده با روش

های تجربی تأثیر یک یا دو پارامتر بطور همزمان مورد بررسی قرار در روش

شوند. در روش عددی نیز معادلات گیرد و دیگر پارامترها ثابت فرض میمی

دهند. در این های عددی مورد بررسی قرار میناویراستوکس را با کمک روش

ل ریاضی که بر پایه نتایج آزمایشگاهی بتواند رفتار میان بدست آوردن مد

سازی طور کلی شبیهباشد. بهسازی نماید، دارای اهمیت میسیستم را مدل

سه بعدی ارتعاشات القائی از لحاظ قدرت و زمان محاسبات بسیار پیچیده و 

های بینی ساده و دقیق پدیدهمنظور پیشباشد. بنابراین، بهبر میزمان

های نیمه تجربی از این پدیده ها، مدلات القائی و پاسخ دینامیکی سازهارتعاش

توسط محققان مختلفی ارائه و مورد مطالعه قرار گرفته است. براساس مطالعه 

ه برای های تحلیلی ارائه شدمدل [27]مروری انجام شده توسط سارچکایا 

شود. اخیراً بندی میپدیده ارتعاشات القائی به سه دسته کلی تقسیم

بندی مطالعات انجام شده در این زمینه با دسته [28]پایدوسیس و همکاران 

های تئوری موجود پدیده ارتعاشات القائی بندی جامع و کاملی را از مدلدسته

شوند. دسته دوم نامیده می 1های اجباری سیستماند. دسته اول مدلارائه کرده

 -های کوپل جریانو دسته سوم مدل 2الاستیک -یستم سیالهای سمدل

مشاهده  [28]باشند. براساس نتایج ارائه شده پایدوسیس و همکاران سازه می

های اول و دوم از دقت مناسبی برخوردار نبوده و تنها شود که مدلمی

های موجود در ارتعاشات القائی را های سوم با دقت مناسبی پدیدهمدل

بار توسط بیشوپ و حسن ارائه برای اولین  کنند. این نوع مدلبینی میپیش

بهبود و توسعه یافتند. در نهایت  [29]شد و سپس توسط حارتلن و کوری 

ارائه شده  [30]مدل کامل و جامعی از نوع مدل توسط فاچینتی و همکاران 

آید. بر های موجود در این زمینه به شمار میترین مدلاست که یکی از دقیق

توسعه داده شده توسط فاچینتی و  این اساس، در تحقیق حاضر مدل

منظور بررسی رفتار ارتعاشات القائی تیرهای ویسکوالاستیک به [30]همکاران 

گیرد. با توجه به این مدل، از معادله ون در پل استفاده قرار می مورد

                                                                                                                                      
1 Forced System Models 
2 Fluid-Elastic System Models 

شود که رابطه آن به سازی نوسانگر سیال استفاده میغیرخطی برای شبیه

 باشد:صورت زیر می

𝜕2𝑞̅(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
+ 𝛿𝜔𝑠[𝑞̅(𝑥, 𝑡)2 − 1]

𝜕𝑞̅(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
+ 𝜔𝑠

2𝑞̅(𝑥, 𝑡)

= 𝐹𝑑 

 

 
(7) 

ضریب  𝛿نیروی اعمالی ناشی از طرف سیال بر روی سازه و  𝐹𝑑که در آن 

دمپینگ جریان سیال اضافه شده است که وابسته به ضریب درگ متوسط 

,𝑞̅(𝑥. متغیر [30]باشد می  0.3بوده و مقدار آن معمولاً برابر 𝑡)  نشان دهنده

باشد که با می 3هافرکانس گردابه 𝜔𝑠تأثیر ارتعاشات ناشی از گردابه است. 

 باشد:بعد استروهال وابسته میرابطه زیر به سرعت سیال و عددی بی

𝜔𝑠 = 2π𝑆𝑡

𝑈𝑒

𝐷
 (8) 

باشد و مقدار آن با توجه به هندسه بعد استروهال میعدد بی 𝑆𝑡که در آن 

به ترتیب نشان دهنده  𝐷و  𝑈𝑒. [31]شود سطح مقطع جسم تعیین می

باشند. در این مدل، اندرکنش بین سرعت جریان سیال و قطر معادل تیر می

ه شود. با توجه به تئوری ارائسیال و سازه با استفاده از مؤلفه نیرو اعمال می

ای که معرف این بهترین رابطه [30]شده توسط فاچینتی و همکاران 

قبولی دارد به صورت زیر نیروهاست و با نتایج تجربی نیز سازگاری قابل 

 باشد:می

𝐹𝑑 =
𝑃

𝐷

𝜕2𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
 (9) 

12Pهای تجربی که پس از برازش داده  آید. به دست می 

,𝑓(𝑥(، 6در رابطه ) 𝑡)  برآیند نیروهای خارجی اعمالی از طرف سیال بر تیر

,𝑓𝐿(𝑥توان به دو نیروی لیفت، باشد که در حالت کلی میمی 𝑡)  و نیروی

,𝑓𝐷(𝑥 ها،میرایی ناشی از گردابه 𝑡)بندی کرد. با توجه به مطالعات ، تقسیم

این  [32]و کبر و ویرچیگورچی  [30]انجام شده توسط فاچینتی و همکاران 

 مؤلفه نیروها به صورت زیر قابل بیان است:

 

𝑓𝐷(𝑥, 𝑡) = −
1

2
𝐶𝐷𝜌𝑓𝐷𝑈𝑒

𝜕𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
 الف( - 10) 

𝑓𝐿(𝑥, 𝑡) =
1

4
𝐶𝐿𝜌𝑓𝐷𝑈𝑒

2𝑞̅(𝑥, 𝑡) (10- )ب 

ضریب میرایی  𝐶𝐷 باشد. چگالی سیال می 𝜌𝑓ضریب لیفت و  𝐶𝐿که در آن  

باشد که به منظور تطابق نتایج تئوری و تجربی توسط فاچینتی و همکاران می

ها مقدار این تعریف شده است و در تحقیق حاضر، براساس نتایج آن [30]

 شود.در نظر گرفته می 2.0ضریب برابر 

(، معادلات 7( و )6( در روابط )10( و )9در نهایت، با جایگذاری روابط )

 آیند:رخطی حاکم بر مسأله به صورت زیر به دست میدیفرانسیل غی

𝜕2𝑞̅(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
+ 𝛿𝜔𝑠[𝑞̅(𝑥, 𝑡)2 − 1]

𝜕𝑞̅(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡

+ 𝜔𝑠
2𝑞̅(𝑥, 𝑡) =

𝑃

𝐷

𝜕2𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
 

 

 

 الف( -11)

𝐼𝑏1

𝜕5𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥4𝜕𝑡
+ 𝐼𝑏0

𝜕4𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥4
+ 𝜌𝐴𝑎0

𝜕2𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
 

     +𝜌𝐴𝑎0

𝜕2𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
+ 𝜌𝐴𝑎1

𝜕3𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡3
 

    =
1

4
𝐶𝑙𝜌𝑓𝐷𝑈𝑒

2𝑞̅(𝑥, 𝑡) −
1

2
𝐶𝑑𝜌𝑓𝐷𝑈𝑒

𝜕𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
 

 

 

 

 

 

 ب( -11)

 بعدسازی معادلات حاکمبی3-2- 

بعد معادلات در ادامه به منظور فراهم آوردن امکان بررسی پارامتریک، فرم بی

                                                                                                                                      
3 Vortex Shedding 
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بعد به شوند. بدین منظور با تعریف متغیرهای بیمورد بررسی قرار داده می

 صورت زیر 

𝜂̅ =
𝑤

𝐷
 , 𝜉 =

𝑥

𝑙
 , 𝜏 =

1

𝑙2
√

𝐸𝐼

𝑚
𝑡 , 𝑢 = 𝑈𝑒𝑙√

𝑚

𝐸𝐼
  ,  

 𝜆 = 𝛿√
𝜌𝐴𝑙4

𝐸𝐼
 , Ω𝑠 = 𝜔𝑠√

𝜌𝐴𝑙4

𝐸𝐼
= Ω0𝑠𝑢  , Ω0𝑠 =

2π𝑙𝑆𝑡

𝐷
 ,       

𝛼0 =
𝐶𝐿𝜌𝑓𝐸𝑙2

4𝜌𝐴𝑏0
,  𝑐0 =

𝐶𝐷𝜌𝑓𝐷𝑙

2𝐼𝑏0

𝐸𝐼

𝑚
 , 𝛼 =

𝑏1

𝑏0
√

𝐸𝐼

𝜌𝐴𝑙4
 , 𝛽 =

𝐸𝑎0

𝑏0
 , 

𝛾 =
𝑎1

𝑏0

𝐸

𝜌𝐴
√

𝐸𝐼

𝜌𝐴𝑙4
 

 

 

 

 
(12) 

 شوند:صورت زیر مطرح میبعد به( برحسب متغیرهای بی11معادلات حرکت )

𝜕4𝜂̅

𝜕𝜉4
+ 𝛼

𝜕5𝜂̅

𝜕𝜉4𝜕𝜏
+ 𝛾

𝜕3𝜂̅

𝜕𝜏3
+ 𝛽

𝜕2𝜂̅

𝜕𝜏2

= 𝛼0𝑢2𝑞 − 𝑐0𝑢
𝜕𝜂̅

𝜕𝜏
 

 

 

 الف( -13)
𝜕2𝑞̅

𝜕𝜏2
+ 𝜆Ω0𝑠𝑢(𝑞̅2 − 1)

𝜕𝑞̅

𝜕𝜏
+ Ω0𝑠

2 𝑢2𝑞̅ = 𝑃
𝜕2𝜂̅

𝜕𝜏2
 ب( -13) 

 حل معادلات با استفاده از روش گالرکین- 4-2

( ابتدا با 13به منظور استخراج پاسخ معادلات دیفرانسیل کوپل و غیرخطی )

استفاده از روش گالرکین معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئی به دستگاه 

شود. بر این اساس پاسخ معادلات دیفرانسیل با مشتقات معمولی تبدیل می

 شود: سیستم به صورت زیر در نظر گرفته می

𝜂̅(𝜉, 𝜏) = ∑ 𝜙𝑛(𝜉)𝜂𝑛(𝜏)

𝑁

𝑛=1

 (14) 

𝑞̅(𝜉, 𝜏) = ∑ 𝜙𝑛(𝜉)𝑞𝑛(𝜏)

𝑁

𝑛=1

 (15) 

اُم nهای تعمیم یافته متناظر با مودمختصه 𝑞𝑛(𝜏)و  𝜂𝑛(𝜏)که در روابط اخیر 

باشند. جهت استفاده از روش گالرکین ای میتوابع مقایسه 𝜙𝑛(𝜉)باشند و می

ای مورد استفاده، توابع شکل مودها ارتعاشی تیر الاستیک با توابع مقایسه

 باشند:شوند که به صورت زیر میای ساده در دو انتها استفاده میهگاهتکیه

𝜙𝑛(𝜉) = √2 sin(𝑛π𝜉), 𝑛 = 1, 2, 3, …  (16) 

 در نتیجه خواهیم داشت:

𝜂̅(𝜉, 𝜏) = √2 ∑ sin (𝑛π𝜉)𝜂𝑛(𝜏)

𝑁

𝑛=1

 (17) 

𝑞̅(𝜉, 𝜏) = √2 ∑ sin(𝑛π𝜉) 𝑞𝑛(𝜏)

𝑁

𝑛=1

 (18) 

شکل مود به منظور استخراج پاسخ سیستم، در تحقیق حاضر تأثیر چهار 

𝑁 شود. بنابراین با در نظر گرفتنارتعاشی اول مد نظر قرار داده می = و با   4

(، و ضرب طرفین تساوی در 13( در روابط )15( و )14جایگذاری روابط )

𝜙𝑛(𝜉) و استفاده از خاصیت تعامد شکل 1تا  0گیری در بازه و انتگرال ،

دست آمده قات معمولی بهمودهای ارتعاشی، هشت معادله دیفرانسیل با مشت

ارائه شده است. در ادامه معادلات دیفرانسیل با مشتقات معمولی  1 در پیوست

به دست آمده به صورت حل عددی تحلیل شده و نتایج برحسب پارامترهای 

 مختلف استخراج و مورد بررسی قرار خواهد گرفت.

 نتایج  -3

ارتعاشی تیر سیستم بر رفتار  حاضر تأثیر پارامترهای تحقیق در

ویسکوالاستیک تحت تأثیر ارتعاشات القایی ناشی از سیال مورد مطالعه قرار 

گیرد. بنابراین، نتایج ارائه شده در این قسمت به ازای مقادیر عددی ارائه می

  𝐶𝐷،𝐶𝐿 اند. مقادیر ضرایباستخراج و مورد بررسی قرار گرفته  1شده در جدول

از مقادیر ارائه شده در  Pو  δنات گردابه و ضرایب نوسا [33]از مرجع  𝑆𝑡  و

اند. معادلات دیفرانسیل با مشتقات مورد استفاده قرار گرفته [33]مرجع 

کوتا حل -( با استفاده روش رانگ26( تا )19دست آمده در روابط )معمولی به

 اولیه رایطاند. در استخراج نتایج فرض شده است که لوله تحت تأثیر ششده

𝑞𝑖جابجایی خالص = 𝜂𝑖 = 0.001, 𝑖 = 𝑞̇𝑖و 1,2,3,4 = 𝜂̇𝑖  نماید.ارتعاش می =

قبل از استخراج نتایج ابتدا به بررسی تأثیر تعداد جملات مورد استفاده در 

پاسخ نقطه  "2شکل "در شود. روش گالرکین بر همگرایی نتایج پرداخته می

𝐸2  و میانی تیر ویسکوالاستیک به ازای = 10 𝐸1  و و سرعت سیال خارجی

 𝑢 = با مدنظر قرار دادن یک، سه و چهار مود ارتعاشی در روش گالرکین  0.2

شود طور که از نتایج مشاهده میمورد مقایسه قرار داده شده است. همان

تقریب مود اول تنها اثر مود اول را در پاسخ در نظر گرفته و پاسخ دارای یک 

باشد. با افزایش تعداد جملات پاسخ اد میفرکانس بوده و خطای پاسخ زی

باشند. بنابراین تقریبی همگرا شده و پاسخ سه و چهار جمله تقریباً یکسان می

توان بیان داشت که در نظر گرفتن چهار جمله با دقت مناسبی رفتار می

گذارد. در ادامه نتایج با در نظر قرار دادن چهار جمله سیستم را در اختیار می

 و مورد بررسی قرار خواهند گرفت.ارائه 

در ادامه به منظور بررسی صحت مدل و نتایج ارائه شده در تحقیق حاضر 

ها با استفاده از شود. آناستفاده می [34]از نتایج تحقیق یاماموتو و همکاران 

با  روش عددی به بررسی رفتار ارتعاشات القائی ناشی از سیال در استوانه

 سطح مقطع دایروی تحت تأثیر جریان سیال خارجی پرداختند. به منظور
 

 مقادیر عددی پارامترهای مورد استفاده 1جدول 

Table 1. The numerical values of the parameters 

 مقدار پارامتر مقدار پارامتر

 𝑙 10 mطول،  𝐶𝐷 2.0ضریب 

 E 210 GPaمدول یانگ،  𝐶𝐿 0.3ضریب 
 ρ 3-7850 kg mچگالی تیر،  𝑆𝑡 0.2  عدد

 𝜌𝑓 3-1020 kg mچگالی سیال،  P 12ضریب 
 

 
 )الف(

 
 )ب(
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Fig 2. Response of midpoint of the viscoelastic simply supported beam 

for 𝐸2 = 10 𝐸1 and 𝑢 = 0.2 (a) single mode expansion, (b) three mode 

expansion, and (c) four mode expansion 

های ساده در دو گاهپاسخ ارتعاشات نقطه میانی تیر ویسکوالاستیک با تکیه 2شکل 

𝐸2انتها به ازای  = 10 𝐸1  و𝑢 = سه مود  )ب(با در نظر گرفتن مود اول،  )الف(  0.2

 چهار مود ارتعاشی اول )ج(ارتعاشی اول و 

 ، شرایط[34]فرام آوردن امکان مقایسه بین نتایج تحقیق حاضر و نتایج مرجع 

مرزی و مشخصات هندسی مورد استفاده مشابه مشخصات ارائه شده در 

منحنی تغییرات حداکثر  "3شکل "ر در نظر گرفته شده و در مرجع مزکو

طور که نتایج نشان دامنه برحسب سرعت سیال نشان داده شده است. همان

دهد روش ارائه با دقت بسیار مناسبی رفتار ارتعاشی تیرها تحت تأثیر می

 کند.بینی میجریان سیال خارجی را پیش

های فازی برای تیر الاستیک با پاسخ نقطه میانی و منحنی "4شکل "در 

بعد مختلف سیال خارجی های بیهای ساده در دو انتها به ازای سرعتگاهتکیه

𝑢 = 0.0 ، 𝑢 = 0.01 ، 𝑢 = 𝑢 و  0.026 = نشان داده شده است. با  0.26

شود که در غیاب جریان سیال خارجی مشاهده می "الف -4شکل "توجه به 

2.2  بعد ثابت ومنه بیپاسخ سیستم به صورت نوسانی با دا × باشد. می 10−3

در این حالت تنها اثر جرم افزوده ناشی از سیال تأثیر گذاشته که این امر 

شود. در این حالت اثرات اینرسی سیال باعث کاهش فرکانس طبیعی تیر می

های پایین نظر است. با افزایش سرعت سیال و در سرعتناچیز و قابل صرف

باشد، جریان ار کوچک میسیال که متناظر با اعداد رینولدز و اشتروهال بسی

باشد. با جریان پیدا سیال اطراف تیر از نوع بسیار آهسته و یا خزشی می

کارمن بر اثر فشار منفی در پشت تیر های ونکردن سیال اطراف تیر، گردابه

به صورت متقارن ایجاد شده و سبب وارد کردن نیروهای لیفت و درگ بر تیر 

 "ب -4شکل "طور که در شوند. همانیر میشده و در نتیجه باعث ارتعاشات ت

 
Fig 3. Comparison of obtained maximum amplitude and experimental 

results obtained by Yamamoto et al. [34] 

مقایسه منحنی تغییرات حداکثر دامنه برحسب سرعت سیال به دست آمده از  3شکل 

 [34نتایج تحقیق حاضر و نتایج مرجع ]

های پایین سیال جریان سیال اطراف تیر نشان داده شده است در سرعت

شود که دامنه نوسانات با گذشت زمان کاهش یافته و در سرعت باعث می

𝑢 = 2.2بعد به مقدار دامنه نوسانات بی 0.026 × همگرا شده و پاسخ  10−3

باشد. نیروی مقاوم سیال ترکیبی از نیروهای سیستم به صورت نوسانی می

رشی و فشاری است. با افزایش سرعت جریان و در نتیجه عدد رینولدز، ناحیه ب

ای پشت تیر گسترده شده و نیروی درگ اثر غالب در نیروی مقاوم کل گردابه

های پایین این نیرو باعث و ارتعاشات تیر دارد. بدین جهت در نواحی سرعت

 شود.میرا شدن دامنه ارتعاشات می

سیال، نیروهای اینرسی سیال بزرگتر شده و  با افزایش بیشتر سرعت

های شود تا در سرعتباشند. این امر باعث مینظر کردن نمیدیگر قابل صرف

بالاتر دامنه ارتعاشات سیستم به صورت ناگهانی افزایش یافته و دوباره 

 پاسخ سیستم به ازای "ج-4شکل"نوسانات سیستم پایدار شود. در 

 𝑢 = شود در این طور که مشاهده میاست. همان نشان داده شده 0.026

2.5بعد نوسانات پایدار برابرحالت دامنه بی × باشد که بیشتر از می 10−3

شدگی باشد. این محدوده از سرعت سیال، ناحیه قفلحالت ارتعاشات آزاد می

شدگی، افزایش بیشتر سرعت شود. در ناحیه بعد از ناحیه قفلنامیده می

منه نوسانات شده و دامنه حالت پایدار سیستم بر خلاف سیال باعث کاهش دا

رسد. در این محدوده نیروهای مقاوم ناشی از های قبل به صفر میحالت

سیال بر نیروهای اینرسی و بازگرداننده تیر غالب شده و باعث ساکن شدن 

شود دامنه ارتعاشات حالت شود. همانطور که از نتایج مشاهده میتیر می

 شدگی بیشتر از دو ناحیه دیگر است.ی ناحیه قفلپایدار برا

های دینامیکی به منظور بررسی تأثیر رفتار ویسکوالاستیک بر مشخصه

های پاسخ نقطه میانی و منحنی "5شکل "تیر تحت تأثیر سیال خارجی، در 

𝐸1فازی برای تیر ویسکوالاستیک با  = 10 𝐸2  بعد های بیو به ازای سرعت

های مختلف سیال خارجی نشان داده شده است. با مقایسه این نتایج با سرعت

نشان داده شده است، مشاهده " 4شکل "متناظر برای لوله الاستیک که در 

ها تأثیر قابل شود که در نظر گرفتن رفتار ویسکوالاستیک برای مادهمی

 ارد.ها دسیستمای بر رفتار ملاحظه

جایی که در عمل تمام مواد دارای خاصیت ویسکوالاستیک از آن

ها به منظور مطالعه سازی این سیستمسازی و شبیهباشند بنابراین در مدلمی

های سیستم حتماً باید رفتار ها و شناسایی پارامتررفتار دینامیکی آن

نی تغییرات های ریاضی مورد استفاده قرار گیرند. منحویسکوالاستیک در مدل

حداکثر دامنه نقطه میانی تیر با فرض رفتار الاستیک و رفتار ویسکوالاستیک 

𝐸1به ازای  = 10 𝐸2  6شکل "حسب سرعت جریان سیال خارجی در بر" 

طور که از این شکل به وضوح مشخص است رفتار نشان داده شده است. همان

دگی، باعث افزایش شویسکوالاستیک علاوه بر جابجا شدن موقعیت ناحیه قفل

شود. این امر باعث درصدی حداکثر دامنه به وجود آمده در تیر می 45

شود که سازه تحت ارتعاشات اجباری ناشی از سیال در اثر پدیده خستگی می

رو در نظر گرفتن شرایط تر وارد ناحیه شکست شده و از اینسریع

اهد بود. با توجه به نتایج تر بودن نتایج خوبینانه ویسکوالاستیک باعث واقع

شدگی در شود در سیستم تحت بررسی ناحیه قفلمشاهده می" 6شکل "

0.12 ناحیه ≤ 𝑢 ≤ افتد که در آن دامنه نوسانات تیر ناگهان به اتفاق می  0.2

یابد، اما در ناحیه قبل و بعد از آن، دامنه نوسانات تیر بسیار شدت افزایش می

شدگی علاوه بر فرکانس ارتعاشات جسم، به ه قفلباشد. ایجاد پدیدناچیز می

دامنه ارتعاشات نیز بستگی دارد. بنابراین همانطور که در شکل مشاهده 

تری از شدگی به جای یک نقطه در محدوده وسیعشود احتمال وقوع قفلمی

 منحنی پاسخ سیستم در مود" 7شکل "سرعت سیال اتفاق خواهد افتاد. در 
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Fig. 4 The effect of external fluid velocity on time response and phase plane of the elastic simply supported beam for (a) 𝑢 = 0, (b) 𝑢 = 0.01, (c) 𝑢 =
0.026 and (d) 𝑢 = 0.26 

𝑢 )الف(های ساده در دو انتها به ازای گاههای فازی تیر الاستیک با تکیهتأثیر سرعت جریان سیال خارجی بر پاسخ نقطه میانی و منحنی 4شکل = 𝑢 )ب(، 0 = 𝑢 ج()، 0.01 =

𝑢 )د(و  0.026 = 0.26  
نشان داده شده های مختلف سیال خارجی در سرعت 𝑞 اول به همراه منحنی

که معرف نیروی سیال   𝑞های پاسخ سیستم و پارامتراست. با بررسی منحنی

یابد. شود با افزایش دامنه نوسانات، ضریب لیفت افزایش میاست مشاهده می

همچنین در نواحی قبل و بعد از ناحیه قفل شدگی، حرکت جسم و ضریب 

شود تا نیروی باعث می درجه هستند و این امر 180درگ دارای اختلاف فاز 

درگ در مقابل حرکت تیر مقاومت کرده و دامنه نوسانات تیر کاهش یابد. این 

باشد، یعنی ضریب درگ و جابجایی شدگی بر عکس میپدیده در ناحیه قفل

هم فاز بوده و در نتیجه نیروهای حاصله اثر تقویتی داشته و باعث افزایش 

شدگی اندازه همچنین در ناحیه قفلشوند. بیش از حد دامنه نوسانات می

باشد و با توجه به اثر تقویتی آن ضریب لیفت بسیار بزرگتر از سایر نواحی می

 گردد.با نیروهای اینرسی تیر باعث رشد سریع دامنه نوسانات می
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Fig. 5 The effect of external fluid velocity on time response and phase plane of the viscoelastic simply supported beam with 𝐸2 = 10𝐸1  for  

(a) 𝑢 = 0, (b) 𝑢 = 0.01, (c) 𝑢 = 0.026 and (d) 𝑢 = 0.26 

𝐸2های ساده در دو انتها به ازای گاههای فازی تیر ویسکوالاستیک با تکیهتأثیر سرعت جریان سیال خارجی بر پاسخ نقطه میانی و منحنی 5شکل  = 10𝐸1 (الف) و 𝑢 = ( ب)، 0

𝑢 = 𝑢 (ج)، 0.01 = 𝑢 )د( و  0.026 = 0.2

" 8شکل "به منظور بررسی تأثیر پارامترهای مختلف بر رفتار سیستم، در 

حسب سرعت حداکثر دامنه نوسانات بر بر منحنی 𝜆و  𝑃تأثیر پارامترهای 

نتایج به ازای سه مقدار  "الف -7شکل "سیال نشان داده شده است. در 

𝜆مختلف  = 0.2 ،𝜆 = 𝜆و  0.3 = طور که از نتایج ارائه شده است. همان 0.4

یابد ولی یدامنه نوسانات تیر کاهش م 𝜆شود با افزایش پارامتر مشاهده می

شود. همچنین هیچ تغییری سرعت سیال متناظر با حداکثر دامنه ایجاد نمی

باعث بیشتر شدن  𝑃شود افزایش مقدار مشاهده می "ب-8شکل "با توجه به 

های شود و موقعیت متناظر با حداکثر دامنه در سرعتدامنه نوسانات می

 افتد.بالاتری اتفاق می

ی ویسکوالاستیک بر دامنه نوسانات تیر هاتأثیر مشخصه "9شکل "در 

های شود مشخصهطور که مشاهده مینشان داده شده است. همان

  دارد. با کاهش نسبت ای بر رفتار سیستمویسکوالاستیک تأثیر قابل ملاحظه
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Fig. 6 The effect of external fluid velocity on the maximum vibration 

amplitude of the elastic and viscoelastic simply supported beam 
های ساده گاهتأثیر سرعت سیال خارجی بر حداکثر دامنه نوسانات تیر با تکیه 6شکل 

 در دو انتها برای تیر الاستیک و ویسکوالاستیک

 
 )الف(

 
 )ب(

 
 )ج(

Fig. 7 The effect of the external fluid velocity on the time response and 

vortex induced parameter (𝑞̅) of the simply supported viscoelastic beam 

for (a) 𝑢 = 0.01, (b) 𝑢 = 0.16 and (c) 𝑢 = 0.26 

های گاهتأثیر سرعت جریان سیال خارجی بر پاسخ تیر ویسکولاستیک با تکیه 7شکل 

𝑢ساده در دو انتها ارتعاشات القائی ناشی از سیال به ازای )الف(  = 0.01 ، 

𝑢)ب(  = 𝑢، )ج( 0.16 = 0.26 

𝐸2 𝐸1⁄ شدگی نیز در علاوه بر کمتر شدن حداکثر دامنه نوسانات، محدوه قفل

افتد. بر این اساس با توجه به نوع ماده بکار های پایین سیال اتفاق میسرعت

های تحت تأثیر ارتعاشات القائی ناشی از سیال، بایستی برده شده در سازه

اعمال شود و  مدل مناسب برای رفتار ویسکوالاستیک در مدل ریاضی سیستم

های ها در برابر بارهای خستگی ناشی از گردابهبراساس آن طراحی سیستم

 ایجاد شده صورت پذیرد، چرا که عدم در نظر گرفتن رفتار ویسکوالاستیک

گذارد که براساس نتایج ارائه شده در های را در اختیار میبینآننتایج غیر واقع

صورت ویسکوالاستیک است، بسیار  تحقیق حاضر با نتایج سازه واقعی که به

 باشد. متفاوت می

 گیرینتیجه -4
ها بر روی تیر ، پدیده ارتعاشات ناشی از گردابهحاضر در تحقیق

های ساده در دو انتها به صورت نیمه تحلیلی انجام گاهویسکوالاستیک با تکیه

دوم مورد مطالعه قرار گرفت. معادلات حرکت با استفاده مستقیم از قانون 

نیوتن و با مدنظر قرار دادن فرم کلی رفتار ویسکوالاستیک استخراج و با 

سازی شدند. درنهایت با استفاده از روش استفاده از روش گالرکین گسسته

کوتا معادلات دیفرانسیل به دست آمده حل و تأثیر پارامترهای مختلف -رانگ

 دهد که در ناحیه بعدبر رفتار سیستم مورد بررسی قرار گرفت. نتایج نشان می

شدگی، افزایش بیشتر سرعت سیال باعث کاهش دامنه نوسانات از ناحیه  قفل

رسد. های قبل به صفر میشده و دامنه حالت پایدار سیستم بر خلاف حالت

 شدگی بیشتر از دوهمچنین، دامنه ارتعاشات حالت پایدار برای ناحیه قفل
 

 
 )الف(

 
 )ب(

Fig. 8 The effect of 𝑃  and 𝜆  parameters on the maximum vibration 

amplitude of the simply supported viscoelastic beam 
نسبت حداکثر دامنه نوسانات  بر منحنی 𝜆و )ب(  𝑃 تأثیر پارامترهای )الف( 8شکل 

 های ساده در دو انتهاگاهتیر ویسکوالاستیک با تکیه
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Fig. 9 The Effect of viscoelastic parameters on the maximum vibration 

amplitude of the simply supported viscoelastic beam with respect to 

non-dimensional external fluid flow velocity  

منحنی تغییرات نسبت حداکثر  بر های رفتار ویسوالاستیکتأثیر مشخصه 9شکل 

های ساده در دو انتها برحسب سرعت گاهانات تیر ویسکوالاستیک با تکیهدامنه نوس

 بعد جریان سیال خارجی بی

ناحیه دیگر است. با توجه به مقایسه انجام شده بین سیستم الاستیک و 

شود که رفتار سسیتم با در نظر گرفتن رفتار ویسکوالاستیک مشاهده می

رفتار دینامیکی سیستم دارند. ای بر ویسکوالاستیک تأثیر قابل ملاحظه

دهد رفتار ویسکوالاستیک علاوه به تعویق طور که نتایج نشان میهمان

درصدی حداکثر دامنه  45شدگی، باعث افزایش انداختن موقعیت ناحیه قفل

شود که سازه تحت ارتعاشات شود. این امر باعث میبه جود آمده در تیر می

تر وارد ناحیه شکست شده ه خستگی سریعاجباری ناشی از سیال در اثر پدید

تر بودن بینانهرو در نظر گرفتن شرایط ویسکوالاستیک باعث واقعو از این

 نتایج خواهد بود.

 فهرست علائم -5
𝐴 مساحت سطح مقطع 

𝑎0, 𝑎1, 𝑏0, 𝑏1 ثوابت رئولوژیکی 
𝑐0 بعدثابت بی 
𝐶𝐷 ضریب لیفت 
𝐶𝐿 ضریب میرایی 
𝐷 قطر 
𝐸1, 𝐸2 ثوابت رئولوژیکی 
𝐹(𝑥, 𝑡) نیروی عرضی 
𝐹𝑑 نیروی القائی ناشی از سیال 
𝑓𝐷(𝑥, 𝑡) هانیروی میرایی ناشی از گردابه 
𝑓𝐿(𝑥, 𝑡) نیروی لیفت 
𝐼  ممان اینرسی 
𝐿 طول 
𝑀(𝑥, 𝑡) گشتاور خمشی 
𝑁 عدد صحیح 
𝑃  ثابت گردابه 
𝑞𝑛(𝜏) مختصه تعمیم یافته 
𝑞̅(𝑥, 𝑡) نیروی ناشی از ارتعاشات القائی 
𝑆𝑡 بعد استروهالعدد بی 
𝑡 زمان 
𝑈𝑒 , 𝑢 بعدسرعت جریان سیال خارجی، سرعت بی 

𝑉(𝑥, 𝑡) نیروی برشی 
𝑤(𝑥, 𝑡) جابجایی عرضی تیر 

 علایم یونانی
𝛼 بعد ویسکوالاستیکپارامتر بی 
𝛼0 بعد نیروی لیفتپارامتر بی 
𝛽 بعد مدول یانگبی پارامتر 

Γ عملگر ویسکوالاستیک 
𝛾 بعد ویسکوالاستیکپارامتر بی 
𝛿 ضریب دمپینگ جریان سیال اضافه 
𝜂𝑛(𝜏) تعمیم یافته مختصه 
𝜂̅(𝜉, 𝜏) بعد عرضی تیرجابجایی بی 
𝜆 بعد جریان سیالپارامتر بی 

Ξ عملگر ویسکوالاستیک 
𝜉 بعد مکانیمتغییر بی 
𝜌 چگالی تیر 
𝜌𝑓 چگالی سیال 

𝜎 تنش محوری 
𝜀 کرنش محوری 
𝜏 بعدزمان بی 
𝜙𝑛(𝜉) تابع شکل مود ارتعاشی 
𝜔𝑠 هافرکانس گردابه 
Ω𝑠 هابعد گردابهفرکانس بی 
Ω0𝑠 بعد ثابتفرکانس بی 

 پیوست -6
𝑁با در نظر گرفتن چهار شکل مود ارتعاشی در روش گالرکین ) = ( و با   4

استفاده از خاصیت تعامد شکل مودهای ارتعاشی ، هشت معادله دیفرانسیل با 

 ید:آصورت زیر به دست میمشتقات معمولی به

𝛾𝜂1 + 𝛽𝜂̈1 + (𝛼𝑅1 + 𝑐0𝑢)𝜂̇1 + 𝑅1𝜂1 = 𝛼0𝑢2𝑞1 (1) 

𝛾𝜂2 + 𝛽𝜂̈2 + (𝛼𝑅2 + 𝑐0𝑢)𝜂̇2 + 𝑅2𝜂2 = 𝛼0𝑢2𝑞2 (2) 

𝛾𝜂3 + 𝛽𝜂̈3 + (𝛼𝑅3 + 𝑐0𝑢)𝜂̇3 + 𝑅3𝜂3 = 𝛼0𝑢2𝑞3 (3) 

𝛾𝜂4 + 𝛽𝜂̈4 + (𝛼𝑅4 + 𝑐0𝑢)𝜂̇4 + 𝑅4𝜂4 = 𝛼0𝑢2𝑞4 (4) 

𝑞̈1 + Ω0𝑠
2 𝑢2𝑞1 = 𝜆Ω0𝑠𝑢𝑞̇1

− 𝜆Ω0𝑠𝑢 (𝑞3𝑞4𝑞̇2 + 𝑞2𝑞4𝑞̇3 + 𝑞2𝑞3𝑞̇4

+ 𝑞2𝑞3𝑞̇2 − 𝑞2𝑞4𝑞̇1 − 𝑞1𝑞4𝑞̇2 − 𝑞1𝑞3𝑞̇1

− 𝑞1𝑞2𝑞̇4 + 2𝑞1𝑞2𝑞̇2 + 2𝑞1𝑞3𝑞̇3

+ 2𝑞1𝑞4𝑞̇4 +
3

2𝑞1
2𝑞̇1

+ 𝑞2
2𝑞̇1 +

1

2𝑞2
2𝑞̇3

−
1

2𝑞1
2𝑞̇3

+ 𝑞3
2𝑞̇1 + 𝑞4

2𝑞̇1) + 𝑃𝜂̈1 

 (5) 

𝑞̈2 + Ω0𝑠
2 𝑢2𝑞2 = 𝜆Ω0𝑠𝑢𝑞̇2

− 𝜆Ω0𝑠𝑢 (𝑞1𝑞4𝑞̇3 + 𝑞2𝑞3𝑞̇1 + 𝑞3𝑞4𝑞̇1

+ 𝑞4𝑞3𝑞̇3 + 𝑞1𝑞3𝑞̇4 + 𝑞1𝑞3𝑞̇2 + 𝑞1𝑞2𝑞̇3

− 𝑞1𝑞4𝑞̇1 + 2𝑞4𝑞2𝑞̇4 + 2𝑞2𝑞1𝑞̇1

+ 2𝑞2𝑞3𝑞̇3 +
3

2𝑞2
2𝑞̇2

+ 𝑞3
2𝑞̇2 +

1

2𝑞3
2𝑞̇4

−
1

2𝑞1
2𝑞̇4

+ 𝑞1
2𝑞̇2 + 𝑞4

2𝑞̇2) + 𝑃𝜂̈2 

 (6) 
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𝑞̈3 + Ω0𝑠
2 𝑢2𝑞3 = 𝜆Ω0𝑠𝑢𝑞̇3

− 𝜆Ω0𝑠𝑢 (𝑞2𝑞4𝑞̇3 + 𝑞2𝑞3𝑞̇4

+ 𝑞2𝑞1𝑞̇2 + 𝑞1𝑞3𝑞̇4 + 𝑞1𝑞4𝑞̇2

+ 𝑞2𝑞4𝑞̇1 + 𝑞4𝑞3𝑞̇2 + 2𝑞2𝑞2𝑞̇2

+ 2𝑞1𝑞3𝑞̇1 + 2𝑞3𝑞4𝑞̇4 +
3

2𝑞3
2𝑞̇3

+ 𝑞1
2𝑞̇3 +

1

2𝑞2
2𝑞̇1

−
1

2𝑞1
2𝑞̇1

+ 𝑞4
2𝑞̇3

+ 𝑞2
2𝑞̇3) + 𝑃𝜂̈3 

(7) 

𝑞̈4 + Ω0𝑠
2 𝑢2𝑞4 = 𝜆Ω0𝑠𝑢𝑞̇4

− 𝜆Ω0𝑠𝑢 (𝑞3𝑞1𝑞̇2 − 𝑞2𝑞1𝑞̇1

+ 𝑞2𝑞3𝑞̇3 + 𝑞2𝑞3𝑞̇1 + 𝑞2𝑞1𝑞̇3

+ 2𝑞3𝑞4𝑞̇3 + 2𝑞1𝑞4𝑞̇1 + 2𝑞2𝑞4𝑞̇2

+
3

2𝑞4
2𝑞̇4

+ 𝑞3
2𝑞̇4 +

1

2𝑞3
2𝑞̇2

−
1

2𝑞1
2𝑞̇2

+ 𝑞2
2𝑞̇4 + 𝑞1

2𝑞̇4) + 𝑃𝜂̈4 
(8) 
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