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له لوله تحت بارگذاری داخلی دینامیکی ٴو غیره همگی مرتبط با مسا های موتور انفجار در جت، لولههای تفنگهای انتقال گاز، لولهطراحی لوله 
ای جدار ضخیم، تحت بارگذاری داخلی دینامیکی با در نظر گرفتن تئوری تغییر شکل باشند. در مقاله حاضر پاسخ دینامیکی پوسته استوانهمی

و اثر اینرسی  گرفته استهرمان مورد مطالعه و بررسی قرار  -تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول میرسکی برشی مرتبه بالا و مقایسه آن با
های حاکم بر سامانه دینامیکی در نظر گرفته شده است. بدین منظور ابتدا معادلات حرکت های برشی عرضی در معادلهدورانی و تغییر شکل

های دیفرانسیلی ای به دست آمده، با تغییر متغیر به معادلههای حرکت پارهآیند سپس معادلهت میدستوسط اصل همیلتون بهای استوانهپوسته 
های دینامیکی بدون در نظر گرفتن اثر شرایط مرزی دو له به صورت تحلیلی تحت انواع بارگذاریٴشوند که با این روش، مسامعمولی تبدیل می

افزار آباکوس مدل له  موردنظر توسط روش اجزای محدود با استفاده از نرمٴحل است. همچنین مسا سر استوانه با فرض بلند بودن طول آن قابل
گذاری شده است. مقایسه نتایج روش تحلیلی مرتبه بالا و مرتبه اول با روش اجزا سازی و سابروتین نویسی شده و با نتایج حل تحلیلی صحه

در نواحی دورتر از لایه میانی دهد که تئوری مرتبه بالای استفاده شده برای محاسبه پاسخ دینامیکی استوانه جدار ضخیم محدود نشان می
 .تر استتر و مطلوبدقیق
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 Designing explosion of gas pipelines, gun tubes, pulse detonation engine tubes, etc are all related to the 

problem of cylindrical shell subjected to dynamic internal loads. In this paper, dynamic response of the 

thick cylindrical shell subjected to dynamic internal load with considering the high order shear 

deformation theory (HODT) is investigated and compared with the first order shear deformation theory 

of Mirsky- Hermann (FSDT). The effects of transverse shear deformation and rotatory inertia were 

included in the governing equations of the dynamic system. First, the equations of motion have been 

derived by using Hamilton’s principle then by changing variables the obtained partial differential 

equations have been converted to ordinary differential equations. With this method, the problem can be 

solved for various mechanical moving pressure loads without considering the effect of boundary 

conditions with long length assumption. The results of the present analytical method have been verified 

by comparing with finite element results,  using software. The comparison of the results with the finite 

element method shows that the high order theory and first order Mirsky-Hermann theory can predict the 

dynamic response of the thick cylindrical shell and the high order theory in areas away from the middle 

layer is more successful. 
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 مقدمه 1-

هستند که در برابر نیروها و ای های خمیدهطور کلی، سازهها بهپوسته

ای دارند. بالا بودن ظرفیت تحمل بار لنگرهای وارد شده، مقاومت مطلوب ویژه

ها موجب توجه پژوهشگران بسیاری قرار گرفته است، اما پیچیدگی در پوسته

طوری که تاکنون هیچ حل دقیقی برای ها نیز قابل توجه است بهتحلیل آن

 -های تقریبیگذاری عمومی ارائه نشده و حلها تحت بارتحلیل این سازه

ها را های پوستهتحلیلی موجود، تنها براساس فرضیاتی خاص است که تئوری

ای ها، جابجایی پوسته با یک چند جملهدهند. در تئوری پوستهتشکیل می

فاصله نقطه موردنظر در مقطع پوسته از  zشود که تقریب زده می zبرحسب 

به شعاع  (h)های ضخیم، نسبت ضخامت پوسته پوسته سطح میانی است. در
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ها برمبنای . تئوری این دسته از پوسته[1]باشد می 0.05بیشتر از  (R)میانی 

طور کلی به دلیل کوچک نبودن بنا شده است. به 1تئوری الاستیسیته خطی

های جدار نازک های پوستهتوان از تئوریضخامت نسبت به ابعاد دیگر، نمی

بعدی استفاده کرد ولی به دلیل ده نمود و باید از تئوری الاستیسیته سهاستفا

بعدی یا تئوری توان از تئوری الاستیسیته دوپیچیدگی تحلیل، با فرضیاتی می

های ضخیم استفاده کرد. از جمله تغییر شکل برشی برای تحلیل استوانه

و  [2]دند، ولاسو ای را ارائه کرهای استوانهکه تئوری دوبعدی پوستهکسانی

1ها عبارت آن بودند. [3]گلدنوایزر  + 𝑧/𝑅 2ای مقطع پوستهاثر شکل ذوزنقه 

را معرفی کردند و میدان جابجایی را کلاسیک در نظر گرفتند. مطالعه رفتار 

های مختلف و در های جدار ضخیم در شرایط و هندسهدینامیکی استوانه

های ، پدیده[4]خازن تحت فشار کاربردهای گوناگون مانند تجهیزات و م

 و غیره همواره مورد توجه محققین بسیاری قرار گرفته است. [5]انفجار 

کارگیری تئوری تغیر شکل برشی مرتبه اول، پاسخ هرمان با به -میرسکی

. در این [6]ای جدار ضخیم را ارائه کردند های استوانهارتعاشات آزاد پوسته

از پوسته با جابجایی سطح میانی توصیف  های هر نقطهتئوری، جابجایی

شود بلکه با مجموع جابجایی سطح میانی و جابجایی آن نقطه نسبت به نمی

کید بر جابجایی ٴهای خمشی و غشایی، تاشود. در تئوریسطح میانی بیان می

صفحه میانی بوده ولی در تئوری تغییر شکل برشی، علاوه بر جابجایی صفحه 

 گیرند.وسته را نیز به علت جدار ضخیم بودن در نظر میمیانی، شیب المان پ

های تحقیقاتی مرتبط با بارگذاری متحرک عبارت است از خطوط زمینه

های توپ و تفنگ در حین شلیک، در راه آهن )نسبت به حرکت واگن(، لوله

خودروها در اثر حرکت و غیره. اولین تئوری جامع برای پاسخ الاستیک لوله به 

صورت گرفت. تانگ مدلی برای  1965در سال  [7]ک توسط تانگ بار متحر

ائه کرد. وی فرض داخلی را ار 3بینی رفتار پوسته جدار نازک به شاکپیش

تبدیل کرد.  4له را به حالت پایاٴباشد و مسانهایت میکرد که طول پوسته بی

آید. با این مدل دست میله مستقل از مکان، بهٴبا این فرضیات جواب مسا

های بحرانی شود. طبق این مدل در سرعتوجود سرعت بحرانی اثبات می

اقعیت وجود خواص دمپینگ، شود که در ونهایت میدامنه حرکت پوسته بی

های غیرخطی و تغییر شکل پلاستیک باعث جلوگیری از تغییر شکل ویژگی

شوند. در مدل تانگ اثر برش عرضی و اینرسی دورانی بیش از حد پوسته می

-نیز در همان سال مدلی برای توضیح پاسخ سازه [8]لحاظ شده بود. رایزمن 

 رائه داد.های جدار نازک تحت پیش تنش اای پوسته

ای جدار ضخیم را در پاسخ پوسته استوانه 1992در سال  [9]سیمکینز 

 1994دست آورد. در سال های طویل بهاثر بارگذاری متحرک ثابت در لوله

های جدار مدلی را براساس تئوری الاستیسیته برای پوسته [10]موکوید 

دینامیکی پوسته ضخیم با فرض متقارن محوری بودن ارائه کرد و پاسخ 

ای را با استفاده از روش تفاضل محدود به دست ای به بارگذاری ضربهاستوانه

 2002پاسخ یک لوله به انفجار گازهای داخلی را در سال  [11]آورد. بلتمن 

  صورت انفجاری در نظر گرفت.بررسی کرد. وی اولین بار، بارگذاری را به

، با طول محدود و با در نظر گرفتن مدل حالت گذرا [12]مظاهری و همکاران 

معرفی کردند. میرزایی و  2005اثر برشی و اینرسی دورانی را در سال 

مدلی برای لوله جدار نازک با در نظر گرفتن اثر  2006در سال  [13]همکاران 

 5دینامیک -برشی و اینرسی دورانی وانعکاس امواج ناشی از بارگذاری الاستو

های تحلیلی را ای از روشمجموعه 2012در سال  [14]ارائه دادند. میرزایی 

                                                                                                                                      
1 Linear elasticity theory 
2 Trapezoidal shape of shell’s cross-section 
3 Shock 
4 Steady state 
5 Elsato- Dynamic 

برای رفتار ارتعاشی استوانه جدار نازک تحت فشار متحرک داخلی که به 

در سال  [15]شوند را ارائه نمود. میرزایی و همکاران صورت متوالی اعمال می

دینامیک گذرا  -های تحلیلی برای پاسخ الاستومجموعه ای از راه حل 2015

ای ناهمسانگرد تحت فشار در حال حرکت با پروفیل خاص های استوانههاز لول

 را مورد بررسی قرار دادند.

های جدار در این راستا دستیابی به مدل تحلیلی در تحلیل استوانه

ها در داخلی متحرک با توجه به اهمیت کاربردی آن ضخیم با بارگذاری

این مقاله، برای اولین بار به رو در صنایع مختلف حائز اهمیت است. از این

های مرتبه بالاتر میدان منظور افزایش دقت و اهمیت در نظر گرفتن ترم

دست آمده، از های دو بعدی و اثر گذاری  آن در نتایج بهجابجایی در تئوری

تئوری مرتبه بالای تغییر شکل برشی، در تحلیل دینامیکی استوانه جدار 

نهایت بودن طول ی متحرک با فرض بیضخیم تحت فشار داخلی دینامیک

هرمان  -استوانه و مقایسه آن با تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول میرسکی

انجام شده است. در این تئوری علاوه بر در نظر گرفتن میدان جابجایی مرتبه 

های نرمال عرضی تا مرتبه دوم در نظر گرفته شده است و اثر بالا، کرنش

1عبارت  + 𝑧/𝑅 طور دقیق در نظر گرفته شده است. اینرسی و تغییر هنیز ب

 های برشی و نرمال عرضی نیز در نظر گرفته شده است.شکل

 ایروابط حاکم بر پوسته استوانه 2-

، ضخامت Rای متقارن محوری با شعاع متوسط یک پوسته استوانه "1شکل "

h  و طولL نشان  های مثبت قراردادی(مختصات )جهت ٴرا به همراه مبدا

عنوان سطح مرجع در نظر گرفته شده، دستگاه دهد. سطح میانی پوسته بهمی

روی آن قرار داده شده است. فرضیات استفاده شده برای  𝑥, 𝑧مختصات 

اند از: الف( هندسه و بارگذاری متقارن دست آوردن معادلات حرکت عبارتبه

های پوسته بوده. ج( تغییر شکل 7و همگن 6ب( پوسته ایزوتروپیک است.

اند و ماده در محدود الاستیک خطی قرار دارد. د( کوچک در نظر گرفته شده

برای توسعه یک  8نظر شده است. بسط سری تیلوراز اثر تنش اولیه صرف

له الاستیسیته سه بعدی مورد استفاده قرار ٴفرمولاسیون دو بعدی از یک مسا

,𝑢(𝑥های جابجایی بسط مؤلفهگرفته است. روابط زیر، با  𝑧, 𝑡)   و𝑤(𝑥, 𝑧, 𝑡) 
اند دست آمده( به𝑧حسب مختصه ضخامت )، بر 𝑧و  𝑥به ترتیب در دو جهت 

[16,17]: 

𝑢(𝑥, 𝑧, 𝑡) = 𝑢𝑜(𝑥, 𝑡) + 𝑧 𝜃𝑥(𝑥, 𝑡) + 𝐶3 𝑧
2 𝑢
_

𝑜(𝑥, 𝑡) 

𝐶4 𝑧+                      الف(1- )
3 𝜃
_

𝑥(𝑥, 𝑡) 
𝑤(𝑥, 𝑧, 𝑡) = 𝑤𝑜(𝑥, 𝑡) + 𝐶0 𝑧 𝜃𝑧(𝑥, 𝑡) + 𝐶1 𝑧

2 𝑤
_

𝑜(𝑥, 𝑡) 
𝐶2 𝑧+                      ب(1- )

3 𝜃
_

𝑧(𝑥, 𝑡) 
ضرایب تعیین کننده نوع تئوری به  𝐶4تا  𝐶0های ( عبارت1در روابط )

کار رفته هستند. هر یک از این ضرایب، متناسب با دقت تئوری و نسبت 

کنند که در این مقاله برای ذ میضخامت پوسته، مقادیر صفر یا یک را اتخا

را برابر صفر در نظر گرفته شده  𝐶4تا  𝐶1هرمان  -تئوری مرتبه اول میرسکی

 گیریم.برابر یک در نظر می 𝐶4تا  𝐶0و برای تئوری مرتبه بالا 

( و به ترتیب در 𝑥, 𝑧های یک نقطه دلخواه )جابجایی 𝑤و  𝑢های عبارت

 (𝜙)هستند و به علت فرض متقارن محوری در راستای محیطی  𝑧و  𝑥جهات 

 𝑤𝑜و  𝑥جابجایی در راستای  𝑢𝑜زمان است. پارامترهای  𝑡جابجایی نداریم و 

 چرخش𝜃𝑥بر روی سطح میانی است. تابع  𝑧جابجایی شعاعی در راستای 

 است. در تئوری کلاسیک، x-zی عمود بر سطح میانی المان پوسته در صفحه
 

                                                                                                                                      
6 Isotropic 
7 homogeneous 
8 Taylor series expansion 
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Fig.1 Cylindrical shell (Axial symmetry) 
 ای )حالت متقارن محوری(پوسته استوانه1  شکل

خط راست و عمود بر سطح میانی، پس از تغییر شکل، راست و عمود بر سطح 

ماند اما در تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول، خط راست و میانی باقی می

عمود بر سطح میانی، پس از تغییر شکل، راست باقی مانده ولی نسبت به 

سطح میانی عمود نیست. در تئوری تغییر شکل مرتبه بالا، خط راست و عمود 

بر سطح میانی، پس از تغییر شکل، راست باقی نمانده و نسبت به سطح میانی 

𝑢همچنین پارامترهای . [18]د نیست عمو
_

𝑜 ،𝑤
_

𝑜 ،𝜃
_

𝑥  و𝜃
_

𝑧 های مرتبه عبارت

مقطع  1بالا در بسط تیلور هستند و نماینده مودهای تغییر شکل عرضی

 اند:صورت زیر تعریف شدهپوسته هستند و به
 

𝜃
_

𝑥 =
1

6
 
𝜕3𝑢

𝜕𝑧3
|𝑧=0 𝑢

_

𝑜 =
1

2
 
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
|𝑧=0 𝜃𝑋 =

𝜕𝑢

𝜕𝑧
|𝑧=0 

(2) 𝜃
_

𝑧 =
1

6
 
𝜕3𝑢

𝜕𝑧3
|𝑧=0 𝑤

_

𝑜 =
1

2
 
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
|𝑧=0 𝜃𝑧 =

𝜕𝑢

𝜕𝑧
|𝑧=0 

-های استوانهها از تئوری الاستیسیته خطی برای پوستهبا تعریف کرنش

صورت ای بهجابحایی عمومی در دستگاه مختصات استوانه -ای، روابط کرنش

 :[19.20]باشد زیر می

(3) 

𝜖𝑧 = 𝜕𝑧𝑤(𝑥, 𝑧, 𝑡) 
 

𝛾𝑥𝑧 = 𝜕𝑧𝑢(𝑥, 𝑧, 𝑡) + 𝜕𝑥𝑤(𝑥, 𝑧, 𝑡) 

𝜖𝑥 = 𝜕𝑥𝑢(𝑥, 𝑧, 𝑡) 

𝜖𝜙 =
𝑤(𝑥, 𝑧, 𝑡)

𝑅 + 𝑧
 

𝜖𝜙𝑥 ،𝜖𝑥𝜙 ،𝛾𝑥𝜙های برشی کرنش (3)در رابطه  = 𝜖𝑥𝜙 + 𝜖𝜙𝑥  و𝛾𝜙z 

های مربوط به باشند. با جایگذاری عبارتبا فرض تقارن محوری برابر صفر می

، (3)داده شده است در روابط  (1)که در روابط  جابجایی در هر نقطه

های سطح میانی، برای هر مدل جابجایی های خطی برحسب جابجاییکرنش

 صورت زیر بدست آورد:توان بهرا می
𝜖𝑥 = 𝜖𝑥0 + 𝑧 𝜒𝑥 + 𝑧

2 𝜖
_

𝑥0 + 𝑧
3 𝜒
_

𝑥 

𝜖𝜙 =
𝜖𝜙0 + 𝑧 𝜒𝜙 + 𝑧

2 𝜖
_

𝜙0 + 𝑧
3 𝜒
_

𝜙

1 +
𝑧

𝑅

 

𝜖𝑧 = 𝜖𝑧0 + 𝑧 𝜒𝑧 + 𝑧
2 𝜖
_

𝑧0 
(4) 𝛾𝑥𝑧 = 𝛽𝑥 + 𝑧 𝜒𝑥𝑧 + 𝑧

2 𝛽
_

𝑥 + 𝑧
3 𝜒
_

𝑥𝑧 
صورت زیر قابل های داخل پرانتز بهعبارت (4)همچنین در روابط 

 اند:محاسبه
𝜒𝑥 = 𝜕𝑥𝜃𝑥(𝑥, 𝑡) 

𝜒
_

𝑥 = 𝐶4 𝜕𝑥𝜃
_

𝑥(𝑥, 𝑡) 

𝜒𝜙 =
𝐶𝑜 𝜃𝑧(𝑥, 𝑡)

𝑅
 

𝜒
_

𝜙 =
𝐶2 𝜃

_

𝑧(𝑥, 𝑡)

𝑅
 

𝜒𝑧 = 2𝐶1 𝑤
_

𝑜(𝑥, 𝑡) 

𝜖𝑥0 = 𝜕𝑥𝑢𝑜(𝑥, 𝑡) 
𝜖
_

𝑥0 = 𝐶3 𝜕𝑥𝑢
_

𝑜(𝑥, 𝑡) 

𝜖𝜙0 =
𝑤𝑜(𝑥, 𝑡)

𝑅
 

𝜖
_

𝜙0 =
𝐶1 𝑤

_

𝑜(𝑥, 𝑡)

𝑅
 

𝜖𝑧0 = 𝐶𝑜 𝜃𝑧(𝑥, 𝑡) 

                                                                                                                                      
1 Transverse shear deformation 

𝛽𝑥 = 𝜃𝑥(𝑥, 𝑡) + 𝜕𝑥𝑤𝑜(𝑥, 𝑡) 

𝛽
_

𝑥 = 3𝐶4 𝜃
_

𝑥(𝑥, 𝑡) 
      +𝐶1 𝜕𝑥𝑤

_

𝑜(𝑥, 𝑡) 

𝜖
_

𝑧0 = 3𝐶2 𝜃
_

𝑧(𝑥, 𝑡) 
 

𝜒𝑥𝑧 = 2𝐶3 𝑢
_

𝑜(𝑥, 𝑡) 
        +𝐶𝑜 𝜕𝑥𝜃𝑧(𝑥, 𝑡) 

(5) 𝜒
_

𝑥𝑧 = 𝐶2 𝜕𝑥𝜃
_

𝑧(𝑥, 𝑡) 

 2کرنش برای مواد ایزوتروپیک و همگن طبق قانون هوک -روابط تنش

 :[21] اند ازعبارت

(

 
 
 

𝜎𝑥
𝜎𝜙
𝜎𝑧
𝜎𝑥𝜙
𝜎𝑥𝑧
𝜎𝜙𝑧)

 
 
 
=

(

 
 
 
⁠

𝐶11 𝐶12 𝐶12 0 0 0
𝐶12 𝐶11 𝐶12 0 0 0
𝐶12 𝐶12 𝐶11 0 0 0
0 0 0 𝐶44 0 0
0 0 0 0 𝐶44 0
0 0 0 0 0 𝐶44)

 
 
 

(

 
 
 

𝜖𝑥
𝜖𝜙
𝜖𝑧
𝛾𝑥𝜙
𝛾𝑥𝑧
𝛾𝜙𝑧)

 
 
 

 

(6) 

 شوند:صورت زیر تعریف میبه 𝐶𝑖𝑗که ضرایب 

(7) 

𝜇 =
𝜈 𝐸

(1 − 𝜈)(1 − 2𝜈)
 

𝐺 =
𝐸

2 (1 + 𝜈)
 

𝐶11 = 𝜇 + 2𝐺 
𝐶12 = 𝜇 

𝐶44 = 𝐺 

مدول یانگ،  𝐸باشند و صفر می 𝜎𝜙𝑧و  𝜎𝑥𝜙های تنش (6)که در رابطه 

𝜈  ،ضریب پواسون𝐺  مدول برشی و𝜇 است. با جایگذاری روابط  3ثابت لامه

و انتگرال گیری در جهت ضخامت،   (6)ی در رابطه (5)کرنش سطح میانی 

 یابد:به معادله زیر کاهش می
(8) 𝜎

_
= 𝐷 𝜖

_
 

 شود:صورت زیر تعریف میبه 𝐷که ماتریس 

(9) 
𝐷 = (

𝐷𝑓 0

0 𝑘𝑜𝐷𝑠
) 

های ی محاسبه انتگرالدر پیوست الف و نحوه 𝐷𝑠و  𝐷𝑓های که ماتریس

1مربوطه، شامل عبارات  +
𝑧

𝑅
در مخرج کسر، در پیوست ب آورده شده است.  

 𝐷𝑠ضریب تصحیح برشی است که در ماتریس سفتی برشی  𝑘𝑜همچنین 

ن  شود، فرض می4ضرب شده است. معمولا براساس تئوری میندلی

𝑘𝑜 = π
هرمان  -جا برای تئوری مرتبه اول میرسکیباشد. که در این 2/12

آن را برابر مقدار فرض شده در تئوری میندلین در نظر گرفته شده ولی برای 

تئوری مرتبه بالا نیاز به ضریب تصحیح برشی نیست و برابر یک فرض شده 

 .[22]است 

𝜎های بردار منتجه تنش مؤلفه (8)در معادله 
_

ردار کرنش های بو مؤلفه 

𝜖سطح میانی 
_

 شوند:مطابق زیر تعریف می 

𝜎
_
= (𝑁𝑥, 𝑁𝜙, 𝑁

_

𝑥, 𝑁
_

𝜙, 𝑁𝑧, 𝑁
_

𝑧, 𝑀𝑥, 𝑀𝜙, 𝑀
_

𝑥,𝑀
_

𝜙, 𝑀𝑧, 𝑄𝑥 , 𝑄
_

𝑥 

(10)         , 𝑆𝑥 , 𝑆
_

𝑥) 
𝜖
_
= (𝜖𝑥0, 𝜖𝜙0, 𝜖

_

𝑥0, 𝜖
_

𝜙0, 𝜖𝑧0, 𝜖
_

𝑧0, 𝜒𝑥 , 𝜒𝜙 , 𝜒
_

𝑥, 𝜒
_

𝜙, 𝜒𝑧, 𝛽𝑥 , 𝛽
_

𝑥 
(11)        , 𝜒𝑥𝑧, 𝜒

_

𝑥𝑧) 
صورت برای پوسته ایزوتروپیک به 5بردار منتجه تنش (10)که در رابطه 

 زیر تعریف شده است:

(
𝑁𝑥 𝑀𝑥 𝑁

_

𝑥 𝑀
_

𝑥

𝑄𝑥 𝑆𝑥 𝑄
_

𝑥 𝑆
_

𝑥

) = ∫ (
𝜎𝑋
𝜎𝑋𝑍
) . (1, 𝑧, 𝑧2, 𝑧3)

ℎ

2

−ℎ

2

(1 +
𝑧

𝑅
) 𝑑𝑧 

(𝑁𝜙 𝑀𝜙 𝑁
_

𝜙 𝑀
_

𝜙) = ∫ (𝜎𝜙). (1 𝑧 𝑧2 𝑧3) 𝑑𝑧

ℎ

2

−ℎ

2

 

(12) (𝑁𝑧 𝑀𝑧 𝑁
_

𝑧)  = ∫ (𝜎𝑧). (1 𝑧 𝑧2)

ℎ

2

−ℎ

2

(1 +
𝑧

𝑅
) 𝑑𝑧 

                                                                                                                                      
2 Hook law 
3 Lame 
4 Mindlin 
5 Resultant stress 
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 معادلات حرکت 3-

شود. حالت استفاده می 1برای تعیین معادلات حرکت استوانه از اصل همیلتون

 :[20]شود کلی اصل همیلتون به طریق زیر بیان می

(13) 𝛿 ∫ (𝑈 −𝑊 − 𝐾)𝑑𝑡
𝑡2

𝑡1

= 0 

U  عبارت است از انرژی کرنشی کل ناشی از تغییر شکل  (13)در رابطه

 صورت زیر تعریف شده است:و به

𝑈 =
1

2
∭𝑈𝜎𝑖𝑗𝜖𝑖𝑗 𝑑𝑉 =

1

2
 ∫ ∫ ∫ (𝜎𝑥𝜖𝑥 + 𝜎𝜙𝜖𝜙

ℎ

2

−ℎ

2

2π

0

𝐿

0

 

     +𝜎𝑧𝜖𝑧 + 𝜎𝑥𝜙𝜖𝑥𝜙 + 𝜎𝜙𝑥𝜖𝜙𝑥 + 𝜎𝑥𝑧𝜖𝑥𝑧 + 𝜎𝜙𝑧𝜖𝜙𝑧) 𝑑𝐴 𝑑𝑧 

 (14) 
 صورت زیر است:، تعریف المان سطح پوسته به(14)که در رابطه 

(15) 𝑑𝐴 = 𝑅(1 +
𝑧

𝑅
) 𝑑𝑥𝑑𝜙 

𝑊  عبارت است از انرژی پتانسیل ناشی از نیروی خارجی  (13)در رابطه

 شود:صورت زیر تعریف میاست و به

(16) 𝑊 =  ∫ ∫ (𝑞𝑡(𝑧 =
ℎ

2
) + 𝑞𝑏(𝑧 =

−ℎ

2
)) 𝑑𝐴

2π

0

𝐿

0

 

𝑞𝑡  و𝑞𝑏  فشارهای گسترده وارد بر سطوح به ترتیب خارجی و داخلی

 برابر صفر در نظر گرفته شده است. 𝑞𝑡پوسته هستند که در این مقاله 

𝐾  صورت زیر تعریف عبارت است از انرژی جنبشی و به (13)در رابطه

 شده است:

 

(17) 

𝐾 =
1

2
∭𝜌 (𝑢

. 2 + 𝑣
.
2 +𝑤

. 2) 𝑑𝑉 = 

                          
1

2
∫ ∫ ∫ 𝜌 (𝑢

. 2

ℎ

2

−ℎ

2

2π

0

𝐿

0

+ 𝑣
. 2 +𝑤

. 2) 𝑑𝐴 𝑑𝑧 

معرف چگالی است و در انرژی جنبشی بالانویس  𝜌، (17)که در رابطه 

 نقطه نشان دهنده مشتق نسبت به زمان است.

 استخراج معادلات حاکم 4-

های مربوط به کار و انرژی در اصل همیلتون، رابطه پس از محاسبه عبارت

سازد. بدین نحو که ، امکان استخراج معادلات تعادل پوسته را فراهم می(13)

، 𝛿𝑢𝑜های ساسی حساب تغییرات، مجموع کل ضرایب عبارتبرمبنای قضیه ا

𝛿𝑢
_

𝑜 ،𝛿𝑤𝑜 ،𝛿𝑤
_

𝑜 ،𝛿𝜃𝑥 ،𝛿𝜃
_

𝑥 ،𝛿𝜃𝑧  و𝛿𝜃
_

𝑧 های در عبارات زیر انتگرال

سازی، دوگانه بایستی برابر صفر قرار داده شوند. با انجام این کار، پس از مرتب

 اند:دست آمدهصورت زیر بهمعادلات تعادل به

𝛿𝑢𝑜 ∶  
𝜕𝑁𝑥
𝜕𝑥

−
𝜕2𝑢𝑜
𝜕𝑡2

𝐼
_

0 −
𝜕2𝜃𝑥
𝜕𝑡2

𝐼
_

1 −
𝜕2𝑢

_

𝑜

𝜕𝑡2
𝐼
_

2 −
𝜕2𝜃

_

𝑥

𝜕𝑡2
𝐼
_

3 = 0 

 الف( -18)

𝛿𝑤𝑜 ∶  
−1

𝑅
𝑁𝜙 +

𝜕𝑄𝑥
𝜕𝑥

−
𝜕2𝑤𝑜
𝜕𝑡2

𝐼
_

0 −
𝜕2𝜃𝑧
𝜕𝑡2

𝐼
_

1 −
𝜕2𝑤

_

𝑜

𝜕𝑡2
𝐼
_

2 

−                           ب( -18)
𝜕2𝜃

_

𝑧

𝜕𝑡2
𝐼
_

3 − 𝑞𝑡 − 𝑞𝑏 = 0 

𝛿𝜃𝑥 ∶  
𝜕𝑀𝑥
𝜕𝑥

− 𝑄𝑥 −
𝜕2𝑢𝑜
𝜕𝑡2

𝐼
_

1 −
𝜕2𝜃𝑥
𝜕𝑡2

𝐼
_

2 −
𝜕2𝑢

_

𝑜

𝜕𝑡2
𝐼
_

3 −
𝜕2𝜃

_

𝑥

𝜕𝑡2
𝐼
_

4 = 0 

 پ( -18)

𝛿𝜃𝑧 ∶  
−1

𝑅
𝑀𝜙 −𝑁𝑧 +

𝜕𝑆𝑥
𝜕𝑥

−
𝜕2𝑤𝑜
𝜕𝑡2

𝐼
_

1 −
𝜕2𝜃𝑧
𝜕𝑡2

𝐼
_

2 −
𝜕2𝑤

_

𝑜

𝜕𝑡2
𝐼
_

3 

−                           ت( -18)
𝜕2𝜃

_

𝑧

𝜕𝑡2
𝐼
_

4 −
ℎ

2
(𝑞𝑡 − 𝑞𝑏) = 0 

                                                                                                                                      
1 Hamilton's principle 

𝛿𝑢
_

𝑜 ∶  
𝜕𝑁
_

𝑥

𝜕𝑥
− 2 𝑆𝑋 −

𝜕2𝑢𝑜
𝜕𝑡2

𝐼
_

2 −
𝜕2𝜃𝑥
𝜕𝑡2

𝐼
_

3 −
𝜕2𝑢

_

𝑜

𝜕𝑡2
𝐼
_

4 −
𝜕2𝜃

_

𝑥

𝜕𝑡2
𝐼
_

5 

=                           ج( -18) 0 

𝛿𝑤
_

𝑜 ∶  
−1

𝑅
𝑁
_

𝜙 − 2𝑀𝑧 +
𝜕𝑄
_

𝑥

𝜕𝑥
−
𝜕2𝑤𝑜
𝜕𝑡2

𝐼
_

2 −
𝜕2𝜃𝑧
𝜕𝑡2

𝐼
_

3 −
𝜕2𝑤

_

𝑜

𝜕𝑡2
𝐼
_

4 

−                           چ( -18)
𝜕2𝜃

_

𝜕𝑡2
𝐼
_

5 −
ℎ2

4
(𝑞𝑡 − 𝑞𝑏) = 0 

𝛿𝜃
_

𝑥 ∶  
𝜕𝑀
_

𝑥

𝜕𝑥
− 3𝑄

_

𝑥 −
𝜕2𝑢𝑜
𝜕𝑡2

𝐼
_

3 −
𝜕2𝜃𝑥
𝜕𝑡2

𝐼
_

4 −
𝜕2𝑢

_

𝑜

𝜕𝑡2
𝐼
_

5 −
𝜕2𝜃

_

𝑥

𝜕𝑡2
𝐼
_

6 

=                           خ( -18) 0 

𝛿𝜃
_

𝑍 ∶  
−1

𝑅
𝑀
_

𝜙 − 3𝑁
_

𝑧 +
𝜕𝑆
_

𝑥

𝜕𝑥
−
𝜕2𝑤𝑜
𝜕𝑡2

𝐼
_

3 −
𝜕2𝜃𝑧
𝜕𝑡2

𝐼
_

4 −
𝜕2𝑤

_

𝑜

𝜕𝑡2
𝐼
_

5 

−                           د( -18)
𝜕2𝜃

_

𝑧

𝜕𝑡2
𝐼
_

6 −
ℎ3

8
(𝑞𝑡 − 𝑞𝑏) = 0 

 اند:صورت زیر تعریف شدههای جرمی بهاینرسی (18)در روابط 

(𝐼
_

0 𝐼
_

1 𝐼
_

2 𝐼
_

3 𝐼
_

4 𝐼
_

5 𝐼
_

6) 

(19)     = ∫ 𝜌 (1 𝑧 𝑧2 𝑧3 𝑧4 𝑧5 𝑧6)(1 +
𝑧

𝑅
) 𝑑𝑧

ℎ

2

−ℎ

2

 

 مدل تحلیلی 5-

معادلات حرکت  (18)در روابط  (10)ی های تنش از رابطهبا قرار دادن منتجه

های جابجایی به شرح زیر بیان صورت ماتریسی برحسب مؤلفهاستوانه، به

 شود:می

(20) 𝐿1  
𝜕2𝑦

𝜕𝑥2
+ 𝐿2  

𝜕𝑦

𝜕𝑥
+ 𝐿3 𝑦 + 𝐿4  

𝜕2𝑦

𝜕𝑡2
+ 𝐹 = 0 

و ثابت  8×8های ماتریس 𝐿4و  𝐿1 ،𝐿2 ،𝐿3، ضرایب (20)که در رابطه 

اند و در پیوست بوده و تابعی از خواص مکانیکی، فیزیکی و مشخصات هندسی

صورت زیر نمایش داده بردار جابجایی بوده و به 𝑦همچنین اند. ج آورده شده

 شود:می
(21) 𝑦 = (𝑢𝑜 , 𝑤𝑜 , 𝜃𝑥  , 𝜃𝑧 , 𝑢

_

𝑜 , 𝑤
_

𝑜 , 𝜃
_

𝑥 , 𝜃
_

𝑧 )
T 

 صورت زیر است:بردار نیرو بوده که شامل مؤلفه فشار به 𝐹همچنین 

(22) 𝐹 = 𝑞𝑏 (0 ,1 ,0 , −
ℎ

2
 ,0 ,

ℎ2

4
 ,0 , −

ℎ3

8
 )T 

(23) 𝑞𝑏 = 𝑃(1 −
ℎ

2𝑅
) 

ای ی داخلی پوسته استوانهپروفیل فشار، وارد بر جداره P، (23)در رابطه 

های متفاوتی توان وابسته به نوع بارگذاری و کاربرد آن، پروفیلباشد که میمی

صورت متحرک و فشاری، را در نظر گرفت. در این مقاله پروفیل بارگذاری را به

 صورت زیر در نظر گرفته شده است:بر سطح داخلی استوانه و به

(24) 
𝑃(𝑥, 𝑡) = (

𝑃1 + (𝑃𝑜 − 𝑃1)ⅇ
−(𝑥−𝑉𝑡), 𝑥 − 𝑉𝑡 ≤ 0

0                                        , 𝑥 − 𝑉𝑡 ≥ 0
) 

,𝑃(𝑥که در این رابطه  (24)که در رابطه  𝑡)  فشارداخلی وارد شده بر

مقادیر ثابت  𝑃𝑜 ،𝑃1، سرعت بارگذاری فشاری بوده، 𝑉استوانه است. پارامتر 

فشار هستند. توزیع فشار داخلی در این حالت نسبت به مکان و زمان به 

 کند.صورت نمایی تغییر کرده و در طول استوانه با سرعت ثابت حرکت می

صورت زیر تعریف ای طویل بهتوابع میدان جابجایی در پوسته استوانه

 :[6]شود می
(25) 𝐷 = (𝐷1 𝐷2 𝐷3 𝐷4 𝐷5 𝐷6 𝐷7)

T 𝑦 = 𝐷 ⅇ−𝑖𝛼(𝑥−𝑉𝑡) 
ی سرعت حرکت جبهه 𝑉عدد موج و  𝛼عدد مختلط، ⅈبه طوری که 

𝜂برای حل معادلات، ابتدا با تغییر متغیر  است. 2موج
_
= 𝑥 − Vt  معادلات

𝜂حاکم برحسب 
_

𝜂تغییر متغیر آیند. دست میبه 
_
= 𝑥 − Vt در واقع دو ،

                                                                                                                                      
2 Pressure front 
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شود مختصات نماید و باعث میمتغیر مکان و زمان را در یک متغیر مستتر می

𝜂ی موج سوار شود و همراه جبهه موج که در مرجع بر روی جبهه
_
= قرار  0

 پایا تبدیل شود.له به حالت ٴدارد در طول استوانه حرکت کنیم و مسا

، به هشت (20)بدین ترتیب هشت معادله دیفرانسیل جزئی در رابطه 

𝜂معادله دیفرانسیل معمولی زیر برحسب 
_

 شود:تبدیل می 

(26) 𝐿1  
𝜕2𝑦

𝜕𝜂
_
2
+ 𝐿2  

𝜕𝑦

𝜕𝜂
_ + 𝐿3 𝑦 + 𝐿4 𝑉

2  
𝜕2𝑦

𝜕𝜂
_
2
+ 𝐹 = 0 

در تمامی هشت معادله حاکم برابر  𝑢o، ضرایب جابجایی (26)در رابطه 

رو شود. از اینصفر است و تنها مشتق مرتبه اول و دوم آن در روابط ظاهر می

𝑢𝑜/𝜕𝜂��، (26)با توجه به معادله اول رابطه 
_

 آید:دست میصورت زیر بهبه 

𝜕𝑢𝑜
𝜕𝜂
_  = (

1

𝑅(𝑉2𝐼
_

0 − (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

1)

(𝜇𝐻1𝑤𝑜(𝜂
_
) + 𝑅 𝜇 𝐻

^

1𝜃𝑧(𝜂
_
) 

         +(𝜇 𝐻3 + 2𝑅 𝜇 𝐻
^

2)𝑤
_

𝑜(𝜂
_
) + 3𝑅 𝜇 𝐻

^

3𝜃
_

𝑧(𝜂
_
) 

         +(−𝑅 𝑉2 𝐼
_

1 + 2𝐺 𝑅 𝐻
^

2 + 𝑅 𝜇 𝐻
^

2)𝜃𝑥
′(𝜂
_
) 

         +(−𝑅 𝑉2 𝐼
_

2 + 2𝐺 𝑅 𝐻
^

3 + 𝑅 𝜇 𝐻
^

3)𝑢
_

𝑜
′
(𝜂
_
) 

(27)          +(−𝑅 𝑉2 𝐼
_

3 + 2𝐺 𝑅 𝐻
^

4 + 𝑅 𝜇 𝐻
^

4)𝜃
_

𝑥

′
(𝜂
_
) ) 

دستگاه به هفت معادله و هفت  (26)در رابطه  (27)با جایگذاری رابطه 

 یابد:مجهول کاهش می

(28) 𝐿5  
𝜕2𝑦

𝜕𝜂
_
2
+ 𝐿6  

𝜕𝑦

𝜕𝜂
_ + 𝐿7 𝑦 + 𝐿8 𝑉

2  
𝜕2𝑦

𝜕𝜂
_
2
+ 𝐹 = 0 

و ثابتی  7×7های ماتریس 𝐿8و  𝐿5 ،𝐿6 ،𝐿7،ضرایب (28)که در رابطه 

 هایمؤلفهاند. پس از کاهش معادلات، هستند که در پیوست ج آورده شده

صورت زیر اند، بهذکر شده (22)و  (21)که در روابط  𝐹و 𝑦بردار جابجایی 

 شوند:بازنویسی می
(29) 𝑦 = (𝑤𝑜 , 𝜃𝑥 , 𝜃𝑧 , 𝑢

_

𝑜 , 𝑤
_

𝑜 , 𝜃
_

𝑥 , 𝜃
_

𝑧 )
T 

(30) 𝐹 = 𝑃(1 −
ℎ

2𝑅
) (1 ,0 , −

ℎ

2
 ,0 ,

ℎ2

4
 ,0 , −

ℎ3

8
 )T 

، رابطه زیر (28)در فرم همگن رابطه  (29)و  (25)با قرار دادن رابطه 

 آید:دست میبه
(31) (−𝛼2 𝐿5 − ⅈ 𝛼 𝐿6 + 𝐿7 − 𝛼

2 𝐿8 𝑉
2) 𝐷 ⅇ−𝑖𝛼𝜂

_

= 0 
𝐷 ⅇ−ⅈ𝛼𝜂با مساوی صفر قرار دادن ماتریس ضرایب  (31)در رابطه 

_

  ،

 آید.دست میمعادله مشخصه سامانه به فرم کلی زیر به

𝛿1𝛼
14 + 𝛿2𝛼

12 + 𝛿3𝛼
10𝛿4𝛼

8 + 𝛿5𝛼
6 + 𝛿6𝛼

4 + 𝛿7𝛼
2 + 𝛿8 

(32)             = 0 
 -به روش نیوتن (32)باشند و با حل رابطه ضرایبی ثابت می 𝛿𝑖که 

آید. باجایگذاری در دست می، چهارده ریشه مختلط و مزدوج به1رافسون

 گردد.محاسبه می 𝛼ازای هر مقدار معادلات همگن، بردارهای ویژه به

𝜂با توجه به معرفی متغیر 
_

آید. وجود میدو منطقه به "2شکل "مطابق  

I ،𝜂در منطقه 
_

باشد و موج از آن مناطق رد شده است. در منطقه منفی می 

II ،𝜂
_

باشد و موج هنوز به آن مناطق نرسیده است. در نتیجه برای مثبت می 

آن هستیم که تمام های فیزیکی قابل قبول، ما نیازمند دست آوردن جواببه

𝜂ها از جابجایی
_
→ 𝜂که پیوسته باشند. به همین دلیل زمانی ∞∓

_
→ −∞ 

کند، تنها هفت ریشه از چهارده ریشه معادله مشخصه که باعث میل می

عنوان توان بهها، قبل از جبهه موج پیوسته باشند را میشوند جابجاییمی

𝜂پاسخ برای ناحیه 
_
< 𝜂 کهدر نظر گرفت و زمانی 0

_
→ کند، میل می ∞+

شوند هفت ریشه از چهارده ریشه معادله مشخصه که باعث می تنها

عنوان پاسخ برای توان بهها، بعد از جبهه موج پیوسته باشند را میجابجایی

𝜂ناحیه 
_
>  در نظر گرفت. 0

                                                                                                                                      
1 Newton- Raphson 

 
Fig.2 Pressure front- Dimensionless variable of 𝜂

_
 

𝜂 بعدبیمتغیر  -جبهه موج 2شکل 
_

 

I ،𝜂مرتبط با منطقه  𝛼𝑗=1,…,7پس 
_
< ، IIمرتبط با منطقه  𝛼𝑗=8,…,14و  0

𝜂
_
> صورت زیر خواهد باشد، بنابراین پاسخ همگن برای هر دو منطقه بهمی 0

 بود

(33) 𝑦𝑔
𝐼 = (𝑤𝑜 𝜃𝑥  𝜃𝑧 𝑢

_

𝑜 𝑤
_

𝑜 𝜃
_

𝑥 𝜃
_

𝑧)𝐼

T
=∑𝐾𝑗  𝐷𝑗  ⅇ

−𝑖𝛼𝑗𝜂
_

7

𝑗=1

 

(34) 𝑦𝑔
𝐼𝐼 = (𝑤𝑜 𝜃𝑥  𝜃𝑧 𝑢

_

𝑜 𝑤
_

𝑜 𝜃
_

𝑥 𝜃
_

𝑧)𝐼𝐼

T
=∑𝐾𝑗  𝐷𝑗  ⅇ

−𝑖𝛼𝑗𝜂
_

14

𝑗=8

 

 (24)حل خصوصی معادله به توزیع بارگذاری بستگی دارد که در رابطه 

𝑦𝑃به آن اشاره شده است. بنابراین حل خصوصی را به شکل  = 𝐾1 ⅇ
−𝜂
_

+

𝐾2  بردارهای (28)در نظر گرفته و با قرار دادن در معادله𝐾1  و𝐾2  تعیین

، این است IIشود. نکته قابل توجه در تعیین جواب خصوصی برای منطقه می

ی موج، منطقه را در بر نگرفته است پس در که چون در این ناحیه هنوز جبهه

شود و جواب خصوصی برای این ناحیه ای به استوانه وارد نمینتیجه بارگذاری

توان هر دو ناحیه را میها در صفر خواهد بود. بنابراین فرم کلی جواب

 صورت زیر نشان داد:به

 (35) 𝑦𝑔
𝐼 =∑𝐾𝑗  𝐷𝑗 ⅇ

−𝑖𝛼𝑗𝜂
_

7

𝑗=1

+ (𝑤𝑜 𝜃𝑥  𝜃𝑧 𝑢
_

𝑜 𝑤
_

𝑜 𝜃
_

𝑥 𝜃
_

𝑧)𝑝

T
 

 (36) 𝑦𝑔
𝐼𝐼 =∑𝐾𝑗  𝐷𝑗  ⅇ

−𝑖𝛼𝑗𝜂
_

14

𝑗=8

 

𝜂 0=له در ٴبا اعمال شرایط پیوستگی مسا 𝐾𝑗های که ثابت
_

دست به 

 صورت زیر است:به آیند. شرایط پیوستگیمی

(37) 

𝜕𝑥𝑤1 = 𝜕𝑥𝑤2 

𝜕𝑥𝜃𝑥1 = 𝜕𝑥𝜃𝑥2 

𝜕𝑥𝜃𝑧1 = 𝜕𝑥𝜃𝑧2 

𝜕𝑥𝑢
_

𝑜1
= 𝜕𝑥𝑢

_

𝑜2
 

𝜕𝑥𝑤
_

1 = 𝜕𝑥𝑤
_

2 

𝜕𝑥𝜃
_

𝑥1
= 𝜕𝑥𝜃

_

𝑥2
 

𝜕𝑥𝜃
_

𝑧1 = 𝜕𝑥𝜃
_

𝑧2 

𝑤1 = 𝑤2 
𝜃𝑥1 = 𝜃𝑥2 
𝜃𝑧1 = 𝜃𝑧2 

𝑢
_

𝑜1
= 𝑢

_

𝑜2
 

𝑤
_

1 = 𝑤
_

2 

𝜃
_

𝑥1
= 𝜃

_

𝑥2
 

𝜽
_

𝒛𝟏 = 𝜽
_

𝒛𝟐 

 شود:از دو شرط پیوستگی استفاده می (26)در رابطه  uمحاسبه  برای

(38) 𝜕𝑥𝑢𝑜1 = 𝜕𝑥𝑢𝑜2 𝑢𝑜1 = 𝑢𝑜2 
، که Iمربوط به منطقه  (38)و  (37)های که اندیس یک در رابطه

، که بارگذاری برابر IIشود و اندیس دو مربوط به منطقه بارگذاری وارد می

 باشد.صفر می
 

 روش المان محدود 6-

سازی و تحلیل جهت مدل 6.14نسخه  2افزار آباکوسبرای این منظور از نرم

سازی، مقطع هندسی استوانه با فرض نتایج استفاده شده است. در مدل

له دو بعدی است. مدل ٴصورت مستطیل بوده و تحلیل مسامتقارن محوری به
                                                                                                                                      
2 Abaqus 
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نشان داده شده است. جنس و  "3شکل " هندسی و شرایط مرزی در

 نشان داده شده است. 1هندسی پوسته در جدول مشخصات 

افزار ، در نرم1برای تحلیل بارگذاری فشاری متحرک از حلگر ضمنی

آزاد است.  x=Lگیردار و در  x=0ای در استفاده شده است. پوسته استوانه

افزار در نرم 2از سابروتین نویسی (24)برای اعمال پروفیل فشار در رابطه 

استفاده شده است. نوع المان انتخابی با توجه به  3آباکوس به زبان فرترن

ای با فرض تقارن محوری مدنظر قرار گرفته اینکه تحلیل تنش پوسته استوانه

ها چهار ضلعی، متقارن استفاده شده است. این المان CAX8Rاست، از المان 

ها در هر المان برابر هشت اد گرهمحوری و مرتبه دوم )غیرخطی( بوده و تعد

 .نشان داده شده است "4شکل "بندی در المان .است

 نتایج 7-

ای به سه روش المان جابجایی شعاعی در لایه میانی در طول پوسته استوانه

ثانیه در محدود، تئوری مرتبه اول و تئوری مرتبه بالا در زمان شش میلی

 نشان داده شده است. "5شکل "

نتایج جابجایی شعاعی لایه میانی در نواحی دور از مرز  "5شکل "در 

برای هر سه روش تطابق بسیار خوبی با هم دارند بدین صورت که حد اکثر 

 درصد است. 2.5ها در نواحی دور از مرز اختلاف بین روش

شکل "ثانیه در جابجایی شعاعی لایه میانی در طول پوسته در زمان ده میلی

 اده شده است.نشان د "6

 نتایج حاصل از هر سه روش تطابق بسیار خوبی را در لایه میانی نشان
 

 
Fig.3 Model of geometry and boundary condition 

 مدل هندسی و شرایط مرزی 3شکل 

 

Fig.4 Meshed instance of axisymmetric cylindrical shell 
 ای متقارناستوانه بندی پوستهالمان 4شکل 

 
 ایاستوانهجنس و مشخصات هندسی پوسته  1جدول 

Table 1 Material and geometric characteristic of shell 
 مقدار واحد نماد مشخصه هندسی

 L m 4.76 طول

 R m 0.1 شعاع متوسط

 h m 0.1 ضخامت

𝜌 kg چگالی m3⁄  7861 

 E GPa 209 مدول یانگ

 𝜈 - 0.3 ضریب پواسون

 𝑉 m/s 405.45 سرعت بارگذاری

 𝑃𝑜 MPa 334 فشار پیک

 𝑃1 MPa 31.72 فشار اولیه
 

                                                                                                                                      
1 Implicit solver 
2 Subroutine 
3 Fortran 

 

Fig. 5 Radial displacement of the middle layer along x at the time of 6 

ms 

 ثانیهمیلی 6جابجایی شعاعی لایه میانی در زمان  5شکل 

 
Fig. 6 Radial displacement of the middle layer along x at the time of 10 

ms 
 ثانیهمیلی 10جابجایی شعاعی لایه میانی در طول پوسته در زمان  6شکل 

شرط مرزی تأثیری بر نتایج در نواحی دور از  "6و  5شکل "مطابق  دهند.می

مشخص  "6و  5های شکل"طور که از های طویل ندارد. همانمرز در استوانه

مرتبه بالا و ی میانی با استفاده از تئوری است جابجایی شعاعی بر روی لایه

لاف بسیار کمی با هم دارند زیرا های متفاوت اختتئوری مرتبه پایین در زمان

𝑧در هر دو تئوری، روی لایه میانی  = شود که است و این امر باعث می 0

های مرتبه بالاتر میدان جابجایی اثرات خود را در جابجایی کل لحاظ ترم

 ی میانی داشته باشند.ا در لایهنکنند و هر دو تئوری نتایج بسیار نزدیکی ر

های شش و ده ی موج در طول پوسته در زماننحوه حرکت جبهه

 نشان داده شده است. "7شکل "ثانیه در میلی

شعاعی جدار خارجی در طول پوسته با روش المان محدود،   جابجایی

 "8شکل "ثانیه در تئوری مرتبه بالا و تئوری مرتبه اول در زمان شش میلی

 نشان داده شده است.

در نواحی دور از مرز حد اکثر اختلاف بین روش  "8شکل "مطابق 

درصد است اما این اختلاف بین  5تئوری مرتبه بالا و المان محدود حدود 

باشد که این امر نشان درصد می 16تئوری مرتبه اول و المان محدود، حدود 

ه بالا نسبت به تئوری تر، دقت تئوری مرتبهای خارجیدهد که در لایهمی

 های بالای پوسته، معتبرتر است.تخصوص برای ضخاممرتبه اول خطی به
 

Axis of symmetry 
𝑦 
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Fig.7 Radial displacement of the middle layer along x at the times of 6 

and 10 ms 
 ثانیهمیلی 10و  6جابجایی شعاعی لایه میانی در طول پوسته در زمان  7شکل 

 
Fig.8 Radial displacement of the outter layer along x at the times of 6 

ms 
 ثانیهمیلی 6جابجایی شعاعی لایه خارجی در طول پوسته در زمان  8شکل 

های مرتبه بالای در نظر گرفته شده در تئوری مرتبه بالا نسبت به اثرات ترم

با روش المان محدود در تئوری مرتبه اول و تاثیر آن بر کاهش اختلاف نتایج 

 ی میانی کاملا محسوس است.لایه دور از لایه

جابجایی شعاعی جدار داخلی در طول پوسته با استفاده روش المان 

ثانیه در محدود، تئوری مرتبه بالا و تئوری مرتبه اول در زمان شش میلی

 نشان داده شده است. "9شکل "

در نواحی دور از مرز حد اکثر اختلاف بین روش  "9شکل "مطابق 

درصد است اما این اختلاف بین  9تئوری مرتبه بالا و المان محدود حدود 

باشد که این امر نشان درصد می 28تئوری مرتبه اول و المان محدود، حدود 

تر، دقت تئوری مرتبه بالا نسب به تئوری مرتبه های داخلیدهد که در لایهمی

اختلاف بین هر  .ی میانی، معتبرتر استطی برای نواحی دورتر از لایهاول خ

یابد که این لایه تحت بارگذاری رو افزایش میسه روش در لایه داخلی از این

های متحرک دینامیکی است و تغییرات جابجایی در این لایه نسبت به لایه

 تر است.دورتر محسوس

𝑥در مکان  جابجایی شعاعی در راستای ضخامت پوسته = 𝐿/3  و در

برای دو روش تحلیلی تئوری مرتبه بالا  "10شکل "ثانیه در زمان شش میلی

 و مرتبه اول خطی و المان محدود نشان داده شده است.

توزیع جاجایی شعاعی در نواحی اطراف لایه  "10شکل "با توجه به 

 ه سمتی میانی دورتر شده و بیهمیانی تقریبا خطی است اما هرچه از لا
 

 
Fig.9 Radial displacement of the inner layer along x at the times of 6 

ms 
 ثانیهمیلی 6جابجایی شعاعی لایه داخلی در طول پوسته در زمان  9شکل 

 

Fig.10 Radial displacement along z  
 ضخامت پوسته  جابجایی شعاعی در طول 10شکل 

حرکت کنیم، دیگر جابجایی شعاعی خطی تغییر  جدار داخلی و جدار خارجی

کند بلکه رفتار آن منحنی شکل خواهد بود. حد اکثر اختلاف بین روش نمی

دهد و المان محدود و تئوری مرتبه بالا در این حالت در جدار داخلی رخ می

مان محدود و تئوری درصد است و حد اکثر اختلاف بین روش ال 10حدود 

 درصد است. 33ین حالت در جدار داخلی، حدود در ا مرتبه اول خطی

جابجایی محوری لایه داخلی، لایه میانی و لایه خارجی با استفاده از 

 "11شکل "ثانیه در روش المان محدود در طول پوسته و در زمان شش میلی

 نشان داده شده است.

ای به جابجایی محوری در طول پوسته استوانه "11شکل "با توجه به 

ی موج که فشار ماکزیمم است در هر سه لایه ی اطراف جبههدرناحیهجزء 

اند زیرا پروفیل فشار وارد داخلی، میانی و خارجی نتایج تقریبا برهم منطبق

ای در راستای شود و مؤلفهشده بر پوسته در راستای شعاعی پوسته اعمال می

 محوری ندارد.

رجی با استفاده از روش تنش شعاعی لایه داخلی، لایه میانی و لایه خا

نشان  "12شکل "ثانیه در المان محدود در طول پوسته و در زمان شش میلی

 داده شده است.

باشد، تغییرات تنش شعاعی آن لایه داخلی چون تحت تاثیر بارگذاری می

های دورتری قرار دارند و نسبت به لایه میانی و لایه خارجی که در لایه

 .گیرد، بیشتر استها صورت نمیی این لایهمستقیماً بارگذاری بر رو

 تنش محیطی لایه داخلی، لایه میانی و لایه خارجی با استفاده از روش
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Fig.11 Axial displacement of the inner, middle and outter layer along x 

at the times of 6 ms with finite element method 
 6جابجایی محوری لایه داخلی، میانی و خارجی در طول پوسته در زمان  11شکل 

 ثانیه با استفاده از روش المان محدودمیلی

 

Fig. 12 Radial Stress of the inner, middle and outter layer along x at the 

times of 6 ms with finite element method 
میلی 6تنش شعاعی لایه داخلی، میانی و خارجی در طول پوسته در زمان  12شکل 

 ثانیه با استفاده از روش المان محدود
 

نشان  "13شکل "ثانیه در المان محدود در طول پوسته و در زمان شش میلی

 داده شده است.
 

 

Fig.13 Circumferential Stress of the inner, middle and outter layer 

along x at the times of 6 ms with finite element method 
 6تنش محیطی لایه داخلی، میانی و خارجی در طول پوسته در زمان  13شکل 

 ثانیه با استفاده از روش المان محدودمیلی

 گیرینتیجه 8-

با استفاده از تئوری تغییر شکل مرتبه بالا پاسخ مدل به بارگذاری متحرک در 

تحلیلی با تقریب بسیار خوبی نسبت به نتایج روش المان محدود برای حل 

دست آمد و دقت ای ضخیم بهپیش بینی پاسخ دینامیکی پوسته استوانه

هرمان مورد مقایسه  -تئوری مرتبه بالا نسبت به تئوری مرتبه اول میرسکی

 دهد که در لایه میانی وقرار گرفت. نتایج حاصل از هر سه روش نشان می

نزدیک آن فرض خطی بودن میدان جابجایی، قابل قبول است و تقریبا با 

باشند، اما هرچه از لایه میانی فاصله نتایج تئوری مرتبه بالا برهم منطبق می

تر شویم دیگر فرض خطی گرفته و به سمت جداره داخلی و یا خارجی نزدیک

جدار ضخیم، که  ایبودن توزیع میدان جابجایی به ویژه برای پوسته استوانه

باشد ای جدار نازک میدارای ضخامتی قابل توجه نسبت به پوسته استوانه

فرض منطقی تلقی نشده و شاهد آن هستیم که با خطای محسوسی نسبت 

به نتایج المان محدود مواجه خواهیم بود. لذا اهمیت فرض خطی بودن میدان 

ف جابجایی های کم برای توصیجابجایی نسبت به ضخامت، در ضخامت

شعاعی مناسب بوده ولی با افزایش ضخامت بهتر است از میدان جابجایی 

 مرتبه بالا برای توصیف میدان جابجایی استفاده کرد.

بررسی نتایج تئوری تغییر شکل بالا و مرتبه اول با نتایج المان محدود در 

تایج دهد که شرط مرزی تأثیری بر نسر گیردار نشان میای یکپوسته استوانه

های طویل ندارد و توصیف نتایج دینامیکی در نواحی دور از مرز در استوانه

نواحی دور از مرز مناسب است اما در نواحی مرزی با مدل تحلیلی بیان شده 

 باشد.در این مقاله قابل بررسی نمی

 پیوست الف 9-

 𝑫𝟏𝟓×𝟏𝟓تعریف ماتریس  1-9-

𝐻𝑗 ،𝐻های ترم
^

𝑗  و𝐻
_

𝑗  که(𝑗 = 1,2, . . .  𝐷𝑠و  𝐷𝑓های در ماتریس (7,

 تعریف شده اند، در پیوست ب آورده شده است.

 :اند ازعبارت 𝐷𝑓11×11های ماتریس درایه

𝐷𝑓11 = (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

1,  𝐷𝑓12 = 𝜇𝐻1,  𝐷𝑓13 = (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

3 

𝐷𝑓14 = 𝜇𝐻3,  𝐷𝑓15 = 𝜇𝐻
^

1,  𝐷𝑓16 = 𝜇𝐻
^

3,  𝐷𝑓17 = (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

2 

𝐷𝑓18 = 0,  𝐷𝑓19 = (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

4,  𝐷𝑓110 = 0,  𝐷𝑓111 = 𝜇𝐻
^

2 
𝐷𝑓21 = 𝜇𝐻1,  𝐷𝑓22 = (2𝐺 + 𝜇)𝐻

_

1,  𝐷𝑓23 = 𝜇𝐻3   
𝐷𝑓24 = (2𝐺 + 𝜇)𝐻

_

3,  𝐷𝑓25 = 𝜇𝐻1,  𝐷𝑓26 = 𝜇𝐻3,  𝐷𝑓27 = 0 
𝐷𝑓28 = (2𝐺 + 𝜇)𝐻

_

2,  𝐷𝑓29 = 0,  𝐷𝑓210 = (2𝐺 + 𝜇)𝐻
_

4   

𝐷𝑓211 = 0,  𝐷𝑓31 = (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

3,  𝐷𝑓32 = 𝜇𝐻3   

𝐷𝑓33 = (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

5,  𝐷𝑓34 = 𝜇𝐻5,  𝐷𝑓35 = 𝜇𝐻
^

3,  𝐷𝑓36 = 𝜇𝐻
^

5 

𝐷𝑓37 = (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

4,  𝐷𝑓38 = 0,  𝐷𝑓39 = (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

6 

𝐷𝑓310 = 0,  𝐷𝑓311 = 𝜇𝐻
^

4,  𝐷𝑓41 = 𝜇𝐻3, 𝐷𝑓42 = (2𝐺 + 𝜇)𝐻
_

3 
𝐷𝑓43 = 𝜇𝐻5,  𝐷𝑓44 = (2𝐺 + 𝜇)𝐻

_

5,  𝐷𝑓45 = 𝜇𝐻3 
𝐷𝑓46 = 𝜇𝐻5,  𝐷𝑓47 = 0,  𝐷𝑓48 = (2𝐺 + 𝜇)𝐻

_

4,  𝐷𝑓49 = 0 

𝐷𝑓410 = (2𝐺 + 𝜇)𝐻
_

6,  𝐷𝑓411 = 0,  𝐷𝑓51 = 𝜇𝐻
^

1, 𝐷𝑓52 = 𝜇𝐻
^

1 

𝐷𝑓53 = 𝜇𝐻
^

3,  𝐷𝑓54 = 𝜇𝐻
^

3,  𝐷𝑓55 = (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

1 

𝐷𝑓56 = (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

3, 𝐷𝑓57 = 𝜇𝐻
^

2,  𝐷𝑓58 = 𝜇𝐻
^

2 

𝐷𝑓59 = 𝜇𝐻
^

4, 𝐷𝑓510 = 𝜇𝐻
^

4,  𝐷𝑓511 = (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

2 

𝐷𝑓61 = 𝜇𝐻
^

3, 𝐷𝑓62 = 𝜇𝐻
^

3,  𝐷𝑓63 = 𝜇𝐻
^

5,  𝐷𝑓64 = 𝜇𝐻
^

5 

𝐷𝑓65 = (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

3, 𝐷𝑓66 = (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

5,  𝐷𝑓67 = 𝜇𝐻
^

4   
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𝐷𝑓68 = 𝜇𝐻
^

4, 𝐷𝑓69 = 𝜇𝐻
^

6,  𝐷𝑓610 = 𝜇𝐻
^

6,  𝐷𝑓611 = (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

4 

𝐷𝑓71 = (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

2, 𝐷𝑓72 = 0,  𝐷𝑓73 = (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

4 

𝐷𝑓74 = 0, 𝐷𝑓75 = 𝜇𝐻
^

2,  𝐷𝑓76 = 𝜇𝐻
^

4, 𝐷𝑓77 = (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

3 

𝐷𝑓78 = 𝜇𝐻3, 𝐷𝑓79 = (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

5,  𝐷𝑓710 = 𝜇𝐻5, 𝐷𝑓711 = 𝜇𝐻
^

3 
𝐷𝑓81 = 0, 𝐷𝑓82 = (2𝐺 + 𝜇)𝐻

_

2,  𝐷𝑓83 = 0, 𝐷𝑓84 = (2𝐺 + 𝜇)𝐻
_

4 
𝐷𝑓85 = 0, 𝐷𝑓86 = 0,  𝐷𝑓87 = 𝜇𝐻3, 𝐷𝑓88(2𝐺 + 𝜇)𝐻

_

3 
𝐷𝑓89 = 𝜇𝐻5, 𝐷𝑓810 = (2𝐺 + 𝜇)𝐻

_

5,  𝐷𝑓811 = 𝜇𝐻3 

𝐷𝑓91 = (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

4, 𝐷𝑓92 = 0,  𝐷𝑓93 = (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

6 

𝐷𝑓94 = 0, 𝐷𝑓95 = 𝜇𝐻
^

4,  𝐷𝑓96 = 𝜇𝐻
^

6, 𝐷𝑓97 = (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

5 

𝐷𝑓98 = 𝜇𝐻5, 𝐷𝑓99 = (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

7,  𝐷𝑓910 = 𝜇𝐻7,  𝐷𝑓910 = 𝜇𝐻
^

5 
𝐷𝑓101 = 0, 𝐷𝑓102 = (2𝐺 + 𝜇)𝐻

_

4,  𝐷𝑓103 = 0 
𝐷𝑓104 = (2𝐺 + 𝜇)𝐻

_

6,  𝐷𝑓105 = 0, 𝐷𝑓106 = 0,  𝐷𝑓107 = 𝜇𝐻5 
𝐷𝑓108 = (2𝐺 + 𝜇)𝐻

_

5,  𝐷𝑓109 = 𝜇𝐻7, 𝐷𝑓1010 = (2𝐺 + 𝜇)𝐻
_

7   

𝐷𝑓1011 = 𝜇𝐻5,  𝐷𝑓111 = 𝜇𝐻
^

2,  𝐷𝑓112 = 𝜇𝐻
^

2, 𝐷𝑓113 = 𝜇𝐻
^

4 

𝐷𝑓114 = 𝜇𝐻
^

4,  𝐷𝑓115 = (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

2,  𝐷𝑓116 = (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

4 

𝐷𝑓117 = 𝜇𝐻
^

3,  𝐷𝑓118 = 𝜇𝐻
^

3, 𝐷𝑓119 = 𝜇𝐻
^

5,  𝐷𝑓1110 = 𝜇𝐻
^

5 

𝐷𝑓1111 = (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

3 
 :اند ازعبارت 𝐷𝑠11×11های ماتریس درایه

𝐷𝑠11 = 𝐺𝐻
^

1, 𝐷𝑠12 = 𝐺𝐻
^

3, 𝐷𝑠13 = 𝐺𝐻
^

2, 𝐷𝑠14 = 𝐺𝐻
^

4, 𝐷𝑠21 = 𝐺𝐻
^

3 

𝐷𝑠22 = 𝐺𝐻
^

5, 𝐷𝑠23 = 𝐺𝐻
^

4, 𝐷𝑠24 = 𝐺𝐻
^

6, 𝐷𝑠31 = 𝐺𝐻
^

2, 𝐷𝑠32 = 𝐺𝐻
^

4 

𝐷𝑠33 = 𝐺𝐻
^

3, 𝐷𝑠34 = 𝐺𝐻
^

5, 𝐷𝑠41 = 𝐺𝐻
^

4, 𝐷𝑠42 = 𝐺𝐻
^

6𝐷𝑠43 = 𝐺𝐻
^

5 

𝐷𝑠44 = 𝐺𝐻
^

7 

 پیوست ب 10-

𝐻𝑗 ،𝐻های ترم
^

𝑗  و𝐻
_

𝑗  که(𝑗 = 1,2, . . . به  𝐷𝑠و  𝐷𝑓های در ماتریس (7,

 :صورت زیر تعریف شده اند

𝐻𝑗 = ∫ 𝑧𝑗−1 𝑑𝑧

ℎ

2

−ℎ

2

= (
ℎ

2
)
𝑗 (1 − (−1)𝑗)

𝑗
, 𝑗 = 1,2, … ,8 

𝐻2 = 𝐻4 = 𝐻6 = 𝐻8 = 0 

𝐻1 = ℎ; 𝐻3 =
ℎ3

12
; 𝐻5 =

ℎ5

80
;  𝐻7 =

ℎ7

448
 

𝐻
^

𝑗 = ∫ 𝑧𝑗−1(1 +
𝑧

𝑅
) 𝑑𝑧

ℎ

2

−ℎ

2

= 𝐻𝑗 +
1

𝑅
𝐻𝑗+1, 𝑗 = 1,2, . . . ,7 

𝐻
_

𝑗 = ∫
𝑧𝑗−1

1 +
𝑧

𝑅

𝑑𝑧

ℎ

2

−ℎ

2

, 𝑗 = 1,2, . . . ,7 

𝐻
_

1 = 𝑅 ln(1 −
2ℎ

ℎ − 2𝑅
) 

𝐻
_

2 = 𝑅(ℎ − 𝑅 ln(1 −
2ℎ

ℎ − 2𝑅
)) 

𝐻
_

3 = 𝑅(−𝑅ℎ + 𝑅
2 ln(1 −

2ℎ

ℎ − 2𝑅
)) 

𝐻
_

4 = 𝑅(
ℎ3

12
+ 𝑅2ℎ − 𝑅3 ln(1 −

2ℎ

ℎ − 2𝑅
)) 

𝐻
_

5 = 𝑅(−𝑅
ℎ3

12
− 𝑅3ℎ + 𝑅4 ln(1 −

2ℎ

ℎ − 2𝑅
)) 

𝐻
_

6 = 𝑅(
ℎ5

80
+ 𝑅2

ℎ3

12
+ 𝑅4ℎ − 𝑅5 ln(1 −

2ℎ

ℎ − 2𝑅
)) 

𝐻
_

7 = 𝑅(−𝑅
ℎ5

80
− 𝑅3

ℎ3

12
− 𝑅5ℎ + 𝑅6 ln(1 −

2ℎ

ℎ − 2𝑅
)) 

 پیوست ج 11-

 :اند ازعبارت 𝐿𝑖𝑗های ماتریس درایه

𝐿12𝑖−1,2𝑗 = 𝐿12𝑖,2𝑗−1 = 0, (ⅈ, 1, … ,4), (𝑗, 1, … ,4) 

𝐿111 = (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

1, 𝐿113 = (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

2, 𝐿115 = (2𝐺 + 𝜇)𝐶3𝐻
^

3 

𝐿117 = (2𝐺 + 𝜇)𝐶4𝐻
^

4, 𝐿122 = 𝐺𝐻
^

1, 𝐿124 = 𝐺𝐶𝑜𝐻
^

2 

𝐿126 = 𝐺𝐶1𝐻
^

3, 𝐿128 = 𝐺𝐶2𝐻
^

4, 𝐿131 = (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

2 

𝐿133 = (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

3, 𝐿135 = (2𝐺 + 𝜇)𝐶3𝐻
^

4 

𝐿137 = (2𝐺 + 𝜇)𝐶4𝐻
^

5, 𝐿142 = 𝐺𝐻
^

2, 𝐿144 = 𝐺𝐶𝑜𝐻
^

3 

𝐿146 = 𝐺𝐶1𝐻
^

4, 𝐿148 = 𝐺𝐶2𝐻
^

5, 𝐿151 = (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

3 

𝐿153 = (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

4, 𝐿155 = (2𝐺 + 𝜇)𝐶3𝐻
^

5 

𝐿157 = (2𝐺 + 𝜇)𝐶4𝐻
^

6, 𝐿162 = 𝐺𝐻
^

3, 𝐿164 = 𝐺𝐶𝑜𝐻
^

4 

𝐿166 = 𝐺𝐶1𝐻
^

5, 𝐿168 = 𝐺𝐶2𝐻
^

6, 𝐿171 = (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

4 

𝐿173 = (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

5, 𝐿175 = (2𝐺 + 𝜇)𝐶3𝐻
^

6 

𝐿177 = (2𝐺 + 𝜇)𝐶4𝐻
^

7, 𝐿182 = 𝐺𝐻
^

4, 𝐿184 = 𝐺𝐶𝑜𝐻
^

5 

𝐿186 = 𝐺𝐶1𝐻
^

6, 𝐿188 = 𝐺𝐶2𝐻
^

7 
𝐿22𝑖−1,2𝑗−1 = 𝐿22𝑖,2𝑗 = 0, (ⅈ, 1, … ,4), (𝑗, 1, … ,4) 

𝐿212 =
𝜇𝐻1
𝑅
, 𝐿214 = 𝜇𝐶𝑜𝐻

^

1, 𝐿216 =
𝜇𝐶1𝐻3
𝑅

+ 2𝜇𝐶1𝐻
^

2 

𝐿218 = 3𝜇𝐶2𝐻
^

3, 𝐿221 = −
𝜇𝐻1
𝑅
, 𝐿223 = 𝐺𝐻

^

1, 𝐿227 = 3𝐺𝐶4𝐻
^

3 

𝐿225 = −
𝜇𝐶3𝐻3
𝑅

+ 2𝐺𝐶3𝐻
^

2, 𝐿232 = −𝐺𝐻
^

1 

𝐿234 =
𝜇𝐶𝑜𝐻3
𝑅

− 𝐺𝐶𝑜𝐻
^

2 + 𝜇𝐶𝑜𝐻
^

2, 𝐿236 = −𝐺𝐶1𝐻
^

3 + 2𝜇𝐶1𝐻
^

3 

𝐿238 =
𝜇𝐶2𝐻5
𝑅

− 𝐺𝐶2𝐻
^

4 + 3𝜇𝐶2𝐻
^

4, 𝐿241 = −𝜇𝐻
^

1 

𝐿243 = −
𝜇𝐻3
𝑅
+ 𝐺𝐻

^

2 − 𝜇𝐻
^

2, 𝐿245 = 2𝐺𝐶3𝐻
^

3 − 𝜇𝐶3𝐻
^

3 

𝐿247 = −
𝜇𝐶4𝐻5
𝑅

+ 3𝐺𝐶4𝐻
^

4 − 𝜇𝐶4𝐻
^

4, 𝐿252 =
𝜇𝐻3
𝑅
− 2𝐺𝐻

^

2 

𝐿254 = −2𝐺𝐶𝑜𝐻
^

3 + 𝜇𝐶𝑜𝐻
^

3, 𝐿258 = −2𝐺𝐶2𝐻
^

5 + 3𝜇𝐶2𝐻
^

5 

𝐿256 =
𝜇𝐶1𝐻5
𝑅

− 2𝐺𝐶1𝐻
^

4 + 2𝜇𝐶1𝐻
^

4 

𝐿261 = −
𝜇𝐻3
𝑅
− 2𝜇𝐻

^

2, 𝐿163 = 𝐺𝐻
^

3 − 2𝜇𝐻
^

3 

𝐿265 = −
𝜇𝐶3𝐻5
𝑅

+ 2𝐺𝐶3𝐻
^

4 − 2𝜇𝐶3𝐻
^

4, 𝐿272 = −3𝐺𝐻
^

3 

𝐿267 = 3𝐺𝐶4𝐻
^

5 − 2𝜇𝐶4𝐻
^

5, 𝐿274 =
𝜇𝐶𝑜𝐻5
𝑅

− 3𝐺𝐶𝑜𝐻
^

4 + 𝜇𝐶𝑜𝐻
^

4 

𝐿276 = −3𝐺𝐶1𝐻
^

5 + 2𝜇𝐶1𝐻
^

5 

𝐿278 =
𝜇𝐶2𝐻7
𝑅

− 3𝐺𝐶2𝐻
^

6 + 3𝜇𝐶2𝐻
^

6, 𝐿281 = −3𝜇𝐻
^

3 

𝐿283 = −
𝜇𝐻5
𝑅
+ 𝐺𝐻

^

4 − 3𝜇𝐻
^

4, 𝐿285 = 2𝐺𝐶3𝐻
^

5 − 3𝜇𝐶3𝐻
^

5 

𝐿287 = −
𝜇𝐶4𝐻7
𝑅

+ 3𝐺𝐶4𝐻
^

6 − 3𝜇𝐶4𝐻
^

6 

𝐿311 = 𝐿312 = 𝐿313 = 𝐿314 = 𝐿315 = 𝐿316 = 𝐿317 = 𝐿318
= 𝐿321 

𝐿331 = 𝐿341 = 𝐿351 = 𝐿361 = 𝐿371 = 𝐿381 = 𝐿32𝑖−1,2𝑗 = 𝐿32𝑖,2𝑗−1 

= 0, (ⅈ, 2, … ,4), (𝑗, 2, … ,4) 

𝐿322 = −
(2𝐺 + 𝜇)𝐻

_

1

𝑅2
, 𝐿324 = −

𝜇𝐶𝑜𝐻1
𝑅

−
(2𝐺 + 𝜇)𝐶𝑜𝐻

_

2

𝑅2
 

𝐿326 = −
(2𝐺 + 𝜇)𝐶1𝐻

_

3

𝑅2
, 𝐿328 = −

3𝜇𝐶2𝐻3
𝑅

−
(2𝐺 + 𝜇)𝐶2𝐻

_

4

𝑅2
 

𝐿333 = −𝐺𝐻
^

1, 𝐿335 = −2𝐺𝐶3𝐻
^

2, 𝐿337 = −3𝐺𝐶4𝐻
^

3 
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𝐿342 = −
(2𝐺 + 𝜇)𝐻

_

2

𝑅2
−
𝜇𝐻
^

1

𝑅
, 𝐿344 = −

(2𝐺 + 𝜇)𝐶𝑜𝐻
_

3

𝑅2
 

−(2𝐺 + 𝜇)𝐶𝑜𝐻
^

1, −
𝜇𝐶𝑜𝐻

^

2

𝑅
, 𝐿346 = −

2𝜇𝐶1𝐻3
𝑅

−
𝜇𝐶1𝐻

^

3

𝑅
 

−
(2𝐺 + 𝜇)𝐶1𝐻

_

4

𝑅2
− 2(2𝐺 + 𝜇)𝐶1𝐻

^

2 

𝐿348 = −
(2𝐺 + 𝜇)𝐶2𝐻

_

5

𝑅2
− 3(2𝐺 + 𝜇)𝐶2𝐻

^

3 −
𝜇𝐶2𝐻

^

4

𝑅
 

𝐿353 = −2𝐺𝐻
^

2, 𝐿355 = −4𝐺𝐶3𝐻
^

3, 𝐿357 = −6𝐺𝐶4𝐻
^

4 

𝐿362 = −
(2𝐺 + 𝜇)𝐻

_

3

𝑅2
−
2𝜇𝐻

^

2

𝑅
, 𝐿364 = −

𝜇𝐶𝑜𝐻3
𝑅

−
2𝜇𝐶𝑜𝐻

^

3

𝑅
 

−
(2𝐺 + 𝜇)𝐶𝑜𝐻

_

4

𝑅2
− 2(2𝐺 + 𝜇)𝐶𝑜𝐻

^

2 

𝐿366 = −
(2𝐺 + 𝜇)𝐶1𝐻

_

5

𝑅2
− 4(2𝐺 + 𝜇)𝐶1𝐻

^

3 −
2𝜇𝐶1𝐻

^

4

𝑅
 

𝐿384 = −
(2𝐺 + 𝜇)𝐶𝑜𝐻

_

5

𝑅2
− 3(2𝐺 + 𝜇)𝐶𝑜𝐻

^

3 −
3𝜇𝐶𝑜𝐻

^

4

𝑅
, 𝐿386 = 

−
2𝜇𝐶1𝐻5

𝑅
−
(2𝐺 + 𝜇)𝐶1𝐻

_

6

𝑅2
− 6(2𝐺 + 𝜇)𝐶1𝐻

^

4 −
3𝜇𝐶1𝐻

^

5

𝑅
 

𝐿388 = −
(2𝐺 + 𝜇)𝐶2𝐻

_

7

𝑅2
− 9(2𝐺 + 𝜇)𝐶2𝐻

^

5 −
3𝜇𝐶2𝐻

^

6

𝑅
 

𝐿42𝑖−1,2𝑗 = 𝐿42𝑖,2𝑗−1 = 0, (ⅈ, 1, … ,4), (𝑗, 1, … ,4) 
𝐿411 = −𝐼

_

0, 𝐿413 = −𝐼
_

1, 𝐿415 = −𝐼
_

2, 𝐿417 = −𝐼
_

3, 𝐿422 = −𝐼
_

0 
𝐿424 = −𝐼

_

1, 𝐿426 = −𝐼
_

2, 𝐿428 = −𝐼
_

3, 𝐿431 = −𝐼
_

1, 𝐿433 = −𝐼
_

2 
𝐿435 = −𝐼

_

3, 𝐿437 = −𝐼
_

4, 𝐿442 = −𝐼
_

1, 𝐿444 = −𝐼
_

2, 𝐿446 = −𝐼
_

3 
𝐿448 = −𝐼

_

4, 𝐿451 = −𝐼
_

2, 𝐿453 = −𝐼
_

3, 𝐿455 = −𝐼
_

4, 𝐿457 = −𝐼
_

5 
𝐿462 = −𝐼

_

2, 𝐿464 = −𝐼
_

3, 𝐿466 = −𝐼
_

4, 𝐿468 = −𝐼
_

5, 𝐿471 = −𝐼
_

3 
𝐿473 = −𝐼

_

4, 𝐿475 = −𝐼
_

5, 𝐿477 = −𝐼
_

6, 𝐿482 = −𝐼
_

3, 𝐿484 = −𝐼
_

4 
𝐿486 = −𝐼

_

5, 𝐿488 = −𝐼
_

6 

𝐿52𝑖−1,2𝑗 = 0, (ⅈ, 1, … ,4), (𝑗, 1, … ,3) 
𝐿52𝑖,2𝑗−1 = 0, (ⅈ, 1, … ,3), (𝑗, 1, … ,4) 

𝐿511 = 𝐺𝐻
^

1, 𝐿513 = 𝐺𝐶𝑜𝐻
^

2, 𝐿515 = 𝐺𝐶1𝐻
^

3, 𝐿517 = 𝐺𝐶2𝐻
^

4 

𝐿522 =
(𝑉2𝐼

_

1 − (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

2)
2

𝑉2𝐼
_

0 − (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

1

+ (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

3 

𝐿524 =
(𝑉2𝐼

_

1 − (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

2)(𝑉
2𝐼
_

2 − (2𝐺 + 𝜇)𝐶3𝐻
^

3)

𝑉2𝐼
_

0 − (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

1

 

+(2𝐺 + 𝜇)𝐶3𝐻
^

4 

𝐿526 =
(𝑉2𝐼

_

1 − (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

2)(𝑉
2𝐼
_

3 − (2𝐺 + 𝜇)𝐶4𝐻
^

4)

𝑉2𝐼
_

0 − (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

1

 

+(2𝐺 + 𝜇)𝐶4𝐻
^

5 

𝐿531 = 𝐺𝐻
^

2, 𝐿533 = 𝐺𝐶𝑜𝐻
^

3, 𝐿535 = 𝐺𝐶1𝐻
^

4, 𝐿537 = 𝐺𝐶2𝐻
^

5 

𝐿542 =
(𝑉2𝐼

_

1 − (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

2)(𝑉
2𝐼
_

2 − (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

3)

𝑉2𝐼
_

0 − (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

1

 

+(2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

4 

𝐿544 =
𝑉4𝐼

_

2
2 − 𝑉2(2𝐺 + 𝜇)(1 + 𝐶3)𝐼

_

2𝐻
^

3 + (2𝐺 + 𝜇)
2𝐶3𝐻

^

3
2

𝑉2𝐼
_

0 − (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

1

 

+(2𝐺 + 𝜇)𝐶3𝐻
^

5 

𝐿546 =
(𝑉2𝐼

_

2 − (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

3)(𝑉
2𝐼
_

3 − (2𝐺 + 𝜇)𝐶4𝐻
^

4)

𝑉2𝐼
_

0 − (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

1

 

+(2𝐺 + 𝜇)𝐶4𝐻
^

6 

𝐿551 = 𝐺𝐻
^

3, 𝐿553 = 𝐺𝐶𝑜𝐻
^

4, 𝐿555 = 𝐺𝐶1𝐻
^

5, 𝐿557 = 𝐺𝐶2𝐻
^

6 

𝐿562 =
(𝑉2𝐼

_

1 − (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

2)(𝑉
2𝐼
_

3 − (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

4)

𝑉2𝐼
_

0 − (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

1

 

+(2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

5 

𝐿564 =
(𝑉2𝐼

_

2 − (2𝐺 + 𝜇)𝐶3𝐻
^

3)(𝑉
2𝐼
_

3 − (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

4)

𝑉2𝐼
_

0 − (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

1

 

+(2𝐺 + 𝜇)𝐶3𝐻
^

6 

𝐿566 =
𝑉4𝐼

_

3
2 − 𝑉2(2𝐺 + 𝜇)(1 + 𝐶4)𝐼

_

3𝐻
^

4 + (2𝐺 + 𝜇)
2𝐶4𝐻

^

4
2

𝑉2𝐼
_

0 − (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

1

 

+(2𝐺 + 𝜇)𝐶4𝐻
^

7, 𝐿571 = 𝐺𝐻
^

4, 𝐿573 = 𝐺𝐶𝑜𝐻
^

5, 𝐿575 = 𝐺𝐶1𝐻
^

6 

𝐿577 = 𝐺𝐶2𝐻
^

7, 𝐿62𝑖−1,2𝑗−1 = 0, (ⅈ, 1, … ,4), (𝑗, 1, … ,4) 
𝐿62𝑖,2𝑗 = 0, (ⅈ, 1, … ,3), (𝑗, 1, … ,3) 

𝐿612 = 𝐺𝐻
^

1 +
𝜇𝐻1(𝑉

2𝐼
_

1 − (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

2)

𝑅𝑉2𝐼
_

0 − 𝑅(2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

1

, 𝐿614 = 2𝐺𝐶3𝐻
^

2 + 

𝜇(𝑉2𝐻1𝐼
_

2 + 𝐶3(𝐻3(−𝑉
2𝐼
_

0 + (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

1) − (2𝐺 + 𝜇)𝐻1𝐻
^

3))

𝑅𝑉2𝐼
_

0 − 𝑅(2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

1

 

𝐿616 = +3𝐺𝐶4𝐻
^

3 +
𝜇𝐻1(𝑉

2𝐼
_

3 − (2𝐺 + 𝜇)𝐶4𝐻
^

4)

𝑅𝑉2𝐼
_

0 − 𝑅(2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

1

 

𝐿621 = −𝐺𝐻
^

1 +
𝜇𝐻1(−𝑉

2𝐼
_

1 + (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

2)

𝑅𝑉2𝐼
_

0 − 𝑅(2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

1

 

𝐿623 = +
𝜇𝐶𝑜𝐻

^

1(𝑉
2𝐼
_

1 − (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

2)

−𝑉2𝐼
_

0 + (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

1

− 𝐺𝐶𝑜𝐻
^

2 + 𝜇𝐶𝑜𝐻
^

2 

+
𝜇𝐶𝑜𝐻3
𝑅

, 𝐿625 = +
𝜇𝐶1(𝐻3 + 2𝑅𝐻

^

2)(−𝑉
2𝐼
_

1 + (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

2)

𝑅𝑉2𝐼
_

0 − 𝑅(2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

1

 

−𝐺𝐶1𝐻
^

3 + 2𝜇𝐶1𝐻
^

3, 𝐿627 = −
3𝜇𝐶2(−𝑉

2𝐼
_

1 + (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

2)𝐻
^

3

−𝑉2𝐼
_

0 + (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

1

 

−𝐺𝐶2𝐻
^

4 + 3𝜇𝐶2𝐻
^

4 +
𝜇𝐶2𝐻5
𝑅

, 𝐿632 = −
𝜇𝐻3
𝑅
+ 𝐺𝐻

^

2 − 𝜇𝐻
^

2 

+
𝑅𝜇𝐻

^

1(𝑉
2𝐼
_

1 − (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

2)

𝑅𝑉2𝐼
_

0 − 𝑅(2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

1

, 𝐿634 = 2𝐺𝐶3𝐻
^

3 − 𝜇𝐶3𝐻
^

3 

+
𝑅𝜇𝐻

^

1(𝑉
2𝐼
_

2 − (2𝐺 + 𝜇)𝐶3𝐻
^

3)

𝑅𝑉2𝐼
_

0 − 𝑅(2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

1

, 𝐿636 = −
𝜇𝐶4𝐻5
𝑅

+ 3𝐺𝐶4𝐻
^

4 

−𝜇𝐶4𝐻
^

4 +
𝑅𝜇𝐻

^

1(𝑉
2𝐼
_

3 − (2𝐺 + 𝜇)𝐶4𝐻
^

4)

𝑅𝑉2𝐼
_

0 − 𝑅(2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

1

, 𝐿641

=
𝜇𝐻3
𝑅
− 2𝐺𝐻

^

2 

+
𝜇𝐻1(−𝑉

2𝐼
_

2 + (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

3)

𝑅𝑉2𝐼
_

0 − 𝑅(2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

1

, 𝐿643 = −2𝐺𝐶𝑜𝐻
^

3 + 𝜇𝐶𝑜𝐻
^

3 
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+
𝜇𝐶𝑜𝐻

^

1(𝑉
2𝐼
_

2 − (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

3)

−𝑉2𝐼
_

0 + (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

1

, 𝐿645 =
𝜇𝐶1𝐻5
𝑅

− 2𝐺𝐶1𝐻
^

4 

+2𝜇𝐶1𝐻
^

4 +
𝜇𝐶1(𝐻3 + 2𝑅𝐻

^

2)(−𝑉
2𝐼
_

2 + (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

3)

𝑅𝑉2𝐼
_

0 − 𝑅(2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

1

 

𝐿647 = −
3𝜇𝐶2𝐻

^

3(−𝑉
2𝐼
_

2 + (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

3)

−𝑉2𝐼
_

0 + (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

1

− 2𝐺𝐶2𝐻
^

5 

+3𝜇𝐶2𝐻
^

5, 𝐿652 = −
𝜇(𝐻3 + 2𝑅𝐻

^

2)(−𝑉
2𝐼
_

1 + (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

2)

𝑅𝑉2𝐼
_

0 − 𝑅(2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

1

 

+(𝐺 − 2𝜇)𝐻
^

3, 𝐿654 = −
𝜇𝐶3𝐻5
𝑅

+ 2(𝐺 − 𝜇)𝐶3𝐻
^

4 

+
𝜇(𝐻3 + 2𝑅𝐻

^

2)(𝑉
2𝐼
_

2 − (2𝐺 + 𝜇)𝐶3𝐻
^

3)

𝑅𝑉2𝐼
_

0 − 𝑅(2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

1

 

𝐿656 = +
𝜇(𝐻3 + 2𝑅𝐻

^

2)(𝑉
2𝐼
_

3 − (2𝐺 + 𝜇)𝐶4𝐻
^

4)

𝑅𝑉2𝐼
_

0 − 𝑅(2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

1

 

+(3𝐺 − 2𝜇)𝐶4𝐻
^

5, 𝐿661 = +
𝜇𝐻1(−𝑉

2𝐼
_

3 + (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

4)

𝑅𝑉2𝐼
_

0 − 𝑅(2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

1

 

−3𝐺𝐻
^

3, 𝐿663 = +
𝜇𝐶𝑜𝐻

^

1(𝑉
2𝐼
_

3 − (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

4)

−𝑉2𝐼
_

0 + (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

1

+
𝜇𝐶𝑜𝐻5

𝑅
 

+(−3𝐺 + 𝜇)𝐶𝑜𝐻
^

4, 𝐿665 = +(−3𝐺 + 2𝜇)𝐶1𝐻
^

5 

+
𝜇𝐶1(𝐻3 + 2𝑅𝐻

^

2)(−𝑉
2𝐼
_

3 + (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

4)

𝑅𝑉2𝐼
_

0 − 𝑅(2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

1

, 𝐿667 =
𝜇𝐶2𝐻7
𝑅

 

−3𝐺𝐶2𝐻
^

6 + 3𝜇𝐶2𝐻
^

6 −
3𝜇𝐶2𝐻

^

3(−𝑉
2𝐼
_

3 + (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

4)

−𝑉2𝐼
_

0 + (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

1

 

𝐿72𝑖−1,2𝑗 = 0, (ⅈ, 1, … ,4), (𝑗, 1, … ,3) 
𝐿72𝑖,2𝑗−1 = 0, (ⅈ, 1, … ,3), (𝑗, 1, … ,4) 

𝐿711 = −
𝜇2𝐻1

2

𝑅2(𝑉2𝐼
_

0 − (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

1)

−
(2𝐺 + 𝜇)𝐻

_

1

𝑅2
 

𝐿713 = −
𝜇𝐶𝑜𝐻1(𝑉

2𝐼
_

0 − 2𝐺𝐻
^

1)

𝑅(𝑉2𝐼
_

0 − (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

1)

−
(2𝐺 + 𝜇)𝐶𝑜𝐻

_

2

𝑅2
 

𝐿715 =
(2𝐺 + 𝜇)𝐶1𝐻

_

3

𝑅2
−

𝜇2𝐶1𝐻1(𝐻3 + 2𝑅𝐻
^

2)

𝑅2(𝑉2𝐼
_

0 − (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

1)

 

𝐿717 = −
𝐶2(3𝑅𝜇𝐻3 + (2𝐺 + 𝜇)𝐻

_

4)

𝑅2
−

3𝜇2𝐶2𝐻1𝐻
^

3

𝑅(𝑉2𝐼
_

0 − (2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

1)

 

𝐿722 = −𝐺𝐻
^

1, 𝐿724 = −2𝐺𝐶3𝐻
^

2, 𝐿726 = −3𝐺𝐶4𝐻
^

3 

𝐿731 = −
(2𝐺 + 𝜇)𝐻

_

2

𝑅2
−
𝜇𝐻
^

1

𝑅
−

𝜇2𝐻1𝐻
^

1

𝑅𝑉2𝐼
_

0 − 𝑅(2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

1

 

𝐿733 = −
(2𝐺 + 𝜇)𝐶𝑜𝐻

_

3

𝑅2
+ (−2𝐺 − 𝜇)𝐶𝑜𝐻

^

1 −
𝜇𝐶𝑜𝐻

^

2

𝑅
 

−
𝑅𝜇2𝐶𝑜𝐻

^

1
2

𝑅𝑉2𝐼
_

0 − 𝑅(2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

1

, 𝐿735 = −
2𝜇𝐶1𝐻3
𝑅

−
(2𝐺 + 𝜇)𝐶1𝐻

_

4

𝑅2
 

−2(2𝐺 + 𝜇)𝐶1𝐻
^

2 −
𝜇2𝐶1𝐻

^

1(𝐻3 + 2𝑅𝐻
^

2)

𝑅𝑉2𝐼
_

0 − 𝑅(2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

1

−
𝜇𝐶1𝐻

^

3

𝑅
 

𝐿737 = −
(2𝐺 + 𝜇)𝐶2𝐻

_

5

𝑅2
− 3(2𝐺 + 𝜇)𝐶2𝐻

^

3 −
𝜇𝐶2𝐻

^

4

𝑅
 

−
3𝑅𝜇2𝐶2𝐻

^

1𝐻
^

3

𝑅𝑉2𝐼
_

0 − 𝑅(2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

1

, 𝐿742 = −2𝐺𝐻
^

2, 𝐿744 = −4𝐺𝐶3𝐻
^

3 

𝐿746 = −6𝐺𝐶4𝐻
^

4, 𝐿751 = −
(2𝐺 + 𝜇)𝐻

_

3

𝑅2
−
2𝜇𝐻

^

2

𝑅
 

−
𝜇2𝐻1𝐻3

𝑅(𝑅𝑉2𝐼
_

0 − 𝑅(2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

1)

−
2𝜇2𝐻1𝐻

^

2

𝑅𝑉2𝐼
_

0 − 𝑅(2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

1

 

𝐿753 = −
𝜇𝐶𝑜𝐻3
𝑅

−
(2𝐺 + 𝜇)𝐶𝑜𝐻

_

4

𝑅2
−

𝜇2𝐶𝑜𝐻3𝐻
^

1

𝑅𝑉2𝐼
_

0 − 𝑅(2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

1

 

−2(2𝐺 + 𝜇)𝐶𝑜𝐻
^

2 −
2𝑅𝜇2𝐶𝑜𝐻

^

1𝐻
^

2

𝑅𝑉2𝐼
_

0 − 𝑅(2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

1

−
2𝜇𝐶𝑜𝐻

^

3

𝑅
 

𝐿755 = −
(2𝐺 + 𝜇)𝐶1𝐻

_

5

𝑅2
−

𝜇2𝐶1𝐻3
2

𝑅(𝑅𝑉2𝐼
_

0 − 𝑅(2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

1)

 

−
4𝜇2𝐶1𝐻3𝐻

^

2

𝑅𝑉2𝐼
_

0 − 𝑅(2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

1

−
4𝑅𝜇2𝐶1𝐻

^

2
2

𝑅𝑉2𝐼
_

0 − 𝑅(2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

1

−
2𝜇𝐶1𝐻

^

4

𝑅
 

−4(2𝐺 + 𝜇)𝐶1𝐻
^

3, 𝐿757 = −
3𝜇𝐶2𝐻5
𝑅

−
(2𝐺 + 𝜇)𝐶2𝐻

_

6

𝑅2
 

−
3𝜇2𝐶2𝐻3𝐻

^

3

𝑅𝑉2𝐼
_

0 − 𝑅(2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

1

−
6𝑅𝜇2𝐶2𝐻

^

2𝐻
^

3

𝑅𝑉2𝐼
_

0 − 𝑅(2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

1

−
2𝜇𝐶2𝐻

^

5

𝑅
 

−6(2𝐺 + 𝜇)𝐶2𝐻
^

4, 𝐿742 = −3𝐺𝐻
^

3, 𝐿744 = −6𝐺𝐶3𝐻
^

4 

𝐿746 = −9𝐺𝐶4𝐻
^

5, 𝐿771 = −
3𝜇2𝐻1𝐻

^

3

𝑅𝑉2𝐼
_

0 − 𝑅(2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

1

−
3𝜇𝐻

^

3

𝑅
 

−
(2𝐺 + 𝜇)𝐻

_

4

𝑅2
, 𝐿773 = −

3𝑅𝜇2𝐶𝑜𝐻
^

1𝐻
^

3

𝑅𝑉2𝐼
_

0 − 𝑅(2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

1

−
3𝜇𝐶𝑜𝐻

^

4

𝑅
 

−
(2𝐺 + 𝜇)𝐶𝑜𝐻

_

5

𝑅2
− 3(2𝐺 + 𝜇)𝐶𝑜𝐻

^

3, 𝐿775 = −
(2𝐺 + 𝜇)𝐶1𝐻

_

6

𝑅2
 

−
2𝜇𝐶1𝐻5

𝑅
−
3𝜇2𝐶1(𝐻3 + 2𝑅𝐻

^

2)𝐻
^

3

𝑅𝑉2𝐼
_

0 − 𝑅(2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

1

− 6(2𝐺 + 𝜇)𝐶1𝐻
^

4 

−
3𝜇𝐶1𝐻

^

5

𝑅
, 𝐿777 = −

(2𝐺 + 𝜇)𝐶2𝐻
_

7

𝑅2
−

9𝑅𝜇2𝐶2𝐻
^

3
2

𝑅𝑉2𝐼
_

0 − 𝑅(2𝐺 + 𝜇)𝐻
^

1

 

−9(2𝐺 + 𝜇)𝐶2𝐻
^

5 −
3𝜇𝐶2𝐻

^

6

𝑅
, 

𝐿82𝑖−1,2𝑗 = 0, (ⅈ, 1, … ,4), (𝑗, 1, … ,3) 
𝐿82𝑖,2𝑗−1 = 0, (ⅈ, 1, … ,3), (𝑗, 1, … ,4) 

𝐿811 = −𝐼
_

0, 𝐿813 = −𝐼
_

1, 𝐿815 = −𝐼
_

2, 𝐿817 = −𝐼
_

3, 𝐿822 = −𝐼
_

2 
𝐿824 = −𝐼

_

3, 𝐿826 = −𝐼
_

4, 𝐿831 = −𝐼
_

1, 𝐿833 = −𝐼
_

2, 𝐿835 = −𝐼
_

3 
𝐿837 = −𝐼

_

4, 𝐿842 = −𝐼
_

3, 𝐿844 = −𝐼
_

4, 𝐿846 = −𝐼
_

5, 𝐿851 = −𝐼
_

2 
𝐿853 = −𝐼

_

3, 𝐿855 = −𝐼
_

4, 𝐿857 = −𝐼
_

5, 𝐿822 = −𝐼
_

4, 𝐿864 = −𝐼
_

5 
𝐿866 = −𝐼

_

6, 𝐿871 = −𝐼
_

3, 𝐿873 = −𝐼
_

4, 𝐿875 = −𝐼
_

5, 𝐿877 = −𝐼
_
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