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سازی بندی مسئله بهینهاست. برای فرمولبا جرم کمینه ارائه شده  در این مقاله روشی برای بهبود اعمال قید تنش در طراحی توپولوژی سازه 
تنش  است. برای محاسبه میزان تنش در اجزا از سازی مصالح از تابع چگالی مصنوعی استفاده شدهتوپولوژی از روش اجزای محدود و برای مدل

بندی همگرا استفاده شده است. به منظور کاهش زمان و هزینه محاسبات از فن خوشهگیری گوس موسوم به نقاط فوقمیزز در نقاط انتگرالفون
محاسباتی های به کار رفته در مدل سازی، که متناسب با تعداد الماننرُم برای کاستن از تعداد قیود مسئله بهینهقیود تنش مجتمع شده با روش پی

شود. مسئله است، استفاده شده است. به این منظور تعداد زیادی از قیدهای تنش محلی با تعداد محدودی قید تنش سراسری جایگزین می
بندی و تحلیل حساسیت قید تنش که با استفاده از روش الحاقی صورت پذیرفته، ارائه شده است. به علت پیچیدگی توصیف کاملی از فرمول

سازی مورد استفاده قرار گرفته است. برای های متحرک برای حل مسئله بهینهازی توپولوژی با استفاده از قیدهای تنش، روش مجانبسبهینه
دست آمده حاکی از مزیت روش محاسباتی ها ارزیابی شده است. نتایج بهای ارائه و با سایر پژوهشبررسی کارایی روش چند مثال تنش صفحه

 .های قابل قبول و کاربردی استولید توپولوژیارائه شده در ت
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 This paper presents an improved approach for handling stress constraints in minimum weight 

topological design. The Finite Element Method (FEM) and the material model of Solid Isotropic 

Material with Penalization (SIMP) are used to formulate the topology optimization problem. To 
evaluate the stress values in elements, the von Mises stresses are calculated at the so called super-

convergent Gauss quadrature points. To reduce the time and computational cost, a clustering approach 

is here adopted and the P-norm integrated stress constraints are used. Doing this, a large number of 
local constraints are replaced with a few global ones and consequently the stress constraint sensitivities 

are calculated by using the adjoint method. The employed formulation as well as a complete explanation 

of the sensitivity analysis is provided. Due to the complexity of the topology optimization problem in 
the presence of stress constraints, the Method of Moving Asymptotes (MMA) is here employed. To 

demonstrate the performance and capability of the procedure, a couple of plane stress elasticity 

problems are taken into consideration. The resulted layouts indicate the superiority of the approach in 
generating acceptable and practical topological designs. 
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 مقدمه 1-

وری و کارایی و به ضرورت همواره تلاش نموده تا به منظور افزایش بهره انسان

نیاز طراحی اشیا را بهبود ببخشد. این تلاش موجب پیشرفت جامعه بشری 

های سازی یاد کرد. برای مثال سازهعنوان مبدا بهینهتوان از آن بهاست و می

ای از جنس چوب برای جابجایی اشیای سنگین در عهد باستان استفاده دایره

است. این مفهوم در ادامه توسعه یافت و منجر به طراحی چرخ شد، که  شده

درو، قطار دنده، موتور بخار، خودر مراحل بعد موجب اختراعاتی همچون چرخ

 نقل شده است.وو دیگر وسایل حمل

 و انرژی در دسترس انسان، استفادهعلت محدود بودن منابع امروزه به
 

ترین اهداف مهندسی به شمار ها حائز اهمیت است و از مهممؤثرتر از آن

عنوان یک ابزار ارزشمند در سادگی بهسازی بهرود. در این رابطه بهینهمی

دیگر هدف اصلی طراحی عبارت است. به شده تعریف« ترینبه»جستجو برای 

مهندسی پیدا کردن بهترین حل ممکن برای یک مسئله خاص بوده، و به 

 .[1]سازی قلب مهندسی است شود گفت بهینهعبارتی می

در زمینه تجهیزات  های صورت گرفتههای اخیر پیشرفتدر سال

های عددی، سبب افزایش چشمگیر ی روشها و نیز توسعهافزاری رایانهسخت

های محاسباتی شده است. با افزایش توان محاسباتی، توانایی سیستم

سازی در علوم مهندسی نمود پیدا کرده است. های بیشتری از بهینهظرفیت
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تواند نتایج های جدید، میاهها جهت یافتن ربنابراین بازنگری در همه زمینه

 قابل توجهی را به دنبال داشته باشد.

سازی عبارت است از تعیین بهترین نتیجه یا خروجی ممکن برای بهینه

ها و قیود را برآورده کند. در ای که همزمان برخی محدودیتسیستم به گونه

برآوردن قیود ای که لازم باشد در آن پارامترهای معینی برای واقع هر مسئله

سازی گردد. سازی رابطهعنوان مسئله بهینهتواند بهمحاسبه شوند، می

های مهندسی، اقتصادی داری بسیاری از سیستمسازی در طراحی و نگهبهینه

کردن سود کردن هزینه لازم و یا بیشینهمنظور کمینهو حتی اجتماعی به

 کاربرد دارد.

سه مرحله تقسیم کرد. در مرحله توان به طراحی مهندسی سازه را می

شود. مرحله اول با توجه به فضای طراحی، فرم و سیستم سازه مشخص می

دوم به تعیین شکل سازه و مشخصات هندسی مرزهای آن اختصاص دارد 

بندی باشد. این تقسیم. مرحله سوم، مرحله طراحی جزئیات سازه می[2]

اند از ه است که به ترتیب عبارتسازی سازه شدسبب پیدایش سه روش بهینه

 .[3]سازی توپولوژیک، شکل و ابعادی سازه بهینه

توپولوژی متداول بیشتر تحقیقات انجام شده تا به امروز  سازیدر بهینه

ها با استفاده از مقدار مشخصی از جرم ختی سازهسازی سمعطوف به بهینه

ها و دیگر های موضعی در گوشهبوده است و متاسفانه عموماً تمرکز تنش

های شود. با پیشرفت روزافزون سیستمها مشاهده مینواحی این سازه

و کنترل تنش  [4]ها اساس فرکانسها برمحاسباتی، طراحی توپولوژی سازه

ها با در نظر گرفتن قید سازی سازههم مورد توجه قرار گرفته است. بهینه

دلیل مواجهه با سه چالش اساسی پدیده تکینگی تنش، طبیعت تنش به

یچیدگی زیادی برخوردار شدت غیرخطی تنش، از پمحلی قیدها و رفتار به

هایی که آید که المان. پدیده تکینگی تنش زمانی به وجود می[5] است

سازی هستند(، به سمت مسئله بهینه 1ها، )که متغیرهای طراحیچگالی آن

توانند کرنش داشته باشند. این امر منجر به کند، همچنان میصفر میل می

که با خالی شدن المان اثر شود، درحالیملاحظه تنش مییش بعضاً قابل افزا

. مسئله وابستگی محلی قیدهای تنش به این [6] تنش آن باید صفر شود

دلیل است که در محیط پیوسته قیدهای تنش باید در هر نقطه از ماده 

سازی توپولوژی مقادیر تنش در هر المان محاسبه بررسی شوند. در بهینه

ای جلوگیری از افزایش تعداد قیدهای تنش و حل مناسب برشوند. راهمی

دهای محلی با یک قید متعاقباً کاهش هزینه محاسبات، جایگزینی قی

 سراسری است.

 هاسازی توپولوژی و ضرورتبهینه -1-1

ای است که به سازی سازههای بهینهسازی توپولوژی یکی از شاخهبهینه

سازی دیگر هدف بهینه عبارتبهپردازد. تعیین بهترین چیدمان سازه می

های سازه و نحوه ارتباط بین توپولوژی تعیین تعداد، مکان و شکل سوراخ

شده برای اساس مواد همگنی توزیع ماده براعضا است. کاربرد عددی ایده

انجام شد. در این روش،  1988اولین بار توسط بندسو و کیکوچی در 

هایی که در مقیاس میکروسکوپی در د حفرهکردن ابعاتوپولوژی بهینه از بهینه

 .[3]گردد اند حاصل میگرفته شده نظر

های هزینه، در طراحی و ساخت های هوافضا به دلیل محدودیتدر سازه

کننده در این زمینه است؛ ترین عامل تعیینپرتابه و پرنده وزن سازه مهم

شود و افزایش آن، حتی به چراکه وزن سازه جزو وزن مرده محسوب می

سوخت زیادی را در طول عمر سازه تحمیل کند.  تواند هزینهمیزان کم، می

                                                                                                                                  
1 Design variable 

شود که نیروهای پیشرانش بیشتری برای همچنین این افزایش، باعث می

ی مورد نظر نیاز باشد؛ که علاوه بر بیشتر شدن وزن موتور، باعث حرکت سازه

افزایش حجم سوخت در دسترس و درنهایت نیز موجب افزایش بیش از پیش 

ای ها از اهمیت ویژهگونه سازهسازی وزن اینرو بهینهود. از اینشوزن می

 .[7]برخوردار است 

هایی که دارای استحکام کافی، در صنایع خودروسازی نیز تولید طرح

اعتماد، امن، اقتصادی و با وزن بهینه باشند از اهمیت زیادی مقاوم، قابل

طراحان در ارضای این الزامات بعضا متضاد در مورد برخوردار است. سعی 

سازی سازه های مطلوب از طریق بهینهیابی به طرحاجزای خودرو و دست

 سازی توپولوژی آن قابل دستیابی است.طور کلی و از جمله بهینهبه

 تاریخچه مختصر -1-2

ولین بار ای با استفاده از تحلیل به روش اجزای محدود برای اسازی سازهبهینه

دارن و همکاران از  1964معرفی شد. در سال  1960 توسط اشمیت در سال

 1987. در سال [6] ها استفاده کردندسازی خرپاقیدهای تنش برای بهینه

سازی های متحرک را برای حل نهایی مسائل بهینهسوانبرگ الگوریتم مجانب

. در سال [9]. همزمان هیوز روش اجزای محدود را توسعه داد [8]ارائه داد 

که  [10]سازی توپولوژی را معرفی کردند بهینه بندسو و کیکوچی 1988

بندسو برای  1989شود و در سال عنوان مبدا تاریخی این روش شناخته میبه

رزوانی  1992و تا سال  [11]اولین بار جریمه مواد همسانگرد را پیشنهاد داد 

و سفید با استفاده از جریمه و همکاران برای دستیابی به یک مدل سیاه 

را  2جریمه مواد همسانگرد جامد های طراحی متوسط تلاش کردند و ناممتغیر

تکینگی برخی مشکل  کرش 1990. در سال [12]برای آن پیشنهاد دادند 

های و در سال [13]ویژه پدیده تکینگی در قیود تنش را مطرح کرد مسائل به

و  [16,17]و چنگ و همکاران  [14,15]رزوانی و همکاران  2001تا  1992

 1998دیگران کارهایی را در این زمینه انجام دادند تا نهایتاً در سال 

را ارائه دادند  3نرمهای طراحی پیدیوسینکس و زیگموند روش فیلتر متغیر

سازی توپولوژی برای تولید زیگموند و همکاران از بهینه 1997. در سال [5]

 2001یی با خواص انبساط حرارتی خارجی استفاده کردند. در سال هاسازه

بر پدیده برونس و ترترلی فیلتر متغیر طراحی معرفی کردند که علاوه

براگی  2008. در سال [18]کرد شطرنجی، وابستگی شبکه را نیز برطرف می

د سازی توپولوژی با استفاده از اجزای محدوجریمه تنش را برای حل بهینه

با اشاره به رفتار بشدت  لی و همکاران 2010و در سال  [19]پیشنهاد داد 

سازی توپولوژی با قید تنش دستورالعمل عملی حل بهینه غیرخطی قیدهای

سازی هلمبرگ و همکاران بهینه 2013و در سال  [5]تنش را ارائه دادند 

بندی تنش توپولوژی سازه مقید شده با قید خستگی را با استفاده از خوشه

 .[20]د ارائه دادن

های مختلف و با قیدها های گذشته با روشسازی توپولوژی در سالبهینه

سازی با قیود تنش به و توابع مختلفی مورد بررسی قرارگرفته است؛ اما بهینه

های قابل دارای پاسخ 2009 شی از تکینگی تنش تا سالعلت مشکلات نا

 ای نبوده است.ملاحظه

شده در زمینه  های حاصلموازات پیشرفت های اخیر بهدر سال

سازی سازه در عبارتی بهینهسازی دمایی سازه یا بهسازی تنش، بهینهبهینه

های خارجی و بارگذاری( مورد بررسی عنوان محرکهای حرارتی )بهبرابر تنش

 .[21,22]اند قرار گرفته

                                                                                                                                  
2 Solid Isotropic Material with Penalization (SIMP) 
3 P-norm 
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سازی توپولوژی با در نظر گرفتن قید تنش به منظور در این مقاله بهینه

کاهش وزن سازه انجام شده است. به این منظور مدل ریاضی سازه با استفاده 

گردد، سپس به کمک روش سازی میای گسستههای مربعی چهار گرهاز المان

های بهبود روی آن انجام و با استفاده از روش اجزای محدود تحلیل تنش

ارزیابی تنش که در بخش بهبود ارزیابی تنش این مقاله تشریح شده است، 

ها را یابد. در ادامه چگالی الماندقت و پیوستگی محاسبه تنش افزایش می

کنیم. دار فیلتر میمنظور جلوگیری از پدید آمدن اعضای نازک و دندانهبه

علت پیچیدگی ناشی از قیود آن، با استفاده از سازی توپولوژی بههمسئله بهین

. در این الگوریتم برای هر [8]شده است حل  1های متحرکروش مجانب

مرحله از فرآیند تکرار یک زیر مسئله با تقریب محدب از مسئله اصلی تولید و 

سازی و تحلیل تنش و تشریح شود. پس از ارائه روش بهینهحل می

مثال استاندارد و ارزیابی نتایج حاصل با دیگر  بندی مسائل به ارائه چندفرمول

 های انجام شده در این زمینه پرداخته شده است.پژوهش

 سازی ریاضیمدل -2

 تحلیل تنش -2-1

تنش با استفاده از قیدهای تنش، مستلزم تحلیل  سازی توپولوژی سازهبهینه

باشد. برای میدر سازه بارگذاری شده و محاسبه تنش در تمام نقاط دامنه 

حل اجزای محدود مسئله انجام شود. برای این  محاسبه تنش لازم است

ای نوشته شده است که به منظور کد اجزای محدود حل مسائل تنش صفحه

 گردد.ای محاسبه میهای صفحهاین وسیله تنش

های ای از المانبرای محاسبات اجزای محدود، در مسائل تنش صفحه

گیری انتگرال جهت هر در نقطه دو شده و روی استفاده (Q4) ایچهارگره مربعی

 گوس صورت گرفته است.

 سازیبهینه -2-2

عنوان ضریبی از ها بههای طراحی مربوط به المانمتغیرسازی، در این بهینه

گیرند. یعنی برای هر المان متغیر قرار می  �⃗�خواص ماده در برداری به نام

باشد. دارد که به عنوان ضریبی در کنار چگالی میطراحی متصل به آن وجود 

متغیر طراحی صفر یعنی المان خالی از ماده و متغیر طراحی یک یعنی المان 

کند تا برای طرح نهایی این ضرایب به صفر یا یک سازی تلاش میپر و بهینه

 .[20]نزدیک شوند 

متغیرهای طراحی نسبت داده شده به هر المان برای از بین بردن 

، باید در هر تکرار با استفاده از فیلتر 3و وابستگی شبکه 2پدیده شطرنجی

تشریح خواهد شد فیلتر شوند و مشاهده فیلتر چگالی  چگالی که در بخش

�⃗�شود که می = �⃗�(�⃗�) شود. معادله تعادل نامیده می 4متغیر فیلتر شده

 ( قابل مشاهده است.1صورت رابطه )به
(1) 𝐾(�⃗�(�⃗�))�⃗⃗� =  �⃗� 

بردار جابجایی  �⃗⃗�ماتریس سختی کل سازه،  𝐾(�⃗�(�⃗�))در این رابطه 

باشد. با حل اجزا محدود بردار بارهای خارجی اعمالی می �⃗� ها وسراسری گره

 ( قابل استخراج است.2رابطه )صورت به �⃗⃗�بردار جابجایی 

(2) �⃗⃗� = 𝐾−1(�⃗�(�⃗�))�⃗� 
منظور ها متفاوت هستند. بهها و روش، قید5سازی، توابع هدفدر بهینه

 سازی استفاده شده در این مقالههدرک بهتر روند کلی محاسبات و روش بهین
 

                                                                                                                                  
1 Method of Moving Asymptotes (MMA) 
2 Checkerboard phenomenon 
3 Mesh dependency 
4 Filtered variables 
5 Objective function 

 نمودار جریان حل ارائه شده است.  "1شکل "در 

تابع هدف و تنش فون میزز جریمه عنوان در این مقاله جرم سازه به

 .[6] شودعنوان قید در نظر گرفته میشده، به

 ( تعریف شده است:3صورت رابطه )روابط تابع هدف و قیدها به

(3) {
  
 

  
min     تابع هدف 

𝑥
∑𝑚𝑒𝜌𝑒(�⃗�)

𝑛𝑒

𝑒=1

}قیدها
𝜎𝑖
PN(𝑥) ≤ �̅�.    𝑖 = 1.⋯ . 𝑛𝑐

.
𝑥𝑒 ≤ 𝑥𝑒 ≤ 𝑥𝑒 .    𝑒 = 1.⋯ . 𝑛𝑒

 

جرم المان صلب برای المان  𝑚𝑒های طراحی و تعداد متغیر 𝑛𝑒که 

𝑥𝑒است و  𝑒مربوط به  = 𝑥𝑒و  1 = 𝜖  که ،𝜖  عدد مثبت و کوچکی برای

𝜎𝑖اجتناب از منفرد شدن ماتریس سختی استفاده شده است. 
PN(�⃗�)  تنش

های تنش و تعداد قید 𝑛𝑐اصلاح شده براساس تنش فون میزز محاسبه شده و 

�̅� باشد.حد نهایی تنش مجاز می 

 

 فیلتر چگالی -2-3

 معرفی شد. 2001کردن چگالی توسط برونس و ترترلی در سال تکنیک فیلتر
 

 

Fig. 1 Flow chart of the iterative solution procedure 
 نمودار جریانی روند تکراری حل 1شكل 

Yes 

Define design domain, B.Cs, FE mesh, 

initialize design variable 𝑥 
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groups 

 

Filtering the design 
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Apply MMA code to solve minimum material 

stress based topology optimization  

 

Increments ∆𝑥 

converged? 

Stop 
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Carry out finite element 
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method 
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فیلتر  ،برای تعریف چگالی المان مربوط �⃗�در این روش پارامتر طراحی 

های طراحی المانگیری وزنی از متغیر . فیلتر چگالی یک میانگین[6]شود می

دهد. وزن هر متغیر طراحی داخل محدوده شعاع فیلتر هر المان انجام می

( 4متناسب با فاصله آن المان از مرکز فیلتر است. این فیلتر به صورت رابطه )

 شود:تعریف می

(4) 𝜌𝑖 = 
∑ 𝑤𝑗𝑥𝑗𝑗∈𝛺𝑖

∑ 𝑤𝑗𝑗∈𝛺𝑖

 

نسبت به  𝑖المان  𝑟0هایی که داخل شعاع همه المان 𝛺𝑖که در این رابطه 

( تعریف شده 5در معادله ) 𝑤𝑗شود و مرکز این المان قرار بگیرند را شامل می

 است.

(5) 𝑤𝑗 = 
𝑟0 − 𝑟𝑗

𝑟0
 

شود که در مسائل مختلف با شعاع فیلتر تعریف می 𝑟0در این رابطه 

فاصله مرکز هر  𝑟𝑗تواند در نظر گرفته شود و تکرار و تجربه مقادیر متفاوتی می

ز فیلتر قرار دارد تعریف المان داخل شعاع فیلتر با المان مرجع که در مرک

 شود.می

 1رهاسازی تنش -3

ماده در دامنه  -سازی توپولوژی، یافتن توزیع حفره هدف از فرآیند بهینه

برای  روشمسئله با در دست داشتن یک مقدار ماده مشخص است. در این 

دستیابی به جوابی که تا حد امکان عاری از اعضای خیلی نازک، بد شکل و 

متوسط متغیر طراحی که دارای مقادیر دار و نواحی خاکستری رنگ )دندانه

از روش جریمه مواد ایزوترپیک جامد برای جریمه  توانمی، هستند( باشد

 مقادیر متوسط متغیرهای طراحی استفاده کرد.

 ماتریس سختیجریمه  -3-1

های طراحی با توجه به فیلتر چگالی همانطور که جریمه نمودن مقادیر متغیر

( مشخص است بر روی ماتریس سختی هر المان و در 1( و )4در معادله )

نهایت ماتریس سختی سراسری موثر است. ماتریس سختی سراسری سازه در 

 ( قابل مشاهده است.6معادله )

(6) 𝐾(�⃗�(�⃗�)) =∑𝜂𝑘(𝜌𝑒(�⃗�))

𝑛𝑒

𝑒=1

𝐾𝑒 

صورت در این رابطه تابع جریمه و ماتریس سختی هر المان به ترتیب به

 شود.( تعریف می8( و )7روابط )

(7) 𝜂𝑘(𝜌𝑒(�⃗�)) = (𝜌𝑒(�⃗�))
3
 

(8) 𝐾𝑒 = ∫𝐵
T𝐸𝐵|𝐽| 𝑑Ω 

 جریمه تنش -3-2

های کمک قیدهای تنش بدلیل نقاط منفرد و تکینگیسازی بهدر بهینه

ها نیز در هر تکرار های محلی تنشکمینهموجود در حل و همچنین وجود 

عنوان رهاسازی تنش شوند. در منابع مختلف از این روش بهجریمه می

دست استفاده شده است. محاسبه تنش در تحلیل اجزای محدود بعد از به

دست ( به9صورت رابطه )کرنش به -ها از رابطه تنش آوردن جابجایی گره

 آید.می

(9) �⃗�𝑎(�⃗�) = 𝐸𝐵𝑎 �⃗⃗�(�⃗�) 
 -ماتریس کرنش  𝐵𝑎ماتریس بنیادی خواص ماده و 𝐸(، 9که در رابطه )

 

                                                                                                                                  
1 Stress Relaxation 

 [23,24]طور که در است و همان 𝑎ارزیابی تنش  جابجایی متناظر با نقطه

 ل محاسبه است:( قاب10اشاره شده با استفاده از رابطه )

𝑁 الف( -10) = [
𝑁1
𝑒 0 0

0 𝑁1
𝑒 0

    
𝑁2
𝑒 0 ⋯

0 𝑁2
𝑒 0

    
𝑁𝑛
𝑒 0

⋯ 𝑁𝑛
𝑒] 

 ب( -10)

𝐵 =

[
 
 
 
 
 
 
𝜕𝑁1

𝑒

𝜕𝑥
0

𝜕𝑁2
𝑒

𝜕𝑥

0
𝜕𝑁1

𝑒

𝜕𝑦
0

𝜕𝑁1
𝑒

𝜕𝑦

𝜕𝑁1
𝑒

𝜕𝑥

𝜕𝑁2
𝑒

𝜕𝑦

    

0 …
𝜕𝑁2

𝑒

𝜕𝑦
0

𝜕𝑁2
𝑒

𝜕𝑥
…

  

𝜕𝑁𝑛
𝑒

𝜕𝑥
0

…
𝜕𝑁𝑛

𝑒

𝜕𝑦

𝜕𝑁𝑛
𝑒

𝜕𝑦

𝜕𝑁𝑛
𝑒

𝜕𝑥 ]
 
 
 
 
 
 

 

باشد. و همچنین تنش جریمه المان می 2در این رابطه تابع شکل Nکه 

 گردد.( محاسبه می11شده برای هر نقطه ارزیابی از رابطه )

(11) �⃗�𝑎(�⃗�) = 𝜂𝑆(𝜌𝑒(�⃗�))�⃗�𝑎(�⃗�) 

شده ( تابع جریمه تنش با توجه به آنچه در مقالات ارائه 11در رابطه )

 شود.( تعریف می12صورت معادله )به

(12) η𝑆(𝜌𝑒(�⃗�)) = (𝜌𝑒(�⃗�))
1

2 

 محاسبه تنش -4

اند، محدود برای محاسبه تنش در نظر گرفته شدهنقاطی که در تحلیل اجزا

باشند( به عنوان نقاط ارزیابی تنش تعریف جا تنها نقاط گوس می)که در این

شوند. در مورد نقاط ارزیابی تنش این نکته حائز اهمیت است که یک می

باشد، اما فقط یک متغیر  ارزیابی تنش داشتهتواند چندین نقطه المان می

 گیرد.طراحی به آن تعلق می

 بهبود ارزیابی تنش -4-1

سازی توپولوژیک سازه با قید ها به بهینههای گذشته که در آندر پژوهش

ها صرفاً در مرکز هر المان محاسبه های محلی پرداخته شده است، تنشتنش

محدود ی اشاره شده، روش اجزا [28-25]مقالات  طور که دراند. همانشده

کند، ولی در مقادیر میدان جابجایی را با دقت قابل قبولی محاسبه می

محاسبه گرادیان میدان، مانند گرادیان جابجایی )میدان تنش( از دقت مورد 

های مرتبه پایین در نواحی نزدیک مرزها ده و بویژه در الماننظر برخوردار نبو

شود. بر طبق مقالات ها گسسته است و پرش در پاسخ مشاهده میو گوشه

های نقاط تنش با استفاده از تنش اصلاح مقادیرروشی برای  [25-27]

( معروف SPR) 3همگراهمگرا، ارائه شده که به روش بازیابی وصله فوقفوق

 است و توسط زینکویچ و ژو ارائه شده است.

همگرا در نام نقاط فوقمبنای استفاده از نقاطی بهبر SPRاساس روش 

دست آمده از تحلیل تقریبی نسبت به ها است. در این نقاط تنش بهالمان

باشد و همگرایی گرادیان تابع، یک سایر نقاط از دقت بیشتری برخوردار می

 رود،مرتبه از مقداری که از تقریب تابع شکل مربوط به حل تقریبی انتظار می

شود همگرا گفته می. به همین دلیل به این نقاط، نقاط فوق[26]بالاتر است 

های مرتبه پایین ی المانبرا .مطرح شده است [29] که اولین بار توسط بارلو

با  SPR. در روش شودمیهمگرا در نظر گرفته عنوان نقاط فوقنقاط گوس به

ای با ضرایب نامعین بر روی گرادیان صورت چند جملهبرازش یک میدان به

های متصل به هر گره، گروه( المانوصله )محدود روی ی حاصل از روش اجزا

شود. اما استفاده از این روش در میدان گرادیان بهبودیافته تعیین می

سازی، که نیاز به تکرارهای متعدد دارد، زمان و هزینه محاسبات را بهینه

همگرایی، از نقاط دهد. به همین دلیل با استفاده از مفهوم فوقافزایش می

                                                                                                                                  
2 Shape function 
3 Superconvergent patch recovery (SPR) 
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دقت و برای افزایش  [30]شده در مرجع های پیشنهاد گوس و روش

پیوستگی محاسبات تنش، بویژه در نقاط دارای تمرکز تنش، در این پژوهش 

ها در نقاط گوس محاسبه شده و استفاده شده است. برای این منظور تنش

نقطه گوس در  16گیری از مقادیر تنش در تنش در هر المان با میانگین

یان توجه است آید. شادست می(، به13صورت رابطه )اطراف و داخل المان، به

یابد. نقطه کاهش می 9و در گوشه به  12های لبه این تعداد به که در المان

بدیهی است که در این روش محاسبه حساسیت قید تنش، که در استفاده از 

های باشد، در مقایسه با پژوهشهای متحرک به آن نیاز میروش مجانب

 یدگی بسیار بیشتری برخوردار است.گذشته از پیچ

(13) �⃗�𝑒(�⃗�) =
1

𝑛𝑔
∑�⃗�𝑎
𝑎∈𝑔

 

 gترتیب اندیس شماره المان و نقطه ارزیابی تنش، به aو  eدر این رابطه 

مجموعه نقاط ارزیابی تنش در نظر گرفته شده برای محاسبه تنش المان و 

𝑛𝑔 .تعداد این نقاط است 

اند، معیار شده سازی سازه ارائههایی که در حوزه بهینهبیشتر مقاله

اند که رابطه تنش در نقاط ارزیابی را تنش فون میزز در نظر گرفته مقایسه

 ( است.14صورت رابطه )دو بعد به  کلی تنش فون میزز در

(14) 𝜎𝑒
vM = (𝜎𝑒𝑥

2 + 𝜎𝑒𝑦
2 − 𝜎𝑒𝑥𝜎𝑎𝑦 + 3𝜏𝑒𝑥𝑦

2 )
1
2 

 محاسبه تابع هدف -5

های قبل بیان شد تابع هدف مورد استفاده در این طور که در بخشهمان

های تک الماندیگر مجموع جرم تکعبارتمقاله جرم کل سازه است. به

باشد که در کننده جرم سازه میسازی تعیینمانده در هر مرحله بهینهباقی

 مشاهده است.( قابل15رابطه )

(15) 
𝑓0 =∑𝑚𝑒𝜌𝑒(�⃗�)

𝑛𝑒

𝑒=1

 

 𝜌𝑒(�⃗�)و  𝑒جرم المان شماره  𝑚𝑒تابع هدف و  𝑓0(، 15در رابطه )

 باشند.( در هر تکرار می4چگالی فیلتر شده، محاسبه شده از رابطه )

 بندی تنشخوشه -6

های مختلفی برای اعمال قیدهای تنش به های انجام شده، روشدر پژوهش

های محاسباتی ارائه علت کاهش هزینهاند که غالباً بهها در نظر گرفتهالمان

اند. از این نظر سه روش وجود دارد: در روش اول به هر المان یک قید شده

ها، قید وجود دارد که محاسبه این بنابراین به تعداد المان شود،داده مینسبت 

های ها نسبت به همه متغیرهای طراحی هزینهقیود و محاسبه مشتقات آن

گفته  1د. اصطلاحا به این قید، قید محلیدهشدت افزایش میمحاسباتی را به

ها را با توجه به میزان شود. در روش دوم تعدادی خوشه تعیین و المانمی

نمایند و به هر خوشه یک قید نسبت بندی میها دستهتنش در خوشه

ملاحظه زمان و هزینه محاسبات دهند. این روش موجب کاهش قابلمی

تنش نام دارد و این قید، قید خوشه  2بندیخواهد شد. این روش خوشه

ها در نظر گرفته شود. در روش سوم تنها یک قید برای کل الماننامیده می

. این قید، قید دهدکه زمان محاسبات را به حداقل ممکن کاهش می شودمی

 سراسری نام دارد.
 

 محاسبه قید -7

                                                                                                                                  
1 Local constraints 
2 Clusters 

 سراسری یعنی قید از روش سوم (MBBه برای مثال اول )تیر در این مقال
 

استفاده شده است و یک قید سراسری برای کل سازه در نظر گرفته شده 

ها بندی، تنشبا استفاده از روش خوشهشکل(  -است. برای مثال دوم )تیر ال

بندی شده و برای هر خوشه یک قید تنش در نظر گرفته خوشه دسته 10در 

صورت یک شده است. فرم کلی این قیود با در نظر گرفتن قید سراسری به

 ( قابل مشاهده است.16خوشه در رابطه )

(16) (∑ (𝜎𝑎
υM(�⃗�))

𝑃

𝑎∈𝛺𝑖

)

1
𝑃

≤ 𝑁𝑖
1
𝑃�̅� 

حداکثر تنش مجاز مربوط به جنس ماده مورد استفاده،  �̅�در این رابطه 

𝑁𝑖 های خوشه تعداد المانi ،𝛺𝑖  مجموعه اعضای خوشهi ،امa  نقاط ارزیابی

نرم است؛ که بر طبق مرجع فاکتور پی Pتنش متعلق به خوشه مورد نظر و 

 ایم.هقرار داد 8در این مقاله مقدار آن را برابر  [5]

 تحلیل حساسیت -8

خصوصا روش  ،محورهای گرادیانسازی توپولوژی با استفاده از روشبهینه

های متحرک، برای جستجوی مقدار بهینه از مشتقات تابع هدف و مجانب

نیاز به محاسبه مشتقات تابع هدف و قیدها  کند. بنابراینقیدها استفاده می

اشاره شده  [6]دارد. در ادامه روابط تحلیل حساسیت با توجه به آنچه که در 

گیری تنش در مشتقات تنش با در نظر گرفتن تغییرات ناشی از میانگین

صورت به 𝑥𝑏بازنویسی شده است. مشتق تابع هدف نسبت به متغیر طراحی 

 شود:( محاسبه می17رابطه )

(17) 𝜕𝑓0
𝜕𝑥𝑏

=∑𝑚𝑒

𝜕𝜌𝑒(�⃗�)

𝜕𝑥𝑏
=∑𝑚𝑒𝑊𝑒𝑏

𝑛𝑒

𝑒=1

𝑛𝑒

𝑒=1

 

باشد. توجه به این نکته در معادله ضرایب وزنی فیلتر چگالی می 𝑊𝑒𝑏که 

( حائز اهمیت است که مشتق جرم در این مسئله تحت تاثیر متغیرهای 17)

ی هاداخل فیلتر قرار دارد و با در نظر گرفتن المانی هاطراحی و جرم المان

𝑚𝑒های صلب با هم برابر و معادل ای جرم همه المانبعی چهار گرهمر = 𝑚  

باشد. از طرفی مشتق متغیر فیلتر شده نسبت به متغیر طراحی می

𝜕𝜌𝑒(�⃗�) 𝜕𝑥𝑏⁄ ( محاسبه می18به صورت رابطه ).گردد 

(18) ∑
𝜕𝜌𝑒(�⃗�)

𝜕𝑥𝑏

𝑛𝑒

𝑒=1

=∑𝑊𝑒𝑏 = 1

𝑛𝑒

𝑒=1

 

 بنابراین

(19) 𝜕𝑓0
𝜕𝑥𝑏

=∑𝑚𝑒𝑊𝑒𝑏

𝑛𝑒

𝑒=1

= 𝑚∑𝑊𝑒𝑏 = 𝑚

𝑛𝑒

𝑒=1

 

( را نتیجه 20ای رابطه )مشتق قیدها هم با استفاده از قاعده زنجیره

 دهد.می

(20) 

𝜕𝜎𝑖
PN(�⃗�)

𝜕𝑥𝑏
= ∑

𝜕𝜎𝑖
PN(�⃗�)

𝜕𝜎𝑒
vM

𝜕𝜎𝑒
vM(�⃗�)

𝜕𝑥𝑏
𝑒∈Ω𝑖

 

                  = ∑
𝜕𝜎𝑖

PN(�⃗�)

𝜕𝜎𝑒
vM

(
𝜕𝜎𝑒

vM(�⃗�)

𝜕�⃗�𝑒
)

T
𝜕�⃗�𝑒(�⃗�)

𝜕𝑥𝑏
𝑒∈Ω𝑖

 

نرم نسبت به تنش فون میزز به شده پی تنش جریمه که در آن مشتق

 آید.دست می( به21صورت رابطه )

(21) 
𝜕𝜎𝑖

PN(�⃗�)

𝜕𝜎𝑒
vM

= (
1

𝑁𝑖
∑ (

𝜎𝑒
vM(𝑥)

�̅�
)

𝑃

𝑒∈𝛺𝑖

)

(1
𝑃−1)

×
1

𝑁𝑖
(
𝜎𝑒
vM(𝑥)

�̅�
)

𝑃−1

 

 های تنش در حالت دو بعدی درؤلفهمشتق تنش فون میزز نسبت به م
 

 ( آورده شده است.24( و )23( و )22روابط )

 [
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(22) 𝜕𝜎𝑒
vM(�⃗�)

𝜕𝜎𝑒𝑥
=

1

2𝜎𝑒
vM(�⃗�)

(2𝜎𝑒𝑥(�⃗�) − 𝜎𝑒𝑦(�⃗�)) 

(23) 
𝜕𝜎𝑒

vM(�⃗�)

𝜕𝜎𝑒𝑦
=

1

2𝜎𝑒
vM(�⃗�)

(2𝜎𝑒𝑦(�⃗�) − 𝜎𝑒𝑥(�⃗�)) 

(24) 
𝜕𝜎𝑒

vM(�⃗�)

𝜕𝜏𝑒𝑥𝑦
=

3

𝜎𝑒
vM(�⃗�)

𝜏𝑒𝑥𝑦(�⃗�) 

مشتق تنش المان نسبت به متغیرهای طراحی با توجه به وابستگی تنش 

( 25صورت رابطه )به ای از نقاط ارزیابی در اطراف المانهر المان به مجموعه

 شود.تعریف می

(25) 
𝜕�⃗�𝑒(�⃗�)

𝜕𝑥𝑏
=

1

𝑛𝑔
∑

𝜕�⃗�𝑎(�⃗�)

𝜕𝑥𝑏
𝑎∈𝑔

 

( 26های تنش نسبت به متغیرهای طراحی از رابطه )و مشتق مؤلفه

 دست آمده است.به

(26) 

𝜕�⃗�𝑎(�⃗�)

𝜕𝑥𝑏
=∑

𝜕𝜂𝑆(𝜌𝑒(�⃗�))

𝜕𝜌𝑟

𝜕𝜌𝑟(�⃗�)

𝜕𝑥𝑏

𝑛𝑎

𝑟=1

𝐸𝐵𝑎�⃗⃗�𝑎(�⃗�) 

                                       + 𝜂𝑆(𝜌𝑒(�⃗�))𝐸𝐵𝑎
𝜕�⃗⃗�𝑎(�⃗�)

𝜕𝑥𝑏
 

𝜂𝑆(𝜌𝑒(�⃗�))��که  𝜕𝜌𝑟⁄  تنها برای𝑟 = 𝑒   مخالف صفر است و بنابراین

 ( خلاصه نمود.27توان نماد جمع را حذف کرد و به صورت رابطه )می

(27) 

𝜕�⃗�𝑎(�⃗�)

𝜕𝑥𝑏
=
𝜕𝜂𝑆(𝜌𝑒(�⃗�))

𝜕𝜌𝑒

𝜕𝜌𝑒(�⃗�)

𝜕𝑥𝑏
𝐸𝐵𝑎�⃗⃗�𝑎(�⃗�) 

                                     + 𝜂𝑆(𝜌𝑒(�⃗�))𝐸𝐵𝑎
𝜕�⃗⃗�𝑎(�⃗�)

𝜕𝑥𝑏
 

 1روش متغیر الحاقی -8-1

ها و در نتیجه تعداد ها، تعداد المانسازی توپولوژی سازهدر مسائل بهینه

بندی متغیرهای طراحی، بسیار زیاد است. اما با روشی که این مسئله فرمول

های تنش( محدود و اندک است. شد؛ تعداد قیدها )برابر با تعداد خوشه

یر الحاقی و حل ی حساسیت قیدها استفاده از روش متغبنابراین برای محاسبه

مطابق آنچه که  𝜆𝑖دستگاه معادله الحاقی و در نهایت محاسبه متغیر الحاقی 

تشریح شده بسیار مناسب و از لحاظ حجم محاسبات،  [31]در مرجع 

 تر است.اقتصادی

�⃗⃗�𝑎(�⃗�)��محاسبه پارامتر  𝜕𝑥𝑏⁄ ( 1( با استفاده از معادله )27در معادله )

 دهد( را نتیجه می28ای رابطه )گیری از آن توسط قاعده زنجیرهو مشتق

(28) ∑
𝜕𝐾(�⃗�(�⃗�))

𝜕𝜌𝑟

𝜕𝜌𝑟(�⃗�)

𝜕𝑥𝑏
�⃗⃗�𝑎(�⃗�) + 𝐾(�⃗�(�⃗�))

𝜕�⃗⃗�𝑎(�⃗�)

𝜕𝑥𝑏
= 0

𝑛𝑒

𝑟=1

 

است، سمت راست  𝑥𝑏مستقل از  �⃗�که بردار نیروی خارجی دلیل اینبه

توان ( می28ابطه برابر با صفر شده است. از طریق معادله )این ر

𝜕�⃗⃗�𝒂(�⃗�) 𝜕𝑥𝑏⁄ ( محاسبه نمود.29را در رابطه ) 

(29) 
𝜕�⃗⃗�𝑎(�⃗�)

𝜕𝑥𝑏
= −𝐾−1(�⃗�(�⃗�)) [∑

𝜕𝐾(�⃗�(�⃗�))

𝜕𝜌𝑟

𝜕𝜌𝑟(�⃗�)

𝜕𝑥𝑏
�⃗⃗�𝑎(�⃗�)

𝑛𝑒

𝑟=1

] 

دادن حاصل  ( و قرار27( داخل معادله )29نهایتاً با جایگذاری معادله )

( رابطه نهایی مشتق 20ها یعنی معادله )ها درون معادله اصلی مشتق قیدآن

 شود.( حاصل می30صورت رابطه )قیود تنش به

 

𝜕𝜎𝑖
𝑃𝑁(�⃗�)

𝜕𝑥𝑏
= ∑

𝜕𝜎𝑖
PN(�⃗�)

𝜕𝜎𝑒
vM

𝑒∈Ω𝑖

(
𝜕𝜎𝑒

vM(�⃗�)

𝜕�⃗�𝑒
)

T

 

                                                                                                                                  
1 Adjoint Variable Method 

(30) 

× (
1

𝑛𝑔
∑

𝜕𝜂
𝑆
(𝜌

𝑒
(�⃗⃗�))

𝜕𝜌
𝑒

𝜕𝜌
𝑒
(�⃗⃗�)

𝜕𝑥𝑏
𝑎∈𝑔

�⃡��⃡�𝑎�⃗⃗�𝑎(�⃗⃗�) 

                       −𝜂𝑆(𝜌𝑒(�⃗�))𝐸𝐵𝑎𝐾
−1(�⃗�(�⃗�)) 

                       × [∑
𝜕𝐾(�⃗�(�⃗�))

𝜕𝜌𝑟

𝜕𝜌𝑟(�⃗�)

𝜕𝑥𝑏
�⃗⃗�𝑎(�⃗�)

𝑛𝑒

𝑟=1

]) 

 شود.تعریف می (31رابطه ) صورتکه در آن متغیر الحاقی به

(31) 

𝜆𝑖
𝑇 = ∑

𝜕𝜎𝑖
PN(�⃗�)

𝜕𝜎𝑒
vM

𝑒∈Ω𝑖

(
𝜕𝜎𝑒

vM(�⃗�)

𝜕�⃗�𝑒
)

T

 

                                              ×
1

𝑛𝑔
∑𝐸𝐵𝑎𝐾

−1(�⃗�(�⃗�))

𝑎∈𝑔

 

 گردد.( حاصل می32)  ی الحاقیو مقدار آن از معادله

(32) 
𝐾(�⃗�(�⃗�))𝜆𝑖 = ∑

𝜕𝜎𝑖
PN(�⃗�)

𝜕𝜎𝑒
vM

(
1

𝑛𝑔
∑𝐸𝐵𝑎
𝑎∈𝑔

)

𝑒∈Ω𝑖

𝜕𝜎𝑒
vM(�⃗�)

𝜕�⃗�𝑒
 

مقدار آن را آید. سپس دست میبه 𝜆𝑖 ی فوق، متغیر الحاقیبا حل معادله

های تنش را کنیم و در نهایت مشتق خوشه( جایگذاری می30) یدر معادله

 آوریم.دست می( به33صورت رابطه )به

(33) 

 
𝜕𝜎𝑖

PN(�⃗�)

𝜕𝑥𝑏
= ∑

𝜕𝜎𝑖
PN(�⃗�)

𝜕𝜎𝑒
vM

𝑒∈Ω𝑖

(
𝜕𝜎𝑒

vM(�⃗�)

𝜕�⃗�𝑒
)

T

 

× (
1

𝑛𝑔
∑(

𝜕𝜂
𝑆
(𝜌

𝑒
(�⃗⃗�))

𝜕𝜌
𝑒

𝜕𝜌
𝑒
(�⃗⃗�)

𝜕𝑥𝑏
�⃡��⃡�𝑎�⃗⃗�𝑎(�⃗⃗�))

𝑎∈𝑔

 

 −𝜂𝑆(𝜌𝑒(�⃗�))𝜆𝑖
𝑇 [∑

𝜕𝐾(�⃗�(�⃗�))

𝜕𝜌𝑟

𝜕𝜌𝑟(�⃗�)

𝜕𝑥𝑏
�⃗⃗�𝑎(�⃗�)

𝑛𝑒

𝑟=1

]) 

 پردازیم.در ادامه به بررسی نتایج حاصل از این روش می

 نتایج عددی -9

به ارائه دو مثال استاندارد در این  شده، سنجی روش ارائهاعتباربررسی و برای 

 زمینه پرداخته شده است.

 MBBتیر  -9-1

 "2شکل "  MBBسازی توپولوژی تیر دو سر ساده به بهینهدر اولین مثال 

 گاه مفصلی ساده قرار دارد و دراین تیر در دو سمت بر روی تکیه پردازیم.می

به علت  MBBمرکز تحت نیروی متمرکز رو به پایین قرار گرفته است. تیر 

صورت گاهی و خارجی بههای تکیهگاه مفصلی و اعمال نیرویوجود دو تکیه

و گرادیان تنش قابل توجهی در این نواحی  رای تمرکز تنشمتمرکز دا

کند. برای کاهش باشد که حل این مساله را با پیچیدگی خاصی همراه میمی

طور که در عمل گاهی و نیروی خارجی، هماناین تمرکز تنش در نقاط تکیه

گره تقسیم  8تواند به یک نقطه وارد شود، این نیروها روی نیز نیرو نمی

 اند تا از تمرکز تنش و گرادیان تنش شدید موضعی جلوگیری شود.شده

: طول، در نظر گرفته شده استمشخصات هندسی نمونه به این شرح 

متر. برای تحلیل میلی 1و  100و  600عرض و ضخامت تیر به ترتیب 

در  2.5ای با ابعاد ای تنش صفحهالمان مربعی چهار گره 9600 محدود ازاجزا

 کنیم.سازی دامنه حل استفاده میمتر برای گسستهمیلی 2.5

، ضریب E=71000 MPaخواص مکانیکی سازه به ترتیب، مدول یانگ 

𝜐پواسون  =  )که حد نهایی تنش تسلیم است( σ̅ =350 MPaو  0.33
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Fig. 2 Problem definition and loading of MBB beam 

 MBBتعریف مسئله و بارگذاری تیر  2شكل 

برابر طول المان مورد  2فرض شده است. فیلتر متغیر طراحی با شعاع فیلتر 

 است. N 1500متمرکز  و سازه تحت نیروی استفاده قرار گرفته

نشان داده شده است. جرم سازه  "3شکل "طراحی توپولوژی بهینه در 

درصد  69.28درصد جرم سازه کامل است که حاکی از  30.72حاصل تقریباً 

ای نسبت به نتایج ارائه شده در کاهش جرم است و پیشرفت قابل ملاحظه

نتایج در نمایش داده شده دارد.  "4شکل "که در  [5,6]ها سایر پژوهش

شود در سازه حاصل طور که مشاهده میهمان مقایسه شده است. 1جدول 

صورت صورت مستقیم و بدون واسطه و اتصال اکثر اعضا بهاتصال اعضا به

و همچنین سازه حاصل در  "4شکل "تر از مثلث شکل و در زوایای مناسب

شود که مقدار تنش ی، مشاهده م"5شکل "است. در کانتور تنش  [32]

مگاپاسکال کاهش یافته ضمن  500به  [6]مگاپاسکال در  600حداکثر از 

صورت کاملاً یکنواخت و عاری که مقادیر تنش جز در چند المان اندک بهاین

 زیع شده است.از تمرکز تنش، تو

شکل "در ، سازی توپولوژیمنظور درک بهتر نتایج و ارزش کار بهینهبه

درصد سازه توپر  30.72ای که حجم مصالح در آن ، کانتور تنش برای سازه"6

 باشد، ترسیم شده است. ها یکسان میبوده و چگالی المان

قابل مشاهده است، حداکثر تنش  "7و  5شکل "طور که از مقایسه همان

 درصد 30.72برابر نسبت به سازه کامل با چگالی  6سازی شده در سازه بهینه

 

 
Fig. 3 Optimum layout of MBB beam with the presented method  

 شده با روش ارائه MBBسازی شده تیر طرح بهینه 3شكل 

 
Fig. 4 Optimized topology of MBB beam in reference [6] 

 [6]در مرجع  MBBتیر  توپولوژی بهینه 4شكل 

 
Fig. 5 von Mises stress plot in optimized MBB beam 

 سازی شدهبهینه MBBکانتور تنش فون میزز در تیر  5شكل 

 
Fig. 6 Optimized topology of MBB beam in reference [32] 

 [32]در مرجع  MBBتیر  توپولوژی بهینه 6شكل 

 [6]در این پژوهش با مرجع  MBBسازی توپولوژی تیر مقایسه نتایج بهینه 1جدول 

Table 1 Comparison of MBB beam topology optimization results in 

this research with reference [6] 

 پارامتر
سازه توپر 

 )گرم(

سازه 

شده بهینه

 )گرم(

درصد 

 کاهش

درصد 

کاهش در 

[6] 

درصد 

 بهبود

 5.58 63.7 69.28 46.81 152.4 جرم

 

 
Fig. 7 von Mises stress plot in a structure with evenly distributed 

material equal to 30.72% of the initial domain 
سازه توپر با  %30.72ای با حجم مصالح برابر با کانتور تنش فون میزز در سازه 7شكل 

 توزیع یکنواخت

 تنش، تراز کاهش یافته است. کاهش تمرکز تنش، توزیع پیوسته و مطلوب

های طراحی انجام شده ن مزیتها در اعضای سازه از مهمترییکسان تنش

 است.

 1شكل -تیر ال -9-2

عنوان یکی از مسائل استاندارد در این زمینه شکل به -تیر ال ،در دومین مثال

سازی در نظر گرفته شده است. این تیر در نقطه برای انجام فرآیند بهینه

گاه در بالاترین نقطه سازه دارای اتصال گیردار است و یک اتصال به تکیه

 دهد.ی تیر را تحت تاثیر قرار مینیروی متمرکز رو به پایین گوشه انتهای

شکل برای ارزیابی روش  -از مهمترین دلایل استفاده طراحان از تیر ال

سازی و برنامه تهیه شده وجود یک نقطه تکینگی هندسی )محل بهینه

سازی تنش منجر به یک باشد که در بهینهشکستگی تیر با زاویه قائم( می

های چالشنقطه منفرد در تنش خواهد شد. بر طرف ساختن این تکینگی از 

 اساسی در این رابطه است.

ای تنش المان مربعی چهار گره 6400 برای تحلیل اجزای محدود از 

سازی دامنه حل استفاده متر برای گسستهمیلی 2در  2ای با ابعاد صفحه

مورد  برابر طول المان 1.5کنیم. فیلتر متغیر طراحی با شعاع فیلتر می

 است. N 1500ت نیروی متمرکز استفاده قرار گرفته و کل سازه تح

متر در میلی 200برابر  Lمشخصات هندسی نمونه با در نظر گرفتن 

خواص مکانیکی سازه نمونه نیز مطابق با قابل مشاهده است.  "8شکل "

 فرض شده است. 1خواص مثال 

طور که اشاره شده ایم. همانخوشه تقسیم کرده 10ها را در این المان

ها بندی تعداد قیدهای محلی را به تعداد خوشهاست با استفاده از خوشه

های تخصیص یافته به هر خوشه، در هر ایم. در این مثال المانکاهش داده

شود. به این صورت که در هر مرحله، مسئله به روش مرحله بروزرسانی می

ها از ها را براساس مقدار تنش آنشود. سپس المانیل میاجزا محدود تحل

کنیم و به همین ترتیب در بیشترین مقدار تا کمترین مقدار مرتب می

نشان داده  "8شکل "کنیم. طراحی توپولوژی بهینه در ها تقسیم میخوشه

جرم سازه کامل است که حاکی  %33.45شده است. جرم سازه حاصل تقریباً 

درصد رشد و بهبود در زمینه  4.62د کاهش جرم است و درص 66.54از 

نمایش  "10شکل "حاصل شده که در  [6]سازی وزن نسبت به پژوهش بهینه

 ارائه شده است. 2در جدول  [6]نتایج حاصل و مرجع  داده شده است.
                                                                                                                                  
1 L-Shape 
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Fig. 8 Problem definition and loading of the L-shaped beam  

 شکل -تعریف مسئله و بارگذاری تیر ال 8شكل 

شکل در این پژوهش با مرجع  -سازی توپولوژی تیر المقایسه نتایج بهینه 2جدول 

[6] 
Table 2 Comparison of L-shaped beam topology optimization results in 
this research with reference [6] 

 پارامتر
سازه توپر 

 )گرم(

 شدهسازه بهینه

 )گرم(

درصد 

 کاهش

درصد کاهش در 

[6] 
 درصد بهبود

 4.62 61.92 66.54 21.752 65.027 جرم

 

 
Fig. 9 Optimum layout of L-shaped beam with the  presented method  

 شده شکل با روش ارائه -سازی شده تیر  الطرح بهینه 9شكل 

 
Fig. 10 Optimized topology of  the L-shaped beam in reference [6] 

 [6]شکل در مرجع  -تیر ال توپولوژی بهینه 10شكل 
 

سازی شده شکل بهینه -کانتور تنش فون میزز در تیر ال "11شکل "در 

ملاحظه است طور که در شکل قابل ( نمایش داده شده است. همان9)شکل 

طور متناسب و یکنواخت توزیع شده است و از تمرکز تنش در کل سازه به

 ای تا حد زیادی پیشگیری شده است.های سازهتنش

 

Fig. 11 von Mises stress plot in optimized L-shaped beam   
 سازی شدهشکل بهینه -کانتور تنش فون میزز در تیر  ال 11شكل 

 گیرینتیجه -10

سازی توپولوژی سازه بر پایه تنش به کمک ی بهینهدر این مقاله حل مسئله

های متحرک انجام شده است. از یک فیلتر چگالی برای حذف روش مجانب

شدن توپولوژی بهینه بندی اجزامحدود و پدیده شطرنجی وابستگی به شبکه

رهای روش جریمه مواد همسانگرد جامد برای حذف متغی استفاده شده است.

های خاکستری موجود در توپولوژی بهینه و رسیدن طراحی متوسط و المان

کاهش دقت محاسبه تنش در  کار رفته است.به پاسخ سیاه و سفید به

تواند منجر به توپولوژی نادرست، اعضای نازک و سازی تنش میبهینه

برای بهبود ارزیابی و  های نامطلوب خاکستری شود به همین دلیلالمان

نقطه گوس در داخل و اطراف هر المان  16ها از یوستگی تنش بین المانپ

ای به مشکل همچنین توجه ویژهبرای محاسبه تنش استفاده شده است. 

های عددی کاهش تکینگی تنش و تمرکز بالای تنش شده است. نتایج مثال

شکل را نشان  -و ال MBBدرصد به ترتیب در تیر  66.54و  69.28وزن 

مرجع  درصدی نسبت به پژوهش 5.58و  4.62دهند که حاکی از پیشرفت می

شده علاوه بر کاهش مقدار تنش  مقایسه شده است. همچنین، روش ارائه

شده و از بین بردن تمرکز تنش )مگر در چند  سراسری به حد مجاز تعیین

( MBBدرصدی تنش بیشینه )در تیر  18المان اندک(، موجب کاهش 

است. شایان توجه  صورت یکنواخت توزیع شدهش در کل سازه بهتنگردیده و 

های حاصل دارای تعداد اعضای کمتر، اتصال اعضا در زوایای است سازه

صورت مستقیم، بدون واسطه و مثلث شکل هستند و این فرآیند ، بهمناسب

برای ساخت ایجاد کرده است. بنابراین برای  های کاربردیسازی، سازهبهینه

بعدی و استفاده در توان به مسائل سهقیقات آینده، کاربرد این روش را میتح

 های حرارتی گسترش داد.معرض تنش

 فهرست علایم -11

𝐵𝑎 ( ماتریس کرنش تغییرمکانm) 

𝐸 ماتریس بنیادی 

�⃗� ( بردار نیروN) 

𝑓0 ( تابع هدفkg) 

𝐾 ( 1ماتریس سختی-Nm) 

𝐾𝑒  ماتریس سختی المان𝑒 (1-Nm) 

𝑚𝑒  جرم المان𝑒 (kg) 

𝑁 ماتریس توابع شکل المان 

𝑟0 ( شعاع فیلتر متغیر طراحیm) 
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𝑟𝑗  شعاع المانj ( تا مرکز فیلترm) 

�⃗⃗� ( بردار تغییر مکانm) 

𝑊𝑒𝑏 ضرایب وزنی فیلتر 

𝑤𝑗  jضریب وزن متغیر طراحی  

�⃗� بردار متغیر طراحی 

 علایم یونانی

𝜂𝑘  سختی سازهتابع جریمه 

𝜂𝑠 تابع جریمه تنش 

�⃗� بردار متغیر فیلتر شده 

�̅� ( 2حد تحمل نهایی تنش-Nm) 

�̅�PN  تنشNorm-P (2-Nm) 

𝜎vm ( 2تنش فون میزز-Nm) 
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بدین وسیله از مرکز محاسبات سنگین دانشگاه فردوسی مشهد، که محاسبات 

 (Svanbergاز پروفسور سوانبرگ )جا انجام شد و همچنین این تحقیق در آن

تقدیر و (، MMAهای متحرک )به جهت در اختیار گذاشتن کد روش مجانب

 شود.میتشکر 
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