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و مستقر بر بستر )UD(هاي کربنی تک جداره با توزیع یکنواخت در این تحقیق رفتار ارتعاشی پوستۀ مخروطی ناقص تقویت شده با نانولوله
بر سازة ها خواص مکانیکی نانولولهمنظور تاثیربهبرشی مورد بررسی قرار گرفته است. تغییر، براساس تئوري مرتبه اول(پسترناك)الاستیک

بندي مسئله در ابتدا براساس میدان تغییر مکان در تئوري مرتبه اول و با استفاده از براي فرمولها استفاده شده است. از قانون مخلوطمذکور 
از الخط نوشته شده  و پس از ساده سازي در مختصات مخروطی و با استفادهروابط کرنش تغییر مکان، مولفه هاي کرنش در مختصات منحنی

- با درنظر گرفتن توابع مناسب براي تغییر مکانوپتانسیل کل سیستمانرژيتابعبا تشکیل اند. در مرحلۀ بعد ها محاسبه شدهقوانین هوك تنش
اند. در پایان اثر کسر حجمیدست آمدههبتقویت شده مخروطی ۀهاي پوستفرکانس،روش ریتزها با توجه به شرایط مرزي پوسته، با اعمال

مورد بحث سازههاي طبیعی بستر الاستیک و پارامترهاي دیگر بر روي فرکانسهاي ثابتنسبت ضخامت به شعاع مخروط،هاي کربنی،نانولوله
از نحوة حل مسئله اطمینان کافی حاصل شده مقایسه و در این زمینه صحت نتایج با دیگر مقالات موجود همچنین و بررسی قرار گرفته است. 

است. 

کلید واژگان:
	ارتعاش آزاد

	پوستۀ مخروطی
	هاي کربنی تک جدارهنانولوله

	روش ریتز
بستر الاستیک

Free	vibration	analysis	of	nanotube-reinforced	composite	truncated	
conical	shell	resting	on	elastic	foundation	
Saeed	Jafari	Mehrabadi1*,	Milad	Jalilian	Rad2,	Ehsan	Zarouni2	

1-	Department	of	Mechanical	Engineering,	Islamic	Azad	University	Arak	Branch,	Arak,	Iran.	
2-	Department	of	Mechanical	Engineering,	Islamic	Azad	University	Arak	Branch,	Arak,	Iran.	
*P.	O.	B.	567/38135	Arak,	Iran,	s-jafari@iau-arak.ac.ir		
	
ARTICLE	INFORMATION	 	 ABSTRACT	
Original	Research	Paper	
Received	07	December	2013	
Accepted	14	February	2014	
Available	Online	04	October	2014	
	

	 In	 this	 paper,	 Free	 Vibration	 analysis	 of	 truncated	 conical	 shell	Reinforced	with	 single-walled	
carbon	nanotubes	for	Uniformly	Distribution	(UD),	resting	on	Pasternak	elastic	foundation,	based	
on	 the	 first	order	shear	deformation	plate	 theory	 is	 investigated.	The	 rule	of	mixture	 is	used	 to	
effect	of	the	properties	of	nanotubes	in	the	mentioned	structure.	Based	on	the	displacement	field	
according	to	the	first	order	shear	deformation	theory,	after	determining	the	strain	components	in	
the	curvilinear	coordinates	and	simplifying	derived	relation,	we	compute	the	strain	components	
in	 conical	 coordinate.	Then,	 the	 stress	 components	 are	 derived	 by	 the	Hook’s	 law.	 In	 the	 next	
stage,	 by	 computing	 the	 total	 potential	 energy	 of	 system	 by	 regarding	 the	 effect	 of	 Pasternak	
elastic	 foundation	and	 regarding	 the	 suitable	 functions	 for	displacements,	by	applying	 the	Ritz	
method	 the	 natural	 frequency	 of	 system	 have	 been	 derived.	 At	 the	 end,	 the	 effect	 of	 volume	
fraction	of	nanotubes,	ratio	of	thickness	to	radius	of	cone,	elastic	constants	and	other	parameters, 	
on	 the	 natural	 frequency	 of	 structure	 have	 been	 investigated.	 Also,	 it	 can	 be	 observe	 close	
agreements	between	present	results	and	other	papers.	 	
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مقدمه- 1
توجهی در کابردهاي اي مخروطی به میزان قابل ساختارهاي پوسته

مهندسی و صنعتی از جمله صنایع هوافضا، پتروشیمی، مکانیکی، نظامی، 
شوند. بررسی ارتعاشات آزاد و اجباري این استفاده میغیرهسازي و کشتی

هاي ها در طراحیمنظور بهبود خواص ارتعاشی و مکانیکی آنها بهسازه
دلیل وزن پایین کامپوزیتی بهدینامیکی از اهمیت بالایی برخوردار است. مواد

نسبت به موادي چون فولاد و آلومینیم و همچنین خواص مکانیکی قابل 
گیرند. امروزه مواد ده قرار میاتوجهی که دارند در موارد بسیاري مورد استف

گیري در علوم مختلف شده است. هاي چشممرکب پیشرفته باعث پیشرفت
- این مواد هستند که در بخشاي از جملهرج و مواد مرکب لایهمواد تابعی مد

گیرند. از این رو تحقیقات هاي مختلف صنایع پیشرفته مورد استفاده قرار می
.]4-1[استو مکانیکی این مواد انجام شدهخواص ماديۀگسترده در زمین

باشد. ساخت مواد فناوري نانو میۀهاي جدید در زمینیکی دیگر از فناوري
حققان را فناوري در بسیاري از علوم از جمله علوم مهندسی توجه ماخیرا نانو 

1(CNTs)هاي کربنی نشان داده است که نانو لولههابرانگیخته است. آزمایش

هاي تقویتی برخوردارند. از لحاظ اي نسبت به دیگر الیافاز خواص فوق العاده
																																																																																																																																											
1- Carbon	Nanotubes	
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موادي ترینمقاومت کششی و ضریب کشسانی، این مواد یکی از محکم
رود که استفاده از بنابراین انتظار می].5[هستند که تا کنون شناخته شده اند

اي پلیمري باعث بهبود عنوان الیاف تقویتی در زمینههاي کربنی بهنانو لوله
ها گردد. هاي نسبت به نوع تقویت شده با سایر الیافخواص این کامپوزیت

هاي تقویت شده با کامپوزیتبررسی خواص ماديۀبرخی مطالعات در ضمین
هاي دهد تقویت سازههاي کربنی انجام شده است که نشان مینانو لوله

درصد)، به 5تا 2هاي کربنی حتی با کسر جرمی کم (کامپوزیتی با نانو لوله
- ها را ارتقا میمیزان قابل توجهی خواص مکانیکی، حرارتی و الکتریکی آن

] انتقال بار در مواد مرکب تقویت شده با 12[. جوشی و یوپادیاي]11-6[دهد
هاي کربنی چند جداره، تحت بارهاي کششی و فشاري را با استفاده از نانولوله

اند در این تحقیق از روش مدل مکانیک محیط پیوسته مورد مطالعه قرار داده
جداره و هاي کربنی تکثیر نانولولهأها تاجزا محدود استفاده شده است. آن

- جداره را در ارتقأ خواص مکانیک مواد کامپوزیتی مورد بررسی قرار دادهچند
، خمش خالص و کمانش تیرهاي کامپوزیتی تقویت ]13[ودنیچاروا و ژانگاند. 

جداره را مورد بررسی قرار دادند. وویت و هاي کربنی تکشده با نانو لوله
هاي نانو لولهرفتار تنش و خیز تیرهاي کامپوزیتی تقویت شده با]14[ادلی

کارگیري هها دریافتند که سختی این تیرها با بکربنی را بررسی کردند. آن
ها با توزیع یکنواخت به میزان چشمگیري کسر حجمی پایینی از نانو لوله

] خواص ارتعاشی تیرهاي نانو کامپوزیتی 15[یابد. یاس و حشمتیافزایش می
نظر گرفته اند. تیر درقرار دادهورد بررسی تابعی مدرج را تحت بار متحرك م

گیري تصادفی هاي کربنی تک جداره با جهتشده در این تحقیق با نانو لوله
تقویت شده سازي خواص مادي تیر کامپوزیتیمنظور مدلاند. بهتقویت شده

- گیري نانولولهها تاثیر جهتتاناکا استفاده شده است. آن-با نانو از مدل موري
واص سرعت بار متحرك و شرایط مرزي مختلف را روي خها، توزیع مواد، 

]16[اند. یاس و صمديارتعاشی تیر مورد نظر، مورد بررسی قرار داده
- ارتعاشات آزاد و کمانش تیر تیموشنکوي کامپوزیتی تقویت شده با نانولوله

ها با لولهاند. نانوورد مطالعه قرار دادههاي کربنی روي بستر الاستیک را م
اند. از کنواخت و همچنین تابعی مدرج در راستاي ضخامت فرض شدهتوزیع ی

نظر ر استفاده شده است. با درثؤها براي توصیف خواص مادي مقانون مخلوط
گرفتن شرایط مرزي گوناگون معادلات پایداري و حرکت تیر به کمک اصل 

د. انحل شده1یافتهروش مربع سازي مشتق تعمیمدست آمده و از ههامیلتون ب
ها، پارامترهاي سختی بستر الاستیک توزیع نانولولهةاثرات کسر حجمی و نحو

هاي طبیعی و بار بحرانی کمانش تیر و شرایط مرزي گوناگون بر روي فرکانس
مورد بررسی قرار گرفته است.

هاي بررسی ارتعاش آزاد پوسته] در تحقیقی به17،18[آیري و همکارانش
وطی را با شرایط هاي مخر] ارتعاشات پوسته19[مخروطی پرداختند. لیسا

ی هاي نازك مورد بررسهاي مختلف پوستهاساس تئوريمرزي مختلف و بر
هاي مخروطی با ] ارتعاش پوسته22- 20[قرار داده است. سیوادس و گانسن

ی مورد بررسی ضخامت متغیر را با استفاده روش المان محدود نیمه تحلیل
بررسی اثرات شرایط مرزي و خواص ، در تحقیقی، به]23[قرار داده اند. هوا

مخروطی ناقص دوار ۀهاي طبیعی ارتعاش آزاد پوستاورتروپیک روي فرکانس
استفاده براي حل معادلات حرکت2پرداخت. در این تحقیق از روش گالرکین

هاي هاي طبیعی و پاسخفرکانسۀ] به محاسب24[شده است. لی و همکارانش
اند. با استفاده از اصل همیلتون و مخروطی پرداختهپوستهارتعاش اجباري

																																																																																																																																											
1- Generalized	Differential	Quadrature	(GDQ)	
2- Galerkin	Method	

هاي طبیعی اند. فرکانسدست آمدههمعادلات حرکت ب3ریتز- روش ریلی
دست آمده و همخروطی با حل مسئله مقادیر ویژه معادلات حرکت بۀپوست
آیند. دست میهاجباري با حل معادلات حرکت بهاي پایدار ارتعاش پاسخ

اي از جنس هاي مخروطی و استوانهبررسی ارتعاش آزاد پوستهبه]25[تورنابنه
مواد تابعی مدرج پرداخته است. در مقاله مذکور از نوعی ماده تابعی استفاده 

وسیله باشد. معادلات حرکت سیستم بهترکیبی از فلز و سرامیک میشده که 
] به 26[صوفیه و همکارانشاند.شدهحلسازي مشتق تعمیم یافته مربعروش 

هاي مخروطی ارتوتروپیک غیرهمگن با تحلیل ارتعاش آزاد و پایداري پوسته
- هاي گیردار در معرض فشارهاي خارجی یکنواخت پرداختند و فرکانسلبه

را روش گالرکین حل نمودند. هاي طبیعی اصلی و معادلات حاکم 
(با دامن27[صوفیه هاي تعاش بالا) پوستهارۀ] همچنین ارتعاشات غیرخطی 

مخروطی کامپوزیتی ناقص غیرهمگن را مورد بررسی قرار داده است. در 
توانی در راستاي طبق یک رابطهمخروطی ۀتحقیق خواص مادي پوست

] ارتعاشات آزاد و پاسخ 28[کند. ستوده و همکارانشتغییر میضخامت آن
با ضخامت غیر هاي مخروطی از جنس مواد تابعی مدرجدینامیکی پوسته

اند. خواص مواد اي را مورد بررسی قرار دادهیکنواخت و تحت بارگذاري ضربه
صورت تابعی مدرج در راستاي ضخامت با استفاده از قانون توزیع توانی به

کند. براي حل معادلات از روش مربع سازي مشتق ها تغییر میمخلوط
	یافته استفاده شده است.تعمیم

مخروطی ساخته ۀهاي پوستبررسی ارتعاش آزاد پنلهب]29[ژاو و لیو
-پرداخته4ریتز	شده از مواد تابعی با استفاده از روش بدون مش یا المان آزاد

اي ها استفاده شده است و توابع ذرهاند. از تئوري مرتبه اول برشی براي کرنش
بعدي جایی دورا جهت پیوند توابع هارمونیک جهت تقریب میدان جابه

هاي مخروطی در جهت اند که خواص مواد پنلاند. فرض کردهاستفاده کرده
طور پیوسته براساس قانون توانی توزیع کسر حجمی مواد تشکیل ضخامت به

- بررسی پس کمانش پوستهدر تحقیقی، به]30،31[. شندهنده متغیر باشد
در 5ارههاي کربنی تک جداي کامپوزیتی تقویت شده با نانولولههاي استوانه

معرض بار جانبی یا فشار هیدرواستاتیک در محیط حرارتی پرداخته است. 
هاي کربنی تقویتی باعث نتایج نشان داده است که توزیع تابعی خطی نانولوله

افزایش فشار کمانشی و همچنین مقاومت پس کمانشی پوسته مخروطی 
تحلیل ]32[شود. مرادي دستجردي و همکارانشتحت بار خارجی فشاري می

جداره در معرض هاي کربنی تکهاي تقویت شده با نانولولهدینامیکی پوسته
ها ارتعاش آزاد و انتشار موج اي را مورد مطالعه قرار داده اند. آنبارهاي ضربه

ها هاي مختلفی براي نانولولهتنش را بررسی کردند. در این تحقیق توزیع
هاي با استفاده از مدلنظر گرفته شده است و خواص مادي پوسته در

خواص ارتعاشی ]33[یاس و همکارانشمیکرومکانیکی تخمین زده شده است.
جداره را با استفاده هاي کربنی تکاي تقویت شده با نانو لولههاي استوانهپانل

بینی اند. براي پیشبعدي مورد مطالعه قرار دادهاز تئوري الاستیسیته سه
ها استفاده شده است. مخلوطةز قانون اصلاح شدخواص مادي نانو کامپوزیت ا

نظر گرفتن شرایط مرزي ساده معادلات حرکت با استفاده از روش مربع با در
دست ههاي طبیعی پوسته بو فرکانسیافته حل شدهسازي مشتق تعمیم

اي کامپوزیتی هاي استوانهخطی پانل] ارتعاشات غیر34[اند. شن و ژیانگآمده
اند. در این مطالعه نمودههاي کربنی در محیط حرارتی نانولولهتقویت شده با

و 	زادهتحقیق از تئوري مرتبه بالاي برشی استفاده شده است. ملک

																																																																																																																																											
3- Rayleigh–Ritz	Method	
4-	Element-Free	kp-Ritz	Method	
5-	Single-walled	Carbon	Nanotubes
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در تحقیقی، ارتعاش آزاد پوسته مخروطی ناقص دورانی از ]35[همکارانش
د ها موراول برشی پوستهتابعی مدرج را با استفاده از تئوري مرتبهجنس ماده

یافتهمشتق تعمیمبررسی قرار دادند و معادلات حاصل را از روش مربع سازي 
بررسی تاثیرات بستر ] در تحقیقی به36فتوحی و همکارانش[حل نمودند.

الاستیک بر روي مشخصه هاي ارتعاشی نانو مخروط ها پرداخته است. در این 
ستفاده شده تحقیق از روش گالرکین براي حل معادلات حرکت نانو مخروط ا

سازي بستر الاستیک استفاده شده است و همچنین مدل پاسترناك براي مدل

شی و پایداري خواص ارتعا]37،38[فیروز آبادي و همکارانش.است
ها مورد بررسی قرار اساس یک تئوري غیرمحلی پوستهها را برنانومخروط

ز روش گالرکین دادند. در این تحقیقات معادلات پایداري و حرکت با استفاده ا
اند.دست آمدهههاي طبیعی و بار بحرانی بو فرکانسحل شده

- مخروطی ناقص تقویت شده با نانولولهۀدر این مقاله ارتعاش آزاد پوست
اساس و مستقر بر بستر الاستیک، برجداره با توزیع یکنواخت هاي کربنی تک

اعمال خواص تئوري مرتبه اول برشی مورد بررسی قرار گرفته است. جهت 
با تشکیل فانکشنال ها استفاده شده است.ها از قانون مخلوطمکانیکی نانولوله

انرژي و از روش ریتز و اعمال شرایط مرزي ساده و حل مسئله مقادیر ویژه 
اند. در پایان اثر کسر حجمی دست آمدههي مخروطی بهاي پوستهفرکانس
بستر هاي ثابتشعاع مخروط،نسبت ضخامت بههاي کربنی تقویتی،نانولوله

هاي طبیعی ارتعاش مورد بحث و الاستیک و پارامترهاي دیگر بر روي فرکانس
بررسی قرار گرفته است. صحت نتایج با دیگر مقالات موجود مقایسه و دقت 

.مناسبی بین نتایج این تحقیق و دیگر مقالات برقرار است

	خواص پوستۀ مخروطی نانوکامپوزیت- 2
هاي کربنی با توزیعی مخروطی ناقص با نانولولهۀتحقیق پوستدر این

اي پلیمري تقویت شده است و داراي زمینهxیکنواخت در راستاي مختصات
مادي را با استفاده از مدل توان خواص باشد. در مدل میکرومکانیکی، می

تخمین زد. مدل ]26[2هامخلوطةیا قانون اصلاح شد]39[1تاناکا-موري
- و قانون مخلوط] 15،30،39[باشدتاناکا قابل کاربرد براي ذرات نانو می-موري

باشد. در این بینی تمامی خواص مادي سازه، ساده و مناسب میها براي پیش
استفاده ها دلیل تطابق نتایج حاصل از دو روش فوق، از قانون مخلوطمقاله به

ها مدول یانگ و مدول برشی مخلوطةاساس قانون اصلاح شدشده است. بر
	]41[شوندبیان می)3-1مطابق روابط (موثر 

)1(h= +C N m
C N mE V E V E1 1 1 1 1

)2(2

22 22

h
= +CN m

CN m
V V

E E E

)3(h
= +CN m

CN m
V V

G G G
3

12 12

11که
CNE،22

CNE12و
CNGي یانگ و برشی نانولولۀ کربنی هاترتیب مدولبه

)باشند.خواص متناظر مربوط به زمینه میmGوmEباشد،می 1, 2, 3)h =j j

پارامتر کارایی نانولوله کربنی می باشد، این پارامتر به این دلیل که انتقال بار 
، در معادلات ]30،39[گیردصورت کامل صورت نمیریس و نانولوله بهبین مات

دست آمده از ههاي الاستیسیته بشود. مقدار آن با تطابق مدول) وارد می1-3(
. ]30[شودها تعیین میسازي دینامیک مولکولی و قانون مخلوطنتایج شبیه

باشند که کربنی و زمینه میۀکسرهاي حجمی نانولولmVوCNVهمچنین

																																																																																																																																											
1-	Mori	Tanaka 	
2-	Extended	rule	of	mixture

1CNۀرابط mV V+ د.نمایرا نیز ارضا می=
:شود) فرض می4صورت رابطۀ (را بهCNVکسر حجمی

)4(( ) *=CN CNV w z V	
):5طبق رابطه (که

)5(	
*

( ) ( )r r
r r

=
+ -

CN
CN

CN CN
CN CN

m m

wV
w w

	

ها باشد. براي حالت توزیع یکنواخت نانولولهجرمی نانولوله میکسرCNwکه
	مقدار ( )w z برابر واحد بوده و در نتیجه*=CN CNV Vباشد. نسبت پواسون و می

محاسبه کرد:)6،7روابط (صورت توان بهدانسیته جرمی را می

)6(	

12 12

22
21 12

11

n n n

n n

= ´ +

=

CN m
CN mV V

E
E

	

)7(	r r r= ´ +CN m
CN mV V	

	سازي مسئلهمدل- 3
xگیریم. که در آننظر میدر1ۀ مخروطی ناقصی را مطابق شکل پوست

در راستاي ضخامت پوسته zدر راستاي محیط وqراستاي یال مخروط و 
	باشد.می

)هايجاییهکه در آن جاب , , )u v wترتیب در راستايبه( , , )x y zمی -
باشند.
ۀپوست4هاي انحنايو شعاع3پارامترهاي لامه1با توجه به شکل 	

	.]42[گردندتعریف می)11-9روابط (صورت مخروطی ناقص به
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1
sina

=ì
í = +î
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A a x
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( )
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cos( ) sin
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= ¥ì
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مخروطی ناقص با دستگاه مختصات منحنی الخطۀبرشی از پوست1	شکل
																																																																																																																																											
3 -Lame	parameters	
4-	Radii	of	curvature
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اساس تئوري مرتبه اول تغییر شکل برشی تغییر مکان بر-روابط کرنش	
هاي قابل صرف نظر بودن از کرنشاند. در این تئوري فرض دست آمدههب

باشد و این تفاوت و اینرسی دورانی دیگر معتبر نمیzqe،xzeبرشی جانبی
باشد. در ها میاصلی تئوري مرتبه اول تغییر شکل با تئوري کلاسیک پوسته

باشند. میواقع در این تئوري نتایج از دقت بیشتري برخوردار
تعریف )12(مطابق رابطۀالخط روابط میدان تغییرمکان در مختصات منحنی

شود.می

)12(

1 1 1 2 3 1 1 2

2 2 1 2 3 2 1 2

3 3 1 2

( , ) ( , )
( , ) ( , )
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از 3aجایی براي هر نقطه دلخواه به فاصله هجاب- همچنین روابط کرنش
. ]43[گردد بیان می) 13(رابطۀبه صورتسطح میانی
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3 1 2 2 1
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æ ö¶ ¶
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روابط میدان تغییرمکان ) 12،13(در روابط )11- 9(حال با جایگذاري روابط 
در )14،15روابط (صورت مخروطی بهۀتغییرمکان براي پوست-و روابط کرنش

آیند.می
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توان به فرم ماتریسی مخروطی را میۀتغییرمکان حاکم بر پوست-روابط کرنش

نوشت.)16مطابق رابطۀ (

)16(
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ۀابطر)15(ۀحسب جابجایی از رابطها بر که با جایگذاري روابط مقادیر کرنش
	د.شونوشته می)17رابطۀ (به صورت )16(
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باشدمی)18مطابق رابطۀ (کرنش براي مواد ارتوتروپیک -روابط تنش

11 1211 11

12 2222 22

234423

135513

6612 12
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= = =
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12روابط 21 11 22 12, , , ,E E Gn n1ها مطابق روابط (مخلوطةاز روابط اصلاح شد-
د.نشو) محاسبه می6) و (3

با بستر 2مخروطی مورد مطالعه در این تحقیق مطابق شکل ۀپوست
(وینکلر ثیر أپاسترناك) احاطه شده است و ت- الاستیک از نوع دو پارامتري 

مخروطی موردۀهاي طبیعی پوستهاي بستر الاستیک بر روي فرکانسثابت
]. 44[از مدل پسترناك استفاده شده استگیرد. به این منظوربررسی قرار می

العمل که از سوي بستر الاستیک در جهت هاي عکساین منظور نیرويبه 
بندي فرمول)20مطابق رابطۀ (گردد مخروطی به آن وارد میۀضخامت پوست
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گردیده است 

- می(N/m)	kpو  ثابت برشی آن (N/m3)	kwکه در آن ثابت سختی بستر 

sinjباشد. همچنین q a= وw تغییرمکان صفحۀ میانی در راستاي ضخامت
	.باشدمی

هاي سیستم از روش ریتزدست آوردن فرکانسبه- 4
مخروطی ناقص از روش ریتز ۀهاي طبیعی پوستمنظور تعیین فرکانسبه	

اساس روش حل عددي است که برهاي استفاده است. روش ریتز از روش
-معمولاً براي حل مسائل مقدار مرزي مختلف مکانیک استفاده می1تغییرات

ست شرایط اشود. مزیت اصلی این روش این است که توابع حدس فقط کافی
	رود. کار میهمرزي مسئله را ارضا نماید، به همین دلیل در بسیاري از موارد ب

ط وگاه ساده در دو سر مخرمخروطی ناقص در این مقاله با تکیهۀپوست	
ۀدر دو انتهاي پوستS-Sنظر گرفته شده است. شرایط مرزي ساده در

شوند:بیان می)21رابطۀ (صورت مخروطی به

نظر گرفته شده است که شرایط ) در22مطابق رابطۀ (جایی نیز هتوابع جاب
.]23[نمایندمرزي مسئله را ارضا می
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نیز فرکانس wترتیب اعداد موج محیطی و طولی، وبهmو nکه در آن 
هستند.(Hz)حسب هرتز ارتعاش پوسته بر

- هاي پتانسیل، کار خارجی و انرژي جنبشی بهمخروطی انرژيۀبراي پوست
	:باشدمی)23رابطۀ (صورت 
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	مخروطی ناقص بر بستر الاستیکۀنماي شماتیک از پوست2شکل 

																																																																																																																																											
1- Variational	method	

داریم:) را24)، معادله (23(ۀ) در معادل9،16ابط (وبا جایگذاري ر
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شوند:تعریف می)25رابطۀ (صورت بههاي منتجه نیرو و ممان
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مخروطی و جایگذاري مقادیر نیرو ۀبا انتگرال گیري در راستاي ضخامت پوست
:آیددست میبه)26، رابطه ()25(ۀهاي منتجه از رابطو ممان

0 0 0
q qq q qq q qe e eé= + + + +ëòò x xx x xx x xU N M k N M k N 				

							 0 0 ( sin )q q q qe e a qù+ + + +ûx x x xz zM k Q Q a x dxd 													 		 )26( 	

رابطۀ صورت ) انرژي پتانسیل به17(ۀها از رابطبا جایگذاري مقادیر و کرنش
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1

1

1 1
1

1

1( ) ( ) ( sin
sin

1cos ) ( sin )
sin

1 1( sin )
sin sin

( sin ) ( )

q

q q

q

q

f
a

a q
y

a f a
a q

a
a q a

f y
y a f y

q

¶ ¶ ¶é= + + +ê ¶ ¶ + ¶ë
¶æ ö+ + + +ç ÷+ ¶è ø

¶ ¶æ ö æ- + +ç ÷ ç+ ¶ ¶ +è ø è
¶ ¶ ¶ö- + + + +÷¶ ¶ ¶ø

òò x x

x

x

x

u vU N M N u
x x a x

w M N
a x

u vv M
a x x a x

wQ Q
x x

	

11 ) ( sin )
sin

a q
a q
¶ ù+ +ú+ ¶ û

w a x dxd
a x

																											 			 )27(

شودتعریف می)28(رابطۀ صورت انرژي جنبشی نیز به

/2 2 2 2. . .

1 2
/2

1
2

r q
é ù

= + +ê ú
ë û

òò ò
h

h

K u v w A A dxd dz 																				 		 		 					 )28( 	

(با انتگرال ) انرژي 9،25گیري در راستاي ضخامت و جایگذاري از روابط 
شودنوشته می)29مطابق رابطۀ (جنبشی

. . . . . .
( sin )d d d a qé ù= + + +ê úë ûòòK I u u v v w w a x d dx 											 						 )29( 	

شود:تعریف می)30رابطۀ (صورت انرژي کرنشی نیز به

( sin )a q= +òòV qw a x d dx 																																																				 	 					 )30( 		
باشد.  مخروطی و بستر الاستیک میۀکه نیروي حاصل از برهم کنش پوست

آیددر می)31رابطۀ (صورت ) انرژي کرنشی به20(ۀ از رابطqبا جایگذاري 

)20(
2 2

2 2 2

1 1
j

æ ö¶ ¶ ¶
= - + +ç ÷¶ ¶ ¶è ø

w p
w w wq k w k
x x x x

)21(1 10, 0, 0, 0 0,= = = = =x xv w N M x Lat 	
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2 2

2 2 2

1 1
j

é ùæ ö¶ ¶ ¶
= - + +ê úç ÷¶ ¶ ¶è øë û
òò w p

w w wV k w k
x x x x

	

								 ( sin )a q+w a x d dx 																																																		 										 )31( 	

رابطۀ صورت هاي پتانسیل، کرنشی و جنبشی بهحسب انرژيتابعی انرژي بر
شود:بیان می)32(

Õ = + -U V K 																																																																					 								 )32( 	

)32(جایی در معادله ههاي هارمونیک و جایگذاري توابع جاببا حذف مولفه
شود:بیان می)33مطابق رابطۀ (ماکزیمم فانکشنال انرژي 

)33(^

max max maxU V KÕ= + - 	
. طبق آیددست میهکردن فانکشنال معادله بالا نسبت به ضرایب ببا کمینه

:) داریم34رابطه (

شود:می)35صورت رابطۀ (که منجر به معادله مقدار ویژه به

111 12 13 14 15

221 22 23 24 25

31 32 33 34 35 3

41 42 43 44 45 4

51 52 53 54 55 5

0
0
0
0
0

æ ö æ öæ ö
ç ÷ ç ÷ç ÷
ç ÷ ç ÷ç ÷
ç ÷ ç ÷ç ÷ =
ç ÷ ç ÷ç ÷
ç ÷ ç ÷ç ÷
ç ÷ç ÷ ç ÷è ø è øè ø

as s s s s
as s s s s

s s s s s a
s s s s s a
s s s s s a

	

دترمینان ماتریس دست آوردن فرکانس طبیعی سیستم کافی است هبراي ب
:) داریم36. طبق رابطه (داده شودضرایب مساوي صفر قرار

) در پیوست آمده است.36(ۀماتریس ضرایب در معادلSijهايمولفه

بحث و نتایج- 5
هاي کامپوزیتی مخروطی ناقص با زمینه پلی در این تحقیق پوسته	
-) به10،10جداره (هاي کربنی تککه با نانولولهPMMA1)متاکریلت (-متیل

اند، مورد بررسی قرار صورت یکنواخت در راستاي یال مخروط تقویت شده
(گرفته لوله هستند و نانو2هاي بردار کایرال) مولفه10،10اند. که زوج مرتب 

بررسی خواص . ابتدا به]45[کندهاي تک جداره را مشخص مینوع نانولوله
) پرداخته شده 10،10جداره (هاي کربنی تکمادي پلیمر مورد نظر و نانولوله

است.
- باشند از شبیهخواص مادي نانولوله که وابسته به ابعاد نانولوله و دما می	

ارائه 1]. نتایج نمونه در جدول 30[انددست آمدههسازي دینامیک مولکولی ب
متاکریلت در - که از جنس پلی متیلخواص مادي پلیمر زمینهاست. شده

																																																																																																																																											
1-	Poly	Methyl	Methacrylate 	
2 -Chiral	Vector	

	دماي (K)3000.34صورت بهmv = ،mr =1.15	 (gcm-3) ،2.5mE =

(GPa) ،0.933mG =	(GPa).ترین مسئله در بهمهمفرض شده است-
شده با نانو هاي تقویتبراي کامپوزیتها مخلوطةگیري قانون اصلاح شدکار
)تعیین پارامتر کارایی نانولوله کربنی 3هاي کربنیلوله 1, 2,3)j j =h .است

دست آمده براساس قانون نتایج تئوري بهتوان از تطبیق این پارامتر را می
سازي دینامیک مولکولی دست آمده از شبیهها با نتایج بهاصلاح شدة مخلوط

تخمین زد. به این ترتیب که پارامترهاي کارایی نانولوله با تطبیق مدول یانگ 
E11 وE22 و مدول برشیG12هاي هاي تقویت شده با نانولولهکامپوزیت

دست آمده از ها با مقادیر بهیافته مخلوطدست آمده از قانون توسعهکربنی به
اند. این مقادیر در حالت خاص در دست آمدهلی بهسازي دینامیک مولکوشبیه

].30آمده است[2جدول 
دست آمده براي همنظور بررسی صحت نتایج تحقیق انجام شده، نتایج ببه	

گاه ساده، ایزوتروپیک و از با تکیهمخروطی ناقص ۀهاي طبیعی پوستفرکانس
	=n  ،E=0.3ابعاد هندسینظر گرفتن خواص مادي و با درجنس آلومینیم

70	(GPa) ،G=26.9	(GPa) ،=r2710	(kgm-3) ،h=0.004	(m) ،b=0.4(m)

قابل مشاهده 3مقایسه شده است. این نتایج در جدول ]23[هوابا نتایج مقاله
ترتیب اعداد موج در راستاي محیط و یال مخروط است. بهmو nاست. اعداد 
.2صورت بعد بهفرکانس بی (1 )w r nW = -b E تعریف شده است. که در

	مدول یانگ، Eضریب پواسون، n، (Hz)حسب هرتز فرکانس پایه برwآن 

G ،مدول برشیρ ،چگالیh ،ضخامت پوستهa ،شعاع کوچک مخروطb شعاع
توان مشاهده می3باشد.  از جدول طول یال مخروط میLبزرگ مخروط و 
دست آمده در تحقیق ارائه شده با نتایج موجود در مقالات هنمود که نتایج ب

گذشته مطابقت دارد. البته مقداري اختلاف میان نتایج ارائه شده در تحقیق 
- شود که دلیل آن اختلاف در تئوريمشاهده می]23[ج مرجع حاضر با نتای

تغییر مکان پوسته است. نتایج ارائههاي استفاده شده براي توصیف میدان 
] (تئوري کلاسیک)4براساس تئوري تخمین اولیه لاو] 23شده در مرجع 

)10،10وابسته به دما نانو لوله کربنی تک جداره (خواص مادي1جدول 

K(11(دما 
CNE

(TPa)
22
CNE 	

(TPa)
12
CNG 	

(TPa)	
11
CNa

(10-6/k)
22
CNa 	

(10-6/k)

3006466/5 	0800/7 	9445/14584/31682/5
5005308/50800/7 	9643/1 	5361/40189/5
7004744/58641/69644/16677/48943/4

( )129.26nm, 0.68nm, 0.068nm, 0.175CNL R h v= = = =

PMMA/CNTهاي هاي یانگ براي کامپوزیتمقایسه مدول2جدول 

هاقانون مخلوطدینامیک مولکولی

*
CNV11E

(GPa)
22E

(GPa)
11E

(GPa)
22E

(GPa)1h2h3h

12/06/949/278/949/2137/0022/1715/0
17/09/1389/468/1389/4142/0626/1138/1

28/02/2245/550/2245/5141/0585/1109/1

	
																																																																																																																																											
3-	CNTRCs
4 -Love	first-approximation	theory

)34(
^

0 1, 2, 3, 4, 5¶Õ
= =

¶ i

i
a

	

)36(

11 12 13 14 15

21 22 23 24 25

31 32 33 34 35

41 42 43 44 45

51 52 53 54 55

0=

s s s s s
s s s s s
s s s s s
s s s s s
s s s s s
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در ولیشود، هاي برشی صرف نظر میکه در این تئوري از تغییر شکلاست
تر و به واقعیت تغییر شکل برشی، که دقیقاز تئوري مرتبه اولحاضرمقاله

استفاده شده است.تر است، نزدیک
پوستۀ مخروطی ناقص با درنظر Ωبعد بیتغییرات فرکانس4در جدول 	

گرفتن شرایط مرزي ساده براي زوایاي راس مختلف و خواص مادي و ابعاد 
0.3nهندسی  = ،E=	 70	 (GPa) ،G=26.9	 (GPa) ،=r2710	 (kgm-3) ،

h=0.004	(m) ،b=0.4	(m)،0.1 / sinL a= وn=1هاي در عدد موجازاي به
شود که در تمام دست آمده و مشاهده میمختلف به	(m)راستاي یال مخروط

بعد پوستۀ مخروطی حداقل مقدار را دارد.هاي بیفرکانسm=1ازاي زوایاي به
αراس مخروط توان دریافت که با افزایش زاویهمی5تا 3هاي از شکل

با بزرگتر شدن زاویۀ راس یابد، همچنین افزایش میΩبعد فرکانس بی
یابد یعنی کاهش می	nبه عدد موجΩبعد مخروط میزان وابستگی فرکانس بی

5تا 3هاي بر این از شکلعلاوهزیاد نیست.Ωشدت تغییرات nدیگر با تغییر 
بعد بسته به زاویۀ راس مخروط گردد که مقدار حداقل فرکانس بیمشاهده می

60°و 45°،30°، 15°بدین ترتیب که در زوایاي راس تغییر کرده است. 
5و 6، 7، 6ترتیب مربوط به اعداد موج محیطی بعد بهحداقل فرکانس بی

باشد.می
دست آمده براي پوستۀ تقویت شده بامنظور بررسی صحت نتایج بهبه
مقایسه ]46دست آمده در مرجع [هاي کربنی نتایج حاصل با نتایج بهنانولوله

] حاکی از آن است تقویت یک سازه با 46شده است. نتایج حاصل از مرجع [
%هاي طبیعی ارتعاش آنجداره فرکانسهاي کربنی تکنانولوله 500را تا 

5دست آمده در این تحقیق در جدول دهد. بخشی از نتایج بهافزایش می
:توان نتایج زیر از آن استخراج نمودآمده است که می

.2بعد فرکانس بی3جدول  (1 )w r nW = -b Eمخروطی ناقص با تکیه ۀبراي پوست
sin.گاه ساده ( 0.1 , sina a= = -L a b L،m=1(

nα	=	30°	α	=	45°	α	=	60°	

2
]22هوا[

تحقیق حاضر

8420/0

843117/0

7655/0

766729/0

6348/0

637436/0

3
]22هوا[

تحقیق حاضر

7376/0

744890/0

7212/0

727617/0

6238/0

631664/0

4
]22هوا [

	تحقیق حاضر

6362/0

651349/0

6739/0

687627/0

6145/0

629497/0

5
]22هوا [

تحقیق حاضر

5528/0

579622/0

6323/0

655668/0

6111/0

634844/0

6
]22هوا[

تحقیق حاضر

4950/0

536970/0

6035/0

638403/0

6171/0

650742/0

هاي کربنی هرچند با درصد حجمی بسیار کم سازه با نانولولهتقویت یک -
را افزایش گیري فرکانس ارتعاش آنتواند به میزان چشم) می25/0(%

دهد.
هاي تقویتی فرکانس به میزان بیشتري با افزایش کسر حجمی نانو لوله-

	یابد.افزایش می
هاي کربنی به عدد میزان افزایش فرکانس ارتعاش در اثر تقویت با نانولوله-

) نیز بستگی دارد.nموج (
ازاي مقادیر ها حداقل فرکانس ممکن است بهبسته به کسر حجمی نانولوله-

(مود ارتعاش) رخ دهد.nمختلف عدد موج 

.2فرکانس بی بعد 4جدول  (1 )w r nW= -b E براي پوستۀ مخروطی ناقص با تکیه
	m	موج در راستاي یال مخروطازاي مقادیر مختلف عددبهگاه ساده

)n=1.sin 0.1 , sinL a b La a= = )از جنس آلومینیمو ,-

m	α	=30°	α	=45°	α	=60°	

1920818/0	794965/0	642763/0	

204562/1	19388/1	46797/1

3	39250/1	17442/2	07978/3

404087/2	66191/3	34530/5

5	96342/2	58496/5	19612/8

6	12578/4	90120/7	5759/11

جداره برحسب هاي کربنی تکتغییرات فرکانس سازة تقویت شده با نانولوله5جدول 
هامقادیر مختلف کسر حجمی نانولوله

کسر حجمی نانولوله
N

%10%5%2%25/0
%94/385%81/265%9/150%04/281
%64/131%15/85%63/44%77/62
%96/50%37/39%06/31%34/173
%42/54%90/42%80/32%26/124
%36/142%72/119%26/75%79/65

	تقویتی داده شده است.ۀتغییرات به صورت درصدي نسبت به حالت بدون نانولول

.2بعدیبفرکانسراتییتغ3شکل (1 )w r nW = -b Eناقصیمخروطۀپوستيبرا
n	حسببر% 12یحجمکسربا	SWCNT	باشدهتیتقوسادهگاههیتکبا

0

1

2

3

4

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Ω

n

α	=15°
α	=	30°
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.2بعد تغییرات فرکانس بی4شکل  (1 )w r nW = -b Eمخروطی ناقص با ۀبراي پوست
nحسب بر17با کسر حجمی %SWCNTتکیه گاه ساده تقویت شده با 

هاي یابد تاثیر نانولولهافزایش میαراس مخروط ۀدریافت که هر چه زاوی	
عنوان شود. بهبیشتر میΩبعد هاي بیافزایش فرکانسکربنی تقویتی بر روي 

15oaمثال براي n ،%165، بسته به عدد موج محیطی Ωبعد فرکانس بی=
30oa، براي182تا % 45oa، براي 234تا %189%= =% . 325تا 282%، 
60oaبراي =% افزایش یافته است. که این نتایج با نتایج 456تا 400%، 

مخروطدر هر یک از زوایاي راس.کاملاً همخوانی دارد]46[حاصل در مرجع
از طرفی با بزرگتر ،دهدرخ میnمقدار متفاوتی ازمقدار فرکانس حداقل در 

nبه عدد موجΩبعد راس مخروط میزان وابستگی فرکانس بیۀشدن زاوی

و نمودار زیاد نیستΩشدت تغییراتnیابد یعنی دیگر با تغییر کاهش می
30°عنوان مثال منحنی مربوط زاویه آید. بهافقی در میصورت خطی تقریباًبه

60°شود ولی منحنی مربوط به زاویه سمت پایین متمایل میبهnبا افزایش 
هاي حالت منحنیبه همین دلیلافقی و بدون تغییر است. درجه تقریباً

.کنندقطع می=4nو5ایزوتروپیک یکدیگر را در
ۀهاي مختلف از نانولولترتیب تأثیر کسر حجمیبه8و 7هاي در شکل	

مخروطی با زاویه ۀبعد پوستهاي بیکربنی تقویتی بر روي افزایش فرکانس
- طور که به وضوح مشاهده میهماننشان داده شده است.30°و 15°رأس 

12%ها حتی با کسر حجمی پایینمخروطی با نانولولهۀشود با تقویت پوست
مورد نظر افزایش یافته است و سختی آن بیشتر شده ۀهاي پوستفرکانس

- طور میانگین افزایش فرکانس بیکه بهدهد همچنین نشان می7شکل است.
هاي کربنی براي کسر مخروطی مورد نظر در اثر تقویت با نانو لولهۀبعد پوست
- میبوده است. 240%و 220%، 170ترتیب %به28و %17، %12حجمی%

بعد براي کسر هاي بیمشاهده نمود که اختلاف چندانی میان فرکانستوان
17%حجمی ولی این اختلاف بین دو کسر ،نداردوجود 17و %28حجمی %

راس مخروط این شرایط دیگر برقرار ۀبیشتر است. البته با افزایش زاوی12%و 
بعد با کسر بیهاياختلاف میان فرکانس8عنوان مثال در شکل نیست به
گردد که مشاهده می8بیشتر شده است. در شکل 17%و 28%حجمی 

کسر طور میانگین براي مورد نظر بهۀپوستبعدافزایش فرکانس بی
نسبت به حالت 300%و 260%، 220%ترتیببه28و %17، %12%حجمی

تقویتی افزایش یافته است.ۀبدون نانولول
مخروطی نشان ۀاثرات نسبت ضخامت به شعاع سر بزرگ پوست9در شکل 

نسبت ضخامتشود که با افزایش داده شده است. در این نمودار مشاهده می
توان یابد. همچنین میافزایش میΩبعد به شعاع مخروط مقدار فرکانس بی

بعد با شیبس مخروط، مقدار فرکانس بیأرۀمشاهده نمود که با افزایش زاوی

ثیر افزایش نسبت أتوان گفت که تیابد. به عبارت دیگر میبیشتري افزایش می
مخروطی باۀهاي پوستفرکانسضخامت به شعاع مخروط بر روي افزایش 

یابد.  س افزایش میأرۀافزایش زاوی

.2بعد تغییرات فرکانس بی5شکل  (1 )w r nW = -b Eناقص مخروطیۀبراي پوست
n% برحسب 28با کسر حجمی SWCNTگاه ساده تقویت شده با با تکیه

.2بعد مقایسه فرکانس بی6شکل  (1 )b Ew r nW = ۀ مخروطی ناقص با براي پوست-
n% برحسب 12با کسر حجمی SWCNTگاه ساده ایزوتروپیک و تقویت شده با تکیه

.2بعد فرکانس بیتغییرات7شکل  (1 )b Ew r nW = مخروطی ناقص با ۀبراي پوست-
کربنی با کسر گاه ساده ایزوتروپیک و تقویت شده با نانولولهبا تکیهα =15°زاویه راس

هاي مختلفحجمی
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.2بعد بیتغییرات فرکانس8شکل  (1 )b Ew r nW = مخروطی ناقص ۀبراي پوست-
گاه ساده ایزوتروپیک و تقویت شده با نانولوله با کسر با تکیهα =30°با زاویه راس

هاي مختلفحجمی

طبیعی ارتعاش هاي تاثیرات بستر الاستیک بر روي فرکانس6در جدول 	
ۀمخروطی ناقص ایزوتروپیک از جنس آلومینیم و همچنین پوستۀپوست

گاه ساده مورد بررسی هاي کربنی با تکیهکامپوزیتی تقویت شده با نانو لوله
هاي بستر الاستیک ت براي سختیقرار گرفته است. در این جدول شانزده حال

ت براي سختی بستر این صورت که چهار حالنظر گرفته شده است، بهدر
نظر گرفته شده است و براي هر در4×106، 2×106، 106، 0وینکلر با مقادیر 

، 0کدام از این حالات نیز چهار حالت براي سختی بستر پاسترناك با مقادیر 
احاطه گردد که نظر گرفته شده است. مشاهده میدر5×106، 5/2×106، 106

هاي باعث افزایش مقادیر فرکانسمورد نظر با بستر الاستیک ۀنمودن پوست
. با افزایش سختی هاي بستر الاستیک وینکلر و گرددطبیعی ارتعاش آن می

یابد. همچنین با توجه به بعد سیستم افزایش میهاي بیپاسترناك فرکانس
هاي بستر وینکلر و پاسترناك بر روي توان گفت که تاثیر سختیمی6جدول 

مخروطی یکسان است.ۀبیعی پوستبعد طهاي بیافزایش فرکانس

	گیرينتیجه-6
هاي مخروطی ناقص تقویت شده با نانولولهۀدر این تحقیق ارتعاش آزاد پوست

اساس و مستقر بر بستر الاستیک، برجداره با توزیع یکنواخت کربنی تک
تئوري مرتبه اول برشی مورد بررسی قرار گرفته است. جهت اعمال خواص 

ها استفاده شده است. از روش ریتز و ها از قانون مخلوطمکانیکی نانولوله
- دست آمدههبناقصمخروطیۀهاي پوستفرکانس، اعمال شرایط مرزي ساده

	. اند
ۀدهد که با تقویت پوستدست آمده از این تحقیق نشان میهنتایج ب	

را را به میزان دلخواهی توان سختی آنهاي کربنی میمخروطی با نانولوله
- هاي استفاده شده، فرکانسزایش داد. در واقع با تغییر کسر حجمی نانولولهاف

	ها در افزایشثیر نانولولهأرا به میزان دلخواه تغییر داد. تهاي ارتعاش آن

افزایش نسبت	یابد.س مخروط افزایش میأرۀفرکانس پوسته با افزایش زاوی
- هاي ارتعاش آن میباعث افزایش فرکانس	ضخامت به شعاع سر بزرگ پوسته

س مخروط أرۀها با افزایش زاویثیر این عامل در افزایش فرکانسأگردد و ت
مورد نظر با بستر الاستیک ۀیابد. همچنین احاطه نمودن پوستافزایش می

	گردد.هاي طبیعی ارتعاش آن میباعث افزایش مقادیر فرکانس

.2بعد تغییرات فرکانس بی9شکل  (1 )b Ew r nW= ۀ مخروطی ناقص با براي پوست-
h/bبا تغییر نسبت 28%کربنی با کسر حجمی گاه ساده تقویت شده با نانولولهتکیه

)n=5(براي زوایاي راس مخروط مختلف

.2بعد تغییرات فرکانس بی6جدول  (1 )b Ew r nW = مخروطی ۀبراي پوست-
ازاي تغییرات سختی بستر الاستیکناقص با تکیه گاه ساده به
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